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Résumé. — Définition et propriétés élémentaires du résultant de deux polynoémes en une indé-
terminée, discriminant. Applications & la loi de réciprocité quadratique et au théoréme des zéros de
Hilbert.

1. Définition et propriété principale

Définition 1.1. — Soit A un anneau (commutatif et unitaire). Soit P,Q € A[T] des
polyndémes en une indéterminée T a coefficients dans A ; soit m,n des entiers > 0 tels
que deg(P) < m et deg(Q) < n. On appelle résultant (en degrés (m,n)) de P et Q le
déterminant de application linéaire

®P7Q: A[T]<n X A[T]<m — A[T]<m+n, (U, V) — UP + VQ

dans les bases (1,T,..., T L1, T,...,T™ 1) de A[T)<p x A[T) < et (1,T,..., T 1)
de A[T)<m4n- On le note Resy, n(P, Q).

Remarque 1.2. — Supposons que P = ag+a1T+- - -+ap,T™ et Q = bo+b01T+- - -+b,T™.
En écrivant la matrice de I’application linéaire ® p g dans les bases indiquées, on peut donc
calculer le résultant de P et Q comme le déterminant d’'une matrice de taille m+n, appelée
matrice de Sylvester :

ap bo
a1 ag by
: . . : bo
Resmn(P, Q) = |q,, .oag by
ar by :
am b,
Explicitement, le vecteur-colonne (ag, ..., an) est recopié n fois, a chaque fois décalé d’une
ligne vers le bas, puis le vecteur-colonne (by, ..., b,) est recopié m fois, & chaque fois décalé

d’une ligne vers le bas.

Remarque 1.3. — Le résultant de P et () est un élément de A.

Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux; notons P +— P/ I’homomorphisme
de A[T] dans B[T] qui applique un polynéme P = " ¢;77 sur P/ = 3" f(c;)T7. Alors,
Res;n(P/,Q7) = f(Resyn(P,Q)). En effet, la matrice de I'application linéaire Qprgr
est obtenue en appliquant f aux coefficients de la matrice de I’application linéaire ®p .
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Remarque 1.4. — La formule fondée sur le déterminant de Sylvester montre que le résul-
tant Resy, »(P, Q) s’exprime comme un polynome en les coefficients ag, . .., am, bo, ..., by
de P et Q.

Précisément, considérons 'anneau A = Z[ao, . . ., am, by, . . ., by] des polyndmes a coeffi-
cients entiers en (m + 1) + (n + 1) indéterminées ag, . .., Gm, bo, . . ., by, et les polyndmes
P=ay+a1+---+a,T™"et Q=0by+---+b,T" a coefficients dans cet anneau. Notons
R, le résultant Resp, (P, Q); c’est un élément de cet anneau de polynémes. On peut
démontrer qu’il est irréductible.

Le polynoéme R, , est de degré m + n, et qu’il est homogéne de degré n en les indéter-
minées (ag, ..., an) et est homogeéne de degré m en les indéterminées (by, ..., by).

Démontrons aussi que R,, , est quasi-homogéne de degré mn si I'on attribue le poids ¢
aux indéterminées a; et b;. Pour cela, développons le déterminant de Sylvester suivant les
permutations o de {1,...,m+n}. Le terme correspondant & une telle permutation est égal
a [Tty Go)—i H?:;L bo(i)—itn 510 < o(i) —i <mpour 1 <i<net0<o(i) —i+n<n
pour n+ 1 < 7 < m; il est nul sinon. Lorsqu’il n’est pas nul, le poids de ce mondéme est
donc égal a

n m+n m+n m-+n
(i) —i)+ D (oli)—i+n) =Y o(i)— Y i+nm=nm
i=1 i=n+1 i=1 i=1

puisque o est une permutation. Nous avons ainsi démontré que R,,, est somme de mo-
nomes de poids mn, ce qui signifie exactement que R,, , est quasi-homogeéne de poids mn.

Pour tout anneau B et tout couple (p, ¢) de polyndmes a coefficients dans B, de degrés <
m et < n respectivement, il existe un unique homomorphisme d’anneaux f: A — B tel
que p = P/ et ¢ = Q7 : pour tous 4, j, cet homomorphisme applique a; sur le coefficient
de T de p et b; sur le coefficients de T7 de g. Alors, Resy, n(p, q) = Rf,w = Ryn(p,q) est
obtenu en évaluant le polynéme R, , en les coefficients de p et g.

Cette remarque nous permettra, pour démontrer certaines formules générales, de suppo-
ser que ’anneau A est intégre, voire méme, en considérant son corps des fractions, que c’est
un corps, voire méme, en en considérant une cloture algébrique, qu’il est algébriquement
clos.

Remarque 1.5. — Supposons que A = R.. Pour tout entier n, soit &2, ’espace affine réel
des polyndmes unitaires de degré n et soit 7: &, X &, — Pm+n Uapplication produit.
Elle est polynomiale; calculons sa différentielle en un couple (P, Q). Comme &, est un
espace affine dirigé par I’espace vectoriel R[T]|<,, on doit calculer 7(P + U,Q + V') pour
UeR[T)<m et V € R[T]<p. On a ainsi

7(P+U,Q+V)=(P+U)(Q+V)=PQ+ (VP+UQ)+UV
=7(P,Q) + ®pqo(V,U) + O((|U] + IV])?),

ol ||-|| est une norme arbitraire sur R[T] <, (resp. sur R[T],,). Ainsi, a ’échange prés des
facteurs, I’application ®p ¢ est la différentielle de ’application 7.

Le théoréme d’inversion locale entraine donc le cas particulier suivant. Suppo-
sons Respyn(P,Q) # 0. Il existe alors des woisinages % de P dans P, V de Q
dans P, W de PQ dans Py telle que Papplication w induise, par restriction, un
E>°-difféomorphisme de U XV sur W .

Proposition 1.6. — Soit K un corps, soit P,Q € K[T| des polynomes en une indé-
terminée T a coefficients dans K et soit m,n des entiers > 0 tels que deg(P) < m et
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deg(Q) < n. Pour que Resy,n(P,Q) = 0, il faut et il suffit que l'une au moins des deux
propriétés suivantes soit vérifiée :

(1) On a deg(P) <m et deg(Q) <n;

(2) Les polynomes P et Q ne sont pas premiers entre eux dans K|[T].

Remarque 1.7. — Si 'on peut prendre m = 0, alors P = pg est constant et 'on a
Respn(P, Q) = py ; ainsi Resg, (P, Q) = 0 si et seulement si P =0 et n > 0. De méme, si
I'on peut prendre n = 0, alors Resy, o(P, @) = 0 si et seulement si Q =0 et m > 0.

Démonstration. — Notons ® = ®p . Par définition, Res,, n(P, Q) = 0 si et seulement si
I'application linéaire ® de K [T, x K[T|<,, dans K[T|<y,4, n'est pas injective, c’est-a-
dire 8’1l existe des polynémes U et V dans K[T] tels que UP + VQ = 0 et deg(U) < n et
deg(V) < m.

Supposons P = 0. On a alors Resy, (P, Q) = 0, car n > 0. De plus, soit deg(Q) =0 < n,
soit () est un facteur commun de P et ) de degré > 0. Cela prouve ’assertion dans ce cas
et la preuve lorsque @ = 0 est similaire.

On suppose dans la suite de la démonstration que P et () sont non nuls.

Supposons que deg(P) < m et deg(Q) < n; alors, ®(—Q, P) = 0, donc Res;, (P, Q) =
0.

Supposons que P et ) aient un facteur commun D de degré > 0; soit P; et ()1 des
polynomes tels que P = DPj et @ = DQ;. Puisque deg(D) > 0, on a deg(P;) < m et
deg(Q1) < n; alors, ®(—Q1,—P1) = —PQ1 + QPy = —DP,Q1 + DP,Q; = 0. Ainsi, ®
n’est pas injective et Resy, (P, Q) = 0.

Supposons maintenant que Resy, (P, Q) = 0 et soit U, V' € K[T'] des polynémes non nuls
tels que UP+VQ =0, deg(U) < n et deg(V') < m. Supposons que P et ) soient premiers
entre eux. Alors, P divise —UP = V(Q, donc P divise V, d’aprés le lemme de Gauss; on a
donc m > deg(V) > deg(P). Toujours d’aprés le lemme de Gauss, @ divise —VQ = UP,
donc P divise U, d’ot n > deg(U) > deg(Q). O

Exemple 1.8. — Soit k un corps et soit K une extension de K. Soit «a, 5 € K, soit
P,Q € k[T] des polynomes non nuls tels que P(a) = Q(5) = 0; posons m = deg(P) et
n = deg(Q).

(1) Soit R = Res(P(X — T),Q) € k[X] le résultant des polynémes P(X — T) et
Q(T) considérés comme éléments de k[X][T]. On a R(a + ) = 0. En effet, R(a +
B) = Respn(Pla+ 5 —T),Q(T)) = 0 car [ est une racine commune des polynémes
Pla+ B —T) et Q(T). Soit de plus z € K (voire une extension K’ de K). On a
R(z) = Respu(P(z — T),Q(T)) et degp(P(x — T)) = m, deg(Q) = n; si R(z) = 0,
alors il existe une racine ¢t de @ telle que x — t soit racine de P ; I’ensemble des éléments
de K’ qui sont somme d’une racine de P et d’une racine de @ est fini. En prenant x distinct
de ces éléments, on a donc R(x) # 0 ce qui prouve que le polynéme R n’est pas nul.

Cela donne par exemple une démonstration constructive de ce que la somme de deux
éléments de K algébriques sur k est algébrique sur k.

(2) Posons P(X,T) = P(X/T)T™; c’est un élément de k[X,T]. On démontre de fagon
similaire que le polynéme Resy, (P(X,T),Q(T)) € k[X] n’est pas nul et annule a3.

(3) Soit f € k[T]; posons v = f(«a) et n = deg(f). Alors, le polynébme R =
Respn(P(T), X — f(T)) € k[T] n’est pas nul et vérifie R(y) = 0.

(4) Soit F' € k[X,Y] un polynome tel que F(a,5) = 0. Alors, le polynéme R =
Resy, n(P(T), F(X,T)) € k[T] n’est pas nul et vérifie R(3) = 0.
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Corollaire 1.9. — Soit A un anneau factoriel, soit P,Q € A[T] des polynoémes en une
indéterminée T a coefficients dans A et soit m,n des entiers > 0 tels que deg(P) < m
et deg(Q) < n. Soit p un élément irréductible de A ; soit k le corps des fractions de
Uanneau intégre A/(p). Pour que p divise Resp, n(P,Q), il faut et il suffit que 'une des
deux propriétés suivantes soit vérifiée :

(1) Les coefficients dominants a,, de P et b, de Q sont multiples de p ;

(2) Les images P et Q de P et Q par I’homomorphisme de réduction modulo p de A[T)]
dans k[T] ont un facteur commun dans k[T].

Corollaire 1.10.

Soit k un corps algébriquement clos, soit P,Q € k[T1,...,Ty] des

polynomes en n indéterminées Ty, ..., Ty et a coefficients dans k, soit m,n des entiers > 0
tels que m > degrp, (P) etn > degy, (Q). Soit donc R € k[T1, ..., Ty_1] le résultant « en Ty »
de P et Q, considérés comme des éléments de k[T1, ..., Tq—1][Tq].

Pour a € k%1, on a R(a) = 0 si et seulement si l'une des deuz conditions suivantes est
vérifiée :

(1) On a deg(P(a,T)) < m et deg(Q(a,T)) <n;

(2) Les polynomes P(a,T) et Q(a,T) ont une racine commune dans k.

En particulier, lorsque d = 2, le résultant en Y fournit ’équation des abscisses des points
d’intersection des deux courbes planes définies par des polynémes P, Q € k[X,Y].

Remarque 1.11. — Le résultant Res,, (P, Q) appartient a l'idéal de A[T] engendré
par P et Q.

Soit W l'application linéaire de A[T]<p,+n dans A[T]<p, X A[T]<y, dont la matrice dans
les bases indiquées est la transposée de la matrice des cofacteurs de la matrice de ®p .
On a donc ®pg o ¥ = deg(Ppg)Id. Appliquons cette égalité au polynome 1 et posons
(U,V)=¥(1). On a donc UP + VQ = Resy, n (P, Q), donc Resp, (P, Q) € (P, Q).

2. Formules
On va maintenant donner quelques formules explicites pour le résultant.
Lemme 2.1. — On a Resp, n(P, Q) = (—1)™" Res, m(Q, P).

Démonstration. — Soit ¢ la permutation circulaire (1,...,m+n) — (2,...,m+n,1); sa
signature est (—1)™™"~1. La matrice de ®¢ p est obtenue en appliquant la permutation
circulaire des colonnes (1,...,m+n) — (n+1,...,n+m,1,...,n), égale & ¢"; sa signature

est donc égale a (—1)(mFn—bn — (_1ymn(_1)n*=n — (_1)mn puisque n? — n est pair. [

Lemme 2.2. — On a Resp,(1,Q) =1 et Resp, o(P, 1) = 1.
Démonstration. — En effet, dans ces cas, 'application ®p ¢ est Iidentité. O
Lemme 2.3. — Pour tous a,b € A, on a Resy, n(aP,bQ) = a"b™ Resy, n(P, Q).

Démonstration. — Cela découle de 'homogénéité du déterminant de Sylvester : pour le
couple (aP,bQ), il se déduit de celui du couple (P, Q) en multipliant par a les n premiéres
colonnes, et par b les m derniéres. O

Proposition 2.4. — On suppose que @ est unitaire de degré n, de sorte que la A-algébre
Ag = AT)/(Q) est un A-module libre de rang n. Le résultant Res,, (P, Q) est le déter-
minant de la multiplication par (la classe de) P dans Ag.
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Démonstration. — Soit 0: A[T|<p X A[T|<m — A[T)m+n Uapplication linéaire donnée par
(U,V) = U 4+ VQ. Comme @ est unitaire, le théoréme de division euclidienne assure
qu’elle est bijective; notons («, 3) son inverse : on a donc «(U) + S(U)Q = U pour tout
U e AT <min.

Pour U € AT, et V € A[T| <, on a

OPpo(U,V)=UP+VQ=aUP)+B(UP)Q+VQ =60(c(UP),V + B(UP)),

donc Resy, n(P, Q) est le produit du déterminant de 6 et du déterminant de I’application
(U, V)= («(UP),V + B(UP)).

La matrice de 0 est triangulaire supérieure, et comme () est unitaire, sa diagonale est
formée de 1; on a donc det(6) = 1.

La matrice de (U, V) — (a(UP),V + B(UP)) est triangulaire supérieure par blocs, donc
son déterminant est le produit des déterminants de deux blocs diagonaux. Le bloc en haut
a gauche est la matrice de la multiplication par P dans Ag. Le bloc en bas a droite est
I’identité.

Cela démontre la proposition. O

Corollaire 2.5. — Pour tout a € A, on a Resp, 1(P,T —a) = P(a) et Res; (T —a,Q) =
(=1)"Q(a).

Démonstration. — L’algébre Ap_, = A[T]/(T'—a) est égale a A, et la classe de P dans cette
algeébre est égale & P(a). La proposition entraine donc la premiére égalité Resy, 1 (P,T—a) =
P(a). On a Res; (T — a,Q) = (—1)" Resp 1(Q,T — a), d’ott la seconde égalité. O

Corollaire 2.6. — Soit Py, P», Q des polynémes de A[T], soit m1, ma,n des entiers > 0
tels que deg(Py) < my, deg(Ps) < mo et deg(Q) < n. On a

Resml-‘rmz,n(PlPQ) Q) = Resml,n(Pla Q) Resmg,n(P2a Q)

Démonstration. — 11 suffit de démontrer cette formule lorsque Pi, P>, @ sont des poly-
nomes a coefficients indéterminés a; (pour 0 < @ < myq), b; (pour 0 < j < ma) et ¢
(pour 0 < k < n) et anneau A est I'anneau des polynomes Z[(a;), (bj), (cx)]. On peut
méme prouver 1’égalité dans le corps des fractions K de A. Observons que l'on a alors
deg(Py) = mq, deg(P2) = ma et deg(Q)) = n. Posons m = m; + mg et P = P Py. Les
deux membres sont homogénes de degrés m; + mo en les coefficients de @ ; on peut donc
supposer que () est unitaire.

Soit Ag 'algebre K[T/(Q). Notons pp la multiplication par un polynéme P dans cette
algebre. D’aprés la proposition, on a Resy,, n(P1, Q) = det(up,), et de méme pour P et
P = P, P,. Comme pp, p, = ftp, © jtp,, o1 & la formule voulue. O

Corollaire 2.7. — On suppose P = a[[;2(T — ;) et Q@ = b[[}_,(T — B;). Alors,
Resma(P,Q) = 0" [[ P(55) = (—1)™a" [ () = b [ [[ (55 — -
j=1 i=1 i=1j=1

Remarque 2.8. — En raisonnant par récurrence sur n, on peut aussi démontrer le corollaire
précédent directement grace & des combinaisons linéaires judicieuses de colonnes. En effet, si QQ =
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bH;.lzl(T —Bj)=bo+bT+---+b,T", ona (T —p)Q =—PBQ +TQ, de sorte que

ag —pBbo
ar  ao bo — b1
: ’ by —Bby - —Bbo
Resm 1 (P, (T = B)Q) = |q,, L ag : by — Bby
ai bn, :
bn—1 — Bbn
am, bn

En partant du bas, ajoutons & chaque ligne § fois la suivante. On obtient ainsi

P(B) BPB) - BIPB) 0
ar+axf+... P(B) Br2P(B) by
: ' ' : by o0
Resmns1 (P, (T — 5)Q) = am P(B) : b
a1+ Bas+... by, '
. b
am, bn,
La premiére ligne est multiple de P(8), on a donc
1 Jé] .. m—l 0
ar+axf+... P(B) Br2P(B) by
; ' ' ; by 0
Resmnt1(P, (T — B)Q) = P(B) am P(B) : bo
a1+ Bas+... by,
) b
A br,

En partant de la droite, soustrayons & chacune des n premiéres lignes 5 fois la précédente. On
obtient

1 o --- 0 0
ai+axB+... ap 0 b
: R L b 0
Resm 1 (P, (T — B)Q) = P(B) am Lo bo
a; by,
bn—1
A, by,

En développant ce déterminant suivant la premiére ligne, on trouve ainsi

Resmni1(P (T = 5)Q) = P(B) Resimn(P, Q).

Le reste de la formule s’en déduit par récurrence.
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3. Résultant et algorithme d’Euclide

Les formules explicites du paragraphe précédent permettent de fournit un algorithme
assez efficace pour calculer le résultant.

On pose Py = P et P, = @ puis, pour tout entier k tel que Py # 0, soit Pyy1 le reste
de la division euclidienne de P,_1 par P. D’aprés ’algorithme d’Euclide, il existe un plus
petit entier d tel que Pyi1 = 0, et Py est le pged de P et Q.

On sait que Resy, (P, Q) = 0 si P et () ne sont pas premiers entre eux, c’est-a-dire si
deg(Py) # 0.

On suppose dans la suite que P et () sont premiers entre eux. Pour & < d, notons ny
le degré de Py et aj son coefficient dominant. Par homogénéité du résultant en le second
polynoéme, on a

Resn, ynp (Pe—1, Pe) = aZ'“’l Resn, ;ng (Pro—1, Pe/ak)-

De plus, Resp, ,n(Pr—1,Pr/ai) est le déterminant de la multiplication par Py_; dans
lalgébre K[T|/(Pg). Comme Pyi1 = Pr_1 (mod Py), c’est aussi le déterminant de la
multiplication par Py dans cette algebre, de sorte que

Resn, e (Pre1, Pi) = ap" " Resn, 1 g (Pos1, Pi) = a* ' (—=1)™"+1 Resp, ny .y (Pr, Pos1)-
Enfin, on a
Resp, 1 ng(Pa—1, Pa) = Resy, | 0(Pa—1,a4) = a;* " Resp, | 0(Py_1,1) =a,;"".

On a donc

d d—1
Resnn(P,Q) = [ ai* " [T (1),
k=1 k=1

4. Discriminant

Définition 4.1. — Soit P € A[T] un polynéome de degré m dont le coefficient domi-
nant ap, est inversible ; on appelle discriminant de P ’expression

Disc(P) = (=1)™™m=1/24-1 Res,y, 11 (P, P').

Remarque 4.2. — Prenons pour anneau A un anneau de polynémes Z[ag, ..., an] et
pour polyndéme P le polynéme P = ag + a11T + --- + a,, " dont les coefficients sont
les indéterminées. Soit R = Resym—1(P, P'). Dés qu'on évalue le polynéme R en un
polynome p dont le coefficient de 7™ est nul, on a deg(p) < m et deg(p’) < m — 1, donc
R(p) = Respm—1(p,p’) = 0. Par suite, R est multiple de a,, et il existe un unique polynome
Dy, € Zlag, ..., ay] tel que a,D,, = (—1)™(m=1) = R. En particulier, Disc(p) = Dy, (p)
pour tout polynéme p de degré m dont le coefficient dominant est inversible.

Le polynéme D, est homogéne de degré 2m—2. Si a; est de poids i, il est quasi-homogéne
de poids m(m — 1).

Proposition 4.3. — Soit K un corps et soit P € K[T]| un polynéme de degré n. Les
conditions suivantes sont équivalentes : (i) Disc(P) = 0; (i) P et P' ont un facteur
commun ; (iii) P et P’ ont une racine commune dans une cloture algébrique.

Proposition 4.4. — Si P =al[;~ (T — o), on a

Disc(P) = a®™ 2 [ (i — a;)*.
1<J
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Démonstration. — Faisons d’abord le calcul dans I’anneau des polynémes Z[a, a1, . . . , aup),
c’est-a-dire lorsque P est le « polyndéme générique scindé ». Par définition, on a

(1™ D24 Disc(P) = Respm-1(P, P') = (=1)"" Vo™ ] P (cw).

i=1
D’autre part, pour tout i € {1,...,m}, on a
P'(a;) = QH(aJ
J#

de sorte que

aDisc(P) = (_1)m(m—1)/2a2m—1 H(O‘J

J#i
— a2m—1 H(a
j<i
En simplifiant par a, on a le résultat voulu.
Le calcul précédent reste valable si a est inversible, voire si a est simplifiable dans A. Dans
le cas général, Disc(P) s’obtient par évaluation du discriminant du polynoéme générique
scindé, d’oul le résultat. O

Exzemple 4.5. — (1) Pour P = aT? + bT + ¢, on a Disc(P) = b? — 4ac.

(2) Pour P = T3+ pT + q, on a Disc(P) = —4p> — 27¢>.

(3) Plus généralement, si P = T™ + pT + q, alors Disc(P) = (—1)"=D/2(gn=1pm 4
(=),

I suffit de traiter le dernier exemple dans le cas ou ¢ # 0 et P et P’ sont scindés,
cest-a-dire P = [[[_ (T — ;) et P' = nT" ' +p =n(T" ' +p/n) = n[]jZ HT - Bj).
Alors,

n—1
Disc(P) = (—=1)"""V/2 Res,, n_1(P, P') = (-1)"" V™ [T P(8;)-
j=1

Pour tout j, on a 5;1_1 = —p/n, donc

P(B;) = B} +pBj +q=p(1 —1/n)B; +q,

de sorte que

Disc(P) = (-1 ""1/2"]_[ (p(1 —1/n)B; +q)

:(_1)n(n 1)/2 n— 1 n nH( 1_n B])

= (=1 (1 = )" P (gn/p(1 — )
_ (_1)n(n—1)/2pn—1(1 o n)n—l (n(qn/p(l _ n))n—l +p)
_ (_1)n(n71)/2 (qnflnn + (1 - n)nflpn) )

Remarque 4.6. — Supposons A = R et identifions & R"™ I'espace affine des polynémes
unitaires de degré n, par 'application (a1, ..., a,) = T" +a1T" ' +---+a,. Soit f: R® —
R" 'application qui applique o = (a1, ..., o) € R sur le polynome P, = [ (T — o).
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Elle est polynomiale, donnée aux signes prés par les polyndémes symétriques élémentaires :
F:am (=si(a),...,(=1)"sp(a)).

Comme s;(Th,...,Ty) = si(Th, ..., Tn—1) + Tpsi—1(Th, ..., Tn—1), on a

Onsi = 8i1(T1,..., Tn—1) = si—1 — Tnsi—2(T1, ..., Tno1) = 8i-1 — T10nsi—1.
Par symétrie, on a plus généralement :
0js; = si—1(1T1, . .. T Tn) = 851 — T;058i-1,
soit encore
(—1)mai8m = (—1)m8m,1 + (—1)m_1T¢8ism,1.

Pour 7 =1, on a d;s; = 1; ces formules sont donc valables & condition de poser so = 1.

Voici une astuce pour calculer le jacobien de I’application f. Définissons deux vecteurs-
ligne 1 = (1,...,1) et T = (T1,...,T},); notons x le produit composante par composante
des vecteurs-ligne. Posons Ly = 1;si 1 < m < n, notons L,, l'opposé de la ligne d’indice m
de Jy; onadonc Ly, = (=1)™ s, 114 Ny * Ly, 1, de sorte que le déterminant J vérifie

Jy=(=1)"det(Lq,...,Ly)

(—=1)"det(1,—s; +1+T*Ly,...,(—1)"ts, 11 +TxL,_ 1)
= (—1)” det(l, T Ll, ce ,T * Lnfl)

= (=1)"det(1,T,...,T" ),

ol on retrouve le déterminant de Vandermonde. Ainsi,

Jp= 0 T - ).
J>1

Par conséquent, [Disc(Py)| = Jf(a)?.

Le théoréme d’inversion locale fournit alors le résultat : Soit a € R™ un vecteur a co-
ordonnées deux a deur distinctes; il existe un voisinage ouvert U de o dans R"™ et un
voisinage ouvert V. de P, dans [’espace des polynémes unitaires de degré n tel que appli-
cation f induise un €°°-diffécomorphisme de U sur V.

Autrement dit, sur V', on peut exprimer les racines d’un polynéme de fagon € en ses
coefficients.

5. Résultant et réciprocité quadratique
Définition 5.1 (Symbole de Legendre). — Soit p un nombre premier > 3 et soit a
un élément de F ). On pose <2> =1 sia est un carré, et <2> = —1 sinon.
p p

Proposition 5.2. — Pour tout a € F;, on a (%) = qP~1/2,

Démonstration. — Comme le groupe multiplicatif de ), est de cardinal p—1, on a ab~l =1
pour tout a € F), de sorte que (a(p_l)/Q)2 = 1. Par suite, a?"1/2 = +1. Si a est un carré,
disons a = b2, alors aP~1/2 = p~1 = 1. Les carrés de F, sont I'image du morphisme
de groupes a +— a?, dont le noyau est {£1}; il y a donc (p — 1)/2 carrés. Ces carrés sont
solutions de I’équation polynomiale T(®~1/2 = 1 qui a au plus (p — 1)/2 solutions; ce



10 ANTOINE CHAMBERT-LOIR

sont donc exactement les solutions de cette équation. Ainsi, si @ n’est pas un carré, on a
—1)/2 _
alP =1 O

5.3. — Soit p un nombre impair. Considérons le polynéme cyclotomique d’indice p, ®, =
XP=1 ...+ 1. Comme il est réciproque, il existe un unique polynéme T, € Z[X] de degré
(p —1)/2 tel que @, = T,,(X + 1/X) X P~1/2,

Soit K un corps algébriquement clos et soit a € K une racine de ®,. Il existe deux
éléments x € K tels que x —i—% = a, ce sont les solutions de I’équation 2 —ax+1 = 0 elles
sont inverses I'une de lautre. (Ces deux racines sont confondues, égales a 1 si a = 2, et
4 —1si a=0; sinon, elles sont distinctes.) On a donc ®,(x) = T(a)x®~1/2 = 0. Comme
(X —1)®p(X)=XP—1,onaaz? =1

Sixz =1, alors p = 0 dans K et K est de caractéristique p. Alors, a = 2. Dans ce cas, on
a®, = (X —1)P"" et a = 2 est Punique racine de T},. (Autrement dit, T, = (X —2)(P~1)/2))

Supposons que x # 1. Alors, x est une racine primitive p-iéme de 'unité, et la caracté-
ristique de K est distincte de p.

Théoréme 5.4 (Réciprocité quadratique). — Soit p # q des nombres premiers im-
pairs. On a (]—)> <g> = (—1)P—Dla=1/4,
q/ \P

Démonstration. — Soit R = ReS(p_l)/Q’(q_l)/Q(Tp7 T,) le résultant des polynémes T}, et Tj,.

C’est un entier ; nous allons démontrer que R = 1 .

Démontrons d’abord que R = +1. Sinon, soit £ un nombre premier qui divise R. Comme
T, et T;; sont unitaires, ils ont un facteur commun dans Fy[X]. Soit K une cloture algébrique
du corps fini Fy et soit a € K une racine commune a T}, et Tj,. Soit € K tel que a = z+1/x.
Alors zP = x? = 1. Comme p et g sont premiers et distincts, ils sont premiers entre eux,
on a donc x =1 et a = 2. D’aprés la discussion précédente, la caractéristique de K, £, est
égale & p et & ¢, ce qui est impossible puisque p # q.

Calculons maintenant 1'image de R modulo p. Soit K une cléture algébrique du corps
fini F),. L'image R -1k de R dans K est le résultant des polynémes T}, et T}, considérés
comme éléments de K[X|. Dans K, 2 est la seule racine de T}, avec multiplicité (p —1)/2.
On a ainsi

_ _ _ q
R-1x = H Qo) = Tq@)(p /2 _ <I>q(1)(p D/2 = ge=1)/2 = <;>
Tp(a)=0

Cela démontre la congruence R = <g> (mod p).
p

Comme l'entier (2) est le seul élément de {£1} qui satisfasse cette congruence, on a
p

prouvé que R = 4 .

Par symétrie, on a Res(T},T),) = (E)
q
Puisque Res(T},, T,) = (—1)P~ D@D/ Res(T,, T},), on en déduit alors la loi de récipro-

cité quadratique :
<€> <2> _ (L),
q p
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6. Résultant et théoréme des zéros de Hilbert

Définition 6.1. — Soit K un corps et soit I un idéal de K[T1,...,T,]. On définit V(I)
comme ’ensemble des a € K™ tels que P(a) = 0 pour tout P € I.

Sil e I, alors V(I) = 0, de fagon évidente. La réciproque est fausse en général. Par
exemple, si K = Retn=1,on a V((T? +1)) = 0, le polynéme T2 + 1 n’ayant pas de
racine dans R.

La théoréme des zéros de Hilbert affirme que la réciproque est vraie lorsque le corps K est
algébriquement clos. Sa preuve utilise quelques résultats auxiliaires que nous démontrons
tout de suite.

Lemme 6.2. — Soit K un corps infini, soit n un entier > 1 et soit P € K[T1,...,T),]
un polyndome non nul. Il existe a € K™ tel que P(a) # 0.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n ; I’assertion est classique si n = 1, un
polynéme non nul ayant moins de racines que son degré. Soit alors d le degré de P par rap-
port & I'indéterminée T}, et écrivons P = PyT%+-- -+ Py, ot Py, ..., Py € K[T1,...,Tn_1];
par hypothése, P; # 0. Par récurrence, il existe a’ € K™~ ! tel que Py(a’) # 0. Le polynome
P(d',T) € K[T] n’est pas nul; d’aprés le cas n = 1, il existe b € K tel que P(a’,b) # 0 et
la famille a = (a/,b) convient. O

Proposition 6.3. — Soit K un corps infini, soit n un entier > 1 et soit P € K[T1,...,T,]
un polynéme non constant, soit d son degré. Il existe alors (ay,...,an_1) € K" tel que
le coefficient de T du polynome P(Ty + a1Ty, ..., Tp_1 + an_1Tp, T},) soit non nul.

Démonstration. — Soit Py, la composante homogéne de degré k& de P, de sorte que
P = Py + --- 4+ P;. Par hypothése, P; # 0. Le coefficient de T du polynéme
P(Tl + aTh,...,Th-1 + an—lTn;Tn) est égal a Pd(al,.. . ,an_l,l). Comme P,; est
homogeéne, le polynéme Py(Th,...,T,—1,1) n’est pas nul. D’aprés le lemme précédent, il
existe a € K"~ ! tel que Py(a,1) # 0, de sorte que a convient. O

Théoréme 6.4 (Théoréme des zéros de Hilbert, forme faible)
Soit K un corps algébriquement clos. Soit I un idéal de K[Ti,...,T,], distinct de
K[T,...,T,]. Alors V(I) # 0.

Démonstration. — Sin =0,on a K[Ty,...,T,] = K ; ainsi, ona I =0et V(I) = K° (un
singleton).

On démontre alors le résultat par récurrence sur n en le supposant vérifié dans le cas
d’un anneau de polynémes en < n indéterminées. Comme V' ((0)) = K™, on peut supposer
que I # 0. Soit P un polynéme non nul appartenant & I ; alors P n’est pas constant. Soit
d = deg(P) et supposons que le coefficient de Tg de P ne soit pas nul.

L’idéal K[T4,...,T,—1]NI est un idéal strict de K [T, ...,T,—1]. Par récurrence, il existe
donc a’' = (ay,...,an_1) € K" ! tel que Q(a’) = 0 pour tout Q € K[Ty,...,T,_1NI. Soit
alors J C K|[T] l'ensemble des polynomes de la forme Q(a’,T'), pour @ € I. C’est I'image
de I par 'homomorphisme (surjectif) d’anneaux de K|[T1,...,T,]| dans K[T] qui applique
T; sur aj pour j < n—1et T, sur T'; c’est donc un idéal de K[T.

L’anneau K [T est principal ; soit @ € I un polynome tel que Q(a’, T') soit un générateur
de J. Soit R € KI[T1,...,T,—1] le résultant de P et @, considérés comme polynéomes de
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K[Ty,...,Th—1][T,]. C’est un élément de 'idéal engendré par P et @), donc est un élément
de INK|[Ty,...,Th—1]. Par le choix de d/, on a donc R(a’) = 0. Comme P est unitaire
en T),, cela signifie que les polynomes P(a’,T) et Q(a’,T) ont un facteur commun. Puisque
P(d’,T) # 0, cela entraine que Q(a’,T) n’est pas inversible. Il existe donc a,, € K tel que
Q(d',a,) =0; posons a = (d, ay).

Pour tout polynéme Q1 € I, Q1(a’,T) est multiple de Q(a’,T'), donc s’annule en a,, ;
par conséquent, Q1(a) = 0. Cela démontre que a € V(I) et conclut la démonstration du
théoréme sous 'hypothése particuliére faite sur sur le polynéme P.

Traitons maintenant le cas général. D’aprés la proposition, il existe b € K™ ! tel que
le coefficient de T,‘f du polynéme P(Ty + 01Ty, ..., Th—1 + bp—1Ty,T,) ne soit pas nul.
Considérons 'unique homomorphisme f de K-algébres de K[T1,...,T,] dans elle-méme
tel que f(7}) = T; + b;T, pour 1 < j < n—1et f(T,) = T,,. C’est un automorphisme,
son inverse est 'unique homomorphisme de K-algebres qui applique 7}, sur lui-méme et T}
sur T; — b;T;,. L’'image f(I) de I est donc un idéal strict de K[T1,...,T,]. Il existe ainsi
a € K" tel que f(P)(a) =0 pour tout P € I. Comme f(P)(a) = P(a1 + bian,...,an—1 +
bp—1an, ay), cela démontre que @’ = (aj + biay, ..., an—1 + by—1an, a,) appartient a V(I).

O

Corollaire 6.5. — Soit K un corps algébriguement clos.

(1) Pour tout a € K", l'idéal M, = (Th — a1, ..., Ty, —ay) de K[T1,...,T,] est un idéal
maximal.

(2) Pour tout idéal mazimal M de Uanneau K[T1,...,T,], il existe un unique a € K"
tel que M = M,.

Démonstration. — Par des divisions euclidiennes successives, on démontre que M, est le
noyau de I'homomorphisme de K[Ti,...,T,] dans K donné par P — P(a). Comme cet
homomorphisme est surjectif et son image est un corps, cela entraine que M, est maximal.

Soit a,b € K™ tels que M, = M,,. Pour tout j, T; — a; € M, s’évalue sur b; — a; en b,
donc b; = a;. Cela prouve que a = b.

Soit M un idéal maximal de K[T7,...,T,]. D’aprés la forme faible du théoréme des zéros
de Hilbert, il existe a € K™ tel que P(a) = 0 pour tout P € M. Ainsi, M C M,. Puisque
M est un idéal maximal, on a M = M,. O



