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EXERCICE 1

n
Soit (x,) une suite de nombres complexes. Pour tout n > 1, on pose y, = % Y xi.
k=1

1 Onsuppose que (x,) converge vers un nombre complexe ¢ ; démontrer que y, converge vers £.

2 Onsuppose que les x, sontréels et que x, — +oo ; démontrer que y, — +oo.

3 Donner un exemple ou la suite (y;) converge mais ou la suite (x;) ne converge pas.

n

4 (Variante) On pose z, =27" Y (Z)xk. Si la suite (x;) converge vers ¢, démontrer qu'il en est de méme
de la suite (z,,).

EXERCICE 2
Soit (x,) une suite telle que xp >0 et x,+1 =1+ X, pour n>0.

1 Démontrer que la fonction x— v/1+ x posséde un unique point fixe, a, dans R, . Calculer a.

2 Démontrer que la suite (x,) est monotone et convege vers a.

Xn+1—a
3 Onsuppose xg # a ; démontrer que Sallan converge vers 1/2v/1 + a. En déduire que la suite de terme
Xp—a

général —%log |x, — al converge vers log(2v'1+ a).

EXERCICE 3
Soit @ un nombre réel strictement positif; on définit une suite (x;) par récurrence en posant xy =1 et
Xpel = % (xn + xi) pour n>0.

1 Quelles sont les éventuelles limites de la suite (x;) ?

2 Démontrer que la suite de terme général |xn -Vva | décroit est strictement décroissante.

3 Démontrer que les suites de terme général x,, et x»,.1 respectivement sont adjacentes.

4 Onpose y, = —log|x,— v/a|. Démontrer que la suite de terme général y,.1—2y, converge. En déduire
que la suite de terme général y, /2" converge.

EXERCICE 4

1 Soit (x,) une suite de nombres réels telle que x4+, < X, + X, pour tout couple (m, n). On pose ¢ =
11;f1 (x,/n). Démontrer que la suite (x,/n) converge vers ¢.
nz

2 Soit E un espace vectoriel normé et u un endomorphisme continu de E. On note ||-|| la norme sur E
et la norme d’opérateur sur End(E). Démontrer que la suite (|| u”lll/ ") converge. Lorsque E est de di-
mension finie, calculer sa limite en fonction des valeurs propres de u.

EXERCICE 5
Soit (x;) une suite de nombre réels telle que x,+; —x;, — 0.

1 Montrer que 'ensemble de ses valeurs d’adhérence est un segment non vide de R=RuU {+o0}.

2 Soit f: R — R une application continue. On suppose que x,+1 = f(x,). Démontrer que la suite (x;)

converge.



EXERCICE 6

Soit (x;,) une suite de nombres réels telle que x,.1 = sin(x,) pour tout entier n et 0 < xg < 7.
1 Démontrer que 0 < sin(x) < x pour tout x € ]0, 7[.

Démontrer que la suite (x,,) est strictement décroissante et tend vers 0.

3 Calculer
1 1

lim —— - —.
x—0" sin?(x) X
4 Démontrer que la suite (nu?) a une limite strictement positive.

EXERCICE 7
Soit (x;) une suite de nombres réels telle que xg >0 et x,41 = x,/(1+ xfl).

1 Démontrer que x, >0 pour tout n.

2 Démontrer que la suite (x;) est strictement décroissante et converge vers 0.

3 Démontrer qu'il existe un unique nombre réel a tel que x;., ; — x;; ait une limite finie non nulle lorsque
n— +o0o.

4  En déduire un équivalent de x, lorsque n — +oo.

EXERCICE 8
Soit (x;) une suite de nombres complexes; pour tout n, on pose y, = Xp +2Xp+1.-
1 Pour tout n, calculer x, en fonction des termes de la suite (y,) et de xg.
2 Onsuppose que la suite (y,) converge; démontrer que la suite (x,) converge et calculer sa limite.

EXERCICE 9
Soit f une fonction de classe €"~! sur [a;b] et 2" sur la, bl.
1 Onsuppose que f posseéde n+1 zéros dans [a, b]. Démontrer que £ s’annule.
Soit (ay,...,a,) des nombres réels distincts appartenant a [a, b] tels que f(a;) = 0 pour tout i. Soit

n
t € [a, b] un nombre réel distinct des a; etsoit A= f(t)/ [] (¢—a;).En considérantla fonction g donnée
i=1

n
par g(x) = f(x) — AI] (x— a;), démontrer qu’il existe £ € ]a, b[ tel que
i=1

1 n
fy= Ef(")(é)izl‘[l(r—ai).
3 Soit P le polynéme d’interpolation de Lagrange pour f aux points a; ; démontrer que ||P— f ||0o <
(b—a)"My,/n!, ot M, = sup |f™(1)].
te€la,b|
EXERCICE 10
Soit p un entier et soit f: R — R une fonction dont la restriction de f a R* est de classe €. On
suppose que fP)(x) a une limite finie lorsque x — 0 (en restant #0).
1 Onsuppose d’abord que p = 1. Démontrer que f est continue en 0, puis que f est de classe "' sur R.
Démontrer que f est de classe 67.
Dans la suite de I'exercice, on considere la fonction f: R — R définie par f(x) =0si x <0 et f(x) =
e ¥ six>0.
3 Démontrer que la restriction de f a R* est de classe ¥°°. Démontrer qu’il existe pour tout entier z un
polynéme P, tel que £ (x) = P,(x)e”"*/x*" pour tout x > 0.



4 Démontrer que f estde classe €.
EXERCICE 11
Soit f: R — R une fonction de classe €7 telle que f(0) =0, o p > 1. On pose g(x) = f(x)/x pour
x#0 et g(0) = f(0).
1 Démontrer que g est continue sur R.
2 Démontrer que g estde classe ¢’” sur R* et que l'on a la formule, pour x#0 et m< p,
m ! (p)
gmw=Y %(—1)’”‘”%.
k=0
3 En appliquant la formule de Taylor entre x et 0, démontrer que g(m) (x) — ﬁ(—l)m f (m+1) () quand
x—0.
4  Endéduire qu'il existe une fonction de classe €’”~! sur R qui prolonge la fonction g.
5 Démontrer que g(x) = fol f'(xt)dt, pour tout x € R. En déduire une autre démonstration de la question
précédente.
EXERCICE 12
Soit f lafonction de R dans R donnée par f(f) = et
1 Démontrer qu'il existe, pour tout entier 7, un unique polynéme P,, tel que £ (1) = Pn(t)e”f2 .
2 Démontrer que deg(P;) = n. Prouver aussi que P,, est de la méme parité que 7.
3 En dérivant de deux fagons la relation f’ = —2¢f, démontrer que Py + 2tP, +2nP,_1 = 0 et
P! —2tP, +2nP, =0.
4 Démontrer que P estscindé sur R.
EXERCICE 13
1 Soit f: R* — R la fonction définie par f(1) =e /t.
2 Démontrer que f est de classe €. et qu’il existe une unique suite (P,) de polyndmes telle que
f (1) = P,(t)e”"/t"*! pourtout neN et tout € R*.
3 Démontrer que
PO+ (t+n+1)P,(t)+ntP,_1(t) =0.
4 Démontrer que P, estscindé sur R et que ses racines sont toutes strictement négatives.
EXERCICE 14
Soit f: R— R de classe €72.
1 Onsuppose que f et f” sont bornées. Démontrer que f est bornée et que | f'|| . <21/ flloo | F" |l -
2 On suppose de plus que f est positive; déduire de la question précédente que |f'||_ <
21 [T
EXERCICE 15
Soit F une fonction continue de R+ dans R telle que I'intégrale impropre [;° F(x) dx converge.
1 Démontrer que pour tout x € R; ettout € >0, il existe y > x tel que |F ( y)| < €. Donner un exemple ol
F(x) ne tend pas vers 0 quand x — +oo.
2 On suppose de plus que F est de classe 4’'. Démontrer que pour tout x € R, et tout £ > 0, il existe

y=>xtelque |F'(y)|<e.



3 Soit f une fonction de classe ¥ de R dans R. On suppose que f € L?2(R) et f” € L(R). Démontrer
que f'e 2R etque | f'[l5 < [|I£], 7]

EXERCICE 16
Pour toute application continue f: [0,1] — R, on définit une application T, f de [0,1] dans R par

! k
Taf= 3 T f(55).
=0
1 Démontrer que H Tanoo < ||f||c><>

2 Démontrer que la suite (75 f(x)) converge vers fol f(t)dt. (La convergence est méme uniforme en x.)
3 Démontrer qu'il existe une application continue f: [0,1] — R telle que pour x € ]0,1[, on ait f(x) =

1 1
cot(mx) —— - ——.
x l-x
4 Démontrer que pour tout nombre réel xe R\Z,ona
1 & 2x
nmeot(mx) = —+ CRECE
X jfoixc-n
EXERCICE 17

Soit f: Ry — R une application monotone; on pose F(x) = f; f(1)dt pour tout x > 0. On pose aussi
n
Sn=% f(P) .
p=1

1 Onsuppose que F(x) aune limite finie quand x — +oco. Démontrer que la suite (S,) converge.

2 Onsuppose que F(x) — +oo quand x — +oco ; démontrer que S, ~ F(n).

3 Pour x > 0, on pose Expliquer comment l'introduction de la fonction g définie par g(x) =
fx) - f ; 1 f(t)dt peut améliorer I'équivalent précédent.

4 En appliquant la méthode précédente a la fonction donnée par x — log(x), démontrer que la suite de
terme général log(n!) — (n + %) log(n) + n converge.

5 Endéduire qu'il existe un nombre réel C > 0 tel que n! ~ Cn"e™"\/n (formule de Stirling). (Lexercice 18
sur les intégrales de Wallis, f; sin(x)” dx, permet de démontrer que C = V27m.)

EXERCICE 18
Pour tout entier n > 0, on pose I, = (;T /2 sin(x)" dx (intégrales de Wallis).
n
1 Démontrer quel'ona I;1; = Tlln_l pour tout entier n > 1.
n
2 Endéduire que
@) s
T 2 (2"n)? T 2D
3 Enobservant que 41 < Iy < Inj—1, démontrer que 4nlp,I2,-1 — m quand n — +o0.
4 On rappelle (exercice 17) qu'il existe un nombre réel C > 0 tel que n! ~ Cn"e™"y/n. Démontrer que

C=+v2m.

2n



