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INTRODUCTION

La théorie mathématique de la communication vise a étudier de facon mathéma-
tiques dans quelles conditions on peut transmettre des données, en particulier a
quelle vitesse, et avec quelle fiabilité.

Dans l'article fondateur de (1948), un systeme de communication est
modélisé par le diagramme suivant :

bruit

-

destinataire

e
~

source émetteur » canal » récepteur

— La source est I'entité qui possede une information, un message, a transmettre
a son destinataire. La source peut-étre une station de radio ou de télévision, un
journal, un site web, vous ou moi désirant annoncer une mauvaise nouvelle au
téléphone ou par courrier électronique, une sonde spatiale prenant des photos
des planetes qu’elle survole, etc. Le message peut-étre un texte, une photographie,
un morceau de musique, une combinaison de ceux-ci.

— L'émetteur est I'appareil physique par lequel nous allons diffuser ce message,
c’est par exemple un émetteur de radio ou de télévision. A I'époque de Shan-
non, la transmission était souvent analogique. Dans le cas du téléphone ou de
la radio, le son est représenté par 'amplitude de la pression sur le micro que ce
dernier transforme en un signal électrique proportionnel. Il s’agit donc de trans-
mettre cette amplitude, représentée par une fonction du temps, ou par deux telles
fonctions pour un signal stéréo. Dans le cas de la télévision couleur, il s’agira de
transmettre trois amplitudes pour la couleur (rouge/vert/bleu) en chaque point de
I'écran, deux amplitudes pour le son, le tout dépendant du temps. De nos jours, la
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transmission des signaux — télévision, téléphone, Internet — est essentiellement
numérique, a I'exception notable de la radio Fm, la radio numérique terrestre
(paB) qui peine a décoller : le message est transformé en une suite de nombres
qu’il s’agit de transmettre.

— Le récepteur est 'appareil par lequel le destinataire regoit ce message, c’est un
poste de radio ou de télévision, éventuellement associé a un « décodeur » dans
le cas de la télévision numérique terrestre ou de la télévision par Internet, un
téléphone, un ordinateur relié au réseau Internet, etc.

— Le canal est le medium physique par lequel I'information est transmise de
I'émetteur au récepteur : l'air pour la transmission de la radio/télévision par voie
hertzienne, la fibre optique du fournisseur Internet, les cables en cuivre du réseau
de téléphone, etc. Comme tout objet physique, ce canal est sujet a des perturbations
— du bruit — par lesquelles le signal qui parvient au récepteur differe de celui
envoyé par I'émetteur, de sorte que le message recu par le destinataire differe de
celui envoyé par la source.

La théorie mathématique de la communication vise a analyser dans quelles
conditions un canal donné, soumis a un certain bruit, peut, ou pas, transmettre un
message donné. Deux théoremes de (1948) répondent ainsi aux questions
suivantes :

a) A quelle vitesse est-il possible de transmettre un message ?
b) En présence de bruit, est-il possible de transmettre un message de maniere

fiable?

Si le canal permet de diffuser ¢ symboles par unité de temps, il semble évident
qu’'on peut transmettre un message de N symboles pendant un temps N/c, mais
peut-on faire mieux ? Ensuite, comment détecter une mauvaise transmission de
certains symboles et, éventuellement, les corriger?

Le présupposé de base de la théorie est que les messages a transmettre, du fait-
méme de leur origine, ne sont pas arbitraires. Si c’est un texte, certaines lettres
seront plus fréquentes que d’autres; si c’est 'enregistrement d"'une voix ou d'un
morceau de musique certaines fréquences seront absentes du signal, sans méme
tenir compte du fait que les hauts-parleurs peuvent ne pas les restituer ou l'oreille
humaine les percevoir.

Dans son article, (1948) propose une mesure de la « quantité d'informa-
tion » contenue dans un message, qu’il appelle entropie. Plus exactement, il s’agit
de la quantité d'information contenue dans I'ensemble des signaux susceptibles
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d’étre transmis. Sa définition est de nature probabiliste et son étude fait 'objet
du chapitre 1. Nous y définissons I'entropie d'une variable aléatoire et plusieurs
variantes :

— Lentropie conditionnelle, qui représente l'information supplémentaire
qu'offre une variable aléatoire par rapport a une autre;

— Linformation mutuelle entre deux variables aléatoires, qui représente de
fagon symétrique lI'information que chacune dit de l'autre;

— Le taux d’entropie d'un processus aléatoire, c’est-a-dire d'une suite de va-
riables aléatoires, qui représente I'information moyenne apportée par chacune
d’entre elles.

En particulier, nous calculons le taux d’entropie dans le cas important des processus
markoviens, dans lesquels chaque variable aléatoire est indépendante de 'ensemble
de celles qui précedent.

Comme ce chapitre est assez théorique, nous I'avons fait précéder d'un chapitre
de « rappels » de théorie de probabilités.

Le chapitre 2 est consacré au codage, c’est-a-dire aux deux théorémes de Shannon
évoqués plus haut qui permettent d’analyser deux aspects de la transmission d'un
signal : la possibilité de la compression, et la possibilité de corriger les erreurs.
Ces deux faits sont a la base de toute la théorie moderne des télécommunications
numeériques.

Dans un dernier chapitre, nous discutons la question de I'échantillonnage : c’est
la premiére phase de la numérisation d'un signal qui le voit transformé en une
suite de nombres. Le « théoreme d’échantillonnage », classiquement attribué a
Shannon mais que ce dernier, dans son article ( , ), présente comme
bien connu, fournit des hypotheses sous lesquelles cet échantillonnage peut se
faire sans perte d'information. L'outil principal de ce chapitre est la théorie de
Fourier qui permet de séparer les différentes fréquences qui apparaissent dans
un signal et une partie importante de ce chapitre est consacrée a en établir les
principaux résultats de la théorie des séries de Fourier et de la transformation de
Fourier.

Chaque chapitre se clot par un bon nombre d’exercices, puis par leurs solutions.

La littérature anglophone propose beaucoup d'ouvrages d'introduction a la
théorie de l'information. Ecrits par des mathématiciens plus compétents que
moi en théorie de I'information, ces livres sont souvent excellents, plus complets,
et vont parfois beaucoup plus loin. En particulier, le livre de
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exercices, et les lecteur-ices qui sauront en profiter reconnaitront ma dette a son
égard. J'espére que le présent livre, de taille et d’ambition limitée, pourra servir
d’introduction aimable a ces belles questions.

J'ai enseigné ce cours pendant trois années a I'université de Paris (ex-Diderot),
au sein du Master 1 maths-info. Je remercie Georges Skandalis et Justin Salez
de m’avoir confié les notes et des énoncés d’exercices qu'ils utilisaient pour ce
cours. Je remercie aussi Guillaume Garrigos pour avoir assuré diligemment les
séances de travaux dirigés et pour avoir insisté que les arguments que je donnais
méritaient souvent de plus amples détails. Je remercie enfin les étudiantes et les
étudiantes du master pour leur participation, en particulier au cours de I'année
universitaire 2020-2021 pendant laquelle la pandémie de CoVid-19 les a contraint
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CHAPITRE o

ELEMENTS DE THEORIE DES PROBABILITES

Ce chapitre a pour but de rappeler quelques définitions et résultats élémentaires
en théorie des probabilités discretes.

On doit a (1956) (Ia premiere édition, en allemand, date de 1933)
d’avoir fondé la théorie des probabilités sur la base de I'intégrale de Lebesgue.
Les variables aléatoires discretes que nous considérons dans tout ce petit livre
ne nécessitent pas un tel bagage et, dans la plupart des cas, les calculs résulteront
de manipulations de sommes finies. Parfois, les variables aléatoires discréetes
peuvent prendre une infinité de valeurs et les sommes finies doivent alors étre
remplacées par des séries ou plutot par des familles sommables, car leur ensemble
d’indices n’est pas naturellement bien ordonné. Le premier paragraphe rappelle
cette théorie; il est peut-étre malin de ne pas y préter une trop grande attention.

Nous donnons ensuite une définition formelle, un peu trop formelle méme,
d’un espace probabilisé et d'une variable aléatoire discrete sur un tel espace. Pour
nous éviter des contorsions liées a d’éventuels événements de probabilité nulle,
jai été conduit a supposer l'univers « complet »pour la probabilité considérée.

La section suivante rappellent les définitions de variables aléatoires (discretes),
de leur loi, leur espérance et leur variance (quand elles existent).

Nous rappelons enfin la notion d'indépendance, cruciale en théorie des pro-
babilités. Elle est relativement élémentaire en ce qui concerne I'indépendance
de deux évenements, un peu plus subtile lorsqu’il s’agit d'indépendance de deux
variables aléatoires. On termine cette section par les notions d’espérance et de
variance conditionnelle.
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o.1. Familles sommables

On va étre amenés a manipuler des sommes infinies, indexées par un ensemble
qui nest pas forcément I'ensemble des entiers, ni en bijection évidente avec
I'ensemble des entiers. La théorie des familles sommables a pour but de préciser
dans quel contexte ces sommes existent et de les calculer.

Définition (0.1.1). — Soit A un ensemble et soit (z,)qea une famille de nombres
complexes indexée par I'ensemble A. On dit que cette famille est sommable s'il existe
un nombre complexe z tel que, pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie B de A telle

|Z_Zza| S €

aeC

que

pour toute partie finie C de A telle que B C C. On dit alors que (z,) est sommable de
somme 2.

SiI'ensemble A est fini, la famille (z,),ca est sommable de somme la somme
z = ), de cette famille finie : dans la définition, il suffit de prendre B = A.

Lemme (0.1.2). — Soit (z,) une famille, soit z, 2 des nombres complexes. Supposons

que la famille (z,) soit sommable de somme z et soit sommable de somme z’. Alors,
V4

z=7.

Compte tenu de ce lemme, il est 1égitime d’appeler somme d'une famille som-
mable (z,) 'unique nombre complexe z tel qu’elle soit sommable de somme z;
on la note ) ,cp 24

Toute la théorie des familles sommables vise a donner des moyens de calculer
cette somme, en particulier de justifier sous quelles conditions elle se comporte
« comme » une somme finie.

Démonstration. — Soit ¢ un nombre réel > 0. Soit B une partie finie de A telle
que |z — Y ,ec 2ol < € pour toute partie finie C contenant B. Choisissons B’
de facon analogue pour z’ et posons C = B U B’. Alors, |z — X ,cc 24| < ¢ et
|2" = Ylaec zal < €, desorte que |z—2| < 2¢. Comme ¢ est arbitraire, cela entraine
z=17. O

Lemme (0.1.3). — Pour qu'une famille (z,)qea de nombres réels positifs soit sommable,
il faut et il suffit que les sommes ) ,cp 24 Soient majorées, lorsque B parcourt I'ensemble
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des parties finies de A. Alors,

ZZ“: sup ZZ“

BCA
a€eA B fini a€B

Lorsque ces sommes ne sont pas majorées, on pose ) ,ca Zqg = +09.
Démonstration. — Soit z la borne supérieure de I'ensemble des sommes ), g 24,
ou B parcourt I'ensemble des parties finies de A. Soit ¢ > 0. Soit B une partie
finie de A telle que z — ¢ < )} ,cp 24 < 2. Soit C une partie finie de A telle que
B c C.Ona ) cz, <z par définition de z. Par ailleurs, comme z, > 0 pour

IEEDIETS Y YL

aeC aeB aeC-B aeB

touta € A,ona

Par conséquent, |z — > ,cc 24| < €. Cela démontre que la famille (z,),ea est
sommable, de somme z. m|

0.1.4. — Donnons quelques propriétés des familles sommables.

a) Siles familles (z,)qea €t (2,)qen sont sommables, il en est de méme de la famille

Z(Z“+Z:1) = Zza+22;.

acA acA acA

(244 2))aen et lon a

Posons z = ) cp Zg €t 2/ = X 4en 25- Soit € > 0. Soit B une partie finie de A telle
que |z — D) ec Zal < €/2 pour toute partie finie C de A telle que B ¢ C. De méme,
soit B’ une partie finie de A telle que |z’ — ) ,cc 25| < €/2 pour toute partie finie C
de A telle que B C C. L'ensemble B C B’ est fini; de plus, pour toute partie finie C
de Atelleque Bc B’ c C,ona

[(z+2) - Z(za +2))| < |z - Zza| + 12— Zz;| <ef2+¢/2=¢.
aeC aeC aeC
Cela démontre que la famille (z, + 2/ )4ea est sommable et que sa somme est égale
az+z2.

b) Soit A un nombre complexe. Si la famille (z,),ea est sommable, il en est de méme

de la famille (1z4)4en, et lon a

Ziza:lZza.

acA acA
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Soit ¢ > 0. Soit z = )} ,ca 24. Soit B une partie finie de A telle que pour toute
partie finie C de A telle que B C C, on ait |z — . ,cc 24| < ¢/(1+|A]). Alors, pour
toute telle partie C, on a

B A
1z — Z/lza| = ||z - Zza| <o <®

aeC aeC
ce qui démontre que la famille (1z,),ca est sommable et que sa somme est égale
alz.
©) Si la famille (z,)qen est sommable, il en est de méme de la famille (z,)qea, et

TP

acA acA

I'ona

Soit ¢ > 0. Soit z = )} ,ca 24. Soit B une partie finie de A telle que pour toute
partie finie C de A telle que B € C, on ait |z — )} ,cc 24| < ¢. Alors, pour toute

F- ) Tl == zl<e

aeC acC
ce qui démontre que la famille (z;),cs est sommable et que sa somme est égale

telle partie C, on a

az.

Proposition (0.1.5). —  a) (Critére de Cauchy) Pour qu'une famille (z,)4ea soit
sommable, il faut et il suffit que pour tout ¢ > 0, il existe une partie finie B de A telle
que l'on ait |} ,cc 24| < € pour toute partie finie C de A qui est disjointe de B.

b) Pour quune famille (z,),ea soit sommable, il faut et il suffit qu'il existe un
nombre réel M tel que ). ,cp 24| < M pour toute partie finie B de A.

Démonstration. —  a) La nécessité de ce critére est tout a fait semblable a celle
du critere de Cauchy pour les séries. Supposons que la famille (z,) soit sommable
de somme z. Soit ¢ > 0; choisissons une partie finie B de A telle que |z2— ) ,cc 24| <
¢/2 pour toute partie finie C de A contenant B. Soit alors une partie finie C de A
qui est disjointe de B; on a

Dzl =1 ) za= Dzl <| ) za=2+|) za—2l <2/2=¢.

acC aeBUC a€B aeBUC acB

Pour démontrer que cette condition est suffisante, définissons par récurrence

une suite croissante (B,) de parties finies de A en posant By = ), puis, sin > 1 est
tel que B, est définie, prenons pour partie B,, une partie finie de A contenant
B,_1 telle que l'on ait | ,cc 24| < 1/n pour toute partie finie C de A qui est
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disjointe de B,,. Posons alors, pour tout entier n, u, = ), acB, Za- Sim et n sont des
entiers telsquen > m > 1,etl'ona

Ainsi, la suite (u,) de nombres complexes vérifie le critere de Cauchy, donc
converge dans C; notons u sa limite. Faisant tendre n vers +o0, on en déduit
I'inégalité |u,, — u| < 1/m pour tout entier m > 1.

Démontrons que la famille (z,) est sommable de somme z. Soit ¢ > 0, soit m
un entier tel que % < ¢. Soit C une partie finie de A contenant B,,; on a

1 1
=Yzl = =) = >zl <u—uml+] D ozl <—+—<e
m m

aeC aeC-B,, aeC-B,,

Cela prouve le résultat voulu.

b) La condition est nécessaire. Supposons en effet que la famille (z,)4ea SOit
sommable, de somme z, et soit C; une partie finie de A telle que |z — ) ,cc 24| < 1
pour toute partie finie C de A telle que C; C C. Soit alors B une partie finie de A.
L'ensemble B U C; est fini, et 'on a

IR YR Y

a€B acBUC, acC=-B

de sorte que

D zd <lzl+lz= > zl+ > lzd <zl +1+ ) Iz,

aeB a€eBUC, aceC1-B aeCy

Cela prouve la majoration voulue, avec M = [z| + 1 + X ¢, |2al.

Démontrons inversement que cette condition est suffisante. On commence par
traiter le cas ou la famille (z,)4ea est & valeurs réelles positives. Par hypothese, la
famille (3, cp z4)B, indexée par I'ensemble des parties finies B de A, est majorée;
d’apres le lemme 0.1.3, la famille (z,),ea €st sommable.

On suppose maintenant que la famille (z,) est a valeurs réelles. Pour tout a € A,
posons z; = sup(z,,0) et z; = sup(—2z,,0), de sorte que z, = z; — z,. Les deux
familles (z}),ea et (2, )qea sont a termes positifs. Vérifions qu’elles satisfont la
condition de I'énoncé. Soit M > 0 tel que pour toute partie finie B de A, on ait
|3 4cn Zal < M. Soit B une partie finie de A; soit B* I'ensemble des a € B tels que
z, 2 0. Par hypothese, on a |} ,cp+ 24| < M; comme zJ = z,sia € B etz) =0
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Y =1zl <M.

acB aeB*
On démontre de méme que |),cp z,| < M. Par le premier cas traité, les deux

sinon, on a donc

familles (27 )4ea et (2 )qea sont ainsi sommables, et il en est donc de méme de la
famille (z,)qea.

On traite enfin le cas général. Pour tout a € A, posons x, = R(z,) et y, = J(z,),
de sorte que z, = x, + iy,. Soit M un nombre réel tel que pour toute famille
finie B de A, on ait |} ,c5 24| < M. Pour toute famille finie B de A, on a donc

D xd <1 xa+i) vl <M

aeB aeB aeB

et
|Zya| < |Zxa+izya| < M.
a€eB a€eB a€eB

Cela démontre que les familles (x;)qea et (V4)qea Vérifient la condition de I'énoncé.
Comme elles sont a valeurs réelles, le cas déja traité entraine qu’elles sont som-
mables. La famille (z,)4ea est alors sommable. O

Corollaire (0.1.6). — Soit (z,)qeca une famille sommable et soit B une partie de A.
La famille (z,),ep est alors sommable.
Supposons, de plus, que la famille (z,) soit a termes réels positifs. Alors, on a

ZaeB Zq < ZaeA Zg

Démonstration. — La premiére assertion découle de I'un ou l'autre des deux
critéres de la proposition o.1.5. Pour démontrer la seconde, rappelons que . ,cp 24
est la borne supérieure, pour toutes les parties finies By de B, des sommes ¢, 24,
tandis que ), Z,4 est la borne supérieure, pour toutes les parties finies A; de A,
des sommes }’,cp, 2o Onadonc 3 cp, Za S Xgep 2q POUr toute partie finie B;
de B. Par suite, ) ,cp 2o < Xgea Za- O

Remarque (0.1.7). — Soit (z,)sea une famille sommmable de nombres complexes.
Soit n un entier naturel tel que n > 1 et appliquons le critéere de Cauchy avec
¢ = 1/n. Il existe une partie finie B, de A telle que pour tout a € A — B, on
a |z4] < 1/n. Soit B la réunion des B,,; c’est une partie dénombrable de A. Si
a € A=B, alors |z,| < 1/n pour tout n, donc |z,| = 0.

Autrement dit, le support de la famille (z,), c’est-a-dire I'ensemble des a € A
tels que z, # 0, est dénombrable.
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Proposition (0.1.8). — Soit A un ensemble et soit (z,).ea une famille sommable de
nombres complexes.

a) Soit (Ay,...,A,) une partition finie de A. Pour tout j € {1,...,n}, la famille
(za)aeA], est sommable. De plus, on a

n

AN

j=1 \a€A; acA

b) Soit ¢ : A — B une application. Pour tout b € B, la famille (2,).e0-1(3) €st
sommable; notons uy sa somme. La famille (uy)ycp est sommable et sa somme est
égale a )’ ,ca z4. Autrement dit, on a

SY a]=Ye

beB a€¢_1(b) aceA

L'assertion a) est un cas particulier de I'assertion b), appliquée au cas ou B =
{1,...,n} et ¢ est I'application qui vaut j sur A;. Néanmoins, nous devons la
démontrer comme une étape intermédiaire.

Démonstration. — Le corollaire 0.1.6 entraine que les familles (Za)aeA,- (pour j €
{1,...,n}) ou (24)4eq-1(p) (pour b € B) sont sommables.

a) Pour j € {1,...,n}, posons uj = 3 ,cp; Za. Soit € > 0 et soit ¢’ un nombre
réel tel que ne’” < ¢. Pour tout j € {1,...,n}, il existe par définition de uj une
partie finie B; de A; telle que pour toute partie finie C; de A; telle que B; C Cj, on
ait |u; — Zaecj| < ¢’. Soit B la réunion des Bj, pour j € {1,...,n} et soit C une
partie finie de A contenant B; pour j € {1,...,n}, posons C; = CNAj, desorte
que (Cj)1<j<n est une partition de C et que 'on a B; C C; pour tout j. Alors

n

DIEILEINCEDI]

aeC j=1 aeC;j
n
<Sh- 2
j=1 aEC]-
<ne’ <

Cela entraine I’égalité voulue.
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b) Démontrons que la famille (up)pep est sommable et que sa somme est égale
a2z = ) ,ea Za- Soit ¢ > 0. D’apres la définition de z, il existe une partie finie A4
de A telle que |z — X’ cc 24| < €/2 pour toute partie finie C de A telle que A; C C.

Comme dans la preuve du critere de Cauchy, il en découle aussi que pour toute
partie A’ de A qui est disjointe de Aj, on a |),,cas 24| < €. Posons en effet 2’ =
Diaca’ Za- S0it 0 > 0 et soit A| une partie finie de A’ telle que |2" — X jccr 24| < 0
pour toute partie finie C" de A’ telle que A7 C C'. En écrivant

z’=(z'—Zza)+(z—Zza)—(z— Z Za),
acC’ acA, aeA,uC’
on en déduit que |z’| < J + ¢. Comme ¢ est arbitraire, on a donc |z/| < «.
Soit B; = ¢(A) et soit C une partie finie de B qui contient B;. D’apres ce qui

précede, on a 2 pec b = Digep1(C) Zas €L ¢~ 1(C) contient ¢~1(B) = ¢~ 1(p(A)),
donc contient A. Par ailleurs, le premier cas, appliqué a la partition (¢! (b))pec
de ¢~!(C), entraine I'égalité

Appliqué a la partition (¢~ 1(C), A= ¢~ !(C)) de A, il entraine aussi I'égalité

=) Q) wt ),

acA acp~1(C) aceA=p~1(C)
de sorte que
Y= 3
beC a€A—¢~1(C)

Sia € Ay, alors ¢(a) € By, donc ¢(a) € C, ce qui prouve que A; C ¢~ 1(C);
autrement dit, A = ¢~ !(C) est disjoint de A;. Par conséquent, le membre de
droite de 1'égalité précédente est majoré, en valeur absolue, par ¢. On a donc

1z = Dpecun| < e
Cela prouve que la famille (up)pcp est sommable et que sa somme est z. O

0.2. Probabilités

0.2.1. — La théorie des probabilités est aujourd’hui formalisée dans le cadre de
la théorie de la mesure. On se donne (imaginons-le fixé une fois pour toutes) un
ensemble ), un ensemble & de parties de Q et une application P: & — [0; 1].
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Lensemble Q) est appelé I'univers et les éléments de & des évenements; si A est un
éveénement, P(A) est sa probabilité.

L'ensemble & des évenements et la probabilité P sont supposées satisfaire les
axiomes suivants.

(P,) OnaQ € &;
(P,) Laréunion | J,cn Ay d'une suite (A,) d’événements est un événement;
(P;) Si A estun événement, alors ) — A est un évenement.

Ces trois premiers axiomes s'énoncent en disant que & est une tribu sur I'univers Q.
Compte tenu de la formule

(an=0=|J@=ay,

neN neN

l'intersection (), cn Ay d'une suite d’événements est aussi un évenement. En ap-
pliquant ces propriétés a une suite n‘ayant que deux termes distincts A et B, on en
déduit que si A et B sont des événements, alors AUB et AN B sont des évenements.

Les trois axiomes supplémentaires concernent la probabilité P et s'‘énoncent en
disant que P est une mesure positive de masse totale 1 sur la tribu des événements
pour laquelle cette tribu est complete.

(P,) OnaP(Q) =1;

(Py) Si (A,) est une suite d’évenements deux a deux disjoints, alors
P(Unen An) = 2pnen P(An).

(Pg) Si A est un événement tel que P(A) = 0, alors toute partie B de A est un
évenement.

En prenant A, = @ pour tout n, on voit que P(0) = 0.

Soit A et B des évenements disjoints et considérons alors la suite (A, B, 0,0, ...);
on trouve P(A U B) = P(A) + P(B).

En prenant B = Q — A, on trouve P(Q—A) = 1 — P(A).

Soit A un éveénement et soit C un évenement tel que C C A, alors A= C =
(Q=C) N Aestun évéenement et 'ona P(A—=C) = P(A) — P(C).

Plus généralement, soit A et B des événements. Alors, A — (A N B) est un
évenement disjoint de B et I'on a

P(AUB) = P((A=(ANB))UB) = P(A=(ANB))+P(B) = P(A)+P(B)~P(ANB).

o.2.2. Exemple : probabilités discretes. — Soit Q un ensemble dénombrable
(par exemple, fini).
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Supposons que {a} est un évenement, pour tout a € Q; posons alors p, =
P({a}). Alors, toute partie de Q est un événement et 'on a

P(A) = ) po

acA
En particulier, 1 = P(Q) = },c0 Pa-

Inversement, soit p : Q — R, une application telle que }’,.q p(a) = 1. Pour
toute partie A de Q, posons P(A) = . p(a). On vérifie que (P(Q), P) est une
probabilité sur Q.

Supposons I'ensemble Q fini. La probabilité équiprobable sur Q est donnée par
pa = 1/Card(Q) pour tout a € Q. Dans ce cas, on a P(A) = Card(A)/Card(Q)
pour tout événement A : la théorie des probabilités généralise la combinatoire.

Exemple (0.2.3) (Dés). — Un exemple classique serait donné par le tirage d’'un
dé a 6 faces, de sorte que Q = {1,...,6}. Si le dé est équilibré, ona p, = 1/6
pour tout a € Q. La probabilité que la valeur du dé soit paire est la probabilité de
I'évenement {2, 4, 6}, c’est-a-dire 3/6 = 1/2.

Cet exemple ne permet pas de modéliser une suite de tirages de dés, mais on peut
le généraliser. Si I'on souhaite par exemple considérer des tirages de 5 dés a 6 faces

(pour étudier le jeu de Yam’s, par exemple), on pourra poser Q = {1,...,6}° :
c'est 'ensemble des 5-uplets d’éléments de {1,...,6}. Si les dés sont équilibrés et
indépendants les uns des autres, on aura p(ay,...,as) =1/ 6> pour tout élément
(ai,...,as) € Q.

On propose comme exercice de calculer les probabilités d’avoir un Yam'’s (5 dés
identiques), un carré (4 dés identiques), un brelan (3 dés identiques), une paire (2
dés identiques), un full (simultanément un brelan et une paire) ou une suite (5 dés
consécutifs).

Lorsqu’on veut s'intéresser a un grand nombre de tirages de dés (équilibrés,
indépendants), on peut poser Q = {1,..., 6}N, ensemble dont les éléments sont les
suites infinies (ag, ay, ..., ) d’élémentsde {1, ..., 6}. On démontre qu’il est possible
de le munir d’une tribu et d'une probabilité de sorte que, pour tout entier n et
tout élément (ay,...,a,—1), 'ensemble des tirages (x,,) tels que x,, = a,, pour
0 < m < n soit un événement de probabilité 1/6".

0.3. Variables aléatoires discretes

Soit P une probabilité sur un univers Q.
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Définition (0.3.1). — Une variable aléatoire discréte a valeurs dans un ensemble A
est une application X : Q — A qui vérifie les propriétés suivantes :

a) Pour tout a € A, l'ensemble X" '(a) = {w € Q; X(w) = a} est un évéenement,
que l'on note (X = a).
b) La famille (P(X = a))qea est sommable, de somme 1.

En particulier, 'ensemble des a € A tels que P(X = a) > 0 est dénombrable, et
non vide. Ses éléments seront appelés les valeurs possibles (ou, plus simplement, les
valeurs) de la variable aléatoire discrete X; par définition, 'ensemble des w € Q
tels que X(w) n’est pas une valeur possible de X est un événement de probabilité
nulle.

La famille (P(X = a))qeca est la loi de la variable aléatoire discrete X. Son
support est 'ensemble des valeurs de la variable aléatoire discrete X.

Lemme (0.3.2). — a) Soit X et Y des variables aléatoires discrétes sur Q, a valeurs
dans des ensembles A et B. Alors l'application w — (X(w), Y(w)) est une variable
aléatoire discrete sur Q, a valeurs dans A X B.

b) Soit X une variable aléatoire discréte sur Q a valeurs dans un ensemble A et
soit f : A — B une application. Alors l'application { o X, plutot notée f (X), est une
variable aléatoire discrete sur Q, a valeurs dans B.

Par exemple, la somme (ou le produit) de deux variables aléatoires discretes a

valeurs dans C est une variable aléatoire discrete. On applique en effet 'assertion b)
du lemme a la variable aléatoire (X,Y) et a Iapplication somme s : C> — C (ou a
l'application produit 7 : C* — C).
Démonstration. —  a) Posons Z(w) = (X(w),Y(w)). Pour (a,b) € A X B, I'en-
semble Z~!(a, b) est égal a (X = a) N (Y = b); c’est donc un événement. Pour
toute partie finie C de A X B, il existe des parties finies A; de A et By de B telles
que C C Ay X B;. Alors,

D P(X=aetY=b< Y Y PX=aetY=b< ) PX=a) <1
(a,b)eC acA; beB, ach;
Cela prouve que la famille (P(X = a et Y = b))(4p)eaxp est sommable. Pour
prouver que sa somme est 1, on applique la proposition 0.1.8 a cette famille et
a l'application (a, b) + a. Soit a € A. L'ensemble (X = a) est réunion disjointe
de la famille dénombrable d’événements (X = a et Y = b), et d'un ensemble
contenu dans I'évenement de probabilité nulle des w € Q tels que Y(w) ne soit
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pas une valeur de Y. Par suite, on a

P(X:a):ZP(X:a et Y =b).
beB

Alors, la proposition 0.1.8 entraine que

Z P(X=aetY=b)= ZP(X:a): 1.
(a,b)eAXB anA
b) Soit A’ 'ensemble des a € A tels que P(X = a) > 0 et soit B’ = f(A’).
L'ensemble B’ est une partie dénombrable de B. Pour tout b € B, I'ensemble
f(X)~1(b) est la réunion disjointe des ensembles X~!(a), ol a parcourt {~!(b);
c’est la réunion disjointe de la famille dénombrable des X~ !(a), pour a € A’ N
f~1(b) et d'un ensemble contenu dans X !(A = A’) qui est de probabilité nulle.
Par suite, f(X)~!(b) est un événement. Cela prouve que f(X) est une variable
aléatoire. O

0.3.3. Exemples de lois. —

a) On dit que X suit une loi uniforme si 'ensemble A des valeurs de X est fini
et que l'on a P(X = a) = 1/Card(A) pour tout a € A. On dit aussi que X est une
variable aléatoire uniforme sur A. Lorsque A ne possede qu'un élément, a, on dit
que la variable aléatoire X est certaine.

b) Lorsque I'ensemble des valeurs de X est égal a {0, 1}, laloi de X est caractérisé
par p = P(X = 1); on a alors en effet P(X = 0) = 1 — p. On dit que X suit une loi
de Bernoulli de parametre p.

¢) Soit p un nombre réel dans [0; 1]. Une variable aléatoire X suit une loi
géométrique de parametre p si elle prend ses valeurs dans N* et si P(X = n) =
(1 — p)p™! pour tout entier n > 1.

d) Soit p un nombre réel positif. Une variable aléatoire X suit une loi de Poisson
de parametre p si elle prend ses valeurs dans N et si P(X = n) = ¢ ?p"/n! pour
tout entier n.

0.3.4. Espérance. — Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans C.

Supposons d’abord que X est a valeurs réelles, positives ou nulles. On appelle
alors espérance de X la somme (dans [0; +oco]) de la famille (aP(X = a)) de
nombres réels positifs ou nuls; on la note E(X).
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Dans le cas général, on dit que X admet une espérance si la famille (aP(X =
a))qec est sommable; 'espérance de X est alors la somme, notée E(X), de cette
famille.

Si X admet une espérance, I'ensemble de ses valeurs possibles, c’est-a-dire
I'ensemble des a € C tels que P(X = a) > 0, est dénombrable.

0.3.5. — Lespérance vérifie les propriétés suivantes.

a) Si X admet une espérance, alors tX admet une espérance pour tout nombre
complexe t, et on a E(tX) = tE(X).

Sit = 0, la variable tX est certaine, de valeur 0, et E(tX) = 0. Sinon, pour
tout nombre complexe a, on a P(tX = a) = P(X = a/t), donc aP(tX = a) =
t(a/t)P(X = a/t). La famille ((a/t)P(X = a/t))qec differe de la famille (aP(X =
a))qec par le reparamétrage a +— a/t; elle est donc sommable et de méme somme,
a savoir E(X). Par suite, la famille (aP(tX = a)),ec est sommable, de somme
tE(X).

b) Si des variables aléatoires discretes X et Y admettent une espérance, alors la
variable aléatoire discrete X+Y admet une espérance et on a E(X+Y) = E(X)+E(Y).

Soit A I'ensemble des valeurs de la variable aléatoire X, c’est-a-dire 'ensemble
desa € Ctels que P(X = a) > 0; comme la famille (aP(X = a)),ecc est sommable,
I'ensemble A est dénombrable. De méme, I'ensemble B des valeurs de la variable
aléatoire Y est dénombrable. Soit s : C X C — C l'application somme, donnée
par s(a,b) = a+ b etsoit C = s(A X B) = A+ B; I'ensemble C est une partie
dénombrable de C.

Pour ¢ € C, I'ensemble (X +Y)~!(c) est la réunion disjointe des événements
X~1(a) N Y1(b), ot (a, b) parcourt I'ensemble des couples (a, b) € A X B tels que
a+ b = ¢, ainsi que d’une partie de I'événement X! (CA) N Y~'(CB). Comme
ce dernier événement est de probabilité nulle, chacune de ses parties est un
événement, également de probabilité nulle. Cela entraine que (X + Y)~!(c) est
un évenement et que

P(X+Y=c)= Z PX=aetY=b) = Z P(X=a et Y=0).
(a,b)eAXB (a,b)eCxC
a+b=c a+b=c
Démontrons que la famille (aP(X = a et Y = b))(4p)ecxc est sommable de
somme E(X). Soit K une partie finie de C X C et soit K; 'ensemble des a € A tels



14 CHAPITRE o. ELEMENTS DE THEORIE DES PROBABILITES

qu’il existe b € C tel que (a,b) € K. On a

Z aP(X = a et Y:b)|:Z|a| Z P(X=a et Y=0)

(a,b)eK aeky beC
(a,b)eK

< Z la|P(X = a) < E(IX]),

acK;

ce qui prouve que la famille considérée est sommable. Appliquons la proposi-
tion 0.1.8 & I'application (a, b) + a de C X C dans C; il vient

Z aP(X=a etY:b):Za(ZP(X:a et Y="0)).

(a,b)eCxC aeC beC

Pour a € C, I'événement (X = a) est réunion disjointe de la famille dénombrable
d’événements (X =a et Y = b), pour b € B, et de I'événement (X = a et Y ¢ B)
dont la probabilité est nulle puisqu’il est contenu dans (Y ¢ B). On en déduit
I'égalité

P(X:a):ZP(X:a et Y = b).

beB
Par suite,
Z aP(X=a et Y =b) :ZaP(X:a) = E(X).
(a,b)eCxC aeC
De méme, la famille (bP(X = a et Y = b)) pecxc est sommable de

somme E(Y). Par suite, la famille ((a + b)P(X = a et Y = b))(gpecxc st
sommable, de somme E(X) + E(Y).

Appliquons la proposition 0.1.8 a I'application s. Pour ¢ € C, la famille ((a +
b)P(X =a et Y =b))s4p=c est sommable et sa somme est égale a

Z (a+b)P(X=aetY=0b) =c¢ Z P(X=aetY =0b) =cP(X+Y =¢).

(a,b)eCxC (a,b)eCxC
a+b=c a+b=c
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Par suite, la famille (¢cP(X +Y = ¢)).cc est sommable et 'on a

E(XX+Y) = ZCP(X+Y=C)
ceC

:Z Z (a+b)P(X=a et Y =b)

ceC | (a,b)eCxC
a+b=c

= Z (a+b)P(X=a et Y=0)
(a,b)eCxC
= E(X) + E(Y).

©) Si'Y admet une espérance et si |X| <Y, alors X et |X| admettent une espérance
et l'on a |E(X)| < E(|X]) < E(Y).

On commence par traiter le cas ou 'ensemble A des valeurs de X est fini et
formé de nombres réels positifs. Soit Z =Y — X. Vérifions que c’est une variable
aléatoire. Pour ¢ € C, I'ensemble Z~!(c) est la réunion disjointe des événements
(X=a et Y=c—a),poura € A et dun ensemble contenu dans I'événement de
probabilité nulle {X ¢ A}, qui est donc un événement. Comme Y = X+ Z, On a
donc E(Y) = E(X) + E(Z) > E(X) puisque Z > 0.

Supposons maintenant que X est a valeurs réelles et positives, c’est-a-dire
0 < X < Y. Soit A un ensemble fini dans C; soit g5 : C — C la fonction telle
que pa(a) =0sia ¢ Aetpa(a) = asinon. Soit X, la variable aléatoire discrete
pa(X);onaXy(w) =X(w)si X(w) € Aet Xa(w) = 0sinon.

On a évidemment 0 < X < X < Y. En appliquant le cas traité a la variable
aléatoire discrete X,, on obtient E(X,) < E(Y). Par ailleurs, ona P(Xy = a) =
P(X=a)sia € A={0} et P(Xp =a) =0sia ¢ A. Autrement dit, aP(Xa = a) =
aP(X = a) pour tout a € A, si bien que ) ,cp aP(X = a) = E(Xa) < E(Y). La
famille (aP(X = a))4er, est donc sommable, et sa somme est majorée par E(Y).
Cela entraine que X admet une espérance et que E(X) < E(Y).

Traitons maintenant le cas général. D’apres le cas traité, |X| possede une es-
pérance, et E(|X]|) < E(Y). D’autre part, on peut décomposer X sous la forme
X=R(X)"-R(X)” +iI(X)* —iJ(X)~ d'une somme de quatre variables aléa-
toires discretes, et chacune d’entre elles est majorée par Y. D’apres ce qui précede,
elles admettent toutes une espérance, si bien que X admet une espérance.

Il reste a démontrer I'inégalité |[E(X)| < E(|X]). Pour cela, on applique la
proposition 0.1.8 & la famille (aP(X = a)) et a I'application || de C dans C. Pour
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tout r € Ry, P(|X| = r) est la réunion disjointe de la famille dénombrable
d’événements (X = a), ou a parcourt I'ensemble des valeurs a de X telles que
|a| = r, et d'un ensemble de probabilité nulle. On a donc

P([X|=r) = Z P(X = a).

o
Alors,
E(X) = Z aP(X = a) = Z Z aP(X = a).
acC reRy |a|=r

Pour r € R,, on a aussi

Z aP(X = a)| < Z la|P(X =a) =r Z P(X = a) = rP(|X| = r).

|a|=r |a|=r |a|=r

Par suite,
[E(X)| < > rP(X| =) = E(|X]),
reR,
ce qu’il fallait démontrer.

0.3.6. Moments, variance. — Soit k un entier naturel. On dit que la variable
aléatoire discrete X admet un moment d’ordre k si la variable aléatoire X* admet
une espérance, ou, c’est équivalent, si I'espérance de la variable aléatoire réelle
positive |X|* est finie; cette espérance E(XF) est alors appelée le moment d’ordre k
de la variable aléatoire X.

Lorsque la variable aléatoire discrete X possede des moments d’ordre 1 et 2,
on définit sa variance comme V(X) = E(|X — E(X)|?). Comme |X — E(X)|?> =
1X|2 = XE(X) — XE(X) + [E(X)|?, On a aussi

V(X) = E(IX]*) - E()E(X) - EX)E(X) + [E(X)|* = E(IX]*) - [E(X)*.

Proposition (0.3.7). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes a valeurs dans C
qui possedent un moment d'ordre 2.

a) (Young) La variable aléatoire XY posseéde une espérance et l'on a

[E(XY)| < 5 (E(IXI?) + E(IY]*)).

1
2
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b) (Cauchy-Schwarz) La variable aléatoire XY posséde une espérance et l'on a
[E(XY)| < E(IXI)'ZE(IY[).

©) En particulier, la variable aléatoire X posséde une espérance et |E(X)| <
E(IX|%)"2.
d) Minkowski) On a

E(X+YP)"? < B(XP)'2 +E(Y)2

Démonstration. —  a) Quitte a remplacer X et Y par |X| et |Y|, on les suppose
a valeurs réelles positives. Si x et y sont des nombres réels, on a x* + y? — 2xy =
(x — y)? > 0, de sorte que xy < (x? + y%)/2. qui découle de ce que pour tous
nombres réels x et y, Pour tout w € O, on a donc

XY ()] = XY (@)] < 5X@)F+5]¥()P,

d’ou I'inégalité de variables aléatoires réelles positives |XY| < %(|X|2 +|Y]?).
Puisque X2 et Y2 admettent une espérance finie, il en est donc de méme de XY, et

E(IXY]) < = (E(IXI®) + E([Y]?)) .

1
2

b) Soit a et b des nombres réels strictement positifs tels que E(|X|?) < a? et
E(|Y|?) < b%. Appliquons I'inégalité de Young aux variables aléatoires X/a et Y/b.

On a donc
1E(|XY|) <t E(|X?)) + ! E(JY]>) < 1
ab = 242 2b? S

soit encore E(|XY|) < ab. En faisant tendre a et b vers E(|X|?)"/2 et E(]Y|?)!/?,
on obtient I'inégalité E(|XY|) < E(|X|%)2E(]Y|?)/2.

¢) Prenons pour Y la variable aléatoire certaine de valeur 1; puisque E(1) =1,
elle admet un moment d’'ordre 2 et I'on a E(|X]) = E(|XY|) < E(|X|?)!/2.

d) Ona|X+Y|? < |X]?+2|X]| [Y| + [Y|? donc

E(IX+Y]%) < E(IXI?) + 2E(IX] [Y]) + E(]Y|*)
<E(IX[%) + 2E(IXI)E(IY1) /2 + E(IY)?)
2

= (B(XP)'2 + E(Y) )

d’'ou I'inégalité de Minkowski. O
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0.4. Indépendance, espérance conditionnelle

0.4.1. — Soit P une probabilité sur un univers Q. Soit A et B des évenements tels
que P(B) > 0; on définit la probabilité conditionnelle de A selon B, ou « sachant B »,

comme
P(ANB
p(a|B) = TANB)

P(B)

On observe que A — P(A | B) est une probabilité Py sur I'ensemble des
évenements de Q.

On dit que des évenements A et B sont indépendants si 'on a P(A N B) =
P(A)P(B). Plus généralement, on dit qu'une suite (A,) (finie ou infinie) d’évene-
ments est indépendante si pour toute ensemble fini I d’indices, on a

P(()a) =] [Py

i€l i€l
Proposition (0.4.2) (Formule de Bayes). — Soit A et B des événements tels que
P(A) >0etP(B) >0.0Ona
P(B|A)P(A
pa |5 = PBIA PR
P(B)

Démonstration. — Par définition, P(A | B) = P(ANB)/P(B) et P(B | A) =
P(ANB)/P(A).Onadonc P(B | A) P(A) = P(A N B), dou

P(B|A)P(A) P(ANB)

= =P(A | B).

P(B) ppy AP
Cela démontre la formule. O
Proposition (0.4.3) (Formule des probabilités totales). — Soit (B,,) une suite (éven-

tuellement finie) d'évéenements deux a deux disjoints tels que Q = | J B, et P(B,) > 0
pour tout n. Pour tout événement A, on a

P(A) = > P(A|B,)P(B,).

Démonstration. — Par définition de la probabilité conditionnelle, on a
P(A | B,)P(B,) = P(AN B,). Les événements A N B, sont deux a deux disjoints
et sa réunion est A puisque Q = |JB,. Ona donc P(A) = Y, P(AN B,). O



0.4. INDEPENDANCE, ESPERANCE CONDITIONNELLE 19

0.4.4. — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On dit que X et Y sont
indépendantes si pour tous a,b,onaP(X =a et Y=0) = P(X =a)P(Y =b).
Démontrons que si X et Y sont a valeurs complexes et admettent une espérance,
alors XY admet une espérance et E(XY) = E(X)E(Y).
Soit C une partie finie de C? et soit A, B des parties finies de C telles que
C Cc A x B. Alors,

Z |abP(X =a et Y =b)| < Z ZlallblP(X =a)P(Y = b) < E(|X])E(]Y]).
(a,b)eC acA beB
Cela démontre que la famille (abP(X = a et Y = b)) p)ec? est sommable.
Appliquons alors la proposition 0.1.8 a cette famille et a 'application (a, b) > a
de C? dans C.

Soita € C.Ona

Z abP(X =a et Y = b) = aP(X = a) Z bP(Y = b) = aP(X = a)E(Y).
beC beC
Par suite,

Z abP(X=a et Y=b) = Z aP(X = a)E(Y) = E(X)E(Y).
(a,b)eC? aeC
Appliquons maintenant la proposition 0.1.8 a cette famille mais a I'application
(a,b) — ab. Soit A I'ensemble des valeurs de X et soit B I'ensemble des valeurs
de Y. Soit ¢ € C. L'évenement (XY = c¢) est réunion disjointe de la famille
dénombrable d’évenements (X = a et Y = b), ou (a, b) parcourt 'ensemble des

couples de A X B tels que ab = ¢, et dun ensemble contenu dans I'événement de
probabilité nulle (X ¢ A) U (Y ¢ B). Par suite, on a

Z abP(X=a et Y=b) = ¢ Z P(X = a)P(Y = b) = cP(XY = ¢),

(a,b)eCxC (a,b)eCxC
ab=c ab=c
si bien que
E(X)E(Y) = Z abP(X=a et Y=b) = Z cP(XY = ¢) = E(XY).
(a,b)eC? ceC
0.4.5. — Soit X une variable aléatoire discrete qui possede une espérance.

Soit B un événement tel que P(B) > 0. Pour touta € C,onaP(X =a | B) =
P((X =a)NB)/P(B) < P(X = a)/P(B); par suite, la famille (aP(X = a | B))sec
est sommable. Sa somme est appelée espérance conditionnelle de X relativement a
I'événement B, et notée E(X | B).
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On peut observer que c’est 'espérance de la variable aléatoire X pour la proba-
bilité Pg = P(- | B) sur Q. On en déduit en particulier les propriétés :

a) Pour toutt € C,ona E(tX | B) = tE(X | B);

b) SiY est une variable aléatoire discrete qui posseéde une espérance, il en est
demémede X+ YetlonaE(X+Y |B) =E(X|B)+E(Y|B);

¢) Si|X| <Y, alors |[E(X | B)| < E(|X| | B) < E(Y | B).

0.4.6. — Plus généralement, on dit qu'une suite (X,,) (finie ou infinie) de va-
riables aléatoires discretes est indépendante ou, par abus, que les variables aléa-
toires X, sont indépendantes, si, pour tout n, tout (ay,...,a,), ona

PXi=a1etXy=aret...et X, =a,) =P(X; =a))P(X; =ay)...P(X, = a,).

Celarevient a dire que pour tout entier n, la variable aléatoire X,, est indépendante
de la variable aléatoire discrete (Xj, ..., X,_1).

Considérons une suite indépendante (Xj, ..., X,) de variables aléatoires dis-
cretes a valeurs complexes. Si elles ont une espérance, alors leur produit X ... X,
a également une espérance et

E(X,...X,) = E(X))...E(X,).

Cela se déduit du cas n = 2 par récurrence.

0.4.7. — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes; on suppose que X possede
une espérance. On définit alors comme suit une variable aléatoire E(X | Y) sur Q.

Soitw € Q. SiP(Y =Y(w)) =0, c’est-a-dire si Y(w) n’est pas une valeur de Y,
on pose E(X | Y)(w) = 0. Sinon, on pose E(X | Y)(w) = E(X | Y =Y (w)).

On peut démontrer qu’il s’agit effectivement d'une variable aléatoire discrete,
en particulier que pour tout a € C,I'ensemble desw € Qtelsque E(X | Y)(w) = a
est un événement. On 'appelle U'espérance conditionnelle de X relativement a Y.

On définit de facon analogue la variance conditionnelle de X relativement a 'y,
VX |Y):siP(Y = Y(w)) = 0, on pose V(X | Y)(w) = 0; sinon, on pose
VX |Y)(w)=V(X|Y=Y(w)).

0.5. Exercices

Exercice (0.5.1) (Loi uniforme). — Soitn € N* et X une variable aléatoire uniforme
sur {1,...,n}, Cest-a-dire que toutes les probabilités P(X = a) sont égales, pour
ae{l,...,n}.
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a) Calculer P(X = a) poura € {1,...,n}.

b) Calculer la probabilité que X soit un entier pair. Plus généralement, si a est
un entier > 1, calculer la probabilité que X soit un multiple de a.

¢) Calculer I'espérance de X.

d) Calculer la variance de X.

Exercice (0.5.2). — a) Trois prisonniers risquent I'exécution. L'un d’eux apprend
de source stire que I'un des trois a été gracié en derniére minute. Le gardien
refuse de lui donner le nom du gracié, mais accepte de lui donner le nom de I'un
des condamnés, qui n’est pas le sien. Le prisonnier doit-il se montrer rassuré en
entendant le nom d'un des deux autres?

b) Un jeu télévisé met en sceéne trois portes; derriére I'une se trouve une voi-
ture. Le présentateur propose au candidat de désigner celle des trois portes qu'il
souhaite ouvrir et ouvre alors une des deux autres portes qui ne masque pas la
voiture. Le candidat souhaite gagner la voiture; doit-il ouvrir la porte qu'il avait
initialement désignée, ou bien ouvrir la troisiéme porte?

Exercice (0.5.3) (Loi de Poisson). — Soit p un nombre réel tel que p > 0. Soit
X une variable aléatoire dont la loi est la loi exponentielle de parametre p : cela
signifie que pour tout entier n > 0,ona P(X = n) = e ?p"/n!.

a) Calculer I'espérance de X.
b) Calculer I'espérance de X? et la variance de X.

¢) Démontrer qu’il existe, pour tout entier k > 1, un polynoéme L de degré k
tel que I'espérance de X* soit égale a L (p).

Exercice (0.5.4) (Loi géométrique). — Soit p et g des nombre réels strictement
positifs tels que p + ¢ = 1. Soit X une variable aléatoire dont la loi est la loi
géométrique de parametre p : cela signifie que pour tout entier n > 1, on a
P(X =n) =qp" .

a) Calculer I'espérance de X.
b) Calculer la variance de X.

c) Démontrer qu’il existe, pour tout entier k > 1, un polynéme unitaire Sy de
degré k tel que I'espérance de X* soit égale a Sp(p)/q~.
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Exercice (0.5.5). — Un tricheur dispose d’'un dé a 6 faces pipé qui sort 1 avec
probabilité 2/3 et chacune des autres faces avec probabilité 1/15. Cependant, son
dé pipé est dans un sac qui contient aussi deux dés équilibrés (chaque face sort
avec probabilité 1/6). Ces trois dés sont apparemment indiscernables.

a) Notre tricheur prend un des trois dés au hasard. Quelle est la probabilité
qu'il ait choisi le dé pipé? (On pourra noter A la variable aléatoire « le tricheur a
choisi le dé pipé » a valeurs vrai/faux.)

b) Il lance le dé qu’il a pris et obtient 1. Conditionnellement a ce résultat, quelle
est alors la probabilité quil ait choisi le dé pipé? (On pourra introduire la variable
aléatoire X qui donne la valeur du lancer du dé.)

¢) Il relance ce dé et obtient de nouveau 1. Quelle est maintenant la probabilité
qu’il ait choisi le dé pipé? (On pourra introduire la variable aléatoire Y qui donne
la valeur du deuxiéme lancer du dé et justifier que X et Y sont indépendantes
conditionnellement a A.)

Exercice (0.5.6). — Dans les trois premiéres questions, on suppose que X et Y
sont les résultats de deux lancers indépendants d'un dé a 6 faces, équilibré, et on
pose Z =X+Y.

a) Calculer la loi de Z.
b) Pour tout a € {1;...; 12}, calculer E(X | Z = a).
¢) En déduire que E(X | Z) = Z/2.

d) Plus généralement, soit X et Y des variables aléatoires discretes a valeurs
complexes, de méme loi, et posons Z = X + Y. Démontrer que E(X | Z) = Z/2.

e) On suppose que X et Y sont indépendantes et suivent une loi de Bernoulli de
parametre p. Calculer E(X | XY = a) pour tout a.

Exercice (0.5.7) (Espérance et variance conditionnelles)
Soit X et Y des variables aléatoires discretes.

a) On suppose que X posséde une espérance. Démontrer que E(X) = E(E(X |
Y)).

b) On suppose que X posséde une variance. Démontrer que V(X) = E(V(X |
Y)) + V(E(] Y)).



0.6. SOLUTIONS DES EXERCICES 23

0.6. Solutions des exercices

Solution de l'exercice (0.5.1. — a) Notons p la valeur commune des probabilités
P(X =a)poura € {1,...,n}.Ona

1=PXe{l,...,.n}) =PX=1)+PX=2)+---+P(X=n) =np,
doup = 1/n.

b) Soit m = |n/2] la partie entiére de n/2; on a donc m = n/2 si n est pair
etm = (n — 1)/2 sin est impair. Les entiers pairs entre 1 et n sont les entiers
2,4,...,2m, de sorte que P(X estpair) = P(X =2)+P(X =4)+---+P(X =
2m) = m/n.

Par le méme argument, P(X est multiple de a) = [n/a]/n.

c)Ona

EX)=P(X=1)+2P(X=2)+---+nP(X=n)
1
=(1+2---+n)—
n
_n(n+1) 1
T2
=(n+1)/2.

d) On rappelle la formule V(X) = E(X?) — E(X)2. Or,
EX) =P(X=1)+2’P(X=2)+---+n*P(X = n)
1
= (12 +2% - +n?)-
n
nn+1)2n+1) 1

6 n
(n+1)(2n+1)/e6.

Par conséquent,

(n+1)@2n+1) (n+1)°

V(X) = - 1
= "1;1(2(2n+ 1) -3(n+1)) = n1+21(n -1
n? -1

12
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Solution de l'exercice (0.5.2). — a) Deux raisonnements intuitifs sont possibles :

— Le premier raisonnement consiste pour le prisonnier a se dire qu’il avait
deux chances sur trois d’étre condamné, mais qu’il n'en a maintenant plus quune
chance sur deux — position optimiste;

— Le second raisonnement consiste a ne pas raisonner du tout et a se dire
qu’une fois les décisions prises, rien n’a changé — position neutre.

Lequel de ces deux raisonnements est correct?

Soit X la variable aléatoire indiquant le numéro (1, 2 ou 3) du prisonnier gracié et
soit Y celle indiquant le numéro du prisonnier annoncé par le gardien. S’il entend
que le prisonnier n° 2 est condamné, I'information dont dispose le condamné n° 1
est X # 2 etil sagit de comparer P(X=1|Y =2)etP(X=1).

Par définition d'une probabilité conditionnelle, on a

P(X=1etY=2)
P(Y=2)

Silon applique la formule de Bayes, on trouve

P(X=1|Y=2)=

P(X=1|Y=2)
B P(Y=2|X=1DP(X=1)
POY=2|X=1)P(X=1)+P(Y=2|X=2)P(X=2)+P(Y=2 | X =3)P(X = 3)
B P(Y=2|X=1DP(X=1)
PY=2|X=1)PX=1)+PX=23)
carP(Y=2|X=2)=0etP(Y =2| X=3) =1 (le gardien donne l'identité
d'un condamné, qui ne peut pas étre égal a 2 si le prisonnier n° 2 est gracié, et

est forément égal a 2 si le condamné n° 3 est condamné). On doit comparer cette
expression a P(X = 1).

Prenons des valeurs numériques et supposons que le condamné gracié l'a été
par tirage au sort (uniforme) : P(X = 1) = P(X = 2) = P(X = 3) = 1/3. Par
ailleurs, si le prisonnier n° 1 est gracié, imaginons que le gardien ait tiré au sort
I'une de ses deux réponses possibles : P(Y =2 | X = 1) = 1/2. Alors,

_ o a/2y-a/3) 16 1
X Y= = G am (73 363
Autrement dit, P(X =1|Y =2) =P(X =1) = 1/3 et rien n’a changé.

Pour le cas général, notons a; = P(X =i) et p =P(Y =2 | X =1). Alors,

1-— -
P(X=1|Y=2)-P(X=l)=PU __, pl-a)-aa,
pai +as pa; +as

1
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de sorte que la conclusion — étre optimiste ou pessimiste — dépend des valeurs
de ay, ay, a3, p. Si p est nul, c’est-a-dire si le gardien indique le prisonnier n° 3 sil
a le choix, notre prisonnier doit s'inquiéter — dans ce cas, puisque le gardien a
indiqué le prisonnier n° 2, c’est qu’il ne pouvait pas indiquer le prisonnier n° 3,
c’est-a-dire que ce dernier était gracié et donc le prisonnier n° 1 serait exécuté.
Lorsque p = 1, c’est-a-dire que le gardien indique le prisonnier n° 2 dés qu’il le
peut,onap(l—ay)—ajas =1—a;—aza; = ay+az—ajaz =ax+az(l—ay) >0,
et notre prisonnier n°1 peut étre optimiste.

b) Le candidat avait une chance sur trois de choisir la porte derriere laquelle
se trouve la voiture ; nous allons voir que la probabilité que la voiture se trouve
derriere la troisiéme porte est maintenant égale a 2/3.

Cest en fait le méme probleme que dans la premiere question, sous un déguise-
ment moins dramatique : la voiture correspond a la grace et la porte ouverte par
le présentateur a un condamné parmi les deux autres. Onadonc P(X=1|Y =
2) = 1/3.Par conséquent, P(X=3|Y=2)=1-P(X=1|Y=2)=2/3Le
candidat a donc intérét a ouvrir la troisieéme porte!

Solution de l'exercice (0.5.3). — a) La variable aléatoire X est a valeurs positives;
son espérance, éventuellement infinie, est donnée par la somme

[ee) o0 ~ . 1
E(X):ZnP(X=n):Zne p ot
n=0 n=0 )

En écrivant n/n! = 0pourn =0et 1/(n — 1)! pour n > 1, on obtient

puisque 3,2, (p"/n!) = ¢F.
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b)OnaE(X?) =Y, nzp"e_p%. En écrivant n?> = n(n — 1) + n, on obtient

E(X?) = Z n(n e P+ Z —p e

n=0
— -p
; (n-— z)upe +Z(n—1)v‘”

Pour calculer la variance de X, on écrit alors
V(X) =E(X*) -E(X)’=(p’+p) - p* =p.

¢) Pour calculer

E(X*) = nkp”e_p
n=0

’

n!

on s’inspire de l'astuce utilisée dans les questions précédentes. Les polynomes

1=(g),n=(}),n(n-1)/2=(}),...n(n=1)...(n—k+1)/kl = (") forment

une base des polyndmes de degré < k. Il existe donc des nombres réels c, ..., cp
tels que
= () +...+ck(")
0 k
pour tout entier n. Alors,
nkl = coi ! -+ck—1
n! (n— 1)' (n—k)!

et le méme raisonnement qu’a la question a) entraine
ky _ k
EX*)=co+cip+---+cpp.

Pour tenter d’obtenir une « formule close » pour les coefficients ¢;, faisons 1'ob-
servation qu'en dérivant e?E(X¥) par rapport a p, le terme n*p" devient n*+!p"=1.
Autrement dit, a condition de pouvoir dériver terme a terme une famille som-

mable (et on admettra c’est possible dans le cas présent), on a

k+1y _ - i k
E(X**") = pe pdp (ePE(XY)).
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Pour k = 0, X° = 1 et on retrouve
E(X) = pe_p%(ep) = p.
Pour k = 1, cela donne
E(X?) = pe™* %(pe" ) = pe (el +pef) = p(p+1),
et, pour k = 3,
E(X’) = pe‘f’%(p(p +1)ef) =p(2p+1+p(p+1)) = p(p* +3p+1).

On obtient ainsi une suite (L (p)) de polynomes en p telle que E(X*) = Li(p)
pour tout k. Ces polynomes sont déterminés par la relation Lo(p) = 1 et la
relation de récurrence

Les1(p) = pe® %(Lk (p)ef) = pL,(p) + pLe(p).

Solution de l'exercice (0.5.4). — a) La variable aléatoire discréte X étant positive
ou nulle, son espérance, éventuellement infinie, est définie par la formule

E(X) = i nP(X =n) = i ngp" .
n=1 n=1

On a d’autre part ﬁ = >0 P" qui, par dérivation terme a terme, fournit

(o)

1 n—1
— = np" .
(1-p) Z:;
Par suite,
1 1
EX)=¢g——— =-.
(1-p)* ¢

Si on ne veut pas faire usage de ce résultat de dérivation terme a terme, on peut
aussi écrire

Dongp" =gy > p =g Y =) = 1% -2
n=1 n=1 m=1 m=1n=m m=1 p q

comme précédemment.
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b) La variance de X est donnée par V(X) = E(X?) — E(X)?, etl'on a

E(X?) = Z n*P(X = n) = Z nlqp"!
n=1 n=1

Pour calculer I'espérance de X2, la méthode de dérivation est la plus efficace. En

Z Z T —p)z'

n=1

dérivant I'égalité

on obtient

_ 1 p I+p
2, n—1

E n°p = +2 = ,
p— (1 —P)2 (1 —P)3 (1 —P)3

de sorte que

1+
E(X?) =
Alors,
1+p 1 p
V(X) = = £
R L

¢) Pour calculer 'espérance de X*, la méthode de dérivation est la plus efficace.
Ona

E(Xk)_qz k nl

En dérivant pg~'E(X¥) par rapport a p, on trouve donc

dd (pq—lE(Xk) d anpn Z k+1 n 1 _ E(Xk+1)
P

n=1 n=0

Autrement dit,

B = (o EOX),

Pour tout k, posons fi(p) = ¢~ 'E(X¥). Ces fonctions satisfont la relation de
récurrence fe+1(p) = (pfe)’(p). Pour k = 0,0n afo(p) = ¢ 'E(X%) = 1/(1 - p);

onaaussi fi(p) = 1/(1 - p)? et fx(p) = (1+p)/(1 - p)*
Nous allons prouver par récurrence qu'il existe une suite (Si(p)) de polyndmes

unitaires, o1 Sy est de degré k, telle que fi(p) = Sk(p)/(1 — p)**1. On vient de le
voir pour 0 < k < 2,avec So(p) = 1,S1(p) = pet Sy(p) = p + p*.
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Silonaf(p) = Sk(p)/(l — p)k*1 alors

Se(p)
frer(P) = (<1p kfk“)
S S/
_ k?v)_ﬂr;kil(p)+(k+ )(1p k(fk)”
(1 —p)Se(p) +p(1 = p)S,(p) + (k+ 1)pSk(p)
(1= p)t+?

ce qui est une relation comme celle demandée, avec

Ser1(p) = (k+ 1)pSp(p) + p(1 = p)S,(p) + (1 = p)Sr(p).

Si S (p) est unitaire de degré k, alors Sg1(p) est de degré < k+1, et son coefficient

k+1

de p**' estdonné par (k+1)—k = 1,de sorte que Sp41(p) est unitaire de degré k+1.

Solution de l'exercice (0.5.5). — a) Soit A I'événément « le dé choisi est le dé pipé ».
OnaP(A) =1/3.

b) Soit X I'événement « le dé choisi sort sur 1 ». Onadonc P(X | A) =2/3 et
P(X|A)=1/6,dou

P(X) = P(A)P(X | A) + P(A)P(X | A) = % 2

wlt\)
w | o

+

L.wl)—k

Par suite, en appliquant la formule de Bayes, on a
PXTA)PA) _ (2/3)(1/3)
P(X) 1/3

Compte tenu de cette expérience, la probabilité que le dé choisi soit pipé est

P(A | X) = = 2/3.

maintenant de 2/3!

¢) Soit Y I'évenement « au deuxiéme tirage, le dé choisi sort sur 1 ». Cet événe-
ment est indépendant de X conditionnellement a A, mais leurs lois sont identiques :

P(Y|A) =2/3,P(Y|A) =1/6,P(Y) =1/3.
Par indépendance conditionnellement a A, on a aussi
PXNY|A)=PX|AP(Y|A) =4/9
et
P(XNY|A)=PX|AP(Y|A) =1/36.
Enfin,

P(XNY)=PAPXNY|A) +PAPXNY|A) =
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Par suite,

P(XNY[AP(A) (4/9)(1/3)
P(XNY) - 1/6

PA|XNY)= = 8/9.
Compte tenu de cette deconde expérience, la probabilité que le dé choisi soit pipé
est maintenant de 8/9!

Solution de l'exercice (0.5.6). — a) La variable (X, Y) suit une loi uniforme : chacun
des 36 couples (a,b), ot a,b € {1,...,36}, a probabilité 1/36 d’apparaitre. Leur
somme appartient a {2;...; 12}; la probabilité que la somme soit un entier s
est égale a n(s)/36, ou n(s) est le nombre de couples d’entiers (a, b) tels que
1 <ab<6eta+b =5 Ontrouven(2) = 1,n(3) = 2,...,n(7) = 6, puis
n(8) =5, ..., et finalement n(12) = 1.

b) SiZ = 2, on a nécessairement X = 1, desorteque P(X =1 |Z=2) =1,
pusE(X|Z=2)=1.

Conditionné aZ = 3,ona X = 1 ou X = 2, chacune des deux possibilités ayant
probabilité 1/2, de sorte que E(X | Z=3) = (1+2)/2 =3/2.

Plus généralement, si Z = a, onasup(a — 6,1) < X < inf(a — 1, 6), et condi-
tionné a cet évenement (Z = a), chacune de ces possibilité a méme probabilité.
L'espérance conditionnelle cherchée est donc

E(X|Z=a)= %(sup(a —6,1) +inf(a - 1,6)).

Pour2 < a < 7,onasup(a—6,1) = 1 etinf(a — 1,6) = a — 1, de sorte que
E(X|Z=a)=(1+(a-1))/2=a/2.Pour7 < a < 12,onasup(a—6,1) =a—6
etinf(a — 1,6) = 6,desorteque E(X | Z=a) = ((a—6)+6)/2 =a/2.

On trouve donc

E(XlZ:a):%a.
¢) La variable aléatoire E(X | Z) est définie par
E(X|Z)(w) =E(X|Z=1Z(w))
pour tout w dans l'univers Q. On a donc
EX|Z2)(w) =Z(w)/2.

Autrement dit, E(X | Z) = Z/2.
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d) On peut démontrer cette relation en général : Par symétrie,ona E(X | Z =
a) = E(Y | Z = a). Par additivité de I'espérance conditionnelle, on a donc

2EX|Z=a)=EX|Z=a)+E(|Z=a)
=EX+Y|Z=a)=E(Z|Z=a) =a,

d’ou la relation E(X | Z = a) = a/2 puis, comme dans la question précédente,
E(X|Z)=7/2.

e) Les variables aléatoires X et Y prennent les valeurs O et 1, et P(X = 1) =
P(Y = 1) = p. Par suite, leur produit XY ne prend également que les valeurs 0
et 1. Comme XY = 1 entraine X =Y = I, ona P(XY = 1) = p%.

Puisque P(X =1 | XY =1)=1,ilvient E(X | XY =1) = 1.

Le cas XY = 0, de probabilité 1 — p?, correspond aux trois autres possibilités
pour le couple (X,Y), de probabilités respectives P((X,Y) = (1,0)) = p(1—-p) =
P((X,Y) = (0,1)) et P((X,Y) = (0,0)) = (1 — p)%. Conditionnellement a
I'événement XY = 1, leurs probabilités sont donc p(1 — p)/(1 — p?) = p/(1 + p),
p/(1+p)et(1—p)?/(1-p*) =(1-p)/(1+p).Par suite,

1 —
4 +0 P +0 4 P

E(X|XY=0)=1- = ,
I1+p I1+p I1+p I1+p

Sil'on veut donner une formule analogue a celle de la question précédente, on
peut chercher une fonction de a qui vaut p/(1 + p) lorsque a = 0 et 1 lorsque
a =1.Une dentre ellesesta — (p+a)/(p+ 1), dot, si 'on veut,

E(X|XY) = (p+XY)/(p+1).

Solution de l'exercice (0.5.7). — a) On part de la définition E(X) = )}, P(X = x)x
de I'espérance, en introduisant la formule des probabilités totales : P(X = x) =
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2y P(X=x et Y = y). On obtient
E(X) = Z P(X = x)x
X

:ZP(X:x et Y=y)x
x,y

Z P(Y=y)ZP(X=x 1Y = y)x
y x
P(Y=y)>0
= >, PY=pEX|Y=))
P(Y:yy)>0

Par ailleurs, la variable aléatoire E(X | Y) est constante de valeur E(X | Y = y)
est constante en restriction a I'évenement Y = y si P(Y = y) > 0, et elle est nulle
sur cet événement si P(Y = y) = 0. Ainsi, cette derniére expression coincide avec
I'espérance E(E(X | Y)), d'ou la question.

b) On a V(X) = E(X?) — E(X)%. On a ensuite

E(V(X|Y)) = Y P(Y=y)E(X? | Y=y)- > P(Y=))EX|Y=y)
Yy Y

=E(E(X’ | Y)) - E(E(X | Y)?)
= E(X?) - E(E(X | Y)?)
d’apres la premiere question. De méme,
V(E(X|Y)) = E(E(X|Y)*) —E(E(X | Y))* = E(E(X | Y)?) - E(X)*.
Ainsi,
E(V(X|Y))+V(E(X|Y)) =E(X*) -E(E(X|Y)?) + E(E(X | Y)*) - E(X)’
= E(X*) - E(X)? = V(X),

ce qu’il fallait démontrer.



CHAPITRE 1

ENTROPIE ET INFORMATION MUTUELLE

L'entropie est un concept fondamental en théorie de I'information, proposé
par (1948). comme mesure Nous définissons d’abord I'entropie d’une
variable aléatoire et verrons sur quelques exemples qu’elle a en fait une double
interprétation, soit comme quantité de hasard, soit comme quantité d'information.
Cette dualité information/hasard peut sembler mystérieuse; elle est en fait au
coeur de la formalisation probabiliste des phénomenes pour lesquels une informa-
tion inconnue est mathématiquement considérée comme aléatoire. La pertinence
de ce point de vue, pas forcément évidente a priori, est démontrée par I'impor-
tance du calcul des probabilités dans les mathématiques de la seconde moitié du
20° siecle.

Deux variantes de I'entropie s’averent également trés importantes, a la fois pour
leur potentiel calculatoire et pour leur interprétation en théorie de I'information :
Ientropie conditionnelle et 'information mutuelle.

En théorie de I'information, un signal est souvent présenté comme une suite
de symboles, ou de signaux élémentaires, disons émis a intervalles de temps
réguliers, et que I'on représente en théorie des probabilités comme une suite de
variables aléatoires — un processus stochastique. Cela donne lieu a la notion de
taux d’entropie : non pas l'entropie globale du signal, mais celle par unité de temps
ou par symbole.

Parmi les processus stochastiques les plus simples, on trouve ceux qui sont tota-
lement indépendants. Plus proche des phénomenes réels que l'on veut modéliser,
on trouve les processus markoviens : ce sont ceux pour lesquels le symbole émis
au temps n + 1 ne dépend que de celui émis au temps n — c’est bien str une dé-
pendance/indépendance au sens de la théorie des probabilités. On analyse le taux
d’entropie de ces processus, en particulier dans les cas ou ils sont stationnaires
ou ergodiques.
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1.1. Entropie d'une variable aléatoire

1.1.1. — On désigne ici par log: R.o — R la fonction logarithme usuelle, fonc-
tion réciproque de la fonction exponentielle, autrement dit le logarithme néperien.
C’est une fonction de classe €°°; comme sa dérivée est la fonction x — 1/x, la
fonction logarithme est strictement croissante; elle obéit a I'équation fonction-
nelle

(1.1.1.1) log(xy) =log(x) + log(y), pour tous x, y > 0.

F1GURE 1.1.1.2. Graphe de la fonction «logarithme néperien »

On a les limites :
(1.1.1.3) lim log(x) = —oo, lim log(x) = +oo.
x—0% X—+00
On a aussi les limites, pour tout nombre réel & > 0:
(1.1.1.4) lim x*log(x) =0, lim x “log(x) = 0.
x—07* xX—+00
Sa dérivée seconde, la fonction x +— —1/ x2, est strictement négative. Par

conséquent, la fonction logarithme est strictement concave : elle est en-dessous
de ses tangentes, au-dessus de ses cordes.

1.1.2. — Sia est un nombre réel > 0, le «logarithme en base a » est la fonction
donnée par

log(x)

log(a)

log,(x) =
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Elle vérifie des propriétés similaires au logarithme néperien, qui est le cas ot
a=e¢=2,718281828... .Le cas a = 10 est courant en physique; en théorie de
I'information, nous verrons qu'il est naturel de prendre a = 2.

1.1.3. — La fonction x +— —x log(x) de ]0; 1] dans R est a valeurs positives ou
nulles. Elle a pour limite 0 en 0, ce qui permet de la prolonger par continuité
en 0, de valeur 0. Cela justifie aussi la convention d’écriture 0 X log(0) = 0, elle-
méme un avatar de la convention 0° = 1. Cette fonction est aussi indéfiniment
dérivable sur ]0; 1[, de dérivée x +— —log(x) — 1 = —log(ex); elle est donc
strictement croissante sur l'intervalle [0; 1/e] et strictement décroissante sur
I'intervalle [1/e; 1]. Comme sa dérivée seconde est la fonction x +— —1/x, de
valeur strictement négative sur ]0; 1], cette fonction est strictement concave.

—xlog(x) 4

0,3+

0,2+

0,1+

FIGURE 1.1.3.1. Graphe de la fonction x — —x log(x)

Définition (1.1.4). — Lentropie d’'une variable aléatoire discréte X est définie par

(1.1.4.1) H(X) = Z (=P(X = x) log(P(X = x))) .
X
L'entropie est donc définie comme la somme d'une famille de nombres réels
positifs ou nuls, indexée par 'ensemble des valeurs possibles x de la variable
aléatoire X. Dans cette définition, on utilie la convention 01log(0) = 0; on peut
donc ne considérer, si 'on veut, que les valeurs x pour lesquelles P(X = x) est
strictement positive. Cette série est a termes positifs car une probabilité appartient
a [0; 1], donc son logarithme est négatif. Il en résulte donc que la somme de cette
série est bien définie, en tant qu'élément de [0; +oo]. Elle est finie si X ne prend
qu'un nombre fini de valeurs.
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On peut bien str la définir dans toute base a > 0.

H(X
(1.1.4.2) H,(X) = Z (-P(X =x)log,(P(X =x))) = log( (a)).
1.1.5. Exemple : lancer d'un dé. — Considérons un dé a 6 faces, équilibré. La

probabilité d’apparition de chacune des faces est donc 1/6; 'entropie de la variable
aléatoire correspondante est ainsi égale a 6 - (—é log(%)) = log(6).

Plus généralement, une variable aléatoire X prenant N valeurs, chacune avec
probabilité 1/N, a pour entropie log(NN). Imaginons que N soit une puissance
de 2, N = 2" et que X prenne ses valeurs parmi {0,..., N — 1}. Alors, on peut
connaitre le résultat de X en posant successivement n questions « binaires », a
savoir quels sont les chiffres du développement binaire de X. Dans ce cas, on a
H,(X) =1log,(N) =n.

Plus généralement, on verra comment le théoreme de Shannon interprete
I'entropie en base 2 d'une variable aléatoire comme, a une unité pres, le nombre
moyen de questions binaires qu'il faut poser pour espérer connaitre son résultat.

Considérons maintenant deux dés a 6 faces, équilibrés, et prenons pour variable
aléatoire Y la somme des valeurs des deux faces. Elle peut prendre les valeurs
2,3,...,12; lavaleur 2 n’est possible que pour le tirage (1, 1), la valeur 3 apparait
pour deux tirages (1,2) et (2, 1), etc. Les probabilités des événements X = x sont
ainsi résumées par le tableau :

b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

P(X=x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

et son entropie en base 2 est égale a

I 1 I 1
Hy(Y) = ——log, || — - — —log, [— | ~ 3,274 40191928877
(V) =3¢ Og2(36) 36 Og2(36)

alors que l'entropie d'une variable aléatoire identiquement distribuée parmi
{2,...,12} est égale a

log,(11) ~ 3,459 431618 637 30.

Il y a un peu moins de hasard dans le résultat de la somme de deux dés que dans
le tirage d'un dé équilibré dont les onze faces indiqueraient les entiers de 2 a 12.
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1.1.6. Exemple : variable de Bernoulli. — Soit p un élément de [0; 1]. Rap-
pelons qu’une variable aléatoire X suit une loi de Bernoulli de parametre p si
elle prend la valeur 1 avec probabilité p et la valeur 0 avec la probabilité 1 — p.
L'entropie d'une telle variable aléatoire est donc égale a

—plog(p) — (1 —p)log(1 —p) si0O<p<1,

(1.1.6.1) h(p) =
(») 0 sip=0oup=1.

h(p)

07 Lo
0,6+

0,5+

0,4+

0,3+

0,2+

0,1+

0 0,1 0.2 0;3 04 05 06 07 08 09 1 p

FIGURE 1.1.6.2. Graphe de la fonction « entropie »

Puisque la fonction x +— —x log(x) est continue sur [0; 1], indéfiniment déri-
vable sur |0; 1[, de dérivée x — —log(x) — 1, la fonction h est continue, indéfini-
ment dérivable sur |0; 1[, de dérivée

W (p) = —log(p) +log(1 - p).
Sa dérivée seconde, donnée par

1 1
h”():————
P p l-p

est strictement négative sur ]0; 1[, si bien que la fonction h est strictement concave.
Onah’(1/2) =0, ce qui entraine que h’(p) > Opour p € |0;1/2[ et W' (p) <O
pour p € ]1/2; 1[. La fonction h est donc strictement croissante sur [0; 1/2] et
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strictement décroissante sur [1/2; 1]. Elle atteint son maximum en le point p =
1/2, de valeur h(1/2) = log(2).
On voit la I'intérét de la base 2 : 1a fonction h, définie par

ha(p) = h(p)/log(2) = —plog,(p) — (1 — p) log,(1 — p)

a pour image [0; 1].

1.2. Entropie conditionnelle

1.2.1. — Soit A un événement de probabilité non nulle, c’est-a-dire une partie
de l'univers probabiliste Q telle que P(A) > 0. Lévénement A lui-méme peut étre
vu comme un univers probabiliste, lorsqu'on pose, pour tout événemetn B qui est
contenu dans A,

P(B|) = o

Si X est une variable aléatoire discrete, on peut alors la conditionner a A en consi-
dérant sa restriction a A, ici notée X | A.

Définition (1.2.2). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On appelle entropie
conditionnelle de X relativement a Y (ou sachant Y) l'expression

(1.2.2.1) H(X|Y) = ) P(Y = p)HX | Y =y).
y

C’est la somme d'une famille de nombres réels positifs ou nuls, donc est un
élément de [0; +o0]. A priori, la variable aléatoire X | {Y = y} n’est définie
que si P(Y = y) # 0; dans le cas contraire, on enléve le terme correspondant
de la somme. Cette somme est infinie s’il existe y tel que P(Y = y) > O et
H(X | Y = y) = +00; s’il nexiste pas de tel y, il est aussi possible que la somme
vaille +00. Quoi qu'il en soit, si X et Y ne prennent qu'un nombre fini de valeurs,
cette expression est finie.

Si la variable aléatoire Y est certaine, c’est-a-dire s'il existe y tel que P(Y =
y) =1lalors H(X | Y) = H(X | Y = y) = H(X).

Proposition (1.2.3). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a

(1.2.3.1) H(X,Y) = H(Y) + H(X | Y).
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Démonstration. — Partons des définitions de I'entropie et de I'entropie condi-
tionnelle. Pour simplifier les notations, on écrit p, = P(X = x),q, = P(Y = y) et
rey = P(X'=x et Y = y). En sommant sur les valeurs possibles de Y, c’est-a-dire
les y tels que ¢, > 0, on a donc:

H(Y) + H(X | Y) = ) —q, log(qy) + ) ¢,y H(X| Y = y).
Yy Yy

Par ailleurs, pour tout y tel que g, > 0, laloi de la variable aléatoire X | {Y = y}
est donnée par

P(X=xet Y=y) Ty

PX=x|Y=y)= PY =) .
= Y

Par conséquent, son entropie est égale a

HX|Y=p) =) -P(X=x|Y=y)log(PX=x|Y=y))

~ D ‘Iy'

En ajoutant terme & terme ces deux familles 4 termes positifs,'!) on obtient

H(Y) +H(X | Y) = ) gy log (qi) + ) 1y log (L),
Yy

Yy Txy

Commeq, =P(Y=y) =2, P(X=x et Y=1y) =), ryy, il vient

HOY) +HX | Y) = ) (rxy log (qi) + 7y, log (q—y))

x,y Y Txy
1
= Z Txy IOg (r_)
X,y xy
—H(X,Y),
par définition de I'entropie du couple (X, Y). O
Corollaire (1.2.4). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discréetes. On a

H(X,Y|Z) = H(Y | Z) + H(X | Y, 2).

(1 Ce résultat devrait étre donné au chapitre précédent...
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Démonstration. — Soit z une valeur de Z telle que P(Z = z) > 0. Appliquons la
proposition aux variables aléatoires X | {Z =z} et Y | {Z = z} : on obtient

HX,Y|Z=2)=H(Y|Z=2)+HX|Y,Z=2).

Multiplions cette égalité par P(Z = z) et ajoutons-les; par définition des entropies
H(X,Y | Z) et H(Y | Z), il vient :

H(X,Y | Z) = H(Y | Z) + Z P(Z=2)HXX|Y,Z = 2).
Pour calculer ce dernier terme, revenons a la définition de I'entropie condition-
nelle HX | Y,Z=2z2);o0na
HX|Y,Z = z) :ZP(Y:y | Z=2)H(X|Y=7y2Z=2),
y

de sorte que

> P(Z=2)HX|Y,Z=2)

P(Z=2)>0
=Z Z P(Z=2)P(Y=y|Z=2)H(X|Y=yZ=2)
Yy P(Z=z2)>0
=Z Z P(Y=y,Z=2)HX|Y=y7Z=2)
Yy P(Z=2)>0
— Z P(Y=9Z=2)H(X|Y=y2Z=2)
P(Y=y,Z=2)>0
=H(X|Y,Z2).
Le corollaire est ainsi démontré. O
Remarque (1.2.5). — On peut aussi démontrer simplement cette égalité lorsque

I'entropie H(Y, Z) est finie. Dans ce cas, H(Z) est également finie et I'on a
H(X,Y|Z)=H(X,Y,Z) — H(Z)
= (H(X,Y,Z) - H(Y,Z)) + (H(Y,Z) — H(Z))
=H(X|Y,Z)+H(Y | Z2).

Corollaire (1.2.6). — Soit X, ..., X, des variables aléatoires discrétes. On a

n
H(X,, ..., X,) = Z H(Xg | X, ..oy Xeot)-
k=1
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Démonstration. — En effet, on a

H(Xl,...,Xn) = H(Xl) + H(Xz,...,Xn | Xl)
= H(Xl) + H(Xz | Xl) + H(X3,...,Xn | Xl,Xz)

= H(X1) + H(Xz | X1) + H(X5 | X1, X2) +...
+ H(Xn | leXZ;---;Xn—l),

ce qu’il fallait démontrer O

1.3. Information mutuelle

Définition (1.3.1). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. On appelle diver-
gence de p par rapport a q l'expression

_ pla)
D(plq) = ; p(a) log(q(a))-

p(a)>0

Rien ne garantit, a priori, que cette famille soit sommable; d’ailleurs, s’il existe
un élément a tel que p(a) > Oetg(a) = 0,onaD(p | ) = +oo. On va en fait
vérifier que la famille (p(a) inflog (p(a)/q(a),0)) est sommable, ce qui entraine
que D(p | g) est un élément bien défini de [0; +o0].

Théoréeme (1.3.2). — Soit p, q des lois discrétes sur un ensemble A. La famille
(p(a) inflog (p(a)/q(a),0)) est sommable; on a D(p | q) > 0, avec égalité si et
seulement si p = q.

Démonstration. — La fonction logarithme est strictement concave; son graphe
donc en-dessous de sa tangente en tout point, et ne coupe cette tangente qu'un le
point. En particulier, pour tout x € R.¢, on alog(x) < x — 1 (inégalité que l'on
peut aussi vérifier par analyse de fonction, ou bien par la formule de Taylor), et
I'inégalité est stricte si x # 1. On écrit plutot

log—=-logx > 1—x,
X
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avec égalité si et seulement si x = 1. Appliquons cette inégalité a x = q(a)/p(a),
pour a € A tel que p(a) > 0.1l vient

pa)

o q(a) _ p(a) —q(a)
q(a)

pla)  pla)

| > 1-

’

d’'ou (@
pla
p(a)log == > p(a) —q(a),
q(a)
avec égalité si et seulement si g(a) = p(a) > 0. En sommant sur 'ensemble des
valeurs de a telles que p(a) > 0, on obtient

D(plqg) >1- Z q(a) > 0.

a€eA
p(a)>0

Supposons qu’il y ait égalité D(p | q) = 0. Alors q(a) = p(a) pour tout a tel
que p(a) > 0, d'ou

1= (@)= ) q@+ ) g

acA p(a)=0 p(a)>0
= > a@+ D pl@= ) qa)+1,
p(a)=0 p(a)>0 p(a)=0

si bien que q(a) = 0 dés que p(a) = 0. On a donc p = q. Inversement, si p = g, la
définition de la divergence entraine immédiatement que D(p | q) = 0. O

Remarque (1.3.3). — Dans la littérature, la quantité D(p | q) sappelle divergence
de Kullback-Leibler, ou aussi distance de Kullback-Leibler. De fait, elle mesure la
différence entre les deux lois de probabilité p et g : elle est positive, et ne s'annule
que lorsque p = ¢. Mais ce nest pas tout a fait une distance, car elle n’est pas
symétrique et ne vérifie pas I'inégalité triangulaire. D’ailleurs, d’autres expressions
ont les mémes propriétés et peuvent rendre des services similaires; comme nous
ne les utiliserons pas dans ce cours, nous avons préféré 'expression divergence.
Mentionnons aussi que sa notation habituelle est D(p || q).

1.3.4. — Soit X et Y des variables aléatoires discretes. Sur I'ensemble des valeurs
possibles du couple (X, Y), on dispose alors de deux lois discretes :

a) Laloi du couple (X,Y), c’est-a-dire (x,y) — P(X=x,Y = y);

b) Le produit des deux lois marginales de ce couple, c’est-a-dire (x, y) +—
P(X=x)P(Y =y).
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Définition (1.3.5). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On appelle infor-
mation mutuelle de X et Y la divergence de la loi du couple (X,Y) par rapport a la
loi (x,y) — P(X =x)P(Y = y), produit des deux lois marginales du couple (X,Y).

Explicitement, on a donc
PX=xet Y=y)
PX=x)P(Y=y) ]

I(X,Y) = ZP(X =x et Y=y)log

X,y
Corollaire (1.3.6). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. L'information
mutuelle I(X,Y) est un élément de [0; +oco]; il est nul si et seulement si X et Y sont
indépendantes.
Démonstration. — Linégalité [(X,Y) > 0 est un cas particulier du théoreme. De

plus, il y a égalité (X, Y) = O si et seulement si
PX=x,Y=9)=PX=x)P(Y=y)

pour tout couple (x, y), ce qui signifie exactement que X et Y sont indépendantes.

O
Corollaire (1.3.7). — Soit X et Y des variables aléatoires discrétes. On a les égalités
(1.3.7.1) H(X)=I(X,Y)+H(X|Y)
(1.3.7.2) H(XY) + (X, Y) = H(X) + H(Y).

En particulier, on a l'inégalité
(1.3.7.3) H(X |Y) < H(X).

Dans le cas ou Uentropie de X est finie, on a égalité H(X) = H(X | Y) si et seulement
si X et Y sont indépendantes.

Si I'entropie d'une variable aléatoire est une mesure d'incertitude, la condition-
ner a une seconde variable aléatoire diminue cette incertitude.
Démonstration. — Lorsque toutes ces quantités sont finies, on peut utiliser la
proposition 1.2.3 et écrire

H(X) - H(X | Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y)

=ZZP(X=x,Y:y)10g PX=2)P(Y =)
X,y X

PX=x,Y=y)
=1(X)Y),
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d’ou la premiere relation.

Dans le cas général, le fait que ces termes puissent a priori étre infinis oblige a
reprendre des calculs faits dans la démonstration de la proposition 1.2.3. Reprenons
les notations introduites dans cette démonstration en posant p, = P(X = x),
gy = P(Y = y)etr,, =P(X =x et Y =y). Enrevenant a la définition de
I'information mutuelle I(X,Y) et de l’entropie conditionnelle H(X | Y), on écrit

I(X,Y) + HX | Y) = ) HX|Y =y)
x,y
= xy y
gy qu 1y
r r
X,y qu x,y qy
Fxy ‘Iy
= rxy log + Tyylog —
; pqu ; rxy

1
= Z ryylog —
X,y p

X

1
= log —

;py b
— H(X).

En ajoutant H(Y) aux deux termes de cette premiére relation, on obtient la
seconde: H(X,Y) + (X, Y) = H(Y) + H(X | Y) + I(X,Y) = H(Y) + H(X).

Comme [(X,Y) > 0, I'inégalité finale découle également de la premiére relation,
de méme que son cas d’égalité lorsque I'entropie de X est finie. En effet, comme
I(X,Y) et H(X | Y) appartiennent a [0; +o0] et comme leur somme est égale
a H(X), ces quantités sont toutes finies; I'’égalité H(X) = H(X | Y) équivaut
alors aI(X,Y) = 0, c’est-a-dire, d’apres le corollaire 1.3.6, a I'indépendance de X
etY. O

Définition (1.3.8). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. On dit que X et Z
sont indépendantes conditionnellement a Y, et l'on note X Ly Z sil'on a

PX=x,Z=2z|Y=y)=PX=x|Y=y)P(Z=2z|Y=y)

pour tous x, y, z tels que P(Y = y) > 0.
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Exemple (1.3.9). — S'il existe une fonction f telle que Z = f(Y), alors X Ly Z.
En particulier, X et Y sont indépendantes conditionnellement a Y.

Soit en effet x, y,z tels que P(Y = y) > 0.Siz # f(y),onaP(X = x,Z =
z|Y=y)=0etP(Z=2z]Y =y) =0.Enrevanche, siz = f(y), on a
PX=x,Z=z|Y=y)=PX=x|Y=y)etP(Z=2z|Y=y)=1.Dansles
deux cas, I'égalité voulue est vérifiée.

1.3.10. — Pour étudier cette notion d'indépendance conditionnelle de X, Z rela-
tivement a la variable aléatoire Y, il est utile d'introduire la notion d’information
mutuelle de X, Z conditionnellement a Y, définie par

I(X,Z | Y) :ZP(Y:y)I(X|Y:y,Z|Y:y).
Y

C’est un élément de [0;+oc0], nul si et seulementsi (X | Y = y,Z | Y = y)
pour tout y tel que P(Y = y) > 0, c’est-a-dire si X et Z sont indépendantes
conditionnellement a Y.

Par ailleurs,

P(X=xY,y,Z=z2)
PX=x)P(Y=y,Z=2)

(X, (Y,Z)) = Z P(X=xY=y7Z=1z)log

x,9,2
PX: ,Y: ,Z: PY:
=ZP(X=x,Y:y,Z:z)log ( a ) 2)P(Y = y)
5 PX=x,Y=y)P(Y=9y,Z=2)
PX=x,Y=1y)
+ PX=x,Y=y9,Z=z2)log
Zyl g P(X = 0)P(Y = »))
=ZP(Y=)})X
Yy

PX=x,Z=2z|Y=y)
PX=x|Y=y)P(Z=2z]Y=))
PX=x,Y=1y)
P(X=x)P(Y=1y))

X ZP(sz,Z=z|Y:y)log

+ZP(X =x,Y=y)log
x,y
= 1(X,Z|Y) +I(X,Y).

Par symétrie, on a également
I(X,(Y,2)) =I(X,Y | Z) + (X, 2),
desorteque (X, Y | Z) > 0, et I(X, (Y,Z2)) > (X, Z).
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Dans I'hypothése ou X et Z sont conditionnellement indépendantes relative-
mentaY,onal(X,Z |Y) = 0. Ces deux expressions pour I(X, (Y,Z)) entrainent
alors 'inégalité du traitement de données — en anglais, data processing inequality :

Théoréme (1.3.11). — Soit X, Y, Z des variables aléatoires discrétes. Si X Ly Z, alors
I(X,Y) > (X, Z), avec égalité si et seulement si X L7 Y.

Démonstration. — Puisque, par hypothese, X et Z sont conditionnellement indé-
pendantes relativement a Y,onaI(X,Z | Y) = 0, d'ou

I(X,(Y,2)=1I(XY|Y)+I(XY) =1I(XY).
On a donc
I(X,Y)-1(X,2) =1(X,(Y,2)) - 1(X,Z2) =I(X,Y | Z).

Cela entraine l'inégalité du traitement de données I(X,Y) > I(X, Z) ainsi que la
caractérisation du cas d’égalité, par définition de I'information mutuelle condi-
tionnelle [(X,Y | Z). O

Corollaire (1.3.12). — Soit X,Y des variables aléatoires discrétes et soit f une fonction.
Onal(X,f(Y)) < I(X,Y), avec égalité si et seulement si X L(y) Y.

Démonstration. — Posons Z = {(Y). On a vu dans I'exemple 1.3.9 que X et Z sont
conditionnellement indépendantes relativement a Y. D’apres le théoréme 1.3.11, on
adonc I(X,f(Y)) =I(X,Z) > I(X,Y), et le cas d’égalité s'obtient de méme. O

1.4. Taux d’entropie

En théorie de l'information, les variables aléatoires ne représentent pas les
messages (un texte, une photographie, un son) mais plutot les éléments dont ce
message est constitué (les lettres successives, les pixels et leur couleur, etc.). Dans
le paragraphe précédent, nous avons appris a traiter plusieurs variables aléatoires
comme une seule, en les regroupant en un vecteur, mais cette méthode fait perdre
de vue I'idée d’'une succession d'un grand nombre de symboles élémentaires.

C’est ainsi qu'on va maintenant s’intéresser a des suites infinies (X, ) de variables
aléatoires indexées par I'ensemble des entiers naturels — ce qu'on appelle un
processus stochastique.
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Définition (1.4.1). — On appelle taux d’entropie d'un processus stochastique X =
(Xy) lexpression

H(X) = lim

Jm H(XO, e Xn),

pourvu que la limite existe.

En remplacant la limite par des limites supérieure et inférieure, on définit
les taux d’entropie supérieur, H(X), et inférieur, H(X). On a I'inégalité H(X) <
H(X); le taux d’entropie existe si et seulement si ces deux expressions coincident,
et il leur est alors égal.

Exemple (1.4.2). — Soit (X,) un processus stochastique. On suppose que les
variables aléatoires X,, sont indépendantes. Alors,

1 1
H(Xo,...,Xn) = —— > H(Xy);
——H(Xo,...,Xs) = —— > H(Xy)
le taux d’entropie est alors la limite au sens de Ceséro de la suite (H(X})).

Supposons de plus que les variables aléatoires sont identiquement distribuées.
Alors, H(X;) = H(X() pour tout k, et 'on a H(X) = H(Xo).

Lemme (1.4.3) (Cesaro). — Soit (a,) une suite de nombres réels; pour tout entier n >
0, posons A, = (ap + - - -+ a,)/(n+1). On a les inégalités

lima, < limA, < limA, < lima,.

En particulier, si la suite (a,) a une limite £ dans [ —oo; +00], la suite (A,) converge
également vers {.

Démonstration. — Démontrons 'inégalité lim A,, < lim a,,. Il ny a rien 2 démon-
trer lorsque lim a, = +00; supposons donc que lim a, < oo et soit A un nombre
réel tel que lima,, < A. Alors, par définition de la limite supérieure, il existe un
entier N tel que, pour tout entier n > N, on ait a, < A. Pour n > N, on a alors

n N-1 n
n+1—N
—

Lorsque n tend vers I'infini, le membre de droite tend vers A ; par suite, EAn < A
Comme A est arbitraire, on a EAn < lim a.

En remplacant la suite (a,) par la suite (b,) définie par b, = —a,, la suite (A,)
est remplacée par la suite (B,) définie par B, = —A,, etl'onalima, = — lim b,,
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etlim A, = —lim B,.. Linégalité de limites supérieures appliquée 2 la suite (b,,)
entraine alors que lima, < limA,,.

Lorsque la suite (a,) converge vers un élément ¢ de [—o0; +o0], on alima, =
{ = Ean, et les inégalités précédentes entrainent que lim A, = EAn = ¢, de

sorte que la suite (A,) converge vers ¢. O
Définition (1.4.4). — On dit qu'un processus stochastique (X,) est stationnaire si
pour tout entier n et toute suite (Xo, ..., Xy), on a

P(Xy = %0, Xp+1 = X1, -0y Xptm = Xm) = P(Xo = 20, X1 = x1,..., Xy = xpy)-

En particulier, pour m = 0, les termes d'un processus stationnaire ont méme
loi.

Proposition (1.4.5). — Soit X = (X,,) un processus stochastique stationnaire. Alors,
le taux d’entropie H(X) existe, et est donné par

H(X) = lim H(X, [ Xa-1,---, Xo)-

Démonstration. — Pour tout entier n, posons
H'(X)n = H(Xy | Xn-1, ..., Xo).
Puisque I'entropie diminue par conditionnement, on a, pour tout entier n, I'inéga-
lité
H (X)ne1 = HXps1 | Xy -+, Xo) < HXpp1 | Xy -, X5).
Puisque le processus X est stationnaire,

H(Xpe1 | Xy o, X1) = HX, | Xt - -, Xo) = H(X).

Ainsi, la suite (H' (X)), est décroissante. Comme elle est positive, elle converge
donc vers un élément de [0; +o0] que nous notons H' (X).
Alors, pour tout entier n, on a

H(Xo,...,Xn) = H(Xo) + H(X; | Xo) + - - - + H(X, | Xp—1,...,X0)

= Zn: H' (X)z,
=0

de sorte que la suite #H(Xo, ..., Xy)) est la moyenne au sens de Cesaro de la

suite (H'(X),,). Elle converge donc vers sa limite, ce qu’il fallait démontrer. O
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1.5. Taux d’entropie des processus markoviens

Deux hypotheses sur les variables aléatoires dun processus stochastique nous
ont permis d’étudier son taux d’entropie : I'indépendance et la stationarité. Ces
deux hypotheses ne sont cependant pas tres adaptées aux applications. L'indépen-
dance contredit 'idée méme que ces variables constituent un message qui a du
sens; de méme, si un symbole est possible, tout redoublement, triplement, etc.
de ce symbole sera possible, ce qui contredit I'absence de mots faisant intervenir
10 fois la lettre t, par exemple, ou bien 'observation qu'en francais, la lettre g est
presque toujours suivie d'un u. Quand a la stationarité néglige I'observation que
le début ou la fin d'un message, ou encore le bord d'une image, sont de nature
différente du coeur du message.

L'’hypothese markovienne que nous introduisons maintenant est déja plus
proche de la réalité. De maniere intuitive, elle consiste a dire qu'une variable
aléatoire X, peut dépendre des précédentes, mais pas plus qu'au travers de
la variable X,,. C’est le modele des déambulations aléatoires dans une ville. Un
exemple simple montrera ses limites en supposant que les X,, représentent des
lettres : en permettant la sucession tt, il oblige a permettre le triplement ttt, etc.

Définition (1.5.1). — On dit qu’un processus stochastique (X,,) est markovien (ou
est un processus de Markov, ou est une chaine de Markov) si pour tout entier n,
(Xo, .-+, Xp—1) et Xy11 sont conditionnellement indépendantes relativement a X,,.

Cela signifie que pour tout entier n et toute suite (xg, ..., Xy+1), On a

P()<n+1 = Xn+1 | Xn=2%p,..., X0 = xO) = P()<n+l = Xn+l | Xp = xn)

1.5.2. — Soit X = (X,,) un processus markovien. On fait 'hypothese supplémen-
taire qu'il est homogene c’est-a-dire que pour tout couple (a, b), on a

P(Xn+1:b|Xn:a):P(X1:b|X0:a).

Supposons que I'ensemble A des valeurs possibles de (X,,) soit fini; pour tout
couple (a, b) d’éléments de A, posons p,, = P(X; = b | Xy = a) et notons P la
matrice (pgp)-

C’est une matrice carrée a indices dans I'ensemble A; méme si A n’est pas
forcément de la forme {1,...,m}, la théorie est identique. Les coefficients de la
matrice P sont des probabilités conditionnelles; ils sont donc positifs ou nuls.
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Pour tout a, on a

Zpa,b:ZP(Xlzmxoza):L

beA beA

Autrement dit la somme des coeflicients de chaque ligne de P est égale a 1. On dit
que P est une matrice stochastique.

La matrice P est appelée la matrice de transition du processus markovien X.

Dans le vocabulaire des chaines de Markov, les éléments de A sont appelés états,
et pap est la probabilité de passage de I'état a a I'état b. On représente souvent une
telle chaine par un carquois (ou graphe orienté) dont les sommets sont les états de
la chaine, muni pour chaque couple d’états (a, b), d'une fléche de I'état a a I'état b
étiquetée de la probabilité p, .

Ainsi, le carquois de la figure 1.5.2.1 représente une chaine de Markov a deux
états {a, b}. La probabilité de passer de a a b est égale a p, celle de passer de b a a
est égale a ¢. Sa matrice de transition est ainsi donnée par

P:(l_p p).
qg 1—9¢q

l-p l—¢q

F1GURE 1.5.2.1. Une chaine de Markov a deux états.

SiM = (u,) estlaloide X, considérée comme un vecteur-ligne, laloi M’ = (/)
de X,+1 est donnée par

Ko =PXan =) = ) P(X, =) - P(Xos1 =a | X, =) = ) topha
beA beA

Autrement dit, on a M’ = MP.
Par récurrence, sile vecteur M représente laloi de X, 1aloi de X, est représentée
par le vecteur MP".
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Proposition (1.5.3). — Soit X = (X,,) un processus markovien homogéne. Soit A
l'ensemble des valeurs de Xo, soit P = (p,p) la matrice de transition de X et soit
M = (uq) la loi de Xo. Pour que X soit stationnaire, il faut et il suffit que l'on ait
M = MP. Dans ce cas, on a

H(X) == Z KaPa,b log(pa,b)-
a,b

Démonstration. — Si X est stationnaire, alors X, et X; ont méme loi, donc M =
MP. Supposons inversement que M = MP et prouvons que X est un processus
stationnaire. On sait déja que pour tout entier n, la loi de X,, est donnée par M.
Démontrons par récurrence sur m que P(X,, = xg,..., Xptm = xp) = P(Xo =
X0,...,Xm = Xp) pour tout entier m, tous xg,...,x, € Aettoutn € N. Par
définition d’un processus markovien homogene, on a

P(Xn = X0,y Xpgm = xm)
= P(Xn+m =Xm | Xn = %0, Xpgm-1 = xm—l) : P(Xn = X0y .0 Kptm—1 = xm—l)
= P(Xn+m =Xm | Xptm—1 = xm—l) : P(Xn = X0y .0 Xptm—1 = xm—l)
= P(X1 =Xm | X() = xm_l) . P(Xn = Xo,-- -;Xn+m—1 = xm_l).
Par 'hypothese de récurrence, on a
P(Xy = x0,.. ., Xpgm-1 = Xm—1) = P(Xo = x0,..., Xin—1 = Xm—1).
Ainsi
P(Xy =x0,..., Xpam = Xm)
=P(X; =xpm | Xo=2p-1) - P(Xo = x0,..., Xpn—1 = Xpn1)
=P(Xo=x0,..., Xin-1 = Xm—1, Xm = Xm)
en utilisant une fois de plus 'hypothese que le processus X est markovien. Cela
prouve que X est un processus stationnaire.
Supposons maintenant que X est stationnaire. Pour tout entier n, on a H(X,, |
Xpu-1,---,X0) = H(X,, | X,-1), par la propriété markovienne, puis H(X,, |
Xn-1) = H(X; | Xp) par stationarité. On a ainsi H(X,, | X;—1,...,Xo) = H(X; |

Xp), d'ott la formule H(X) = H(X; | Xp) en vertu de la proposition 1.4.5.
Par ailleurs, la définition de I'entropie conditionnelle entraine

H(X1 | Xo) = ) P(Xo = )H(X1 | Xo =a) == > ta )., paslog(pas),
a a b
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ainsi qu'il fallait démontrer. O

Exemple (1.5.4). — Reprenons I'exemple d’'une chaine de Markov X a deux
états {a, b} représentée par le graphe de la figure 1.5.2.1.
Les lois de X pour lesquelles cette chaine est stationnaire sont données par un
vecteur (g, v) tel que
{u(l —p)+vq =u
up+v(l—q) =v
On obtient I'égalité pu = gv. Joint a la condition u + v = 1, on voit qu'il existe une
unique telle loi, donnée par

q p
(wv) = ( )
p+q p+q
Alors, le taux d’entropie de X est égal a

H(X) = —— (=(1 - p) log(1 — p) — plog(p))
pt+q
¥ pi (—qlog(q) — (1 — q) log(1 — ¢))

= mh([’) + pTh(q)

ou h est la fonction entropie représentée dans la figure 1.1.6.2.
Par ailleurs, l1a loi de X,, est, pour tout entier n, donnée par (y, v), de sorte que
I'entropie de X,, est égale a

q q p p p
H(X,) = - log( )— log( ) h
pP+q ptq) pP*q ptq (P‘H])

On peut se demander quelles valeurs de p et g rendent ces expressions extré-

males. Rappelons que la fonction h est nulle en O et 1, strictement croissante
sur [0; 1/2] et strictement décroissante sur [1/2; 1]. Ainsi, H(X,,) = 0 si et seule-
ment si p/(p+q) = 0ou 1, cest-a-dire p = 0 ou g = 0; et H(X,) est maximal
lorsque p/(p + q) = 1/2, c'est-a-dire p = q.

La fonction h est également concave. L'inégalité de concavité fournit :

q p 2pq
H(X) = —h(p) +—h(q) p+ q) = h(—),
q+ p+q (q+p p+q ) p+q

avec égalité si et seulement si p = q. D’autre part, h(2pq/(p + q)) est maximal

lorsque 2pq/(p + q) = 1/2, C’est-a-dire 4pq = p + q. Finalement, on trouve que
H(X) est maximal si et seulement si p = q = 1/2.
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1.5.5. — Soit X = (X,,) une chaine de Markov homogeéne a ensemble d’états A
fini; soit P = (p, ) sa matrice de transition. On dit que la chaine X, ou que la
matrice stochastique P, est primitive s'il existe un entier m > 1 tel que tous les
coefficients de la matrice P soient strictement positifs.

Théoréme (1.5.6) (O. Perron, 1907). — Soit P une matrice stochastique primitive. La
suite de matrices (P") converge; sa limite Q est une matrice stochastique de rang 1.

Démonstration. — On munit R? de la norme définie par [|X|| = 3 cal%4l, pour
X = (x,); on pose aussi f (X) = 3 ca Xa-

La démonstration du théoréme requiert plusieurs étapes. On note 3 I'ensemble
des X € R2 tels que f(X) = 1; cest une partie convexe et compacte de R*. Soit m
un entier > 1 tel que tous les coefficients (p; ;) de la matrice P’ = P™ soient
strictement positifs; notons ¢ leur borne inférieure.

a) Pour tout X € R®, on a || XP|| < ||X|| et f(XP) = f(X).
Soit X € RA. Posons Y = XP;onaY = (¥p), avec yp = D, XapPap- Grace a
l'inégalité triangulaire, on a

Y= > 1wl < Y 1%alpap = D 1xal D pap = > [xal = [IXI],
b

beA ab a a

ce qui prouve l'inégalité voulue.

FO) = 3= Xapap= Y xa = [(X).
b

a,b a

De méme,

b) Pour tout X € RZ%, les coefficients de XP sont positifs, et ceux de XP’ sont
supérieurs a c || X].

Soit X € R2. Posons Y = XP et notons Y = (). Ona y, = Y, Xapap; ON VOit
donc que y; > 0 pour tout b.

De méme, posons Z = XP" = (z;). Puisque p;, , > c et x, > 0 pour tous g, b, on

— , —
zZp = Z XaPyp = Z XqC = C.

a a

a

c) Soit X € RA tel que f(X) = 0. Alors, ||XP’|| < (1 — ¢ Card(A)) ||X]I.
Soit Z = XP’; notons Z = (z;), de sorte que z, = )., xap; ,- Comme Yx,=0,
onaaussi zy = Y, xa(p , — ¢), de sorte que

20l < D Ixal (Pl = ©) < ) xalply = c IIXII
a a
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En sommant sur b, on obtient
1Z]| < [IX]| = ¢ Card(A) [[X]| = (1 = ¢ Card(A)) |IX]] .

d) L'ensemble 3 est stable par l'application X +— XP’, et cette application est
contractante pour la norme ||-||.

La stabilité de 3 découle de ce qui a été dit plus haut. Par ailleurs, soit X, X’
des éléments de 3; posons Y = XP et Y = X'P.Onaf(X' - X) =0etY —-Y =
(X" = X)P’; alors

1Y =Yl < (1 - cCard(A)) IX" - X]|,

d’ou 'assertion pusique 1 — ¢ Card(A) < 1.

e) La suite de matrices ((P")") converge; sa limite est une matrice stochastique de
rang 1.

D’apres le théoréme du point fixe de Picard, 'application X + XP’ posséde un
unique point fixe M dans 3 et, pour tout vecteur X € 3, la suite (X(P’)") converge
vers M.

L'espace 3 contient les vecteurs X, de la base canonique. Pour chacun d’entre
eux, on a donc X,(P’)" — M. Cela prouve que la ligne a de la suite de ma-
trices ((P’)") converge vers M. La suite ((P’)") converge donc vers la matrice Q
dont toutes les lignes sont égales a M; c’est une matrice stochastique de rang 1.

f) La suite de matrices (P™) converge vers Q.

En écrivant la division euclidienne de n parm,n = mk +d,ou0 < d < m — 1,
on a P" = P4(P")*. Supposons que n tende vers I'infini en restant dans la classe
de d modulo m; on a donc P" — P?Q. Or, comme toutes les vecteurs-ligne de pd
appartiennent a 3, on a PdQ = Q. Par suite, toutes ces sous-suites ont méme
limite, Q, ce qui entraine que P" converge vers Q. O

Remarque (1.5.7). — Toutes les lignes de la matrice Q sont égales 2 un méme
vecteur M a coeflicients positifs, de somme égale a 1. On a MP = M, ce qui
prouve que M est un « vecteur propre » a gauche de P, pour la valeur propre 1.

Soit N un vecteur propre a gauche de P pour une valeur propre A. On a donc
NP = AN puis, par itération, NP" = A"N pour tout n. Lorsque n tend vers I'infini,
le membre de gauche tend vers NQ. Comme N # 0, cela entraine que la suite (1")
converge:onadoncl =1ouli| < 1.
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Supposons 4 = 1. Soit X = N — f(N)M, de sorte que f(X) = 0. D’apres le
point ¢) de la preuve, on a donc || XQ|| < (1—c¢Card(A)) ||X]|. Or, X = XP = XQ,
ce qui entraine X = 0 et N = f(N)M.

Sous les conditions du théoreme, la matrice P possede une unique valeur propre
de module > 1; cette valeur propre est égale a 1 et 'espace propre (a gauche)
correspondant est de dimension 1, engendré par M.

Théoréme (1.5.8). — Soit X une chaine de Markov homogéne, a ensemble d’états fini,
primitive. Soit P = (p,p) sa matrice de transitions et soit M = (u,) son unique loi
stationnaire. Alors, le taux d'entropie existe et est donné par

H(X) = lim H(Xy | Xao1) = = ) #aPab 108(Pas):
a,b

Démonstration. — Soit A 'ensemble des états de X et soit My = (mgo)) le vecteur
de R* décrivant la loi de Xo. Pour tout entier n, la loi de X, est représentée par le
vecteur M,, = MyP" = (mfl")). Par suite,

H(Xn | Xn—l) = Z mc(zn_l)H(Xn | Xpn-1 = a) = - Z mc(ln_l)pa,b log(pa,b)°
a a,b

Puisque mé") — U, pour tout a, on a donc

H(Xn | Xn—l) - - Z/f‘apa,b log(pa,b)-
a,b

Notons H’(X) cette expression.
Par ailleurs, on a

H(Xy, ..., Xp) = HXy) + H(Xz [ X1) + -+ + HXy | Xp-1, -0, X1).
Comme X est un processur markovien, on a I'égalité
H(Xn | Xn—l;---)Xl) = H(Xn | Xn—l);

si bien que
n
H(Xy,.0Xa) = HX0) + ) HX | Xeor).
k=2

D’apres le lemme de Cesaro, on a donc

1

-H(Xy,...,X,) — H(X),

n

ce qui prouve que le taux d’entropie de X existe et est égal a H' (X). O
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Remarque (1.5.9). — Soit X une chaine de Markov homogéne a ensemble d’états A
fini et soit P = (p,p) sa matrice de transition. Il y a un moyen géométrique
commode pour déterminer si cette chaine est primitive ou non. Considérons le

carquois représentant cette chaine dont on n’a conservé que les fleches étiquetées
(m
a,b
la probabilité de passer de I'état a a I'état b en exactement m étapes et I'on a

par une probabilité strictement positive. Le coefficient p ) de la matrice P™ est

(m) _
pa’b - pa,alp(ll,(lz ° 'pam—l!b'
at,.e..,dm—1€A
Par suite, pi";) > 0 si et seulement sil existe une suite (ay, ..., a,,) d’états telle que
aog = a, a,, = b, et telle que pour tout j € {1,...,m}, Pa;,a; > 0; autrement dit, un

« chemin » de longueur m dans le carquois associé a X qui emprunte les fleches
de le sens indiqué.

Pour que la chaine de Markov soit primitive, une condition nécessaire est qu'il
existe, pour tout couple (a, b) d’états, un chemin reliant le sommet a au sommet b;
on dit que ce carquois est connexe (dans la terminologie des graphes, que ce graphe
orienté est fortement connexe), ou que la chaine est irréductible.

Cette condition n’est pas suffisante : il faut interdire, par exemple, que les états
puissent étre coloriés en deux couleurs et quaucune fleche ne relie des états de la
méme couleur. Dans ce cas, tout chemin entre deux états est de longueur paire
si ces états sont de méme couleur, et impaire sinon. La période de la chaine est
le pged des longueurs des chemins reliant un état a lui-méme; on dit qu’elle est
apériodique si cette période est égale a 1.

On constate alors que la chaine est primitive si et seulement elle est irréductible
est apériodique.

Lorsque ces conditions ne sont pas satisfaites, on peut cependant s’y ramener.
Parmi les états a € A, on considére le sous-ensemble A’ de ceux qui sont récur-
rents, c’'est-a-dire pour lesquels il existe des chemins de longueur arbitrairement
longue qui y aboutissent. Les états de A= A’ n’ont pas grande importance dans
I'étude asymptotique de le chaine de Markov : sia ¢ A’, la probabilité P(X, = a)
est nulle pour n assez grand (il suffit que n soit au moins égal au cardinal de A—A’).
On considére une chaine d’ensemble d’états A’ en supprimant du carquois les
sommets de A — A’ et les fleches correspondantes. Le carquois se décompose
comme une réunion de sous-carquois connexes, aucune fleche ne reliant 'un
a l'autre, ce qui ramene I'étude de la chaine de Markov a I'étude indépendante
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de sous-chaines irréductibles. Si, enfin, la période d'une chaine de Markov irré-
ductible (X,) estd > 2, on vérifie que les suites (X,4+r)n sont irréductibles et
apériodiques; leur étude permet de comprendre le comportement de la chaine
initiale.

1.6. Exercices

Exercice (1.6.1) (Fonction d’une variable aléatoire, I). — Geneviéve se rend régu-
lierement a 'hippodrome, ot se déroule une course entre huit chevaux. A la fin
de la course, les gains de Genevieve dépendent de la performance du cheval sur
lequel elle a misé : selon qu'il arrive en position 1, 2, 3, .., 8, ses gains sont respecti-
vement de 100, 50, 50, 0, —10, =50, —50, —100 euros. On supposera toujours que
tous les chevaux sont aussi bons les uns que les autres.

a) On note X la variable aléatoire correspondant aux gains de Genevieve. Cal-
culer I'espérance de ses gains E(X), ainsi que leur entropie H,(X).

Lassée de perdre de l'argent sur le long terme, Genevieve décide de monétiser
son activité en mettant en ligne des vidéos de réaction aux résultats des courses.
Elle passe un contrat avec un network : ses gains sont désormais sécurisés et
correspondent a la valeur absolue de ses gains initiaux (car le public 'apprécie
tout autant quand elle s'énerve apres avoir perdu).

b) On note Y = |X| la variable aléatoire correspondant aux nouveaux gains de
Genevieve. Calculer la loi g correspondant a ces gains.
On rappelle qu'étant donné une fonction f, la loi de la variable aléatoire image f (X)
est donnée par
PFX)=y)= ) PX=x).
{xeX|f(x)=y}

¢) Calculer E(Y) et H,(Y). Que constate-t-on?

Exercice (1.6.2). — Une urne contient b boules blanches et r boules rouges. On
note X = (Xj,...,Xs) (resp. Y = (Yy,...,Ys)) la variable aléatoire correspon-
dant au tirage de 5 boules dans I'urne avec replacement (resp. sans replacement).
Laquelle de ces deux variables a la plus grande entropie? Justifier.

Exercice (1.6.3) (Loi uniforme sur un ensemble fini). — Soit X une variable
aléatoire discrete qui suit une loi de probabilité uniforme sur un ensemble
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X = {xy,.., x,} fini. Soit Y une autre variable aléatoire discrete sur &, quel-
conque.

a) Donner, pour tout x € X, lavaleur de p(x) = P(X = x). En déduire la valeur
de I'entropie H(X).

b) Démontrer que la fonction x — x log(x) sur [0; 1] est strictement convexe.
En déduire que si gy, ..., q, sont des nombres réels de [0; 1], de moyenne g, on a

qlog(q) < - i1 i log(qi), avec égalité si et seulement si g; = g pour tout i.

¢) Démontrer que I'entropie que peut avoir une variable aléatoire sur X est
toujours inférieure ou égale a logn et que la loi uniforme est I'unique loi de
probabilité maximisant cette entropie.

d) Soit qg: X — [0, 1] laloi de Y. Démontrer que D(q | p) = H(X) — H(Y).
Retrouver le résultat de la question précédente.

Exercice (1.6.4) (Loi géométrique sur N). — On tire une piéce a pile ou face
pendant plusieurs tours, et ce jusqu’a ce que I'on obtienne une face. On note X
la variable aléatoire sur N qui désigne le numéro du tour au cours duquel on a
obtenu une face. Pour des raisons pratiques, on considere que le premier tirage
correspond au tour 0, le second tirage au tour 1, etc. On suppose que la piece est
déséquilibrée : la probabilité de tirer une face a chaque tour est de a € |0, 1].

a) Calculer P(X = 0),P(X = 1), P(X = 2). Calculer, pour tout k € N, P(X =
k).

b) Calculer l'espérance E(X). (On pourra utiliser la relation Y, kp* = U—[j’W
keN

pour f < 1.)
¢) Montrer que H(X) = —log(a) — 177“ log(1 — a).
d) Soit h(a) I'entropie de X lorsque la probabilité de tirer face est . Montrer

que h est décroissante sur ]0; 1].

e) Calculer la limite de h(a) lorsque a tend vers O et 1. Existe-t-il une loi
d’entropie maximale sur N ? (On pourra utiliser le fait que ling tlogt =0.)
t—

f) Soit Y une variable aléatoire sur N telle que E(Y) = E(X) > 0. On note p
et g les lois de X et Y, respectivement. Montrer que H(X) — H(Y) = D(q | p).
(Comparer avec l'exercice 1.6.3.)
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g) Montrer que parmi toutes les lois sur N ayant pour espérance m > 0, la loi
géométrique X avec o = 1% est 'unique loi maximisant 'entropie. Exprimer
m

cette entropie maximale en fonction de m.

Exercice (1.6.5) (Fonction d'une variable aléatoire, II). — Soit X une variable
aléatoire discréte qui suit une loi de probabilité sur un ensemble X ; on note p sa
loi. Soit Y un autre ensemble, soit f : L — Y une application et soit Y = f(X)
la variable aléatoire image de X par f.

a) En utilisant la définition de l'entropie conditionnelle, démontrer que
H(f(X) | X) = 0. En déduire que H(X, (X)) = H(X).

b) Démontrer que H(X) > H(f(X)).

¢) On suppose que f est injective; démontrer que H(X | f(X)) = 0 et que
H(X) = H(f(X)).

d) Plus généralement, démontrer que H(X) = H(f(X)) si et seulement si la
restriction de f a 'ensemble XL’ des x € X tels que P(X = x) > 0 est injective.

e) Soit Y une une variable aléatoire discrete sur Y telle que H(Y | X) = 0.
Démontrer quil existe une fonction g: X — Y telle que Y = g(X) (presque
sarement). (L'existence d une telle fonction est équivalente a ce que pour tout x € X
tel que p(x) > 0O, il existe un unique y € Y vérifiant q(x, y) > 0, ou q désigne la loi
de la variable aléatoire conjointe (X,Y).)

Exercice (1.6.6) (Mélanger accroit I'entropie). — On considére X une variable aléa-
toire discréte a valeurs dans un jeu de cartes, assimilé a 'ensemble X = {1,...,52}.
On considere également une variable aléatoire discrete S a valeurs dans le groupe
S5, des permutations de X. On suppose que S et X sont indépendantes et on
note Y = S(X). La variable aléatoire discréte Y représente ainsi un jeu de cartes
aléatoire mélangé de facon aléatoire.

a) On suppose que la variable aléatoire S est uniforme. Démontrer que Y est
uniforme; quelle est son entropie? Pourquoi a-t-on H(Y) > H(X)?

b) En général, démontrer que H(Y) > H(X). (Justifier que H(X,S) = H(Y, S) et
évaluer cette quantité de deux facons différentes.)

Exercice (1.6.7) (Piocher et tirer, [). — On considére un sac contenant deux piéces
lestées, que nous appellerons a et b. Chacune a une probabilité de tomber sur
face égale a p et g, respectivement (ol p,q € |0, 1[). On choisit uniformément au
hasard une piece dans le sac, et on la tire a pile ou face plusieurs fois. On note Y
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la v.a. sur {a, b} désignant la piece qui a été choisie, et X, la v.a. sur {pile, face}
désignant le résultat du n-iéme tirage.

a) En calculant leur lois de probabilité, démontrer que X; et X, sont identique-
ment distribuées.

b) Les v.a. X; et X; sont-elles indépendantes ? On donnera la réponse en fonction
de petgq.

¢) Calculer I(Xy; X, | Y) et I(Xy, X3).
Exercice (1.6.8) (Somme de variables aléatoires). — Soit X et Y des variables
aléatoires discretes a valeurs dans R, et soit Z = X + Y.

a) Vérifier que H(Z) < H(X) + H(Y).

b) Montrer que H(Z | X) = H(Y | X).

¢) Si X et Y sont indépendantes, en déduire que sup(H(X), H(Y)) < H(Z).

d) Trouver un exemple pour lequel inf(H(X), H(Y)) > H(Z).

Exercice (1.6.9). — Etant données deux variables aléatoires discrétes X et Y,

identiquement distribuées, d’entropie finie et non nulle, on pose p(X;Y) = 1 —
H(Y[X)
H(X)

1(XY)
HX) *

b) Montrer que p(X;Y) € [0,1]. A quoi correspondent les cas p(X;Y) = 0,1?

a) Montrer que p(X;Y) = En déduire que p est symétrique.

Exercice (1.6.10). — Etant données deux variables aléatoires discrétes, X et Y, on
définit p(X,Y) = H(X]Y) + H(Y|X).
a) Vérifier que p(X,Y) = H(X)Y) - I(X,Y) = 2H(X,Y) — H(X) — H(Y).
b) Montrer que p vérifie les propriétés :
@ p(XY) > 0;
(i) p(X,Y) = p(Y,X);
(i) p(X,Z) < p(X,Y) + (Y, 2).
A quelle condition a-t-on p(X, Z) = p(X,Y) + p(Y,Z)?
¢) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur X et Y pour que p(X,Y) = 0.
Lapplication p sur les couples de variables aléatoires discretes vérifie les propriétés

qu'on exige usuellement d'une distance, avec deux modifications : elle peut étre infinie,
et elle peut sannuler en un couple de variables aléatoires distinctes.
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Exercice (1.6.11). — Soit X = (X,,),eN un processus stochastique sur un ensemble
A fini (de cardinal a > 1).

a) Montrer que le taux d’entropie supérieur ﬁ(X ) est toujours inférieur ou
égal alog(a).
b) Cette borne est-elle optimale ?

¢) Que se passe-t-il si on remplace 2" par N?

Exercice (1.6.12) (Piocher et tirer, I). — On reprend les notations et le contexte
de 'exercice 1.6.7. On note X = (X,,),en+ le processus aléatoire formé par les
tirages successifs de la piece choisie au début de I'expérience.

a) Calculer lim %H(Xl,...,Xn |Y).

n—+oo

b) En déduire le taux d’entropie H( X).

¢) Est-ce que X est une chaine de Markov homogeéne?

Exercice (1.6.13) (Convergence vers la loi stationnaire). — On considére la chaine
de Markov homogene a deux états étudiée dans I'exemple 1.5.4. On note u, =
(un, vy) la distribution que suit la variable X,,. Si la distribution g est stationnaire,
alors la suite (y,,) est constante. On se place ici dans le cas général et on s’intéresse
a la convergence de la suite (u,).

a) Exprimer p, en fonction de la matrice P de probabilités de transitions et de
la distribution initiale uo.

b) La suite (un)nen admet-elle une limite lorsque (p,q) = (1,1) ou (0,0)?
Justifier, et calculer cette limite le cas échéant.
On suppose a partir de maintenant que p +q € 0, 2].

¢) Calculer le spectre de P.

d) Trouver une base de R? composée de vecteurs propres de P, puis calculer P"
pour tout entier n.

e¢) En déduire la limite de u, lorsque n — +o0. Que constate-t-on?

Exercice (1.6.14). — On considére une suite indépendante (X,,) de variables
aléatoires soumises a une loi de Bernoulli de parametre p. Pour n > 1, on pose
Yn = Xn + Xn_l

a) Calculer la loi de Y, et son entropie.

b) Calculer I'entropie conditionnelle H(Y,, | Y,—1).
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¢) Le processus (Y,) est-il markovien?

d) Quel est le taux d’entropie du processus (Y,,) ? (Introduire Xy.)

Exercice (1.6.15). — a) Soit X, X’,Y,Y’ des variables aléatoires a valeurs dans le
méme ensemble fini A. Démontrer que

D((X,X) | (Y,Y)) =D(X,Y) + Z P(X=a)D(X'[X=a)| (Y |Y=a)

b) Soit (X, )n>0 et (Y,)ns0 des chaines de Markov homogenes a valeurs dans le
méme ensemble fini A, et possédant la méme matrice de probabilités de transi-
tion P. On note p, et q, les lois respectives de X, et Y,,.

¢) Montrer que la suite (D(p, | qn)),5( est décroissante.

d) Décrire cette suite lorsque ces chaines de Markov sont irréductibles et apé-
riodiques et (Y,) est stationnaire.

e¢) On suppose de plus que la loi stationnaire de la chaine (Y,) est laloi uniforme
sur A. Démontrer que la suite (H(X,,)) d’entropies augmente.

Exercice (1.6.16). — On considére deux variables aléatoires discretes T et X, a
valeurs dans des ensembles O et A et I'on connait la loi de X conditionnellement
a'T, cest-a-dire les probabilités P(X = a | T = t); on voudrait estimer la valeur
de T a partir de celle de X. Cest une question importante en statistique, ou
T correspondrait a une grandeur intéressante mais qu'on ne sait pas mesurer
directement, et X a des mesures qu'on peut faire.

Soit f une fonction sur A. On dit que f est une statistique suffisante pour T si
Ion a égalité I(T, f(X)) = I(T, X).

a) Démontrer I'inégalité I(T, f (X)) < I(T, X), et que f est une statistique suffi-
sante pour T. si et seulement si X et T sont conditionnellement indépendantes
relativement a f(X).

b) On suppose que X = (X, ..., X,) et que, conditionnellement a T = ¢, les X,
sont indépendantes, a valeurs dans {0, 1}, et que leur loi est la loi de Bernoulli de
parameétre t. On suppose que f(ay,...,d,) = a; + - - - + a,. Démontrer que f est
une statistique suffisante pour T.

¢) Soit # : A — O une fonction; on considere que 6(X) est un estimateur de T.
Sif est une statistique suffisante pour T, on note §* : A — © l'application a
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E(0(X) | f(X) = f(a)). En utilisant les relations de I'exercice 0.5.7, démontrer
que l'on a

E(6"(X)) = E(6(X))
et
V(" (X) -T) =V(6(X) - T) - E(V((X) | {(X))).
En particulier, on a l'inégalité de Rao—Blackwell :

E((0"(X) - T)*) < E((8(X) = T)?)

Exercice (1.6.17). — Clest I'histoire d'une étudiante qui travaille a la bibliotheque
et qui, avec probabilité p, va prendre un café; ceci fait, et avant de retourner
travailler, elle peut, avec probabilité g, aller prendre l'air quelques minutes.

a) Décrire une chaine de Markov a 3 états (qu'on pourra noter b, ¢, a) qui
modélise cette histoire; dessiner le graphe qui la représente.

b) Donner sa matrice de transitions. Vérifier qu'elle est stochastique.
¢) Démontrer quelle posséde une seule loi stationnaire et la déterminer.

d) Lorsque X obéit a cette loi stationnaire, quel est le taux d’entropie du pro-
cessus de Markov associé?

e) On suppose que 0 < p < let0 < q < 1. Quel est le taux d’entropie du
processus de Markov associé si Xo obéitalaloi P(Xy=b) =17

Exercice (1.6.18). — Aux échecs, le roi peut se déplacer d’'une case a une des cases
voisines de I'échiquier; il a donc huit possibilités a I'intérieur de I'échiquier, cinq
sur le bord, et trois sur les coins. (On rappelle que I'échiquier est un carré de 8 cases
sur 8.) On considére un roi erratique qui chaque seconde se déplacerait de facon
aléatoire, suivant une loi uniforme (en respectant la régle), chaque déplacement
étant indépendant des précédents. Soit (X,,) le processus stochastique tel que X,
est la position du roi a I'instant n.

a) Démontrer que (X,) est une chaine de Markov primitive. (On pourra intro-
duire le carquois dont les sommets sont les cases de 'échiquier et les arétes orientées
relient un sommet d un sommet voisin.)

b) Calculer sa loi de probabilité stationnaire. (On pourra chercher une telle loi de
probabilité qui ne dépende que du type de case (intérieur, bord, coin).)

¢) En déduire son taux d’entropie.
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1.7. Solutions des exercices

Solution de l'exercice (1.6.1. — a) On interpréte I'hypothése que les chevaux sont
«aussi bons les uns que les autres » en considérant leur position a I'arrivée comme
une variable aléatoire uniforme. Pour la variable aléatoire X qui donne le gain de
Genevieve, cela donne les probabilités suivantes :

100 50 0 -10 —50 —100
1/8 2/8 1/8 1/8 2/8 1/8

Ainsi,

1 2 1 1 2 1
E(X)==--100+=-50+—--0+—-"-(-10) + = - (=50) + = - (—100
(X) =3 o o g (510 + 2~ (=50) + = - (~100)

10 5
—— =-Z=-1.25.
8 4

Comme la loi de X fait apparaitre 4 fois la probabilité 1/8 et 2 fois la probabi-
lité 2/8, on a

(%) = 4+ (g loga ()] + 2+ (-3 0w )|

1 1 1 1 5

= —log,(8) + =log,(4) == -3+ =--2=—.

Zogz() Zogz() > > >
b) Pour calculer la loi de la variable aléatoire Y = |X| qui donne la valeur absolue
des gains de Genevieve, on additionne les probabilités que X = x et que X = —x;

cela donne les probabilités suivantes :

0 10 50 100

1/8 1/8 4/8 2/8

Ainsi,

1 4 2
E(Y) =50+ 10+ 250+ 2100

| —= 0| —

1 205
(0+10+4-50+2-100) = £(410) = == = 51,25.
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Comme la loi de Y fait apparaitre 2 fois la probabilité 1/8, et une fois les probabi-
lités 2/8 et 4/8, on a

1 1 2 2 4 4
Hy(Y) =2- (—glogz(g)) +- (—glogz(g)) +- (—glogz(g))
1 1 1 1 1 1 7
= Zlng(S) + ZlOg2(4) + 510g2(2) = Z -3+ Z -2+ E = Z = 1,75.

On observe que 'entropie a augmenté : H,(Y) > H,(X).

Solution de l'exercice (1.6.2). — a) (Avec replacement) La probabilité de tirer une
boule blanche est b/ (b + r), celle de tirer une boule rouge est r/(b + r) ; puisqu'’il
y a replacement, cela ne change pas au cours des 5 tirages. Les variables aléatoires
X1,...,Xs ont méme loi (une loi de Bernoulli & (p), avec p = b/(b + r)). Elles
sont également supposées indépendantes. Ainsi,

H(X) = H(X;) + H(X3) + - - - + H(X5) = 5h(p).

b) (Sans replacement) Dans ce cas, les variables aléatoires Yy, ..., Y5 ne sont plus
indépendantes. Par exemple, la probabilité que la premiere boule soit blanche
est b/ (b +r); celle que les deux premiéres boules soient blanches est b/(b +r) -
(b—1)/(b+r—1)=b(b—1)/(b+71)(b+r—1); en revanche, la probabilité que
la seconde boule soit blanche correspond aux deux tirages (blanche, blanche) et
(rouge, blanche), et a pour probabilité

b(b-1) N rb _ b(r+b-1) b
(b+r)y(b+r—-1) (b+r)(b+r—1) (b+r)(b+r—-1) b+r—-1

Puisque

b(b—1)
(Y anche et Y, anche) GinGrr—D
bz
* brr? P(Y, = blanche)P(Y, = blanche),

les variables aléatoires Y; et Y, ne sont pas indépendantes.

On constate cependant sur cet exemple que Y; et Y, ont méme loi! Démontrons
plus généralement que toutes les Y,, ont méme loi. Le raisonnement qui suit
est plus simple qu'une démonstration calculatoire. Imaginons un tirage sans
remise de n boules parmi N numérotées de 1 a N : les suites (ay,...,a,) de
n éléments distincts ont alors toute méme probabilité; comme on peut permuter
arbitrairement les numéros des n boules tirées, la symétrie de la situation montre
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que la loi de chaque composante est la méme, celle de la premiere boule. En ne
retenant que la couleur des boules, on en déduit que chacune des Y, suit une loi
de Bernoulli de parametre b/ (b +r).

On a donc

H(Y) = Y(Yl,...,Y5) = H(Yl) + H(Y2 | Yl) +-.--+ H(Y5 | Yl,Yz,Y3,Y4).

Lentropie décroit par conditionnement; on a donc H(Y, | Y;) < H(Y>), etc. Par
conséquent,

H(Y) < H(Y;) +- - + H(Ys) = 5h(p) = H(X).

Solution de I'exercice (1.6.3). — a) Puisque laloi de X est uniforme, ona p(x) = 1/n
pour tout x € X. Lentropie de X est alors donnée par

n

H(X) = ) =p(x) log(p(x) = n (—1 log<%>) = log(n).

i=1

b) La fonction x — x log(x) sur [0; 1] (prolongée par 0 en 0) est continue, et
deux fois dérivable sur ]0; 1]. Sa dérivée est égale a x + log(x) + 1, sa dérivée
seconde est égale a x — 1/x, donc est strictement positive. Cela entraine que la
fonction considérée est strictement convexe. L'inégalité demandée est exactement
I'inégalité de convexité.

¢) On applique l'inégalité précédente avec q; = P(Y = x;); leur moyenne est
PY=x)+---+P(Y=x,))/n=1/n. Ainsi

%]Qg(%) < % ; P(Y = x;) IOg(P(Y = X)),

soit exactement H(Y) < log(n), avec égalité si seulement si les P(Y = x;) sont
tous égaux, c’est-a-dire si la loi de Y est uniforme.

d) Par définition,

D(q | p) = ) q(xi) log(q(xi)/p(xi))
i=1

= q(xi) log(q(x) = Y q(x) log(p(x:))
i=1 i=1

= —H(Y) +log(n) = H(X) — H(Y).
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Comme la divergence est toujours positive, on en déduit H(Y) < H(X), avec
égalité si et seulement si D(q | p) = 0, c’est-a-dire si g = p, soit encore que Y est
uniforme.

Solution de lexercice (1.6.4). — a) Si X = 0, cela signifie qu’'on a obtenu face au
premier tirage; la probabilité que ¢a se produise est égale a & ; donc P(X = 0) = «.

L'égalité X = 1 signifie qu'on a obtenu pile au premier tirage, et face au second;
par indépendance des deux tirages, la probabilité est P(X =1) = (1 — a)a.

De méme, I'égalité X = 2 signifie qu'on a obtenu pile aux deux premiers tirages,
et face au troisieme; sa probabilité est P(X = 2) = (1 — a)>a.

Plus généralement P(X = k) = (1 — a)*a.

b)OnaE(X) = XI_, kP(X = k) = 2}_, k(1 —a)*a. D'apres la relation donnée,
appliquée a f = 1 — a, cela vaut

- l-a

1
PO T T

¢) Par définition, on a

H(X) = - Z P(X = k) log(P(X = k))
k=0

= —i(l - 0)talog((1 - 0)*a)
k=0

= i k(1 - a)kalog(l —a) — i(l — a)*a - log(a).
k=0 k=0

Le premier terme est I'espérance de X multipliée par —log(1 — @), le second
vaut — log(a); ainsi

H(X) = —— 2 log(1 - &) — log(a),

o

ce qu’il fallait démontrer.

d) Posons h(t) = —(1—t)log(1—1t)/t —log(t), de sorte que H(X) = h(a). Clest
une fonction dérivable sur |0; 1[, de dérivée

, 1 11 1
]’l(t)=t—210g(1—t)+?—?:t—leg(l—t).

Par suite, h’ est strictement négative sur ]0; 1[, donc h est strictement décroissante.
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¢) Quand t tend vers 0, log(1 —t) ~ —t, donc log(1 — t)/t — —1; par ailleurs
1 — t tend vers 1 et —log(t) vers +00; cela prouve que lim;,_,o h(t) = +oo. En
particulier, il y a des lois d’entropie finie, mais arbitrairement grande, sur N, et
pas de loi d’entropie maximale.

Quand t tend vers 1, 1 — t tend vers 0, donc (1 — t) log(1 — t) tend vers O (par
le résultat indiqué), puis h(t) tend vers O.

f) Par définition, on a

D(q | p) = ) q(k) log(q(k)/p(k))
k=0

= Z q(k)log(q(k)) — Z q(k) log(p(k)).
k=0 k=0

Le premier terme est égal a —H(Y). Pour calculer le second, on se rappelle que
p(k) = a*(1 — a), si bien que

D q(k) log(p(k)) = ) kq(k) log(a)+ ) q(k) log(1—a) = B(Y) log(a)+log(1-a).
k=0 k=0 k=0

On reconnait H(X). Par conséquent, D(q | p) = H(X) — H(Y).

g) Puisque d’'une divergence est toujours positive ou nulle, on a ainsi H(Y) <
H(X) : 'entropie d’une variable aléatoire sur N est toujours inférieure ou égale a
I'entropie de la variable aléatoire sur N de méme moyenne qui a pour loi une loi
géométrique. Le cas d’égalité n’est possible que si p = g, c'est-a-dire silaloide Y
est déja une loi géométrique.

Puisque E(X) = (1 — a)/a si X a pour loi une loi géométrique de parametre «,
I'égalité E(X) = ms’écritm = (1 —a)/a =1/a — 1,doua = 1/(1 + m). Alors,
1 —a =m/(1+ m),sibien que

H(Y) < —mlog(m/(1+m)) —log(1/(1+m)) = (m+1)log(m+1) —mlog(m),

avec égalité si et seulement si Y suit une loi géométrique d’espérance m.

Solution de l'exercice (1.6.5). — a) Par définition de 'entropie conditionnelle, on a
H(f(X) | X) =} P(X = 0)H(f(X) | X = x),
xeX

ou la somme est limitée aux x € X tels que P(X = x) > 0. Une fois qu'on
se restreint a 'événement {X = x}, la variable aléatoire discrete f(X) devient
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certaine de valeur f(x); par suite, H(f (X) | X = x) = 0. Cela entraine H(f(X) |
X) = 0.

b) En appliquant la relation d’additivité pour I'entropie, on en déduit
H(X, f(X)) = H(X) + H(f (X) | X) = H(X).
¢) De méme, on a

H(X, f(X)) = H(f (X)) + H(X | f(X)) > H(f (X)),

puisque H(X | f(X)) > 0. En combinant cette inégalité avec la question précé-
dente, on en déduit I'inégalité voulue H(X) > H(f(X)).

d) Supposons que f est injective; pour y € Yy qui appartient a 'image de X,
notons g(y) 'unique antécédent de y; sinon, choisissons une valeur arbitraire
pour g(y). Lapplication g: Y — X ainsi définie vérifie g o f(x) = x pour tout
x € X, donc g(f(X)) = X. D’apres la question précédente, on a H(f(X)) >
H(g(f(X)) = H(X). La double inégalité entraine H(X) = H(f (X)).

e¢) Le méme raisonnement qu'a la question précédente fonctionne si 'on suppose
seulement que f|g- est injective. Pour y € f(X’), on note en effet g(y) I'unique
antécédent de y dans X’; sinon, on choisit pour g(y) un élément arbitraire
de X.Onagof(x) = x pour tout x € X’; comme I'évenement X € X’ a
probabilité 1, les deux variables aléatoires discretes g(f (X)) et X sont presque
stirement égales. Elles ont donc méme entropie et cela entraine que H(X) >
H(f(X)) > H(g(f(X)) = H(X), d'ou de nouveau I'égalité H(X) = H(f(X)).

Inversement, supposons que H(X) = H(f(X)). Notons X’ 'ensemble des x € I
tels que P(X = x) > 0. En reprenant la question c¢), on voit que H(X | f(X)) = 0.
Par définition de I'entropie conditionnelle, on a

0=H(X|f(X))
= Z P(f(X) = »)HX | f(X) = y)
yeY
= > PXef T ONHX X)),
yeY

ot la somme est restreinte a 'ensemble Y’ des y € Y telsque P(X € f~1(y)) > 0;
en fait, Y’ = f(Y). Cela signifie que pour tout y € Y’, la variable aléatoire
conditionnée X | (X € f~!(y)) est certaine; or elle prend avec probabilité
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strictement positive toute valeur dans X’ N f~1(y). Par suite, X’ N f~1(y) n'a
qu’un seul élément, ce qui signifie exactement que |- est injective.

f) Reprenons la définition de 'entropie conditionnelle H(Y | X) : on a

H(Y [ X) = ) P(X=x)H(Y | X =x).
xeX’
Pour tout x € X', la variable aléatoire discrete conditionnée Y | (X = x) est donc
certaine; cela signifie qu’elle prend une unique valeur y € Y avec probabilité 1;
notons g(x) cette valeur. On a donc P(Y = g(x) | X = x) = 1, soit encore

P(X=x et Y=g(x)) =P(X=x),

et donc
P(X=x et Y#g(x)) =0,

puisque I'événement (X = x) est réunion disjointe des deux événements (X =
xetY=g(x))et(X=xetY # g(x)).Pourx € X =IA’, choisissons un élément
arbitraire g(x). La probabilité que Y # g(X) est la somme des probabilités
P(X =x et Y # g(x)), donc est nulle. Cela signifie que les variables aléatoires Y
et g(X) sont presque stirement égales.

Inversement, si Y = g(X), la définition de I'entropie conditionnelle entraine
immédiatement que H(Y | X) = 0.

Solution de l'exercice (1.6.6). — a) Pour y € {1,...,52},ona

P(Y=y)= ZP(Y:b et S=5)

S€652
= Z P(X=s"'(y) et P(S=5)) puisqueY = S(X)
56652
= Z P(X=s"'(»)P(S =5s) par indépendance de X et S
36652
1
- P(X = s! ,
ey & PX=s0)

86652

puisque S est supposée uniforme. Lorsque s parcourt Ss;, 'élément x = 571 (y)
parcourt X, et chaque élément apparait le méme nombre de fois, a savoir
Card(Ss;,)/Card(X). Ainsi,

1 1
P(Y:y) =W(SX:)J;IP(X:X) :m.
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Cela prouve que la variable aléatoire discrete Y est uniforme dans X. Comme on
I'a vu dans I'exercice 1.6.3, son entropie est en particulier plus grande que celle

de X.

b) Considérons la variable aléatoire (S, X); par indépendance de X et S, on a
H(X,S) = H(X) + H(S). D’autre part, comme l'application (x,s) + (s(x),s) est
une bijection de X X Ss;, on a H(X, S) = H(S(X), S) = H(Y, S). Par condition-
nement, on a H(Y,S) = H(S) + H(Y | S) < H(S) + H(Y). Finalement, on a bien
H(X) < H(Y).

Solution de lexercice (1.6.7). — a) Par la formule des probabilités totales, on a
P(X; =face) =P(X; =face | Y=a)P(Y =a) + P(X; =face | Y =b)P(Y = b)
1 1 p+gq
= e —4qgc - = —.
P 2 1 2 2
Le méme calcul vaut pour X5, en fait, si bien que X; et X, ont méme loi.

b) Calculons par la méme méthode la probabilité que la piece soit tombée deux
fois sur face :

P(X; = face et X, = face) = P(X; = face et X, =face | Y =a)P(Y =a)
+ P(X; = face et X, =face | Y =0)P(Y =b)

2!
2

21

+q2

=Pp
En revanche,
P(X; = face)P(X, = face) = (p +q)*/4,
et
(p+9)° P+ _2p9-p°-¢ _ (p-9)°
4 2 4 4
Autrement dit, lorsque p # g, les deux variables aléatoires ne sont pas indépen-

dantes.
Lorsque p = g, le calcul précédent prouve que

P(X; = face et X, = face) = p* = P(X; = face)P(X, = face).

Et de méme pour les autres égalités, si bien que X; et X, sont indépendantes dans
ce cas.

¢) Par définition,

(X, X2 |Y) =P(Y=a)l(X;, Xz | Y=0a) +P(Y = b)I(X1, X5 | Y = D).
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Une fois choisie la piece (choix dont témoigne la variable aléatoire Y), les tirages
successifs sont indépendants. Autrement dit, conditionnées aux événements Y = a
ouY = b, les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes et les informations
mutuelles [(X;, X, | Y = a) et I(Xy,X; | Y = b) sont nulles. On a donc (X4, X; |
Y) =0etX; Ly X,.

Pour calculer (X1, X;), on donne le tableau des probabilités :

X\Xz face pile

face (p*+4%)/2 (p(1-p)+q(1-9))/2
pile (p(1-p)+q(1-9)/2 (1-p)*+(1-9)*)/2

qui découle du calcul de la question précédente et des calculs :

P(X; = face et X, = pile) = P(X; = face) — P(X; = face et X; = face)

_p+q prH¢

2 2

_p(-p)+q(1-9)
2 )

de méme pour P(X; = pile et X, = face), tandis que

(1-p)P+(1-9)*
2

puisqu’échanger les roles de pile et face revient a changer pen 1 —petgen1 —q.

P(X; = pile et X; = pile) =

)

Alors, la définition de I'information mutuelle donne :
p2+qzlog((p2+q2)/2)
2 (p+9)/4
LPA-p+al-9 ((p(l—p)+q(1—q))/2)
2 (p+9)(2-p-—q/4
LU=pP+ -9 (((-p)*+(1-9)?%)/2
2 S\ G-pre4 )

Il n’est pas clair qu'on puisse simplifier cette formule.

I(XlJ X2) =

Solution de l'exercice (1.6.8). — a) La variable aléatoire Z est de la forme (X, Y),
ol o est I'application somme de R? dans R. Par le résultat de I'exercice 1.6.5, on
adonc H(Z) < H(X,Y). D’autre part, H(X,Y) < H(X) + H(Y). Cela démontre
que H(Z) < H(X) + H(Y).
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b) Soit x € Rtel que P(X =x) > 0;ona

H(Z | X = x) :Z—P(Z:Z|X:x)log(P(Z:z|X:x))
zeR
:Z—P(Y:z—x | X=x)log(P(Y=2-x | X=1x)),
zeR
puisque, par définition de la variable aléatoire Z = X + Y, les éveénements (Z =
z et X=ux)et(Y =2z-x et X = x) sont égaux. En faisant le changement
d’indice y = z — x, on trouve alors

H(Z|X:x):Z—P(Y:y|X:x)log(P(Y:y|X:x)):H(Y|X:x).
yeR

Par définition de I'entropie conditionnelle, on a donc

H(Z | X) :ZP(X:x)H(Z|X:x) :ZP(X:x)H(Y|X:x) = H(Y | X).
xeR xeR
¢) Supposons X et Y indépendantes.Comme I'entropie décroit par conditionne-
ment, on a H(Z) > H(Z | X). D’apres la question précédente, on a donc H(Z) >
H(Y | X). Comme X et Y sont indépendantes, on a aussi H(Y | X) = H(Y). Par
suite, H(Z) > H(Y). L'autre inégalité H(Z) > H(X) se démontre de méme, par
symétrie. Cela prouve I'inégalité

sup(H(X), H(Y)) < H(Z).

d) Si X et Y sont indépendantes, on déduit de la question précédente que
inf(H(X), H(Y)) < sup(H(X),H(Y)) < H(Z). Il faut donc chercher un exemple
ou X et Y soient dépendantes. De fait, prenons Y = —X, de sorte que Z = 0 et
donc H(Z) = 0. Si X n’est pas certaine, on a H(X) = H(Y) > 0, d'ou l'inégalité
inf(H(X), H(Y)) > H(Z).

Solution de l'exercice (1.6.9). — a) Puisque X et Y ont méme loi, on a H(X) = H(X).
Alors,
H(X) - H(Y | X)  H(Y)-H(Y|X) I(X,Y)

H(X) ~ HX - HX)
compte tenu de I'égalité H(Y) = H(Y | X) + I(X,Y). La formule I(X,Y) +
H(X,Y) = H(X) + H(Y) entraine que l'information mutuelle I(X,Y) est sy-
métrique en X et Y. En utilisant de nouveau que H(X) = H(Y), il vient p(Y; X) =
I(Y, X)/H(Y) = I(X, Y) /H(X) = p(X; Y).

p(XY) =
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b) Comme I'entropie est positive, on a p(X; Y) < 1. Comme l'entropie décroit
par conditionnement, on a aussi H(Y | X) < H(Y) = H(X), dou p(X;Y) > 0.

Le cas p(X;Y) = 0 signifie que [(X,Y) = 0, c’est-a-dire que X et Y sont indé-
pendantes.

Le cas p(X;Y) = 1 signifie que H(Y | X) = 0. D’apres l'exercice 1.6.5, il existe
une fonction f telle que Y = f(X) (presque strement). Puisqu’on a supposé que
X et Y ont méme loi, la fonction f ne peut pas étre arbitraire mais doit vérifier
P(X = x) = P(X = f(x)) pour tout x. Inversement, pour toute fonction f
vérifiant cette relation, les variables aléatoires X et f (X) ont méme loi et I'on a
p(XY) = 1.

Solution de l'exercice (1.6.10. — a)OnaH(X | Y) = H(X,Y)-H(Y) et H(Y | X) =

H(X,Y)-H(X), donc p(X,Y) = 2H(X, Y)—H(X) —H(Y). Puisque H(X)+H(Y) =
H(X,Y) +I(X,Y),onaaussi p(X,Y) = HX,Y) - I(X,Y).

b) Les entropies conditionnelles sont positives ou nulles, donc p(X,Y) = H(X |
Y) + H(Y | X) > 0. Lexpression qui définit p(X,Y) est évidemment symétrique
en X etY, donc p(X,Y) = p(Y,X).

Compte tenu de la formule H(X | Y) = H(X,Y) — H(Y), on a
p(XY) +p(Y,2) — p(X,2) = CH(X,Y) - H(X) - H(Y)) + (2H(Y, Z) - H(Y) - H(Z))

- (2H(X,Z) - H(X) - H(2))
=2(H(XY) + H(Y,Z) - H(X,Z) — H(Y)).
D’autre part, en conditionnant par rapport a Y, on obtient
H(X,Y)+H(Y,Z) =2H(Y) + H(X | Y) + H(Z | Y)
=2H(Y)+H(X,Z |Y)+1I(X,Z | Y)
> 2H(Y) +H(X, Z | Y)
=H(Y) + H(X, Z),
ce qui prouve la relation (iii).
La démonstration montre aussi que 1'égalité p(X,Y) + p(Y,Z) = p(X,Z) équi-

vaut a ce que [(X,Z | Y) = 0 : les variables aléatoires X et Z sont conditionnelle-
ment indépendantes relativement a Y.

¢) Puisque I'entropie conditionnelle est positive, I'égalité p(X,Y) = 0 équivaut a
la conjonction des annulations de H(X | Y) et H(Y | X). D’apres I'exercice 1.6.3,
I'égalité H(X | Y) = 0 signifie qu'il existe une fonction g telle que X = g(Y)
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(presque stirement), tandis que I'égalité H(Y | X) = O signifie qu’il existe une
fonction f telle que Y = f(X) (presque sirement). Autrement dit, f est injective
sur 'ensemble des valeurs effectivement prises par X.

Solution de l'exercice (1.6.11). — a) Le taux d’entropie supérieur est la limite supé-
rieure des expressions H(Xy, ..., X,—1)/n quand n tend vers 'infini. Pour tout #,
ona

H(Xo, . --an—l) < H(Xo) +e 4+ H(Xn_l) < nlog(d),
puisque chaque X; est a valeurs dans A et que Card(A) = a. Par conséquent,
H(Xo,...,Xu-1)/n < log(a), et le taux d’entropie supérieur est majoré par log(a).
b) Cette borne est une égalité si les X,, sont indépendantes et de méme loi,

uniforme dans A. Mais cela fournit deux directions la rendant non optimale :

— Siles X,, sont indépendantes de méme loi, on trouve H(X) = H(Xy), qui
n'est égal a log(a) que si la loi de Xy est uniforme;

— Si les X;,; ne sont pas indépendantes, et méme si elles sont toutes uniformes
dans A, I'égalité n’est pas non plus optimale. Prenons-les par exemple toutes égales
a Xg; alors, H(X, ..., X,—1) = H(Xp), donc H(Xy, ..., X,—1)/n = H(Xp) /n, qui
tend vers 0, de sorte que H(X) = 0.

Solution de l'exercice (1.6.12). — a) Conditionnées a 'événement Y = a, les X
forment une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi, la loi de
Bernoulli de parametre p. On a donc

H(Xy,..., X, | Y=1a) =nH(X; | Y = a) = nh(p).
Conditionnées a I'évenement Y = b, on trouve de méme

H(Xy,...,X, | Y=0) =nH(X; | Y = b) = nh(q).
Par suite,

H(Xy,..., X, |Y) =P(Y=a)H(Xy,...,X, | Y=0a)
+P(Y =b)H(Xy,..., X, | Y=10)
1 1
= E”h(P) + Enh(q)
de sorte que

lim lH(Xl, o Xn | Y) = = (h(p) + h(q)).

1
n—+oo N 2
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b) Pour évaluer H(Xj, ..., X,), on introduit Y et on écrit
H(Xy,...,X,) < H(Xy,... X, Y)
= H(Y) + H(X},...,X, | Y)
1
= log(2) + n=(h(p) + h(q)).

Lorsqu’on divise par n et qu'on fait tendre n vers I'infini, on obtient la majoration

F(X0) < 5 (h(p) + (o).
D’autre part, on a aussi
H(Xy,..., X, Y) =H(Xy,...,X,) + H(Y | Xy,...,X,) < H(Xy, ..., X,) +1og(2)
puisque Y est a valeurs dans {a, b}. Cela entraine I'inégalité
H(Xy,...,X,) = H(Xy,...X,,Y) —log(2)
= H(Y) —log(2) + H(Xy,..., X, | Y)
= H(Y) - log(2) + n ((p) + h(g)).

Lorsqu’on divise par n et qu'on fait tendre n vers l'infini, on obtient la minoration

HOX) > S(h(p) + (@)

Finalement, le taux d’entropie du processus X est égal a

HOX) = 3 (h(p) + h(a)).

¢) Lorsque p et g sont tres différents, par exemple lorsque p est proche de 0 et
q est proche de 1, I'intuition suggere que le processus X n’est pas une chaine de
Markov. Sil'on a choisi initialement la piéce g, les tirages X,, vont majoritairement
indiquer pile, tandis que sil'on a choisi la piece b, les tirages vont majoritairement
indiquer face. Par suite, en plus de la connaissance de Xy, celle de (X, ..., X;—1)
apporte une information importante concernant le choix de la piéce et donc la
loi de X,,41.

Précisément, en écrivant o/1 pour pile/face, on va calculer

P(Xn+1:1|Xm:°":Xn:1)
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pour m = 1 et m = n. Par définition,

P(Xm:"':Xn+1:1)
PX, = =X, =1)

On calcule numérateur et dénominateur de facon analogue, via la formule des

P(Xpa1 =1 | Xp=--=X,=1) =

probabilités totales :

PXp==X,=1)=P(Y=a)P(Xp=---=X,=1|Y=a)
+P(Y=b)PXp=-=X,=1|Y=b)
1 n+l-m 1 n+l-m
= — + —

2F 2

De méme,
1 _ 1 _
P(Xm - ... :Xn+1 — 1) — 5pn+2 m oy Eqn+2 m
Ainsi,
pn+2—m +qn+2—m

PXop1 =1 [Xp=---=X,=1) = pn+1—m +qn+1—m'

Si p = g, on obtient p. Dans ce cas, le processus X est markovien, et homogeéne
(du point de vue probabiliste, les deux pieces sont indiscernables). Supposons en
revanche que p # ¢, par exemple ¢ < p. Quand m = 1 et n — 4090, on trouve

l)(}(n+1 =1 |X1 :”’:Xn: 1) — D,
tandis que pour m = n, on a

2442 _
_p=Pta :p_@ 09 _
p+q p+q

et cela prouve que le processus X n’est pas markovien.

P(Xn+1 =1 | X

Solution de l'exercice (1.6.13). — a) On a u, = uoP™.

b) Si (p,q) = (1,1),alors P = (9}), de sorte que P" = I si n est pair, et P" = P
si n est impair. Autrement dit, (u,, v,) = (uo, vo) pour n pair et (u,, v,) = (vo, o)
pour n impair. Sauf si ug = vy, la suite (u,) n’a pas de limite.

Si (p,q) = (0,0), alors P = I,, toute distribution initiale est stationnaire, et la
suite (y,) est constante.

¢c)Ona

()
qg l-—gq
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Sa trace est 2 — p — ¢, son déterminant est (1 —p)(1 —q) —pg=1—-p —gq,de
sorte que son polynome caractéristique est égal a

T-Q2-p-9T+(1-p-q)=(T-1)(T-1+p+q).
Les deux valeurs propresde Psont 1 et 1 — p —q € |—1; 1[; elles sont simples.

d) Le vecteur colonne U = (}) est vecteur propre (« a droite ») pour la valeur
propre 1. Cherchons un vecteur propre pour la valeur propre A =1 —p —q. Si
ses coordonnées sont (x, y), cela correspond au systeme

(I-px+py=(1-p-qx, qx+(1-9y=(10-p-q)y,
d'ou gx + py = 0. Ainsi V = (/) convient. Soit Q la matrice (UV) = (1 _p).

1 q
1
-1 _ q p
< _p+q(—1 1)'
OnaPQ=DQ,0f1D=((1)1_2_q).0nadonc
_ I (1 —p\(1 0 q p
SR [ PO
p+q\l q)\0 (1-p-q@")\-1 1
_ 1 1—(1—p—q)”p)(q p)

p+q\1 (I1-p—q)q)\-1 1

1 (qg+(1-p—q"p p—(l—p—q)”p)

Son inverse est la matrice

p+a\g—(-p-q"q p+(1-p-qTq)
e)Ona|l — p—q| < 1. On en déduit donc que P" converge vers la matrice
reilo o
ptq\q p
lorsque n — +o0. Puisque u, = uoP", il en résulte que u, converge vers
1 q P\ _ 9 P N_(4a
Iy (uO UO) (q p) = (u0+v0) (E ﬁ) = (ﬁ ﬁ)

puisque ug + vp = 1. On constate bien la convergence vers la distribution station-

naire.

Remarquons au passage que la convergence vers cette distribution stationnaire
est controlée par les termes (1 —p—q)" : il y a convergence exponentielle, d’autant
plus rapide que l'on est loin des deux cas extrémes (p,q) = (0,0) et (p,q) = (1, 1).
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Solution de l'exercice (1.6.14). — a) Les tirages successifs étant indépendants, on a
P(Y,=2)=p%P(Y,=0)=(1-p)?etP(Y,=1) = 1-p*—(1-p)? = 2(1-p)p.
Par suite,
H(Y,) = —2p*log(p) — 2(1 - p)*log(1 = p) — 2p(1 = p) log((1 - p)p)
= —(2p* +2p(1 - p)) log(p) — (2(1 = p)* +2(1 = p)p) log(1 — p)
= —2plog(p) — 2(1 - p) log(1 — p) = 2h(p).
b) Pour calculer H(Y, | Yy,), on écrit les diverses probabilités conditionnelles.
Supposons Y,—; = 0; cela signifie que X,,—; = X,—, = 0; conditionné a cet
évenement, Y, = X, suit une loi de Bernoulli de parametre p, de sorte que
H(Y, | Yoo1 =0) = h(p).
Supposons Y,,—; = 1; il y a deux possibilités, équiprobables conditionnellement
a I'événement Y,—; = 1 :soit X,,_; = 1, soit X,,_, = 1. Dans le premier cas,
Y, = 1+X, prend valeur 1 avec probabilité 1 — p, et la valeur 2 avec probabilité p;

dansle second, Y,, = X,, prend valeur 1 avec probabilité p et O avec probabilité 1—p.
Ainsi,

1
P(Yn:O|Yn_1:1):E(1—p),
1 1
P(Yn=1|Yn_1=1):§(p+1—p):5,
1
P(Yn:2|Yn_1:1):Ep
et
H(Y, | Yoot = 1) = —=(1 = p) log(~(1 = p)) — ~ log(+) — ~plog(+)
n -t =)= 7o T p)IOBL AR T P)) = 5 T8 ) T PIogL,

1
=log(2) + Eh(P)-
Supposons enfin Y,,_; = 2; ainsi, X,,-; = X,—, = 1;dans ce cas, Y, = 1 + X,
prend deux valeurs avec probabilités p, 1 — p, de sorte que H(Y, | Y, = 2) = h(p).
Pour finir, on a
1
H(Yn | Yo-1) = (1= p)*h(p) +2p(1 = p) (log(2) + Sh(p)) + p*h(p)
= (1=2p+p*+p(1=p)+pHh(p) +2p(1 - p) log(2)
= (1= p+p*)h(p) +2p(1 - p) log(2).
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¢) Sauf si p = 1/2, le processus (Y,) n’est pas markovien. Etudions P(Y; =
1]Y;=0Y; =1).Lévenement (Y; = 0,Y, = 1) par lequel on conditionne
équivauta Xo = 0, X; = 0 et X, = 1, puis Y3 = X, + X3. Ainsi,

P(Y3=1 |Y1ZO,Y2=1)=P(X3=O|X0:0,X1=0,X2=1):1—p.
D’autre part, 'évéenement Y, = 1 est la réunion de des évenements disjoints
((X1,X3) = (0,1)), et ((X1,X3) = (1,0)), chacun de probabilité (1,)p, donc
P(Y, = 1) = 2(1 — p)p. En revanche, I'événement Y, = Y3 = 1 est la réunion

des événements disjoints (X1, X3, X3) = (0,1,0) et (Xy,X5,X3) = (1,0,1), de
probabilités (1 — p)?p et (1 — p)p? respectivement; ainsi,

P(Y,=Ys=1)=(1-p)’p+(1-p)p°=(1-p)p.

Finalement,

1- 1
_M—_il—p:P(Y?):l|Y1:Y2:1).

P(Y3:1|Y2=1)— =
2(l=p)p 2

H(Yl,...,Yn) < H(Xo,Yl,...,Yn) < H(Xo) +H(Y1,...,Yn).

Or, la donnée de (Xo, Yy, ..., Y,) équivaut a celle de (Xy,...,X,), puisque X; =
Y1 - Xo, X2 = Yz - Xl, etc. Ainsi,

H(Xo,Yl,...,Yn) = H(Xo,Xl,...,Xn) = (Tl+ 1)]’l(p),

étant donné que la suite (X;) est indépendante et que les variables aléatoires X},
ont toutes pour entropie h(p). Cela démontre I'inégalité

nh(p) < H(Yy,...,Y,) < (n+ Dh(p),

d’ot on déduit que le processus (Y;) a pour taux d’entropie h(p).
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Solution de l'exercice (1.6.15). — a) En revenant a la définition, on a

D((X,X) | (Y,Y)) -D(X,Y)

= ZP(X:a et X' =b)log
a,b

P(X=a et X' =0)
P(Y=aet Y =b)
P(X =a)
P(Y =a)
P(X=a et X' =0)
P(Y=aetY =b)

_ZP(Xza et X':b)logPEX:Z;

“ P(X=aet X' =b)/P(X=a)
P(Y=a et Y =0b)/P(Y =a)
P(X'=b|X=na)
PY=b|Y=a)

- ZP(X =a)log —

= ZP(X:a et X' =b)log
a,b

= ZP(X:a et X' =b)log
a,b

= Y P(X=a) ) P(X'=b|X=a)log
a b

b) Pour simplifier les notations, on note p = p,, q = qn et p’ = pn+1, ¢ = qn+1,
ainsique X = X, Y = Y, et X' = X141, Y = Ypp1. 1l s’agit de démontrer que
D(p" | ) <D(p|9).

Appliquons d’abord Ia relation de la question précédente. Pour tout q, la loi
de X’ sachant X = a coincide avec celle de Y’ sachant Y = a. On obtient donc
D((X,X) | (Y,Y)) =D(X,Y).

Par ailleurs, on peut I'appliquer de facon symétrique en échangeant les roles de
X,Y et X', Y’; on obtient

D((X,X') [ (YY) =D(X’,Y')

+ZP(X’=a)Zb:P(X=b|X’:a)logP(X:b|X/:a)

PY=0b|Y =a)

Pour a fixé, chacune des sommes du membre de droite s’'interpréte comme la
divergence de loi conditionnelles de X et Y; en particulier, elles sont positives ou
nulles. Cela entraine I'inégalité D((X,X’) | (Y,Y’)) > D(X,Y').

Finalement, on a

D(X,Y') < D((X,X) | (Y,Y)) =D(X)Y),

comme il fallait démontrer.
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¢) Puisque la chaine de Markov (Y,) est stationnaire, la suite (g,) est
constante. Comme la chaine de Markov est irréductible et apériodique, les
lois (pn) convergent vers I'unique loi stationnaire, qui est go. On a donc

D(pn | gn) =D(pn | g0) — O.

d) Puisque la loi (qo) est uniforme, on a

pn(a)

1/Card(A) log(Card(A)) — H(X),

D(pn | 4n) =D(pn | q0) = ) pu(a) log
a

soitencore H(X,,) = log(Card(A))—D(py | ¢»). Celaprouve que la suite (H(X,))
est croissante, de limite log(Card(A)).

Remarque : Cet énoncé est une variante du second principe de la thermodyna-
mique : un gaz évolue vers I'équilibre et son entropie augmente.

Si X, Y sont des variables aléatoires de lois p, g, la divergence D(p | q) est parfois
appelée entropie relative de X et Y. Malgré cette terminologie proche, entropie et
entropie relative se comportent donc différemment.

Solution de l'exercice (1.6.16). — a) C’est I'inégalité du traitement de données du
corollaire 1.3.12, ainsi que la caractérisation du cas d’égalité.

b) Pour démontrer que f est une statistique suffisante pour T, on vérifie I'indé-
pendance conditionnelle de T et X relativement a f(X), c’est-a-dire les égalités

P(T=t[X=a)=P(T=1]f(X)=[(a))
pour tout a € {0, 1}" et tout t € ©. Cette relation se récrit
P(T=t et X =a)P(f(X) = f(a) = P(T =1 et f(X) = f(a))P(X = a),

soit encore
P(f(X)=f(a) | T=1) P(f(X)=f(a)
PX=a|T=t)  PX=a)

Par hypothese, on a
PX=a|T=t)=t"(1-0t)"",

de sorte que
PX=aetT=t)=t"(1-t)""P(T =1t).

Commeilya (::l) éléments a € {0, 1}" tels que f(a) = m, on a donc

P(f(X) =f(a) et T=1) = (;)t"’(l — 1)""P(T = 1).
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Ainsi,
PFX) =f(@) | T=1) 1
PX=a|T=1) ()

Le point important est précisément que cette expression ne dépend pas de f,
puisqu’alors,

P(f(X)=a)= ) P(f(X) =a| T=0)P(T=1)

_ (i)ZP(X:MT:t)P(T:t)
1

= P(X =a).
R

¢) Par définition, on a §*(X) = E(6(X) | f(X)). D’apres la premieére question
de I'exercice 0.5.7, on a donc

E(6"(X)) = E(E(6(X) | f(X)) = E(6(X)).

On peut aussi refaire I'argument : pour toute valeur k de f, 'estimateur 6*(X) est
constant conditionnellement a I'événement f(X) = k, de valeur E(6(X) | f(X) =
k) ; par suite, on a

E(6"(X) [ f(X) =k) = E(6(X) | {(X) = k).

L'égalité des espérances en résulte.
D’autre part, en appliquant la seconde question de I'exercice 0.5.7 aux couples

(0(X) —T,f(X)) et (6*(X) = T,f(X)), on obtient
V((X) - T) = V(07(X)) = VE(0(X) - T | {(X)) = V(E(6"(X) = T | f(X)))
+E(V(0(X) = T | (X)) - E(V(6"(X) = T | {(X))).
Les deux variables aléatoires E(6(X) — T | f(X)) et E(6"(X) — T | f(X)) sont
égales a 0*(X) — E(T | f(X)), par définition de 6*(X), donc les deux premiers

termes s'annulent. Les deux suivants sont des espérances, on considere d’abord
une valeur donnée, k, de f(X) et on étudie

VOX) -T|f(X)=k) - V(" (X) =T [f(X) =k)
=E((0(X) = T)* | {(X) = k) —E((0"(X) = T)* | {(X) = k)
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car, en restriction a 'événement f(X) = k, on a
E(6(X) - T | f(X) = k) = 67(X) — E(T | {(X) = k)
=B(6°(X) - T | f(X) = k).
En développant, on obtient
B(6(X)> - 67(X)* | f(X) = k) + 2E(T - (6°(X) - (X)) | {(X) = k).

L'hypothése que f est une statistique suffisante pour T entraine que le dernier
terme est nul : conditionnées a I'événetient f (X) = k, les variables aléatoires X
et T sont indépendantes, de sorte que

E(T- (6°(X) - 0(X)) | f(X) = k)
=E(T | f(X) = kE(6"(X) - 6(X) | f(X) = k) =0,

par définition de 6*(X). De plus,
E(9(X)? = 6"(X)* | f(X) = k) = V(O(X) | {(X) = k),
si bien que
E(V(O(X) - T | (X)) - E(V(6°(X) - T | f(X))) = V(O(X) | {(X))-
Cela démontre la relation demandée.

Solution de l'exercice (1.6.17). — a) Les trois états représentent la position de I'étu-
diante, b pour bibliotheque, ¢ pour café, et a lorsqu’elle prend l'air. Soit X,, son
état au « temps » n. Selon I'histoire en téte de I'exercice, lorsque 'étudiante est
a la bibliotheque, elle part prend un café avec probabilité p, on a ainsi P(X,4+; =
c|X,=b)=petP(X,41 =b| X, =b) =1-p. Lorsqu’elle prend un café, elle
retourne a la bibliotheque avec probabilité 1 — q: P(X,41 =b | X, =¢) =1 -4,
et part prendre l'air avec probabilité g : P(X,1; = a | X, = ¢) = ¢. Lorsqu’elle a
pris lair, elle retourne travailler a la bibliotheque : P(X,,4+; =b | X,, =a) = 1.
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b) La matrice de transitions de cette chaine de Markov est donnée par

a b ¢

a [0 1 O
P=b |0 1-pp
c\q 1-9q 0

On constate que la somme des coefficients de chaque ligne est égale a 1; cette
matrice est donc stochastique.

¢) Une loi stationnaire pour cette chaine de Markov est donnée par un vecteur-

ligne M = (a b ¢) a coefficients positifs, de somme 1, tel que M-P = M. Explicitons
d’abord ce systéeme linéaire; on obtient :

gc=a, a+(l-pb+(1—-q)c=b, pb=c.
On a alors a = qc = pqb et ¢ = pb, et la derniere relation

pgb+ (1 —p)b+p(1-q)b=1>b

est automatiquement vérifiée. La relation a+b+c = 1 s’écrit alors (pq+1+p)b = 1,
doub =1/(1+ p+ pq). Il y a donc une unique loi stationnaire, donnée par le
vecteur-ligne
pq 1 p
L+p+pgl+p+pgl+p+pq
d) Un théoréme du cours donne 'entropie d'une chaine de Markov homogene

stationnaire : c’est la moyenne, pour la loi stationnaire, des entropies des lignes
de sa matrice de transitions. Les entropies des lignes valent :

H,=0
Hy = (1 - p) log(1 — p) — plog(p) = h(p)
He = —qlog(q) — (1 - q) log(1 — q) = h(q).
(On a noté h(p) 'entropie d’'un processus de Bernoulli de parametre p.) Alors,
hip) + ph(9)
I+p+pq

e) D’apres un théoréme de cours, ce calcul reste valable pour toute loi initiale si

H =aH, + bHy, + cH, =

cette chaine de Markov est irréductible apériodique. Le cycleb - c—a — b
entraine qu'on peut atteindre tout état depuis n'importe quel autre. Cette chaine
est donc irréductible. Par ailleurs, il y a un cycle b — b de longueur 1, de sorte
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que les pgcd des longueurs des cycles en chaque état sont égaux a 1. Ainsi, la
chaine est apériodique.

Solution de l'exercice (1.6.18). — a) Considérons le carquois dont les sommets sont
les 64 cases de 'échiquier et dont les fleches relient une case a chacune des cases
voisines, qui sont les cases accessibles au roi en un déplacement. Ce graphe est
fortement connexe; il est aussi apériodique car on peut aller d'une case a elle-
méme en 2 étapes (aller-retour), mais aussi en 3 étapes (droite, haut, diagonale).
Ainsi, (X;) est une chaine de Markov primitive.

b) Comme cette chaine de Markov est primitive, elle posséde une unique loi
stationnaire. A priorij, il faut chercher un vecteur a 64 composantes, mais I'énoncé
suggere que ce vecteur n‘aura que trois composantes distinctes, qui dépendent
juste de la position de la case, suivant que c’est un coin, un bord ou une case
intérieur. On écrit les équations pour ces trois nombres réels ¢, b, i. Tout d’abord,
la somme des probabilités est 1; comme il y a 4 coins, 24 cases de bord et 36 cases
intérieures, on obtient

(1.7.18.1) 4c +24b +36i = 1.

Une case de coin a deux cases de bord voisines qui ont elles-mémes 5 voisins, et
une case intérieure voisine qui a 8 voisins; la relation de stationnarité en une case
de coin s’écrit donc :

1

1
.7.18. =2—-b+ —i.
(1.7.18.2) C - +81

Pour les cases de bord, il y a deux cas : celles jouxtant un coin et les autres; cela
donne les deux relations

1 1 1 1 1
.7.18. b=—c+2-b+2—-i et b=2-b+3-i.
(1.7.18.3) 3c : 81 e : 81

Il y a quatre cas pour les cases intérieures : celles qui ne jouxtent pas le bord, celles
qui jouxtent le bord mais pas un coin, et celles qui jouxtent un coin; cela donne
les trois relations

, 1. , 1 1. .1 1 1.
(1.7.18.4) i =81, i=3=b+5-i, et i=—-c+4=b+3-i.

8 5 8 3 5 8

Trois inconnues, sept équations, cela semble un peu miraculeux que ce systeme
ait une solution. Par élimination, on obtient immédiatement

11 1
7.18. —i=—b=—
(1.7.18.5) gi=zb=3¢
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puis, en reportant cette valeur commune ¢ dans I'équation (1.7.18.1),
4-3t+24-5t+36-8t =1,

d’'ott t = 1/420 puis

31 b_S_l .8 2
T420 1400 420 84 T 420 105

¢) Le taux d’entropie du processus aléatoire correspondant est donné par la

(1.7.18.6) c

proposition 1.5.3 : H(X) = >}, usH(pap), ol a parcourt 'ensemble des cases, y,
est la probabilité que le roi sur sur la case a pour la loi stationnaire, valeur et
Pap = P(Xy41 = b | X, = a). Il y a trois cas, suivant que a est un coin, un bord ou
une case intérieure :

— Sia est un coin, y, = 1/140 et le vecteur p,p vaut (1/3,1/3,1/3,0,...), de

sorte que H((pap)) = log(3);
— Siaestunbord, y, = 1/84etlevecteur p,p vaut (1/5,1/5,1/5,1/5,1/5,0,...),
de sorte que H((pap)) = log(5);

— Enfin, si a est une case intérieure, y, = 2/105 et le vecteur p,; vaut
(1/8,...,1/8,0,...), de sorte que H((p,)) = log(8).
On obtient

1 1 2
718.7) H(X) = 4- —1log(3) + 24 - — log(5) + 36 - — log(8) ~ 1,917...
(1.7.18.7) H(X) 70 og(3) + 22 og(5) + 05 0g(8)

Remarque : Avec un logiciel tel que SageMath, on peut résoudre l'exercice
de facon plus mécanique : on commence par construire la matrice MKing de
probabilités de transitions.

# Trois fonctions pour gérer les coordonnées
def n2xy(n):

return (n%8, n//8)
def xy2n(x,y):

return x+y*8
def valid(x,y):

return (x >= 0 and y >= 0 and x < 8 and y <8)
# Déplacements du roi
King=[]
for e in [-1,0,1]:

for f in [-1,0,1]:

King = King +[(e,f)]

King.remove((0,0))
# Construction de la matrice de transitions pour le roi
MKing = []
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for n in range(64):
MKing.append([0]*64)
X, y=n2xy(n)
Kxy = [].copy()
for dx, dy in King:
if valid(x+dx,y+dy):
Kxy.append (xy2n(x+dx,y+dy))
for d in Kxy:
MKing[-11[d] = 1/len(Kxy)
MKing=matrix(QQ,MKing)
La commande
evKing = MKing.eigenvalues()

calcule les valeurs propres de la matrice MKing; les quatre premieres sont
[1, —%, —0.4910211476797844¢, —0.3316809492706161?]. En particulier, 1 est
bien la plus grande valeur propre de cette matrice stochastique primitive; on
calcule alors le vecteur propre a gauche normalisé correspondant :

# Calcul du vecteur propre pour la valeur propre 1

EVKing = MKing.eigenvectors_left()[0]1[1]1[0]

EVKing = EVKing/sum(EVKing)
Ses premieres coordonnées sont ( e e L s happ ) Enfin,
on calcule le taux d’entropie (la fonction H calcule I'entropie de Shannon d'un
vecteur ligne) :

H = lambda p : sum(map(lambda x: 0 if x <= 0 else -xxlog(x),p))
HKing = RR(sum([EVKing[i]*H(MKing[i]) for i in range(len(EVKing))1))

et on retrouve la valeur 1.91713109752358 calculée dans 'exercice.



CHAPITRE 2

CODAGE

Nous abordons maintenant les deux contributions fondamentales de
(1948) a la théorie de I'information en abordant la question du codage, c’est-a-dire,
de la fagon optimale de transmettre un signal, un « message ».

On cherche d’abord a minimiser le temps de diffusion, ce qui recoupe alors la
question de la compression des fichiers : comment les coder de sorte a ce qu'ils
occupent une place aussi petite que possible, et peut-on préciser jusqu'a quel
point on peut les comprimer? Apparue au début des transmissions électriques,
il s’agissait alors de faire passer plusieurs signaux télégraphiques sur une méme
ligne, cette question est devenue fondamentale a I'ére numérique : les formats
ePub (pour le texte), Flac, OggVorbis ou MP3 (pour le son), Jpeg ou DjVu (pour
I'image) cherchent tous a tirer partie du type d'information enregistrée pour le
faire de facon efficace. En revanche, nous n’aborderons pas la question, également
importante en pratique, notamment pour les applications en temps réel, de la
facilité ou de la rapidité du codage et du décodage.

Nous présentons l'interprétation statistique de I'entropie : dans certains processus
stochastiques, tout se passe plus ou moins comme si les variables aléatoires étaient
tirées uniformément parmi une partie de l'espace des valeurs a priori possibles.
Cette interprétation est d’ailleurs a la base des démonstrations de Shannon dans
son article, c’est cependant un point ol ses arguments manquent un peu de rigueur,
faute de quantifier ce « comme si ».

Un autre aspect du codage abordé par (1948) est de permettre de tenir
compte de la possibilité d'interférences, et donc d’erreurs, au cours de la trans-
mission, liées au caractere physique du canal de transmission. Nous présentons
le formalisme d’un canal sans mémoire : c’est une modélisation des canaux de
transmission physiques qui considere que les erreurs successives de transmission
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sont indépendantes les unes des autres, et suivent une loi qui dépend uniquement
des symboles transmis. Cela exclut par exemple des phénomenes de saturation.
La capacité de transmission d'un tel canal est définie en termes d’entropie, plus
exactement de l'information mutuelle que peuvent posséder le signal émis et le
signal recu. Dans un canal sans mémoire, la probabilité d'une erreur ne peut pas
étre totalement annulée, et le théoréme remarquable de Shannon est que l'on
peut la rendre aussi petite que voulue, tant que 'on ne cherche pas a transmettre
plus d'information que la capacité de transmission du canal. Pour la preuve de ce
théoréme, nous nous écartons des arguments de Shannon et reprenons plutot
ceux, plus précis, de (1958). Un aspect commun a ces deux preuves est
de ne pas chercher a construire explicitement un procédé de codage/décodage,
mais a montrer quun procédé de codage choisi au hasard convient. C'est, en
méme temps que des travaux d’Erdds, I'apparition de la méthode probabiliste en

mathématiques, méthode dont le livre de (2008) témoigne de la
richesse.

2.1. Codes

2.1.1. Alphabets et mots. — Soit A un ensemble. On considere les éléments

de A comme les lettres d'un alphabet et on considere les mots que 'on peut écrire
avec ces symboles. Par définition, un mot est une suite finie (ay, ..., a,) d'éléments
de A;T'entier n est la longueur de ce mot. On notera A* I'ensemble des mots écrits
dans l'alphabet A; c’est la réunion, lorsque I'entier n varie, des ensembles A" des
mots de longueur n.

Il y a un seul mot de longueur 0, c’est le mot vide, parfois noté ¢. Lensemble A*
est muni d’'une loi interne de concaténation. Sia = (ay,...,a,) etb = (by,...,by)
sont des mots, le mot ab est donné par la suite (ay, ..., an, by, ..., by). Salongueur
est la somme des longueurs des mots a et b. Cette loi interne est associative; le
mot vide est son un élément neutre.

On notera £(a) la longueur du mot a.

2.1.2. — Un code C est la donnée d'un second alphabet B et d'une application,
également notée C, de A dans B*, telle que £(C(a)) > 0 pour tout a. Par cette
application, les symboles de A sont représentés par des mots non vides dans
I'alphabet B.
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Un exemple représentatif consisterait a prendre pour A un ensemble de sym-
boles assez vaste contenant, par exemple, les lettres de I'alphabet latin et les
symboles de ponctuation, et pour C I'application qui a un tel symbole associe son
code dans le systéme AscCILI.

2.1.3. — Soit C un code sur l'alphabet A. En pratique, on ne code pas uniquement
des symboles de I'alphabet A mais des mots dans cet alphabet : si (ay, ..., a,) est
un mot, son code est le mot concaténé C(ay) ...C(a,). On notera C*, ou parfois
encore C, 'application de A* dans B* ainsi définie. Elle vérifie C*(ab) = C(a)C(b)
pour tous a, b dans A*.

On dit que le code C est uniquement décodable si cette application C* est injective,
c'est-a-dire si deux mots distincts ont des codes distincts.

2.1.4. Codes préfixes. — On dit qu'un code C sur un alphabet A est préfixe si,
pour tous a, b € A tels que a # b, aucun des deux mots C(a), C(b) n'est le début
de l'autre.

Démontrons quun tel code est uniquement décodable. Soit en effet
a = (ay,...,ay) et b = (by,...,by) des mots dans l'alphabet A tels que
C*(a) = C*(b), c’est-a-dire C(a;) ...C(a,) = C(by)...C(by,); démontrons que
a=bh.

Sia = ¢, alors C(a) = ¢, donc les mots C(by),...,C(b,,) sont vides, ce qui
impose m = 0. Ainsia = ¢ = b. De méme, si b = ¢, alors a = «¢.

Supposons maintenant n > 1, doum > 1 d’aprés ce qui précede. Posons
p = {(ay) et supposons, quitte a échanger a et b, que p < £(by). Par définition
des mots C(a) et C(b), le mot de B* formé des p premiers symboles de C(a) est
égal a C(a;). Comme C(a;)C(ay)...C(a,) = C(a) = C(b) = C(by)...C(by) et
£(by) > p, Cest aussi le mot formé des p premiers symboles de C(b;). Par suite,
C(ay) estle début du mot C(b;). Puisque C est un code préfixe, on a donc a; = b;.
Les mots formés a partir de C(a) et C(b) en enlevant les p premiers symboles
sont aussi égaux; on a donc C(ay) ...C(a,) = C(by)...C(by,). Par récurrence,
celaentrainem =netay =b,,...,a, = b,.

Nous avons ainsi démontré que a = b.

Exemple (2.1.5). — Supposons A = {a,b,c} et B = {0, 1}. Le code C tel que
C(a) = 00, C(b) = 01 et C(c) = 1 est un code préfixe, puisquaucun des trois
mots 00, 01 et 1 n’est le début d'un autre. Expliquons comment décoder le mot
0010001. Si c’est le code d'un mot m, ce mot m n’est pas vide puisque seul le
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mot vide a pour codage un mot vide; soit alors x le premier symbole de m. Par
définition de I'application C*, le mot 0010001 commence par C(x); on voit que
seul x = a convient, si bien que le premier symbole de m doit étre a. Sim = am’, la
relation C*(m) = 0010001 = C*(am’) = C(a)C*(m’) = 00C*(m’) entraine que
C*(m’) = 10001. De méme, on trouve que m’ n’est pas le mot vide et commence
par c; en écrivant m’ = cm”, il vient de méme C*(m”) = 0001. Par le méme
raisonnement, on obtient m” = ab, d'ou m = acab.

Cet argument permet plus généralement de constater qu'un mot dans B*
n’appartient pas a I'image de C*. Cherchons par exemple un mot m tel que
C*(m) = 100010. Ce mot doit débuter par cab, et si on I'écrit m = cabm’, pour
m’ € A*, on a C(m’) = 0. Cet mot m’ ne peut pas étre vide; il débute donc par
I'un des mots C(a), C(b), C(c), ce qui est absurde.

Remarque (2.1.6). — On dit également qu'un code préfixe est instantanément
décodable. En effet, si a € A*, il n’est pas besoin de parcourir tout le mot C*(a)
pour déterminer le premier symbole de g, il suffit de reconnaitre, en téte de C*(a),
I'un des mots C(x), pour x € A. Alors, x est le premier symbole de a, on peut

écrire a = xa’, pour a’ € A", etil reste a décoder le mot C*(a”) obtenu en enlevant
de la téte de C*(a) le mot C(x).

2.2. L'inégalité de Kraft-McMillan

Proposition (2.2.1) (Kraft, McMillan). — Soit A un ensemble et soit C un code sur A
a valeurs dans les mots sur un alphabet fini B. Posons D = Card(B). Si le code C est
uniquement décodable, on a l'inégalité

ZD—f(C(a)) <1
acA

Démonstration. — Pour prouver 'inégalité, on peut supposer que I'ensemble A
est fini. Soit N un entier tel que N > ¢(C(a)) pour tout a € A.
Soit k un entier > 1. On a

k
(Z Df(C(a))) — Z D {(Cla)  p—t(Clar) — Z D-{(C@)
(a1

acA ] (ape., ar) €AF acAk

Pour tout entier m, soit ¢, le nombre d’éléments a € A* tels que C(a)
soit de longueur m. Par hypothése, 'application de A* dans B* donnée par
(ay,...,ar) — C(ay)...C(ap) est injective. Ainsi, ¢, est le nombre de mots
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de B™ de la forme C(a), pour a € A% sibien que ¢, < D™. On aaussi ¢, = 0si
m > kN. Alors,

Z p~iC@) = Z D™ < kZN: D™D = kN.
m=1

acAk
Par suite,
Z D !C@) ¢ (kN)VE,
acA
Lorsqu’on fait tendre k vers +o0, on obtient 'inégalité voulue. O
Théoréeme (2.2.2) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans

un ensemble A. Soit C un code sur un alphabet A, a valeurs dans un alphabet fini B
de cardinal D > 2. Si C est uniquement décodable, la longueur moyenne de C(X)
vérifie l'inégalité

E(£(C(X))) > Hp(X),
ot Hp(X) est l'entropie en base D de X. 1l y a égalité si et seulement si £(C(a)) =
—logy (P(X = a)) pour tout a € A tel que P(X =a) > 0.

Démonstration. — Déduisons l'inégalité de Shannon de I'inégalité de Kraft-
McMillan. Par définition de la longueur moyenne de C(X) et de I'entropie de X,

ona
E(£(C(X)) ~ Hp(X) = )" P(X = a)(C(a)) + ) P(X = ) log(P(X = @)
aceA acA
Z ( S D-{(C(a)
=- ) P(X=a)logp ( )

acA P(X )
Comme la fonction logarithme est concave, on a

D—¢(C(a)) D—t(C(a))

P(X = a) logp ( ) logp, PX=a)—
; P(X =a) ; P(X =a)
= log,, ( D—f’(C(a))) -

D’apres I'inégalité de Kraft, 'argument du logarithme est < 1; puisque la fonction
logarithme est croissante, on a donc

Z ( ¥ D-t(C(a))
P(X=a OgD(—_)<O
aceA P(X B a)
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Ainsi, E(¢£(C(X))) — Hp(X) > 0, d'ou I'inégalité de Shannon. La fonction loga-
rithme est strictement concave et strictement croissante. Pour qu'il y ait égalité,
il faut dong, et il suffit, d'une part que 3, D™/(C(@) = 1 et d’autre part que tous
les termes D~!(¢(@) /P(X = a), pour a € A tel que P(X = a) > 0, soient égaux.
Puisque Y. P(X = a) = 1, cela signifie que D™/(¢(9) = P(X = a) pour tout a tel
que P(X = a) > 0, autrement dit, £(C(a)) = —logy(P(X = a)) pour tout a tel
que P(X =a) > 0. O

2.2.3. Codes efficaces. — Soit A un alphabet et soit p une loi de probabilité
sur A. Soit B un alphabet fini de cardinal D > 2.

D’apres I'inégalité de Shannon, on a E(¢£(C(X))) > Hp(X), pour toute variable
aléatoire X a valeurs dans A : I'entropie fournit une limite irrémédiable a la
compression d'un message. Nous allons maintenant voir que cette limite peut
essentiellement étre atteinte, qui plus est, par un code préfixe! Nous commencons
par une réciproque a I'inégalité de Kraft-McMillan.

Proposition (2.2.4). — Soit A un ensemble, soit D un entier > 1 et soit £ : A — N*
une application telle que l'inégalité

Z D@ < 1

acA

soit vérifiée. Il existe un code préfixe C sur A a valeurs dans un alphabet de cardinal D
tel que £(C(a)) = €(a) pour tout a € A.

Démonstration. — Numérotons les éléments de A en une suite aq, ay, ..., de sorte
que £(ay) < £(ay) < ....Clest évidemment possible lorsque I'ensemble A est fini.
Lorsqu’il est infini, on observe que pour tout entier n, 'ensemble des a € A tels
que £(a) = n est fini, car sinon la somme Y, D% serait infinie. Il suffit alors
de numéroter d’abord les éléments a de A tels que £(a) = 1, puis ceux tels que
{(a) = 2, etc.

On définit alors une suite strictement croissante de nombres rationnels en

Zy = Z p~tam)

m<n

posant

pour tout entier n tel que n < Card(A). Puisque Y, D7/ < 1,onaz, <
1 — D) < 1 pour tout entier n < Card(A). Considérons le développement en
base D de z,, : il est de la forme z, = 0,y1); ... yp, ou I'entier p vérifie p < t(an_1).
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Associons alors au symbole a, le code C(a,) = yi...¥,0...0 dans I'alphabet
{0; 1;...; D—1}, complété par £(a,)—p symboles 0 de sorte que £(C(a,)) = £(ay).
Soit m, n des entiers tels que m < n < Card(A). On a

n—1
Zn—2Zm = Z D) > p=tian),

g=m

Par suite, les développements en base D de z,, et z, difféerent au moins par le
{(a,,)-iéme chiffre, de sorte que C(a,,) n'est pas préfixe de C(a,). Mais C(a,)
n’est pas non plus préfixe de C(a,,) : cest évident si £(a,) > €(ay), et dans le cas
ou f(ap) = €(a,), cela signifierait que C(a,,) = C(ay,).

LapplicationC: A — {0;...; D—1}" estun code préfixe tel que £(C(a)) = €(a)
pour tout a. O

Exemple (2.2.5). — Supposons que A = {a,b,c,d, e} et supposons que l'on ait
t(a) = t(b) =1, t(c) = 2, ¢(d) = t(e) = 3; on numérote A par a; = a,d, =
b,...,as = e. Prenons D = 3. Les nombres réels zy, ..., z5 construits par la preuve
dela proposition sont (enbase 3)z; = 0,2, = 0,1,z3 = 0,2,z4 = 0,21 et z5 = 0,211.
On pose alors C(a) = 0, C(b) = 1,C(c) =20, C(d) =210 et C(e) = 211.

Théoréme (2.2.6) (Shannon). — Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans
un alphabet A; on suppose que P(X = a) > 0 pour tout a € A. Soit B un ensemble
fini de cardinal D > 2. Il existe un code préfixe C sur A, a valeurs dans B, tel que

Hp(X) < E(¢(C(X))) < Hp(X) + 1.

Pour qu'il existe un tel code C vérifiant l'égalité E(£(C(X))) = Hp(X), il faut et
il suffit que pour tout élément a € A, P(X = a) soit de la forme D™ pour un
entier m > 0; on a alors £(C(a)) = —logp (P(X = a)).

Démonstration. — Pour tout a € A, posons A(a) = [—logy(P(X = a))], le plus
petit entier supérieur ou égal a logy (P(X = a)), de sorte que D™ < P(X = a).
On a donc Y, D@ < 3 A P(X = a) = 1. D’apres la proposition 2.2.4, il
existe ainsi un code préfixe C: A — {0;1;...,D — 1}* tel que ¢(C(a)) = A(a)
pour tout a € A. Démontrons que ce code vérifie la conclusion du théoreme.
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L'inégalité Hp(X) < E(£(C(X))) est un cas particulier du théoréme 2.2.2.
D’autre part, on a

E(£(C(X)) = ) | P(X=a)£(C(a) = ) P(X = ) [logp(P(X = a)]

acA acA
< Z P(X = a) (logy(P(X = a)) + 1)
acA
= Hp(X) + Z P(X =a) = Hp(X) + 1.
acA

Cela conclut la démonstration.

La derniere assertion résulte de cela et du théoréme 2.2.2 : d’apres ce théoreme, le
cas d’égalité se produit si et seulement si £(C(a)) = —logy(P(X = a)) pour tout
a € A. D’autre part, si P(X = a) est de la forme D™, ona A(a) = —logy(P(X =
a)) et le code construit vérifie E(£(C(X)) = Hp(X). O

2.3. Codes optimaux

2.3.1. — Bien que sa longueur moyenne soit proche de I'optimum (limité par
'entropie), le code préfixe construit par la méthode de la preuve du théoréme 2.2.6
n’est pas toujours optimal. Par exemple, lorsque X suit une loi de Bernoulli de
parametre p € |0; 1] et que 'alphabet-but a deux symboles, les mots codés ont
longueur [—1log,(p)] et [—1og,(1 — p)], alors qu'on pourrait se contenter de
recopier X! Ce code trivial a longueur moyenne 1, alors que la longueur moyenne
du code proposé par Shannon est égale a S(p) = p[—log,(p)]+(1—p)[—log,(1-
p)1;iln’y a égalité que si p = 1/2, qui est d’ailleurs le seul cas ou les probabilités p
et 1 — p sont toutes deux de la forme 27™. En fait, lorsque 27! < p < 27™,
avecm > 1,ona [—log,(p)] = m+ 1, tandis que 1 — p > 1/2, de sorte que
[—log,(1—p)] = 1. Alors,S(p) = p(m+1)+(1—p) =mp+1 < 1+m/2™ < 1,5.
Et lorsque p — 1/2 par valeurs inférieures, S(p) converge vers 1,5.

Définition (2.3.2). — Soit C un code uniquement décodable sur un alphabet A a
valeurs dans un un alphabet B. Soit p une loi de probabilité sur A telle que p(a) > 0
pour tout a € A. On dit que C est optimal (par rapport a p) si le code C minimise
lexpression ). ,cp p(a)€(C(a)) parmi tous les codes uniquement décodables a valeurs
dans l'alphabet B.
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Lexpression £,(C) = >} ,c4 p(a)f(C(a)) est la valeur moyenne du code d'un
symbole de A, lorsque ces symboles sont pris avec la loi p.

Lemme (2.3.3). — Soit A un alphabet fini et soit p une loi de probabilité sur A telle
que p(a) > 0 pour tout a € A. Soit B un alphabet fini

a) 1l existe un code préfixe sur A a valeurs dans B qui est optimal.

b) Si C est un code optimal, et si a, b sont des éléments de A tels que p(a) < p(b),
alors £(C(a)) > ¢(C(b)) — les symboles moins probables ont des codes plus longs;

c) Si C est un code préfixe qui est optimal, alors pour chaque symbole a € A tel que
C(a) soit de longueur maximale, il existe b € A tel que C(b) soit de méme longueur
que C(a) et en differe uniquement par le dernier symbole.

Démonstration. —  a) Les éléments a € A tels que p(a) = 0 n'interviennent
pas dans la définition de la longueur moyenne d'un code; quitte a remplacer A
par I'ensemble des éléments a tels que p(a) > 0, on suppose que p(a) > 0 pour
touta € A.

Soit C; un code uniquement décodable et soit C un autre code uniquement
décodable tel que £,(C) < £,(C;). On a en particulier p(a)f(C(a)) < £,(Cy)
pour touta € A, donc £(C(a)) < £,(C1)/p(a).Ainsi, le code C est une application
de A dans I'ensemble fini des mots de longueurs < £,(C;)/inf(p). Lensemble
de ces applications étant fini, il n'y a qu'un nombre fini de codes uniquement
décodables de longueur moyenne inférieure ou égale a celle de C;. On trouvera
dans cet ensemble fini un code uniquement décodable de longueur moyenne
minimale, c’est-a-dire optimal.

Soit alors C un code optimal. Les longueurs £(C(a)) vérifient I'inégalité de Kraft
> DC@) ¢ 1. 1] existe alors un code préfixe C’ tel que ¢(C’'(a)) = ¢(C(a))
pour tout a € A. Le code C" a méme longueur moyenne que C, donc est un code
optimal.

b) Soit C un code optimal et soit a, b des éléments de A tels que p(a) < p(b) et
£(C(a)) < £(C(b)). Considérons le code C’ qui coincide avec C sur A —{qa, b}
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mais qui échange les codes de aetb: C'(a) = C(b) et C'(b) = C(a). On a
6(C) = 6(C) = > p()UCE) — > €(C ()

X€EA X€EA
= p(a)t(C(a)) + p(b)(C(b)) — p(a)£(C'(a)) — p(b)£(C' (b))

= p(a)t(C(a)) + p(b) L(C(b)) — p(a)£(C(b)) — p(b)t(C(a))
= (p(a) — p(b))(£(C(a)) — £(C(b)))
> 0.

Cela contredit I'hypothese que C est un code optimal.

¢) Soit C un code préfixe optimal. Soit a un élément de A dont le code est de
longueur maximale; écrivons C(a) = mx, ot m € B* et x € B. Supposons que
m n’est pas préfixe d'un mot de code. Soit alors C’ le code qui coincide avec C
sur A = {a} et tel que C'(a) = m. C’est encore un code préfixe : C'(a) n’est pas
hypothese pas préfixe d'un autre mot, et un autre mot, disons C'(b) = C(b), ne
peut étre préfixe de C'(a), puisqu’il serait alors préfixe de C(a). En particulier, le
code C’ est uniquement décodable, mais sa longueur moyenne est strictement
plus petite que celle de C, ce qui contredit 'hypothese que C est optimal. Donc
m est préfixe d'un autre mot de code, disons C(b); écrivons C(b) = mp, avec
p € B*. Comme C(a) = mx est de longueur maximale, égale a £(m) + 1, on
at(p) = t(C(b)) — t(m) < €(C(a)) — t(m) = 1, c’est-a-dire que p est soit
le mot vide, soit réduit a un seul symbole. Si p est vide, C(b) = m est préfixe
de C(a) = mux, ce qui contredit I'hypothese que C est un code préfixe. Il existe
donc y € B tel que p = (y). Les mots C(a) = mx et C(b) = my différent donc
uniquement par leur dernier symbole. O

2.3.4. Code de Huffman. — Soit A un ensemble fini et soit (p(a))aea une loi
de probabilité sur A telle que p(a) > 0 pour tout a € A. Lorsque l'alphabet
d’arrivée B est {0, 1}, le code de Huffman (relativement a la loi p) est construit de
la facon suivante par récurrence sur le cardinal de A.

Si Card(A) = 2, le code H associe aux deux symboles de A les mots O et 1,
tous deux de longueur 1. Supposons Card(A) > 2 et soit a, b deux éléments de A
minimisant p : explicitement, on a p(a), p(b) < inf.,p p(c). Soit A’ la réunion
de 'ensemble A = {a, b} et d’'un élément auxiliaire noté ab; on définit une loi de
probabilité sur A’ par p’(c) = p(c) sic € A={a, b}, et p(ab) = p(a) + p(b). Soit
H’ un code de Huffman (pour la loi p” sur I'alphabet A’. Le code H, associe a un
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symbole ¢ € A—{a, b} le mot H’(¢); si m = H’(ab) est le code du symbole ab
pour H’, on pose aussi H(a) = m0 et H(b) = m]1.

Exemple (2.3.5). — Supposons A = a, b, ¢, d, e, avec les probabilités données par
le tableau

a b C d e
0,25 0,25 0,20 0,15 0,15

La méthode commence par combiner d et e et leur associer la probabilité
p’(de) = 0,30, les autres symboles étant a, b, ¢, avec leurs probabilités initiales,
d’ot le tableau

a b C de

0,25 0,25 0,20 0,30

Puis elle combine, disons a et ¢ et leur associe la probabilité p” (ac) = 0,45, les
autres symboles étant b, de de probabilités 0,25 et 0,30 :

ac b de

0,45 0,25 0,30

Ensuite, elle combine b et de, d'ou les deux symboles bde et ac, avec probabilités
0,55 et 0,45.

ac bde
0,45 0,55

On parcourt maintenant le chemin en sens inverse. A la derniére étape, on code
ac par 0, bde par 1. A I'avant derniére, on code ac par 0, b par 10 et de par 11. Puis
on code ¢ par 00, a par 01, b par 10 et de par 11. Finalement, le code obtenu est

a b ¢ d e
01 10 00 110 111

L'entropie (en base 2) d'une variable aléatoire X de loi p est égale a
H,(X) = -2 - 0,251log,(0,25) — 0,2010g,(0,20) — 2 - 0,15l0g,(0,15) ~ 2,285,
La longueur moyenne du code ci-dessus est alors

E(f1(X)) = (2-0,25+0,20) - 2+ (2-0,15) - 3 =2,3.
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Pour comparaison, les longueurs du code construit par la méthode de Shannon
sont 2,2, 3, 3, 3, de sorte que sa longueur moyenne est

E(#(X)) =(2-0,25)-2+(0,20) +2-0,15) - 3 =2,5.
Voici d’ailleurs un tel code :
a b ¢ d e
00 01 100 101 110

Proposition (2.3.6) (D. Huffman, 1952). — Soit A un ensemble fini et soit p une loi
de probabilité sur A. Tout code de Huffman relativement a la loi p sur A est un code
préfixe et est optimal (relativement a la loi p).

Démonstration. — Soit H un code de Huffman relativement a la loi p sur A. Prou-
vons par récurrence sur le cardinal de A que ce code H est un code préfixe. Cest
évident si Card(A) < 2; supposons maintenant Card(A) > 3. Reprenons les
notations de la construction : a, b sont deux éléments de A de probabilités mini-
males, 'ensemble A’ est la réunion de A — {q, b} et d'un symbole ab, et la loi de
probabilité p” sur A” attache a tout ¢ # a, b la probabilité qu'il avait pour p, et a ab
la somme des probabilités de a et b.

Par récurrence, le code H' associé a A’ et alaloi p’ est un code préfixe. Les mots
de H sont les H(¢) = H'(¢), pour ¢ # a, b, et les deux mots H(a) = H’(ab)0 et
H(b) = H'(ab)1. Par récurrence, H(c) et H(¢") ne sont pas préfixes 'un de l'autre
si ¢, ¢’ sont des éléments distincts, distincts de a, b. Les mots H(a) = H’(ab)O0 et
H(b) = H'(ab)1 ne sont pas préfixes 'un de l'autre, puisqu’ils ont méme longueur
et sont distincts. Pour ¢ # a,b, le mot H(¢) = H’(c) n’est pas préfixe du mot
H’(ab), par 'hypothese de récurrence. S’il est préfixe de I'un des mots H'(ab)0
ou H'(ab) 1, c’est qu'il leur est égal, mais alors H'(ab) est préfixe de H’'(c), une
contradiction. Enfin, si H(a) = H’(ab)0 est préfixe de H(c), pour ¢ # a, b, alors
H’ (ab) est préfixe de H'(¢) = H(c), une contradiction également. De méme, H(b)
n’est pas préfixe de H(c), pour aucun ¢ # a, b. Cela prouve que le code H est un
code préfixe.

Démontrons maintenant que le code H est optimal relativement a la loi p. Soit
C un code binaire uniquement décodable optimal; par définition, la longueur
moyenne de C est inférieure a celle de H, c’est-a-dire que I'on a

D p(0)6(C(x)) < D p(x)E(H(x)).

x€A x€A
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Démontrons que I'on a en fait égalité, ce qui prouvera que H est optimal.

On peut déja supposer que C est un code préfixe.

Soit x € A un élément tel que C(x) soit de longueur maximale. Si l'on échange
C(a) et C(x), on obtient un code C; dont la longueur moyenne vérifie

tp(C1) = £,(C) = p(a)£(C(x)) + p(x)£(C(a)) - p(a)£(C(a)) — p(x)£(C(x))
= (p(a) = p(x))(£(C(x)) = €(C(a)))

<0

puisque p(a) est minimal. Le nouveau code est donc de longueur moyenne in-
férieure ou égale a celle du code C, donc égale puisque le code C était supposé
optimal. C’est aussi un code préfixe. On peut donc supposer que C(a) est de
longueur maximale.

Puisque le code C est un code préfixe optimal, il existe un symbole y # a tels
que C(a) et C(y) ne different que par leur dernier symbole. Si I'on échange C(b)
et C(y), on obtient un code C;, dont la longueur moyenne vérifie

tp(C2) = £(C) = p(0)£(C(y)) + p(»)£(C(b)) — p(b)¢(C(D)) = p(»)£(C(¥))
= (p(0) — p(»))(£L(C(»)) = £(C(b)))

<0

puisque p(b) < p(y) et £(C(y)) = £(C(a)) = £(C(b)). De méme, le code C, est
de longueur moyenne inférieure ou égale a celle du code C, donc égale, puisque
C est optimal. On peut donc remplacer C par C,, ce qui permet de supposer que
C(b) differe de C(a) par son dernier symbole uniquement.

Quitte a échanger C(a) et C(b), on suppose aussi que C(a) se termine par O et
C(b) se termine par 1.

Le codage de Huffman a introduit I'alphabet A” = A—{a, b} U{ab}, muni de laloi
de probabilité p’ qui coincide avec p sur A={a, b}et telle que p’(ab) = p(a)+p(b).
Définissons un code C’ sur cet alphabet en posant C’(x) = C(x) six € A={aq, b},
et en prenant pour C’(ab) le mot déduit de C(a) (ou de C(b)) en enlevant le
dernier symbole. C’est un code préfixe : En effet, si x, y sont des éléments distincts
de A= {a,b},onaC'(x) = C(x) et C'(y) = C(y), et C est un code préfixe, donc
C’(x) n’est pas préfixe de C’'(y) puisque C. Si x € A={a, b}, alors C'(x) = C(x)
n’est pas préfixe de C’(ab), car sinon C(x) serait préfixe de C(a) puisque C’(a) est
préfixe de C(a); comme C(a) est un mot de longueur maximale et C'(ab) est un
préfixe strict de C(a), le mot C’(ab) est strictement plus court que C’(x) = C(x),
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donc n’en est pas préfixe. La longueur moyenne du code C’ (relativement a la
loi p’) est donnée par

ty(C) = > p/(0)E(C (x)) + p/(ab) £(C (ab))

x#a,b

= > p(x)£(C(0) + (p(a) + p(b)(£(C(a) = 1)

x#a,b
= £,(C) = (p(a) + p(D)),

car £(C(a)) = ¢(C(b)). Le méme calcul pour le code de Huffman H” démontre
que H’ est de longueur moyenne

t,(H) = (p(a) + p(b))

relativement a la loi p’. Par récurrence, le code de Huffman H’ est optimal relati-
vement a la loi p’, de sorte que £,/(C’) > £,,(H’). On a donc £,(C) > £,(H), d'ou
I'égalité, comme il fallait démontrer. O

2.4. Loi des grands nombres et compression

Dans son article originel, (1948) utilisait une autre description de
I'entropie, liée a la loi des grands nombres en théorie des probabilités.
Commengons par rappeler deux inégalités importantes.

Proposition (2.4.1). — Soit X une variable aléatoire possédant une espérance.

a) Pour tout nombre réel t > 0, on a I'inégalité de Markov :
P(|X] > t) < E(|X])/t.

b) Supposons, de plus, que X posséde une variance V(X). Alors, pour tout nombre
réel t > 0, on a l'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff :

P(|X - E(X)| > 1) < V(X)/t%

Démonstration. —  a) Soit A 'ensemble des éléments w de 'univers tels que
|X(w)| > t; il s’agit de majorer P(A). Observons que sur A, la variable aléatoire
|X|/t est supérieure 4 1; sur son complémentaire CA, elle est positive ou nulle. On
adonc E(|X|/t) > 1-P(A) +0-P(CA). Comme E(|X|/t) = E(|X])/t, linégalité
de Markov en résulte.
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b) On considére maintenant la variable aléatoire Y = X — E(X). Comme X a
une variance, Y2 posséde une espérance, égale a V(X) par définition. Appliquons
donc a Y? I'inégalité de Markov : on trouve P(Y? > t?) < E(Y?)/t? = V(X)/t>.
Puisque Y? > t2 équivaut a |[X — E(X)| > t, cela prouve I'inégalité de Bienaymé-
Tchebitcheft. O

Nous utiliserons directement ces inégalités, mais il est intéressant d’en déduire
tout de suite la loi des grands nombres.

Théoréme (2.4.2) (Loi faible des grands nombres). — Soit (X,,) une suite de va-
riables indépendantes et identiquement distribuées, d'espérance finie. Pour tout n > 1,
on pose S, = (Xy + - - - + X,,) /n. Pour tout nombre réel t > 0, on a

P(|S, —E(X;)|>t) =0
quand n tend vers +oo.

Dans le langage de la théorie des probabilités, on dit que S, converge en proba-
bilité vers E(X,).
Démonstration. — Comme toutes les X,, ont méme loi, elles ont méme espérance,
en remplacant X,, par X,, — E(X;), on remplace S, par S,, — E(X;). Il suffit alors
de démontrer que P(|S,| > t) tend vers 0 sous 'hypotheése E(X;) = 0.

Commencons par démontrer une majoration précise de cette probabilité sous
I'hypothese supplémentaire que les variables aléatoires X,, sont de variance finie.
Dans ce cas, S,, est de variance

V() = B(S) = SE((Xi 4+ +X,)) = &5 3 B(XX).
ij

Pour i # j, Iindépendance de X; et X; entraine E(X;X;) = E(X;)E(X;) = 0;
pouri = j,ona E(Xl.z) = V(X;) = V(X;) puisque les X; ont méme loi, donc
méme variance. Ainsi, V(S,) = V(X;)/n. (Plus généralement, la variance d’une
somme de variables aléatoires indépendantes est la somme de leurs variances.)
Appliquons maintenant l'inégalité de Bienaymé—Tchebitcheff : pour tout nombre
réelt > 0,0ona

P([S:| > t) < E((S./t)?) < V(Sn)/t%.

Par suite, P(|S,| > t) < V(X;)/nt?, dot le résultat voulu.
Le cas général est plus difficile et se démontre par une méthode classique de troncation. In-
troduisons un parametre d > 0 et posons X = X si [X;| < dn, et X} = 0 sinon; posons aussi
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X)) = X} — Xj,. On va majorer les probabilités
P(|X]+ - +X| >nt/2) et P(|IX] +---+X]| > nt/2).

La somme de ces probabilités fournira une majoration de P(|X; + --- + X,,| > nt) qui sera
arbitrairement petite pour tout n assez grand. Lidée sous-jacente a cette méthode est que les X,
sont majorées, donc de variance finie, et seront justiciables du premier cas, tandis que les X}/
seront rares, car X}’ est nulle lorsque X, n’est pas trop grande.

Tout d’abord, les |X;| sont de méme loi, mutuellement indépendantes, et majorées par dn. Elles
ont donc une variance commune, laquelle vérifie

V(X)) = V(X)) < E((X})?) < SE(|X})n < SE(|X4])n.

Par suite,
V(X +-+X)) = nV(X]) < JE(|X;[)n>
On a aussi
E(X| +---+X)* = E(X))*n’.

Lorsque n tend vers I'infini, X| tend vers X; presque sirement, tout en étant majorée en valeur
absolue par |X|;le théoréme de convergence dominée entraine donc que E(X/) tend vers E(X;) =
0. En particulier, pour n assez grand, E(X| +--- + X!)? < on?, et

E((X| +---+X})%) < 20E(|X;|)n’.
L'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff entraine alors que
(2.4.2.1) P(|X)| + -+ X,| > nt/2) < 8E(|X;])t >
pour tout entier n assez grand. Fixons un nombre réel ¢ > 0 et choisissons 0 de sorte que
8OE(|X:])t72 < ¢/2.

On retient alors de I'inégalité (2.4.2.1) que pour tout n assez grand, on a P(|X] +--- + X]|) < ¢/2.
Par ailleurs,

P(X{+---+X| >nt/2) <P(X]+---+X], #0) < nP(X] #0),
puisque les X;.’ sont de méme loi. Or,
P(X] # 0) = P(IX]| > on) < E(|X]1/dn) = B(X/))e™"n",
d’ou I'inégalité
(2.4.2.2) P(|X] +---+X!| > nt/2) < E(X{])o~ L

Quand n tend vers +oo, X7 tend presque partout vers 0, et 'on a |X/| < X, de sorte que E(|X7])
tend vers 0. Alors, pour n assez grand, 'inégalité (2.4.2.2) assure que P(| X[ +- - -+X| > nt/2) < ¢/2.

En combinant ces deux majorations, on en déduit que pour tout n assez grand, I'évenement
{IX1 + - -+ X,| > nt} est de probabilité < ¢, ce qui conclut la démonstration. O
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Théoréme (2.4.3) (Shannon). — Soit (X,,) une suite de variables aléatoires prenant
leurs valeurs dans un ensemble fini A, indépendantes et de méme loi p; posons ¢ =
Y abea Papb(log(pa/pp))?. Pour tout entier n > 1, munissons l'ensemble A" de la loi
produit. Soit ¢ un nombre réel > O et soit Al I'ensemble des (ay, ..., ay) tels que

e_"(H(Xl)“) < P(X1 =dy,.. .,Xn = Cln) < e—n(H(Xl)—g).

Ona

P(A) >1-—,
(A) S

et
c

Z)e"(H(Xl)—E) < Card(A?) < e"(H(Xl)"'f)-
2ne

(1

Reformulons un peu cet énoncé : 1-P(Al) est la probabilité du complémentaire
de A", et est majorée par c¢/2ne?; lorsque n est grand, elle est arbitrairement petite.
Autrement dit, lorsque n est grand, la plupart des tirages (ay,...,d,) ont une
probabilité voisine de e X1 et il y a environ e"1XV) tels tirages. Autrement dit
encore, lorsqu'on effectue un grand nombre n de tirages, tout se passe comme

nHX1) yaleurs — clest

si 'on avait effectué un tirage au sort équitable parmi e
linterprétation statistique de I'entropie.
Démonstration. — Quitte a modifier 'univers en lui enlevant un ensemble de
probabilité 0, puis 'ensemble A par I'ensemble des valeurs des Xj, on suppose
que P(Xp =a) > O pour touta € Aettoutk € {1,...,n}. Soitalorsp: A —> R
'application définie par ¢(a) = —log(P(X; = a)).

Comme les X, sont indépendantes et de méme loi, on a

P(Xl = al,...,Xn = an) = P(X] = (11) P(Xn = an)
=P(X; =ay)...P(X; = ay),

soit encore
1 1« 1 <
—;108(P(X1 =ap,..., Xy =a)) = - Z log(P(Xy = ag)) = - Z ¢ (a).
k=1 k=1

On munit 'ensemble A de la loi de X ; quitte a le remplacer par 'ensemble des a €
A tels que P(X; = a) > 0, on suppose que P(X; = a) > 0 pour tout a € A. On
munit alors 'ensemble A" delaloi produit. OnaP(ay, ..., a,) = [1,-; P(Xi = ag).
Sur cet espace probabilisé A", on pose Up(ay, ..., a,) = ¢(ag).
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Les variables aléatoires Uy,..., U, sont indépendantes. Elles ont méme loi :
pour touta € A,ona

P(Ue = ¢(a)) = P(X; = a),

et P(Up,=1t) =0sit ¢ p(A). Elles sont d’espérance et de variance finies car elles
ne prennent qu'un nombre fini de valeurs. De plus, on a

H(X) = = ) P(Xi = a) log(P(X)) = ) = B(U)).
acA

D’apres I'inégalité de Bienaymé—Tchebitcheff, on a

1 n
P([H(X)) -~ Z Up| > ¢| < V(U)) /e
n
k=1
Ona
1< 1
— ZUk(al,...,an) = ——log(P(Xy =ay,X; = ay,..., X, = ay)).
n & n
Il reste a calculer la variance V(U;) de U;. Par définition, on a
V(Uy) = E((U; - E(Uy))?) = E(U}) - E(Uy)?,

de sorte que

V(U)) = Z P(X; = a) log(P(X; = a))?
aceA

= ) P(Xi = 9)P(Xy = b) log(P(Xy) = @) log(P(X; = b)

a,beA
= Z PaPb (log(pa)2 — log(pa) IOg(Pb))
a,beA
= Z PaPb log(pa) log(Pa/Pb)-
a,beA

Par symétrie, on a aussi
V(U1) = ) papylog(ps) log(ps/pa),
a,beA
d’ot, en additionant ces deux formules, 'égalité
2V(Uy) = > papylog(ps/pa)’ = c.
a,beA

Cela conclut la preuve de la premiere inégalité.
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Ensuite, en utilisant la majoration de P(X; = ay,...,X, = a,) pour
(ai,...,an) € Al

1 > P(A!) > Card(A")e X0+,

d’ou la majoration donnée pour Card(Al). En utilisant la minoration analogue,
on obtient aussi

c

1- T < P(A") < Card(AM)e (HX)=e)
ce qui donne la minoration de Card(AY). O
2.4.4. — Comment Shannon en déduit-il la possibilité de comprimer un signal

(dans la limite permise par I'entropie)? Fixons un parametre ¢ et considérons
I'« ensemble typique » A de A" défini dans le théoréme 2.4.3. Il est de cardinal
au plus 2"H2(X0+9) - donc on numérotant ses éléments, chacun ne requiert que
[n(H,(X4) + ¢)] bits. Les autres vont chacun requérir Card(A)" symboles, soit
nlog,(Card(A)) bits, mais n'apparaissent qu'avec une probabilité faible, majorée
par ¢/2ne?. Ainsi, la longueur moyenne du code d’une suite de n symboles est
majorée par

[n(Hy(Xy) + )] + ——n log,(Card(A)).
2ne?
Lorsqu’on la divise par n, on obtient

c
2ne?

%[n(Hz(Xl) +¢)] + log,(Card(A)),

quantité majorée par H,(X;) + 1 lorsque n est assez grand.

2.4.5. — Linformation mutuelle, comme I'entropie, dispose d’'une interprétation
statistique. Soit A et B des ensembles finis, soit C = A X B I'ensemble produit et
soit Z1 = (X1, Y1),...,Z, = (X, Y,) des variables aléatoires indépendantes et
de méme loi a valeurs dans C. Posons enfin X = (Xy,...,X,),Y = (Yy,...,Y,)
etZ = (Z1,...,Z,) = (X,Y) sil'on identifie 'élément (a,b) de A" X B" avec
I'élément ((ay, b1),..., (an, by)) de C". Onpose c(Z) = X pec P(Z1 = a)P(Z, =
b) log(P(Z, = a)/P(Z; = b))? et on définit ¢(X) et c(Y) de maniére analogue.
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Soit ¢ un nombre réel > 0; définissons une partie C!' de C" par: C! estl'ensemble
des (a,b) € C! tels que
o N(HX1)+e) <P(X=a)< o MHX1)—¢)
e MH(YD)+e) P(Y = b) < g MHY1)=e)
e MHX Y1 )+) P(X=aY=b) < o MHXY1)—¢)

Théoréeme (2.4.6). — Ona
_c(X) +c(Y) +c(2)

P(ZeCl)>1

2ne?
et
Card(C"") < "HEY)+e)

Enfin, si X\,..., X}, d'une part, Y\, ..., Y, dautre part, sont des variables aléatoires
de mémes lois que Xy, ..., X, et Y1,..., Yy, mais indépendantes, alors

(1- c(X) +c(Y) + C(Z))e—n(I(X,Y)+3£) <P((X,Y) € C" < o (1(XY)=3¢)

2ne? ’ '

Démonstration. — On munit I'ensemble C" de la loi de Z. Soit ¢z : C — Ry

la variable aléatoire définie par ¢z(c¢) = —log(P(Z = ¢)) siP(Z =¢) > 0, et
@z(c) = 0 sinon. Définissons ¢x : A — R, et oy : B — R, de facon analogue.
Comme dans la démonstration du théoreme ..., on prouve que

n (X)) (YY) c(Z)
P(CC£)<2n£2+2n£2 2ne?’

d’ou la minoration voulue pour P(C?). On prouve aussi, par le méme argument

que
. c(X) +¢c(Y) +¢(2)
B 2ne?

)en(H<X1,Y1>—e> < Card(C1) < "B

Considérons alors des variables aléatoires X', Y/, indépendantes et de mémes
lois que X, Y, et posons Z' = (X, Y’). On a

P(Z €C") = Z P(Z' = (a,b))

(a,b)eC?

= Z P(X = a)P(Y = b)

(a,b)eCl

— Z P(X = a)P(Y = b).

(a,b)eCl
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Par définition de C! et la majoration de Card(C!), on a donc

P(Z' € C") < Card(C")e "HE)=2) p=n(HY1)=0)
< o~ MHXD)HHY 1) -H(X1,Y1)=3¢)

— o I(X1,Y1)=3¢)

La preuve de la minoration est analogue :
P(Z' € C") > Card(C")e "(HXD+e) pmn(H{Y1)+e)

S (1 _X)+c() + C(Z)) J~n(HK)+H(Y)-H(X, Y1) +32)
~ 2ne?

(71— C(X) + C(Y) + C(Z) e_n(I(leY1)+35)
2ne? '
Ceci conclut la preuve du théoréme. O

2.5. Capacité de transmission d'un canal

Les deux themes étudiés jusqu’a présent — entropie d'une variable aléatoire et
codage — concernaient uniquement les deux premieres étapes du diagramme
de communication présenté dans l'introduction. Nous allons maintenant faire
intervenir la troisieme : le canal de transmission et, en particulier, le probleme du
bruit a cause duquel un symbole recu ne coincide pas forcément avec le symbole
émis.

Définition (2.5.1). — Soit A et B des alphabets. Un canal de transmission sans
mémoire de l'alphabet A a I'alphabet B est donné par une famille (p(- | a)) de lois
de probabilités sur B, indexée par l'ensemble A.

Poura € Aetb € B, p(b | a) est la probabilité que le canal transmette le
symbole b sachant que le symbole émis était a. La matrice (p(b | a)) de type AXB
est la matrice de probabilités de transmission du canal : ses lignes, indexées par
les éléments a de A, sont les lois p(- | a). En particulier, les coefficients de cette
matrice sont positifs ou nuls et la somme des coefficients de chaque ligne est égale
al.

Le fait que le canal soit sans mémoire signifie que, pour ce modéle de bruit, la
transmission des symboles d'un mot (ay,...,a,) est faite symbole par symbole,
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de facon certes aléatoire, mais indépendante. Autrement dit, la probabilité que le
mot (ay,...,a,) soit transmis en (by,..., b,) est donnée par

P(Y=0b;...b, | X=ay...ay) = p(by | a1)...p(by | ay).

Définition (2.5.2). — Soit C un canal de matrice de probabilités de transmission
(p(b | a)). On appelle capacité de transmission de ce canal l'expression

I(C) =supl(X,Y)

out X parcourt l'ensemble des variables aléatoires sur A et Y parcourt l'ensemble des
variables aléatoires sur B telles que P(Y = b | X = a) = p(b | a) pour tout a € A et
tout b € B.

Dans la suite, on notera X ~¢ Y pour signifier que X et Y sont des variables
aléatoires telles que P(Y =b | X =a) = p(b | a) pour touta € A et tout b € B.
Rappelons que 'on a

I(X,Y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) = H(Y) - H(Y | X) = H(X) - H(X | Y).

Pour tout couple (X,Y),ona 0 < I[(X,Y) < max(log(Card(A)),log(Card(B))),
de sorte que

0 < I(C) < max(log(Card(A)),log(Card(B))).

Expliquons tout d’abord cette définition en reprenant, comme (1948,
§12), le cas ou il n’y a que deux symboles 0 et 1 a transmettre «a un débit de
1000 symboles par seconde avec les probabilités po = p; = 1/2. Ainsi, continue
Shannon, notre source produit de l'information avec un débit de 1000 bits par seconde.
Lors de la transmission, le bruit introduit des erreurs, de sorte que, en moyenne,
un symbole sur 100 est recu incorrectement(o pour 1, ou 1 pour 0). Quel est le débit
d’information transmis? Certainement moins de 1000 bits par seconde puisque 1%
environ des symboles recus sont incorrects. Notre premiére réaction pourrait étre
de dire que ce débit est de 990 bits par seconde, par simple soustraction du nombre
d’erreurs prévues. Cela n'est pas satisfaisant, puisqu’on ne tient pas compte du fait
que le destinataire ne sait pas ou se trouvent les erreurs. Prenons le cas extréme o le
bruit est si grand que les symboles recus sont entierement indépendants des symboles
transmis. La probabilité de recevoir 1 est 1/2 quel que soit ce qui est transmis, et de
méme pour o. Alors, environ la moitié des symboles recus sont corrects, du seul fait
du hasard, et on pourrait de la méme facon dire que le systeme transmet 500 bits par
seconde, alors qu'aucune information n'est transmise en réalité. »
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Shannon continue : « La correction adéquate a appliquer a la quantité d'information
transmise est évidemment la quantité de cette information qui est manquante dans
le signal recu, ou, ce qui revient au méme, l'incertitude lors de la réception du signal
sur ce qui a été réellement émis. Vu notre discussion antérieure, il semble raisonnable
d’utiliser I'entropie conditionnelle du message connaissant le signal recu comme mesure
de cette information manquante. »

C’est ce que dit la troisieme égalité dans la formule précédente : on obtient
I'information mutuelle [(X,Y) en partant de la quantité d'information dans le
message envoyé X, mesurée par son entropie H(X), et en lui soustrayant I'incerti-
tude H(X | Y) que mesure I'entropie de X conditionnellement a Y. La seconde
égalité présente cette quantité comme la quantité d'information H(Y) du message
recu minorée du bruit que mesure I'entropie conditionnelle H(Y | X).

Le fait de prendre la borne supérieure sur toutes les lois possibles sur les sym-
boles X refléte la possibilité pour I'émetteur d’adapter la facon dont il écrit le
message pour tenir compte des problémes du canal. Par exemple, si tous les sym-
boles étaient envoyés sans erreur, sauf un qui était systématiquement corrompu,
il serait malin d'utiliser un codage qui permette de ne jamais I'utiliser.

Continuons avec quelques exemples de capacité de transmission.

Exemple (2.5.3). — a) Prenons pour alphabets A = B = {0, 1}; soit p un élé-
ment de [0; 1]. Le canal avec bruit de parametre p transmet le mauvais symbole
avec probabilité p. Lorsque p = 0, ce canal retransmet exactement le symbol émis :
on parle de canal sans bruit. Lorsque p = 1/2, ce canal envoie chaque symbole
avec probabilité 1/2, indépendamment du symbole émis; on comprend bien, et
on verra, quun tel canal n’est pas tres utile.

Sa matrice de probabilités de transmission est donc

(1 -p P ) .
p 1-p
Soit X et Y des variables aléatoires sur A et B respectivement telles que X ~¢ Y,
c'est-a-dire, P(Y = b | X = a) = p(b | a) poura € Aetb € B. Notons
u=P(X=0);onadoncP(X=1)=1-u,puis
H(Y | X) =uH(Y | X=0)+ (1 —uw)H(Y | X = 1)
= uh(p) + (1 —u)h(1 - p) = h(p).
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D’autre part, Y étant une variable aléatoire binaire, on a H(Y) < log(2). Par suite,
I(X,Y) <log(2) - h(p).

Lorsque X suit une loi uniforme (u = 1/2), il en est de méme de laloi Y — on peut
le justifier par symétrie des probabilités, ou bien faire le calcul. Cela montre que
la capacité de ce canal est log(2) — h(p). A ce stade, il est vraiment plus pratique
de fixer a 2 la base des logarithmes, ce qui mesure les entropies en bits. Alors, la
capacité du canal symétrique a bruit est 1 — h(p).

Lorsque p = 0, la capacité de ce canal est 1; lorsque p = 1/2, elle est nulle.
Lorsque p = 1, on trouve encore I(C) = 1 : ce canal modifie systématiquement le
symbole recu — il ny a en fait pas de perte d'information!

b) Une variante du canal précédent utilise I'alphabet A = {0, 1} mais a pour
but I'alphabet B = {0, 1, e}, ot e est un symbole auxiliaire indiquant une erreur de
transmission, commise avec probabilité g, tandis que la probabilité de transmettre
un symbole erroné est (1 — q)p. Ona p(1 | 0) = p(0 | 0) = (1 —q)q et
p(e| 1) = p(e | 0) = q. La matrice de probabilités de transmission de ce canal est

(1-9(-p) (A-9p ¢
(I-qp (A-q@)(1-p) q
Notons encore P(X = 0) = u. Alors, en posant t = u(1 — p) + (1 —u)p,on a

PY=0)=u(l-q)(1-p)+(1-w)(1-g)p= (-9,
PY=1)=0-uw)(1-9(1-p)+u(l-¢g)p=>1-¢9)(1-1)
P(Y=¢)=g.
Soit E la variable aléatoire qui vaut 1 si Y = e et 0 sinon. Puisque E est conséquence
deY,ona H(Y) = H(Y, E); alors,
H(Y) = H(Y,E) = H(E) + H(Y | E).

D’autre part, P(E = 1) = get P(E = 0) = 1 — g, de sorte que H(E) = h(q). De
plus, conditionnée a I'évenement Y = e, la variable aléatoire Y est certaine, donc
d’entropie nulle; conditionnée a 'événement complémentaire, elle a pour loi une
loi de Bernoulli de parametre ¢, de sorte que

H(Y | E) = gH(Y | Y=¢) + (1- QH(Y | Y # ¢) = (1 - (1),

de sorte que

H(Y) = h(q) + (1 — g)h(2).
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On applique un argument similaire pour le terme H(Y | X). On a tout d’abord
H(Y | X) = H(Y,E | X) = H(E | X) + H(Y | E, X).

Le premier terme est de nouveau égal a h(q). Conditionnée aI'évenement Y = ¢, de
probabilité g, la variable aléatoire Y est certaine; conditionnée a I'évenement (E =
0) N (X = 0), de probabilité (1 —q)u, elle se comporte comme une loi de Bernoulli
de parametre p, de méme que conditionnée a I'événément (E = 0) N (X = 1) qui
est de probabilité (1 — q)(1 — u). Ainsi,

H(Y |EX)=qH(Y|E=1)+ (1 —¢guH(Y | E=0,X=0)
+(1-¢)(1-uw)H(Y |E=0,X=1)
=q-0+(1—qu-h(p)+(1-q)(1-u)- h(p)
= (1-9)h(p).
On a donc
H(Y | X) = h(q) + (1 = @)h(p).
Finalement,
I(X,Y) = (1= q)(h(t) = h(p)).
Cette expression est maximale lorsque h(t) est maximale. Lorsque la base des
logarithmes est 2, on a h(t) < 1, de sorte que I(X,Y) < (1 —¢)(1 — h(p)). On
a aussi h(t) = 1 pourt = 1/2. Or, rappelons que t = u(1 — p) + (1 —u)p; on
constate que pour u = 1/2, on a également t = 1/2, d'ou

I(C) = (1 =¢)(1 = h(p)) bits.

(Si on n’avait pas su faire cette constatation, il restait a calculer u en fonction de ¢ :
ontrouveu = (t —p)/(1 —-2p) =1/2sit =1/2.)

¢) Un canal est dit faiblement symétrique si les lignes de sa matrice de probabili-
tés de transmission different uniquement I'une de l'autre par des permutations et
si la somme des coeflicients de chaque colonne est constante. On parle de canal
symétrique si, de plus, les colonnes de sa matrice de probabilités de transmission
different par permutations 'une de l'autre; c’est le cas du canal avec bruit de
I'exemple a). Une facon d’obtenir un canal symétrique consiste a prendre pour
alphabets A = B =Z/dZ et aposer p(b | a) = q(b — a), ou q est une loi de proba-
bilité sur A. On peut bien str remplacer Z/dZ par un groupe fini arbitraire. En
revanche, sauf si p = 1/3, le canal de I'exemple b) n’est pas faiblement symétrique.
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Soit C un canal faiblement symétrique et soit X, Y des variables aléatoires sur A,
B respectivement, liées par la condition P(Y = b | X = a) = p(b | a). Pour
touta € A,ona

H(Y | X=a) == > p(b] a)log(p(b | a)),
b

et cette expression est indépendante de a par la condition de symétrie des lignes
de la matrice de probabilités de transmission du canal. D’autre part,

H(Y) < log(Card(B)).

Lorsque la loi de X est uniforme, la condition sur la somme des coefficients de
chaque colonne entraine que la loi de Y est également uniforme : pour tout b € B,
on a en effet

1
P(Y:b):;P(Y:b|X:a)P(X:a):m;p(b|a),

expression indépendante de b. Dans ce cas, on a donc H(Y) = log(Card(B)).
Puique I(X,Y) = H(Y) — H(Y | X), ce qui précéde entraine ainsi la formule

[(C) =log(Card(B)) — H(Y | X = a),

ou a est un élément quelconque de A.

d) Considérons un canal C d’'un alphabet A a un alphabet B, soit n un entier > 2
et définissons un canal C" de I'alphabet A" a l'alphabet B" de probabilités de
transmission d'un canal sans mémoire : p(b | a) = [[;L, p(bi | ai), pour a =
(ay,...,ay) € A"etb = (by,...,b,) € B". Démontrons que [(C") = nl(C).

Soit X = (Xy,...,X,) etY = (Yyq,...,Y,) des variables aléatoires a valeurs
dans A" et B" respectivement vérifiant P(Y =b | X =a) = p(b | a) poura € A"
etb € B".Ona

I(X,Y) = H(Y) — H(Y | X).
Le premier terme se calcule par récurrence :
H(Y) =H(Y;) +H(Y, | Y1) +---+H(Y, | Yi,..., Y1)
< H(Yy) + H(Y,) +- - - + H(Y,),

puisque l'entropie diminue par conditionnement; on a méme égalité lorsque
les X; sont indépendantes. Encore par récurrence, on a
1

H(Y | X) =H(Y:; | X) + HY2 | Y, X) + -+ H(Yn | Y1,..., Y01, X).
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Soit p € {1,...,n}. Par définition du canal C", la variable aléatoire Y, est indé-
pendante des Y; et des X; (pour i # p) conditionnellement a X, ; ainsi,

H(Y, | Yi,...,Y,-1,X) = H(Y, | X,).

Ainsi, on a

n n n
I(X,Y) < D H(Y,) = D H(Y, [ X,) = Y 1(X,Y,),
p=1 p=1 p=1
avec égalité si les X, sont indépendantes.
On obtient donc d’une part I'inégalité I(X,Y) < nI(C), dou I(C") < nI(C).
D’autre part, si les X, sont indépendantes et vérifient I(X,, Y,) = I(C), on obtient
I(X,Y) = nI(C). Finalement, I(C") = nI(C).

2.6. Codage adapté a un canal avec bruit

2.6.1. — Amoins qu'il ne soit en fait sans bruit, il n’est pas possible de transmettre,
dans un canal avec bruit, un message avec certitude. Le théoreme de

(1948) que nous allons maintenant démontrer affirme que c’est toutefois possible
de le transmettre de sorte que la probabilité d’erreur soit aussi petite que désirée,
et que la vitesse de transmission n’est alors limitée que par la capacité du canal
sans mémoire.

Considérons un canal de transmission C d'un alphabet A a un alphabet B; pour
fixer les idées, on peut imaginer que A = B = {0; 1} et que C est le canal binaire
avec bruit qui transmet le bon symbole avec une probabilité p. Les messages qu'on
veut envoyer (un texte, une vidéo, un fichier de musique...) ont leur structure
naturelle, ce sont par exemples de fichiers au format Markdown, H.264, Flac...) et
le systéme de transmission n’en dépendra essentiellement pas.

Pour cela, la source est disposée a sectionner son fichier en blocs d'une taille
appropriée; chaque bloc sera codé en un mot dans l'alphabet A, lequel est transmis
dans le canal. Le mot recu est décodé par le récepteur et le destinataire reconstruit
un fichier bloc par bloc. Comme on le verra, I'efficacité du systeme reposera sur
le fait que l'on s’autorise a transmettre au canal des mots d'une longueur n assez
grande.

Définition (2.6.2). — Soit C un canal de transmission d’'un alphabet A a un alpha-
bet B. Soit M un ensemble fini; un code ® de longueur n sur M pour le canal C est la
donnée de deux applications fo: M — A" et g : B" — M.
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Reprenons : I'émetteur code son fichier en une suite de mots de longueur n dans
l'alphabet A qui sont envoyés dans le canal; ces mots sont de la forme a = fp(m),
ou m est un « bloc »; le récepteur recoit un mot 3 de longueur n dans I'alphabet B
qu’il décode au moyen de la fonction gg pour reconstruire un bloc go (/). Si tout
s’est bien passé, on a go () = m; sinon, il y a eu une erreur de transmission et le
but sera d’en limiter la probabilité.

L'ensemble M qui est sous-jacent a cette description n’a aucune importance :
il n’intervient que par les applications fp et go, et n'importe quel ensemble de
méme cardinal pourrait convenir.

Le taux de transmission d’un tel code est le quotient

(9) = log(Card(M)).

n
Cest la quantité d'information que ce systeme prétend transmettre, rapportée au

nombre de symboles utilisés.
La probabilité d’erreur lorsqu'on transmet un bloc m € M est donnée par

Am(®) = P(go(Y) # m | X = fo(m)),

ou X et Y sont des variables aléatoires a valeurs dans A" et B" liées par les pro-
babilités de transmission définies par le canal C. Comme il s’agit d'un canal sans
mémoire, on a, si fo(m) = ay...ay,

Am(®) = Z P(Y=0b|X=fp(m)) = Z ﬁp(bi | ).

beB" b=(by,by)EB" i=1
go(b)#m go(b)#m

Cela montre que ces probabilités d’erreur ne dépendent que des probabilités de
transmission du canal C et pas du choix de variables aléatoires X et Y adaptées au
canal.
On définit aussi la probabilité d’erreur maximale :
Amax(®) = sup Ap(®)
meM

et la probabilité d’erreur moyenne :

Ranoy (®) = = d(M)Z* (9).

Définition (2.6.3). — Soit C un canal de transmission d'un alphabet A a un al-
phabet B. On dit qu'un nombre réel p est un taux de transmission atteignable par
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le canal C s'il existe, pour tout nombre réel ¢ > O et tout entier n assez grand, un
ensemble fini M et un code @ de longueur n sur M de taux de transmission > p et de
probabilité d’erreur maximale < «.

Le théoréeme de (1948) fait le lien entre la capacité de de transmission
d’un canal avec bruit, au sens de la définition 2.5.2 et la possibilité de transmettre
des messages dans ce canal avec une erreur aussi petite que voulue.

Théoréme (2.6.4) (Shannon). — Soit C un canal de transmission d'un alphabet A
a un alphabet B. Tout taux de transmission atteignable par le canal C est inférieur
ou égal a 1(C); inversement, tout nombre réel p < 1(C) est un taux de transmission
atteignable par le canal C.

Proposition (2.6.5) (Inégalité de Fano). — Soit X, Z des variables aléatoires discrétes
a valeurs dans un ensemble fini A. Posons ¢ = P(X # Z); alors,

H(X | Z) < h(e) + elog(Card(A) — 1).

Démonstration. — Soit U la variable aléatoire qui vaut 1 si Z = X et 0 sinon. Par
conditionnement par rapport a X, on a

H(X|Z)=H(XU|Z)-H(U | X,Z).
Comme U est certaine conditionnée a (X,Z),ona H(U | X,Z) = 0, de sorte que
H(X|Z)=H(XU|Z).
Par conditionnement par rapport a U, on a également
H(X,U|Z)=H(U |Z)+H(X|U,7Z).
L'entropie décroit par conditionnement, donc
H(U | Z) < H(U) = h(e),

puisque U suit une loi de Bernoulli de parameétre ¢. Par définition de I'entropie
conditionnelle, on a aussi

H(X | U,Z) = (1 - ¢)H(X | Z,U = 1) + ¢H(X | Z, U = 0).

Le premier terme est nul, car si U = 1, X = Z est certaine conditionnellement a Z.
Dans le second terme, le facteur H(X | Z, U = 0) est majoré par I'entropie d'une
variable aléatoire a valeurs dans A, donc est au plus égal a I'entropie log(Card(A))
d’une loi uniforme sur A. En fait, conditionné a I'événement U = 0, c’est-a-dire
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X # Z, cette variable aléatoire évite une valeur, donc son entropie est majorée
par log(Card(A) — 1). Reprenant ces in-égalités, on a donc

H(X | Z) = H(X, U | Z) = H(U | Z) +H(X | U,Z) < h(¢) +¢log(Card(A) — 1),

d’ot la proposition. O
2.6.6. — Commengons par démontrer que tout taux de transmission atteignable
est < I(C).

Soit donc ® un code de longueur n sur un ensemble M pour le canal C; soit f
et g les applications de codage et de décodage. Soit W une variable aléatoire a
valeurs dans M, de loi uniforme; son entropie est log(Card(M)). Alors X = f(W)
est une variable aléatoire a valeurs dans A", transmise par le canal, et le mot Y
recu a 'autre extrémité du canal est une variable aléatoire a valeurs dans B". Le
symbole décodé est alors W = g(Y), qu'il faut comparer 8 W. Posons ¢ = P(W #
W’). La variable aléatoire W est uniforme dans I'ensemble M, donc H(W) =
log(Card(M)). L'inégalité de Fano appliquée aux variables W, W’ entraine aussi
H(W | W) < h(¢) + ¢log(Card(M)). En écrivant I'égalité

H(W) = H(W | W) + (W, W),
on obtient donc
log(Card(M)) < h(e) + ¢log(Card(M)) + I(W, W’),
d’ou
(1 —¢)log(Card(M)) < h(e) + (W, W’).

Dans la chaine de variables aléatoires W — X — Y — W/, les variables
aléatoires W et Y sont conditionnellement indépendantes relativement a X (le
canal ne connait pas le mot W d’ou est issu X), et W et W’ sont conditionnellement

indépendantes relativement a Y (car W’ est certaine conditionnellement a Y).
D’apres le théoréme 1.3.11, on a donc

(W, W) < I(W,Y) = (Y,W) < I(Y,X) = I(X,Y).

La transmission de X en Y correspond au canal répété C" de I'exemple 2.5.3, d),
dont la capacité de transmission est [(C") = nI(C); on a donc I(X,Y) < nI(C).
Par suite, on a l'inégalité I((W, W’) < nI(C).
On a donc
(1 —¢)log(Card(M)) < h(e) +nI(C),
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d’'ou I'inégalité
log(Card(M)) < I(C) +h(e)/n
n > 1—¢

7(P) =

Appliquons cette inégalité a des codes de longueur arbitrairement grande (n
tend vers +00) et dont la probabilité d’erreur est arbitrairement petite (¢ tend
vers 0, donc h(¢) tend vers 0); le membre de droite de I'inégalité précédente tend
vers I(C), donc a limite supérieure des taux de transmission 7(®) sera au plus
égale a 1(C).

Cela prouve que tout taux de transmission atteignable par le canal C est inférieur
ou égal A I(C).

(1)

2.6.7. — Démontrons maintenant la partie « positive » du théoréme de Shannon,
c’est-a-dire que tout nombre réel p tel que p < I(C) est atteignable. On fixe un
entier n > 1 et un nombre réel a > 0. Il s’agit de prouver qu’il existe, pourvu
que n soit assez grand, un code de longueur »n sur un ensemble Mg de cardinal
[exp(np)]| qui est adapté au canal C dont la probabilité maximale d’erreur est au
plus . On va commencer par prouver quil existe un tel code dont la probabilité
moyenne d’erreur est petite, on verra ensuite comment en déduire un code de
méme longueur et probabilité maximale d’erreur au plus double, et de taux de
transmission un peu plus faible.

La méthode suivie par (1948), et peu modifiée depuis, consiste, non pas
a construire explicitement un code adapté au canal C, mais a évaluer I'espérance
de la probabilité d’erreur lorsque le code ® est choisi aléatoirement. Comme cette
espérance sera petite, I'un au moins des codes considérés aura une probabilité
d’erreur petite.

Précisons : n sera un entier assez grand, M sera un ensemble non précisé de
cardinal [e"], et ce qui est aléatoire C’est la fonction de codage fo: M — A",
choisie parmi les applications de M dans A". Ainsi, pour tout m € M, fp(m)
est une variable aléatoire sur A"; on suppose que ces variables aléatoires sont
indépendantes et ont toutes pour loi la loi 7 sur A", produit d’une loi sur A
qui réalise la capacité du canal C. (Rappelons que I(C) est la borne supérieure,
pour toutes les lois sur A, de I'information mutuelle I(X,Y), ou X et Y sont des

(D Ajouter une remarque ou une preuve de la réciproque forte : si le taux de transmission du code est
strictement supérieure a la capacité du canal, la probabilité d’erreur tend exponentiellement vite vers 1.
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variables aléatoires a valeurs dans A et B respectivement, liées par la relation
P(Y=0b|X=a)=p(b]|a),p(|-)désignant la probabilité de transmission du
canal C. Comme A et B sont finis, cette borne supérieure est réalisée par une loi;
si elle ne l'avait pas été, on aurait choisi une loi qui I'approche.)

La fonction de décodage g n'est pas aléatoire — ce serait absurde! — mais
est définie par la stratégie de la « correction typique ». Bien qu’elle ne soit pas
explicite, cette stratégie a 'avantage de permettre une évaluation relativement
simple de la probabilité d’erreur. Dans C" = A" X B", considérons I'ensemble
typique C!' adapté a un parametre ¢ > 0, tel que défini dans le théoréme 2.4.3 pour
I'entropie, et dans le paragraphe 2.4.5 pour I'information mutuelle. Par définition,
la fonction de décodage go appliquera un élément b € B" sur un élément m € M
tel que (fo(m), b) € C, s'il existe un tel élément et un seul, et appliquera b sur un
élément de M non précisé sinon.

Rappelons la définition de I'ensemble typique : pour a € A" et b € B", le couple
(a, b) appartient 2 C" si et seulement si P(X = a,Y = b) est de I'ordre de e "H(XY),
P(X = a) est de l'ordre de e ™X) et P(Y = b) est de I'ordre de e ™(¥); 1a
formulation précise de I'expression « de 'ordre de » fait bien stir intervenir ¢, mais
je ne I'explicite pas tout de suite. La notation P(X = a,Y = b) est un raccourci
pour la probabilité que le canal C regoive le mot de longueur n et transmette le
mot b :

PX=a4Y=b)=PX=a)P(Y=0b|X=a) :ﬁP(X:aj).
j=1

On choisit aussi aléatoirement le bloc qui est transmis, au moyen d’une variable
aléatoire W uniforme dans M, indépendante du code ®. Le mot transmis dans le
canal est X = f3 (W), celui qui est recu est Y, et le bloc décodé est W = g (Y).

Il s’agit pour commencer de montrer que la probabilité que W # W est petite.
On notera U la variable aléatoire qui vaut 1 lorsque W’ # W et 0 sinon; on a
P(W = W) = E(U).

Proposition (2.6.8). — Soit a > 0. Il existe ¢ > O tel que, dés que n est assez grand,
onaP(W £#W) < a.
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Démonstration. — Puisque P(W = m) = 1/Card(M) pour tout m € M, on a

P(W # W) = Z P(W=m)P(W =W | W=m)
meM

1 /4

_CaT(M)m;dP(W £ W | W =m).

Fixons un élément m € M et conditionnons la situation a W = m; on a erreur
lorsque, soit (fp(m),Y) n'appartient pas a C!' (évenement E; rappelons que X =
fo (W)), soit il existe m” # m tel que (fp(m’),Y) appartient a C! (événement E,,),
de sorte que

PW #W |W=m) <PE|W=m)+ Z P(E,y | W =m).
m’#m

Alors,

4 n 1 4 n
POW'# W) < P(XY) ¢ C+ s MZm,P((fam 1Y) € Gl X = fo(m).

Introduisons une variable aléatoire X’ a valeurs dans A", de méme loi que X
mais indépendante de X; par définition d'un canal sans mémoire, les variables
aléatoires X’ et Y sont indépendantes. Soit m” € M tel que m’ # m; la variable
aléatoire fo(m’) a méme loi que X et se comporte comme X', de sorte que que le
couple (fo(m’),Y) a méme loi que (X', Y). Ainsi,

1 / n
mﬂ;ﬂ/[’((,‘@(n’z ),Y) € C!'| X = fo(m))

< Card(M)P((X,Y) € C! | X = fy(m)),
de sorte que
P(W #W) <P((X,Y) ¢ CI) +P((X,)Y) € C}).

Définissons ¢(X), ¢(Y) et ¢(X,Y) comme dans le paragraphe 2.4.5; compte tenu
de l'interprétation statistique de I'entropie (théoréme 2.4.3) et de I'information
mutuelle le premier terme est donc majoré par (¢(X) + c(Y) + c(X,Y))/2ne?, et
le second est majoré par

Card(M)e_n(I(Xl’Yl))_3£ — |'enp‘|e—n(I(C)—3£) ~ "(P=1(C)+3e)

Comme p < I(C), il existe ¢ > 0 tel que p — I(C) + 3¢ < 0. Quand n tend
vers +00, la majoration que nous avons obtenue pour P(W’ # W) tend alors
vers 0; pour n assez grand, on a donc P(W # W) < a. O
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Corollaire (2.6.9). — Soit C un canal sans mémoire. Soit & > 0. Pour tout nombre
réel p < I(C) et tout entier n assez grand, il existe un code ® de longueur n adapté
au canal C dont le taux de transmission est au moins p et dont la probabilité d'erreur
moyenne Amoy(®) est inférieure a a.

Démonstration. — Choisissons n assez grand de sorte que P(W # W) < «
(proposition 2.6.8). En conditionnant sur tous les codes possibles, on a
1
PW #W)=—— Y PW W |f=1p).
(W' # W) Card({q)}); ( | =fo)
Par suite, il existe ® tel que P(W' # W | f = fp) < a. Par ailleurs, comme la
variable aléatoire W est indépendante de ® et uniforme dans M, on a

P(W'¢W|f=f@)=mZP(W’¢W|f=f¢,w:m>.
meM

Par définition, P(W # W | f = fo, W = m) = 4,,,(®), la probabilité d’erreur de
transmission lorsque le bloc m est transmis dans le canal C au moyen du code .
Ainsi,

Amoy(®) =P(W £ W | f =) < .
Enfin, le taux de transmission du code ® vérifie
log(Card(®)) S

() = )
n
ce qui conclut la démonstration du corollaire. O
Lemme (2.6.10). — Soit ® un code de longueur n adapté a un canal sans mémoire C.
Il existe un code &’ de méme longueur tel que
: log(2) :
f(0) > 7(0) - — Zimax(®) < 2oy (®).
Démonstration. — Soit M le domaine du code 9, soit f sa fonction de codage et g

sa fonction de décodage.

Soit M’ I'ensemble des éléments m € M tels que A, (®) < 2A10y(P). Appli-
quons 'inégalité de Markov (proposition 2.4.1) a la fonction m +— A,,,(®) sur I'uni-
vers M muni de la mesure de probabilité uniforme; son espérance est Ayqy ().
On a donc .
>
c’est-a-dire Card(M —M’) < % Card(M), soit encore Card(M’) > % Card(M).

P(An(®) > 2Amey (P)) <
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Soit f’: M” — A" la restriction a M’ de la fonction de codage f. On choisit une
fonction g’ : B" — M’ telle que g’(b) = g(b) si g(b) € M'. Alors, (f’,g’) estun
code @’ sur I'ensemble M” adapté au canal C. Pour m € M’, on a

Am(®) =P(g'(Y) # m | X =f'(m))
<P(g(Y) # m | X = fo(m))
= lm(q)) < 2Arnoy(q)))

donc Amax (®’) < 2Amoy(®). Enfin, le taux de transmission de ce code ¢’ vérifie

(¢') = log(Card(M)) S log(Card(M)) — log(2) > () - 10g(2).
n n n
O
2.6.11. Conclusion de la démonstration du théoreme 2.6.4. — Rappelons

qu’il s’agit de prouver qu’il existe, pour tout nombre réel p tel que p < I(C), tout
nombre réel « > 0 et tout entier n assez grand, un code de longueur n adapté au
canal C, de taux de transmission au moins p et de probabilité d’erreur maximale
au plus a. Soit p” un nombre réel tel que p < p’ < I(C). D’apres le corollaire 2.6.9, il
existe, pour tout entier n assez grand, un code ¢ de longueur n adapté au canal C,
de taux de transmission > p’ et de probabilité d’erreur moyenne < «/2. Soit ¢’
un code tel que construit dans le lemme 2.6.10. Son taux de transmission est
au moins égal a p’ — @, donc 7(®’) > p sin est assez grand, précisément, si
n > log(2)/(p’ —p), et sa probabilité d’erreur maximale est au plus «. Le théoréme

est ainsi démontré.
(2)

2.7. Exercices

Exercice (2.7.1). — On considére un code binaire sur un ensemble a deux éléments
tel que les deux mots codés sont 0 et O1.

a) S’agit-il d'un code préfixe?

b) Démontrer que ce code est uniquement décodable.

(Z)Ajouter une discussion 1) sur la méthode probabiliste; 2) sur les codes correcteurs d’erreur.
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Exercice (2.7.2). — Soit (X,,) un processus stationnaire prenant ses valeurs dans
un ensemble A fini. Pour tout entier n, on considere la variable aléatoire Y, =
(X4,...,X,) avaleurs dans A".

a) Lorsque de plus les X, sont indépendantes, rappeler quelle est la loi de Y,, et
son entropie.

b) Soit C,, un code sur A", a valeurs dans un alphabet de cardinal D, qui est
optimal relativement a la loi de Y,,. On pose

Ly = E(£(Cn(Y)))/n.

En appliquant le théoréme de Shannon a la variable Y,, démontrer que L,
converge vers le taux d’entropie du processus (X,,).

Exercice (2.7.3). — On considére l'alphabet A = {a,b, ¢, d, ¢, f, g} avec les proba-
bilités respectives :

a b C d e f g
049 0,26 0,12 0,04 0,04 0,03 0,02

a) Calculer I'entropie d'une variable aléatoire ayant une telle loi.

b) Construire un code par la méthode de Shannon (c’est-a-dire qu'un sym-
bole x € A est codé par un mot de longueur [—1log(p(x))], ou p(x) est sa proba-
bilité). Quelle est la longueur moyenne d’un tel code?

¢) Construire, par la méthode de Huffman, un code binaire optimal. Quelle est
sa longueur moyenne?

d) Coder le mot bagage.
e) Décoder le message 111110111101111011101.

Exercice (2.7.4). — On considére une variable aléatoire X sur un alphabet fini A,
de loi de probabilité p. Pour calculer un code binaire optimal relativement a cette
loi, on doit connaitre la loi p. Supposons qu'on n’en connaisse qu'une approxi-
mation ¢, qu'on utilise comme code C un code binaire C construit a la Shannon,
relativement a la loi q; en particulier, on a £(C(a)) = [—log,(q(a))].

a) On suppose que q est dyadique, c’est-a-dire que pour tout a, q(a) est de la
forme 1/2", pour un certain entier n. Démontrer que C est un code optimal
relativement a la loi g. Quelle est la longueur moyenne E(£(C(X))) d'un mot de
code?
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b) Dans le cas général, démontrer I'encadrement de cette longueur moyenne :
H(X) +D(p | ) <E(£(C(X))) <HX) +D(p [ 9) + 1.

Exercice (2.7.5). — On considére une variable aléatoire X a valeurs dans un
alphabet A = {a, b, ¢, d}. Dans le tableau suivant, on indique la loi de X, ainsi que
deux codes binaires sur cet alphabet.

X px codel codell

a 04 1 1
b 0,3 o1 10
c 0,2 oo1 100

d 0,1 ooo1 1000

Pour chacun de ces deux codes, répondez aux quatre questions suivantes :
a) S’agit-il d'un code préfixe? S’agit-il d'un code uniquement décodable?
b) On considére les deux variables aléatoires (2 valeurs vrai/faux) U = « X = a»

et V = «le premier symbole du mot de code est 1». Quelle est leur information
mutuelle I(U,V)?

¢) Quelle est la longueur moyenne d'un mot de code? Que dit le théoreme de
Shannon dans ce contexte?

d) Construire un code binaire optimal pour la variable aléatoire X. Quelle est la
longueur moyenne d'un mot de code?

Exercice (2.7.6). — a) Soit X une variable aléatoire bornée. Prouver que 'on a
P(X > a) < E(e™)e™ pour tous a € R ett > 0. (Inégalité de Chernoff)

Soit (X¢)1<k<n une suite indépendante de variables aléatoires, obéissant toutes
a laloi de Bernoulli de parameétre p. On pose S = (X; + - -+ + X,,) /n.

b) Pour t > 0, calculer E(¢').

¢) Calculer la divergence D(q | p) d’'une variable de Bernoulli de parameétre q
par rapport a une variable de Bernoulli de parametre p.

d) Soit g € [0; 1] tel que ¢ > p. Démontrer que 'on a P(S > ¢q) < ¢ "P(¢lD),
<

<
q) <

e) Soit g € [0; 1] tel que g < p. Démontrer que 'on a P(S e D(pla),

Exercice (2.77.77). — Soit d un entier > 3; on considére un canal avec bruit sans
mémoire C dont les alphabets sont tous deux égaux au groupe fini A = Z/dZ, avec
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probabilités de transmission p(a+ 1| a) =p(a—1]|a) =petp(a|a)=1-2p,
ou p est un nombre réel tel que 0 < p < 1/2.

Quelle est la capacité de ce canal ? Déterminer une loi d'une variable aléatoire X
sur A telle que [(C) = I(X,Y),ouP(Y=0b | X =a) = p(b | a).

Exercice (2.7.8). — Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 1. Calculer la capacité
du canal avec bruit sans mémoire de matrice de probabilités de transmission

b2
p 1-p/’

ainsi que les lois sur la source qui permettent d’atteindre cette capacité. Etudier
la variation de cette capacité avec p; interpréter en particulier les cas p = 1/2,

p=1p=0.

Exercice (2.7.9). — Soit C’ et C” des canaux. On suppose que l'alphabet d’entrée
de C” est égal a I'alphabet de sortie de C’ et on considére le canal C obtenu en
concaténant les deux canaux C’ puis C”.

a) Calculer la matrice de probabilités de transmissions de C en fonction de
celles de C’ et C”.

b) Démontrer que la capacité de transmission du canal C vérifie
I(C) < inf(I(C"), 1(C")).

¢) On « empile » ainsi une suite de n canaux symétriques binaires C de pa-
rametre p (C’est-a-dire que p(1 | 0) = p(0 | 1) = p). Démontrer que le ca-
nal C, obtenu se comporte comme un canal symétrique binaire de parametre
(1—(1-2p)")/2.Que se passe-t-il quand n — +oco. Comparer avec le théoréme
de Shannon.

Exercice (2.7.10). — Soit C’ et C” des canaux, d’alphabets d’entrée A’ et A”, et
d’alphabets de sortie B’ et B”. On considére le canal C = C’ X C” sur l'alphabet
d’entrée A = A’ X A” et I'alphabet de sortie B = B’ X B”, avec probabilités de
transmission
p((¥',0") | (a',a”)) = p(b' | a")p(b" | a”).

a) Soit X, X”,Y’,Y” des variables aléatoires a valeurs dans A’, A”, B’,B”; on
pose X = (X', X"”) et Y = (Y, Y”) et l'on suppose que I'on a X ~c Y. Démontrer
quelonaX ~c YetX” ~c» Y.

b) Démontrer aussi que l'ona X” Lx Y etY” Lx» X
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¢) Démontrer que la capacité du canal C est donnée par I(C) = I(C’) + I(C").
Préciser également une loi sur A qui réalise cette capacité.

Exercice (2.7.11). — Soit C’ et C” des canaux, d’alphabets d’entrée A’ et A”, et
d’alphabets de sortie B’ et B”. On suppose que les ensembles A’ et A” d’'une part,
B’ et B” d’autre part, sont disjoints, et 'on note A=A’ UA” et B=B"UB”.On
considere le canal C sur 'alphabet d’entrée A a valeurs dans l'alphabet B qui a
les probabilités de transmission : pc(b | a) = pc/(b | a) sia € A’ etb € B/, et
pc(b|a)=pcr(b|a)siae A" eth e B”.

a) Expliquer que p(b | a) =0sibe B eta e A”,ousibe B"etac A’

b) Démontrer que la capacité de C vérifie

€)= () | IC)
Pour quelles lois de probabilité sur A est-elle atteinte?

Exercice (2.7.12). — On considére un canal C sur des alphabets A et B, mais
tels que l'utilisation d'un symbole a € A ait un « cott» c(a) > 0. La fonction
capacité—cout de ce canal est définie par

I(C,y) = sup{I(X,Y); X ~c Yet E(c(X)) < y}.
a) Calculer cette fonction lorsque C est un canal symétrique binaire de para-
metre p.

b) Plus généralement, la calculer lorsque C est un canal sur l'alphabet {1, ..., d}
(de cardinal d) de matrice de probabilités de transmission

qp --- P
pq ... p
pp ... q
ou p est un nombre réel telque 0 < p < 1/(d—1)etq=1-(d - 1)p.

2.8. Solutions des exercices

Solution de lexercice (2.7.1. — a) Comme le mot o est préfixe du mot o1, ce n’est
pas un code préfixe.
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b) Soita = aj...ap et b = by ...b, des mots ayant méme code. Démontrons
qu’ils sont égaux par récurrence sur leur longueur. Sil'un des deux est vide, 'autre
aussi. Supposons donc qu'ils ne soient pas vides; on écrit alors a = aja’ etb = bV,
de sorte que le code de a est C(a;)C(a’) et celui de b est C(by)C(¥’). Sia; = by,
alors @’ et b’ ont méme code; par récurrence, @’ = b’ donc a = b. Supposons donc
a; # by et, pour fixer les idées, que le code de a; soit O tandis que celui de b,
est 01. On a dans ce cas 0C(a’) = 01C(b"), donc C(a’) = 1C(b’); cela signifie que
le code de a, débute par un 1, ce qui est absurde.

Une démonstration plus simple consisterait a lire les mots de droite a gauche.
Cela revient a considérer que les codes des deux symboles sont O et 10; ce code
renversé est un code préfixe, donc est uniquement décodable. Ainsi, le code initial
est uniquement décodable.

Solution de lexercice (2.7.2). — a) Par définition de I'indépendance, pour tout
(ai,...,a,) € A", ona

P(Y, = (ay,...,a,)) =P(X; =ay)...P(X, = ayp).

Comme le processus (X,,) est stationnaire, les X,, ont toute méme loi, celle de Xj,
etl'ona

P(Y, = (ay,...,a,)) =P(X; =ay)...P(X; = a,).
L'entropie de Y, est alors nH(X;).

b) Le théoreme de Shannon affirme que
HD(Yn) < E(f(cn(Yn))) < HD(Yn) + 1.

Autrement dit,
1

1 1

_HD(Yn) < Ln < _HD(Yn) + .

n n n
Quand n — +00, les membres de droite et de gauche de cette inégalité tendent
vers le taux d’entropie H(X) du processus (X,,). Par le théoréme d’encadrement,
on en déduit que L, converge vers ce taux d’entropie.

Solution de l'exercice (2.7.3). — a) 1l suffit d’appliquer la formule H(X) =
— Y. p(a)log(p(a)). Par exemple, en utilisant SageMath :

h2 = lambda p:-p*log(p,2)

H2 = lambda p: sum (map(h2,p))

p = [0.49, 0.26, 0.12, 0.04, 0.04, 0.03, 0.02]

L'entropie en base 2 de cette variable aléatoire est donc 2.01278966433342.
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b) On complete le tableau en indiquant la longueur d'un symbole tel que proposé
par la méthode de Shannon.

a b C d e f g
0,49 0,26 0,12 0,04 0,04 0,03 0,02

2 2 4 5 5 6 6

On ajoute ensuite successivement les entiers 27¢ et on isole ensuite la partie
convenable du développement binaire.

0. 00
0.01 01
0.10 1000

0.1001 10010
0.10011 10011
0.10100 101000
g 6 0.101001 101001

- 0 OO0 O 9o
AN U U NN

LS = lambda p:ceil(-ln(p)/1ln(2.0))
pS = list(map(lS,p))
LpS = sum (pSLil*p[i] for i in range(len(p)))

La longueur moyenne de ce code est donc 0,49 X 2 + 0,226 X 2 + --- =
2.68000000000000.

¢) La méthode de Huffman part du tableau de probabilités initial

a b C d e f g
0,49 0,26 0,12 0,04 0,04 0,03 0,02

et combine les deux lettres de probabilité minimale. Ce sont ici f et g, la somme
de leurs probabilités est 0,04, et on obtient :

a b C d e fg
0,49 0,26 0,12 0,04 0,04 0,05

On poursuit le processus : on combine maintenantd et e :

a b c de fg
0,49 0,26 0,12 0,08 0,05




130 CHAPITRE 2. CODAGE

Puis les groupes de et fg :

a b c defg
049 0,26 0,12 0,13

Ensuite le symbole c et le groupe defg :

a b cdefg
0,49 0,26 0,25

Puis le symbole b et le groupe cdefg :

a  bcdefg
049 0,51

A ce moment, on code a par 0, bedefg par 1; b par 10 et cdefg par 11; ¢ par 110
etdefgpar 111;depar 1110etfgpar1111;dpar11100etepar 11101,fpar 11110
et gpar 11111, d'ot le code et les longueurs :

a b C d e f g
0,49 0,26 0,12 0,04 004 003 0,02

0 10 110 11100 11101 11110 11111
1 2 3 5 5 5 5

Les commandes SageMath

pH = [1,2,3,5,5,5,5,5]
LpH = sum (pHLil*p[i] for i in range(len(p)))

calculent la longueur moyenne de ce code; on obtient 2.02000000000000.

Solution de l'exercice (2.7.4). — a) Si q(a) = 1/2" on alog,(q(a)) = —n et
£(C(a)) = n. Ainsi,
Ey(£(C(a) = > (~q(a) log,(4(a))) = Ha(g).

Compte tenu de I'inégalité de Shannon, le code C est optimal relativement a la
loi q. La longueur moyenne d'un mot de code est

E(£(C(X)) = ) p(a)£(C(a) = = > p(a) log,(q(a)).
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On devine une divergence D(p | q); introduisons donc log, (p(a)). Ainsi,

q(a
p(a

E(£(C(X)) == ) p(a)log, ( ;) — > p(a)log,(p(a) = D(p | q) + H(p).

La divergence D(p | q) de g par rapport a p mesure ainsi exactement combien la
longueur moyenne d'un mot de code dépasse dépasse la borne de Shannon.

b) On reprend le méme calcul en utilisant 'encadrement

~l0g,(4(a)) < £(C(a)) < 1 - log,((a)).
Ainsi,
B(£(C(X))) = > p(a)£(C(a) > = > p(a)log, q(a) = D(p | g) + H(p).

De méme,

B(£(C(X))) = > p(a)¢(C(a))
< > p(a)+D(p | q) +H(p) = 1+D(p | g) +H(p).

Comme ), p(a) = 1, il y a au mois un symbole pour lequel p(a) > 0; alors
¢(C(a)) < 1 —1log,(q(a)) et la majoration finale est stricte.

Solution de l'exercice (2.7.5). — a) Le code I est préfixe, mais pas le code II.

Les deux codes sont uniquement décodables. Pour le code I, c’est parce que c’est
un code préfixe. Pour le code I, on peut par exemple observer qu'’il est obtenu par
renversement a partir du code I; pour décoder un texte, il suffit de le renverser,
de le décoder avec le code I, et de renverser de nouveau le message obtenu.

b) Notons U et V ces deux variables aléatoires. Par définition,
I(U,V) =H(U) + H(V) -= H(U,V) = H(V) —= H(V | U).

On a P(U = vrai) = 04 et P(U = faux) = 0,6. Par suite, H(U) =
—0,410g(0,4) — 0,6log(0,6) ~ 0,971.

Considérons d’abord le code I. Dans ce cas, V = U puisque le mot de code
commence par 1 exactement quand la lettre est a. Alors, [(U, V) = H(U) = 0,971.

Considérons maintenant le code II. On a P(V = vrai) = 1:la variable V est
donc certaine, donc est indépendante de U si bien que I(U, V) = 0.
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¢) Les codes I et Il ont méme longueur. On a
E(¢/(C(X))) =P(X=a)t(C(a)) +---+P(X=d)¢(C(d))
=04-1+03-2+02-3+0,1-4
= 2.
Le théoreme de Shannon affirme que I'on a toujours E(£(C(X))) > H;(X) (entro-

pie de X en base 2), et qu'il existe un code de longueur moyenne au plus 1+ H,(X).
Or, I'entropie de X est égale a

H,(X) = —0,4log,(0,4) — - — 0,110g,(0,1) ~ 1,846.

La longueur moyenne trouvée est dans 'encadrement donné par le théoreme de
Shannon.

d) Construisons un code optimal a la Huffman pour la variable X. On part de
I'ensemble A = {a, b, c,d} et des probabilités données par le tableau

a b ¢ d
04 03 0,2 0,1

On combine d’abord les deux symboles c et d pour leur associer le symbole cd de
probabilité 0,3. On obtient donc le tableau

a b o
04 0,3 0,3

On combine ensuite les deux symboles b et cd pour leur associer le symbole cd
de probabilité 0,6. On obtient ainsi le tableau

a bcd
0,4 0,6

On parcourt ceci en sens inverse : on code a par o, bcd par 1. Puis b par 10 et cd
par 11. Puis ¢ par 110 et d par 111, d'ou le code

X px codelll

04 o
0,3 10
0,2 110
0,1 11

o o o e
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Sa longueur moyenne est
E(¢(C(X)))=04-1+03-24+0,2-3+0,1-3=1,9,
tres proche de I'entropie trouvée dans la question précédente.

Solution de l'exercice (2.7.6). — a) Comme la fonction exponentielle est strictement
croissante ett > 0, on a

P(X > a) = P(tX > ta) = P(eX > ¢'%) < E(¢X)e™™

en appliquant I'inégalité de Markov 2 la variable aléatoire ™.

Remarque : Le domaine d’application de I'inégalité de Chernoft est plus restreint
que celui de I'inégalité de Markov (qui n’exige que l'existence de 'espérance de S)
ou que celui de I'inégalité de Bienaymé-Tchebitcheff (qui demande I'existence de
la variance), mais elle fournit une information bien plus fine.

b) Pour k € {0,...,n},onaP(S =k/n) = (Z)pk(l — p)"* la probabilité que
parmi Xy, ..., X,, on obtienne exactement k fois la valeur 1.OnaP(S=x) =0
si x nest pas de cette forme. Ainsi,

B(e) = ) (Z)Pk(l = p)" et = (1= p) + pe™),

k=0
en appliquant la formule du binéme.

c)Ona

D(p|q) = qlog(f;) +(1—q)log (;%Z)
= qlog(q) + (1 —¢q) log(1 — q) — qlog(p) — (1 — q) log(1 - p).

d) On écrit E(e'S)e™ = f(t/n)", out

f(x) = (1= p) +pe*)e™ = (1 = p)e® + pe! 9%,

Siq > 1, la fonction f est strictement décroissante sur R, et tend vers 0 a
I'infini; on a donc inf, E(e®)e™™ = 0 dans ce cas. L'inégalité de Chernoff entraine
P(S > q) = 0, une évidence puisque S prend ses valeurs dans [0; 1]. Sig = 1,
on obtient une inégalité sans intérét P(S > 1) < p. Sig < 0, la fonction f est
strictement croissante sur R, d'ott inf,~¢ f(x) = 1, et 'on obtient P(S > q) < 1,
une inégalité également sans intérét.
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On suppose maintenant 0 < g < 1. La fonction f est de classe €, sa dérivée
est donnée par

f(x) =—(1=p)ge™®™ + p(1 - q)et! =9~

On en déduit que f est strictement décroissante sur |—oo; £] et strictement crois-
sante sur [£;4+oco[, ou £ est défini par

On a donc
f(&) = (1= p)+pe)e®
=(1-p)(1+ %q)pq(l -p) 711 =)
=(1-p)" g1 - )"
= exp(—D(q | p)).

Commegq > p,onal/p>1/q,puisl/p—1>1/q—1et(1-p)/p > (1—-9)/q;
autrement dit, £ > 0. Ainsi, I'inégalité de Chernoft s’applique et fournit

P(S > q) < E(e™%)e™™ = exp(-nD(q | p)).
Puisque ¢ > p,ona D(q | p) > 0 et cela fournit une décroissance exponentielle
de P(S > 9).

e) Posons X;e = 1—X}; cest une variable aléatoire de Bernoulli de parametre 1—p.
La suite (X7, ..., X}) est indépendante. Si S’ = (X| +---+X])/n,onaS =1-S§
et la question précédente entraine P(S" > 1 —q) < exp(-nD(1—¢q | 1 —p)). Par
conséquent,

P(S < q) < exp(-nD(1—q | 1-p)) =exp(—nD(q | p)).

Solution de l'exercice (2.7.7). — a) Un tel canal est symétrique. Pour tout a € A, on
a

H(Y | X =a) = -2plog(p) — (1 - 2p) log(1 - 2p).

Alors, la formule du cours donne

[(C) =log(d) + 2plog(p) + (1 —2p) log(1 — 2p).
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b) Soit X et Y des variables aléatoires a valeurs dans A telles que P(Y = b | X =
a) = p(b | a) pour tous a, b. Soitu = (u,) laloide A.Onal(X,Y) = H(Y)-H(X |
Y). Lexpression H(X | Y) est égalea —2plog(p) — (1—-2p) log(1—2p), tandis que
H(Y) est majoré par log(d), avec égalité si et seulement si la loi de Y est uniforme,
c’est-a-dire P(Y = b) = 1/d pour tout b. On a

P(Y =b) = (1 = 2p)up + pup-1 + pup+1.

Silaloi de X est elle-méme uniforme, on a u, = 1/d pour tout b, d'ou P(Y = b) =
1/d pour tout b, si bien que la loi de Y est uniforme. (Il peut y avoir des lois non
uniformes sur X qui rendent la loi de Y uniforme; c’est par exemple le cas sid = 8
etp=1/4)

Solution de l'exercice (2.7.8). — Soit X et Y des variables aléatoires liées par les
probabilités de transmission de ce canal :P(Y=0|X=0)=1etP(Y=0| X =
1) = p.Soitu = P(X =1); onadonc

PY=1)=PX=0P(Y=1|X=0)+PX=DP(Y=1|X=1)=u(l-p)

et
P(Y=0)=1-u(l-p).
Alors,
H(Y) = (1 —u(1 - p))) log(1 —u(1 - p)) —u(1l - p) log(u(1 - p))
tandis que
H(Y | X) =P(X=0)H(Y | X=0) +P(X = DH(Y | X = 1)
= (1 -u)-0+u(-plog(p) — (1 - p)log(1 - p))
= —uplog(p) —u(1 — p)log(1 - p).
Ainsi,

I(X,Y) = H(Y) — H(Y | X)
=—(1—-u(1-p)))log(l —u(l-p)) —u(l - p)log(u(l-p))
+uplog(p) +u(1 - p)log(l - p)
=—(1-u(1l-p)))log(1l —u(l - p)) —u(l - p)log(u) +uplog(p)
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Etudions cette fonction u — F(u) lorsque u varie. Pour simplifier, on suppose
pour le moment 0 < p < 1. On calcule

F'(u) = (1= p)log(1—u(l - p))+plog(p) — (1 - p)log(u)

(1= plog 5 = (1= )| + plog(p

ce qui prouve la fonction F” est strictement décroissante sur [0, 1]. On a aussi
F'(07) = 40 et F'(1) = log(p) < 0. Par suite, il existe un unique nombre réel
u, € ]0; 1] tel que F'(u) = 0; la fonction F est strictement croissante sur [0; up]
et strictement décroissante sur [u,; 0], et 'on a I(C) = F(u,, p). On peut en fait
calculer u, explicitement : on trouve

1 p
=(1-p)+ -
u (1= p) +exp( T

log(p)).

F(up, p)
0,74
0,6
0,5
0,4
0,3
0,21

0,1+

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 P

FIGURE 2.8.8.1. Graphe de la fonction F(u,, p)

On vérifie que la capacité du canal est décroissante avec p. Elle tend vers log(2)
en O (le canal tend vers un canal sans bruit!), et vers 0 en 1 (le canal ne transmet
que des 0).

Solution de l'exercice (2.7.9). — a) On suppose que les canaux C’ et C” sont indé-
pendants. Notons A I'alphabet d’entrée du canal C’, A’ son alphabet de sortie, qui
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est 'alphabet d’entrée du canal C”, et B I'alphabet de sortie de C”. Alors, pour
touta € Aettoutb € B,ona

pcla|b) = perlald)pen(a | b).

La matrice de probabilités de transmissions du canal C est le produit des matrices
de probabilités de transmissions des deux canaux C’ et C”.

b) Soit X,Z des variables aléatoires discretes a valeurs dans A, B telles que
X ~¢ Z. On introduit une variable aléatoire Y intermédiaire entre X et Z, le
résultat de X apres passage dans le canal C’, et qui fournira Z apres passage dans
le canal C”. On adonc X ~¢r YetY ~cr» Z. Par définition, I(X,Y) < I(C’) et
I(Y,Z) < I(C").

Le but est de majorer (X, Z). On remarque que X et Z sont conditionnellement
indépendantes relativement a Y : le canal sans mémoire C” recoit Y et renvoie Z;
connaitre X, la source du canal C’, n'apporte aucune information sur Z. D’apres
I'inégalité du traitement de données (th. 1.3.11), onadonc (X, Z) < I(X,Y) = I(C').
Comme on I'a vu dans la démonstration de ce théoréme, cette inégalité provient
des relations

I(X,(Y,2) =1(X,Z | Y) +I(X,Y) =I(X,Y | Z) + (X, Z),

de la nullité de [(X,Z | Y) (car X Ly Z) et de la positivité de [(X,Y | Z). Par
symétrie, on a aussi

I((X,Y),2) =I(X,Z|Y)+1(Y,Z) =1(Y,Z | X) + (X, 2),
ce qui entraine
I(X,2)=1(Y,Z2) - 1(Y,Z | X) < I(Y,Z).

En particulier, [(C) < inf(I(C’),[(C”)) : le canal C ne peut pas faire mieux que
ce que fait chacun des deux canaux C" et C”.

¢) Soit A la matrice de probabilités de transmission du code C :

A:(l_p P )
p 1-p

La matrice de probabilités de transmission du code C, est la puissance A" de A.
On démontre que A" est la matrice de probabilités de transmission d'un canal
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symétrique binaire de parametre p, = (1 — (1 —2p)")/2:0ona

On peut vérifier cela par récurrence, ou bien observer que A" est symétrique (c’est
la puissance d’'une matrice symétrique) et que PA"P = A", ou P = (9 ). Pour
calculer la valeur du nombre réel p,, on note que

det(A™) = det(A)" = (1 -p)* - p»)" = (1= 2p)" =1 - 2p,.

On adonc p, = (1 — (1 —2p)")/2, comme annoncé.

On suppose 0 < p < 1; quand n tend vers l'infini, on a (1 — 2p)" — O et
pn — 1/2.La capacité du canal C,, égale alog(2) —h(p,), tend donc vers log(2) —
h(1/2) = 0.

Solution de l'exercice (2.7.10). — a) Supposons que les variables aléatoires X =
(X', X")etY = (Y, Y”) sont lies par le canal C, c’est-a-dire telles que

P(Y = (V',b") | X=(a’,a")) = p(b" | &')p(b" | a”).
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Par conséquent,

P(Y =V |X =d)= Y P(Y=bY =b"|X=d)

b//eB//
— Z P(Xl — a/)—IP(Y/ — l’)/,Y” — b”,X, — a/)
b//eB//
=P(X' =d)"'x
X Z Z P(Y/ — b/, Y// — b//, X/ — a/’ X/I — a//
b//eB// a//eAlI
=P(X'=d)"" Y P(X'=d,X"=a")x
a//eAlI
% Z P(Y/ — b,, Y” = p” | X = a/’ X" = q”
b//eB//
=P(X'=d)" ) P(X' =d,X"=d")x
a//eA/l

X Z p(b/ | a/)p(b// | a//)
bl/eBl/
— P(X/ — a/)—l Z P(X/ — a’,X” — a//)p(b/ | a/)
aIIEA//

=p(t' | a).

Cela signifie que les variables aléatoires X’ et Y’ sont liées par le canal C/, et
I(X,Y') < I(C’). De méme, les variables aléatoires X" et Y” sont liées par le
canal C” et I(X”,Y") < I(C").
b) Intuitivement, connaissant Y’, la connaissance de X” ne fournit aucune
information concernant X’. De fait, pour a’ € A’, b’ € B"eta” € A”, ona
P(Y/ — b/, X" = " | X' = a/)
— P(X// - | X' = a/)P(Y/ — | X = a’,X" —a"
— P(X” — a// | X/ — a/) Z P(Y/ — b/,Y” — b// | Xl — a/’ X” — a//
b//eB//
— P(X// — a// | X/ — a/) Z p(b/ | a/)p(b// | a//)
b//eB//
— P(X// _— | X' = a')p(b’ | a/)
— P(X// — a//)P(Y/ — | X = a/),



140 CHAPITRE 2. CODAGE

ce qui prouve que Y’ et X” sont conditionnellement indépendantes relativement
a X’. La démonstration de l'autre indépendance conditionnelle est identique, par
symétrie.

¢) Remarquons que
I(X,Y) =I((X,X"), (Y,Y")) = H(Y,Y") - H(Y,Y" | X, X").
La formule
PY =b,Y'=b"|X =d,X"=d")=p" | d)p(b” | a”)

entraine que les variables Y’ et Y” sont conditionnellement indépendantes relati-
vement a X', X”; par suite,

HY,Y” | X, X”) =H(Y' | X, X") + HY" | X/, X").

Comme Y’ et X” sont conditionnellement indépendantes relativement a X’, on a
également

H(Y' | X, X") = H(Y, X" | X') - H(X" | X") = H(Y' | X').
De méme, on a
H(Y” | X, X") =HX" | X").
Ainsi,
I(X,Y) =HY,Y") -HY | X)) —H(Y" | X")

= H(Y') + H(Y") = I(Y/,Y") = H(Y' | X) - H(Y" | X")
=1(X,Y) +1(X",Y) - (Y, Y").

Le premier terme est majoré par I(C’), le second par I1(C”); le troisieme est
positif, et est nul si et seulement si Y’ et Y” sont indépendantes. Cela démontre que
I(X,Y) < I[(C")+I(C”), avec égalité si et seulement si Y’ et Y” sont indépendantes.
En particulier, I(C) < I(C’) + I(C").
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Supposons maintenant que X’ et X’ sont indépendantes et que leurs lois soient
telles que I(X’,Y’) = I(C’) et (X", Y"”) = I(C”). Alors, Y’ et Y” sont indépen-
dantes :

P(Y/ — b/’Y// — b//) — Z Z P(Xl — a/}x// — a//)x
a’eA’ a”’eA”

X P(Y/ — b,, Y// — b// | X/ — a/’ X// — a//
— Z Z P(X/ — a/)P(XN — a//)p(b/ | a/)p(b// | a//)

a’eA’ a”’eA”
= D PX =a)p(t' | @) ) P(X"=a")p(b" | ")
a’eA’ a”’eA”

= P(Y = b)P(Y’ = b").

Onadonc I(X,Y) = I(X,Y") + (X", Y"’) = I(C’) + [(C”). Cela démontre que la
capacité du canal C est égale a I(C’) + I(C”), et que la loi sur A” X A” produit des
lois sur A” et A” qui réalisent [(C’) et [(C”) réalise cette capacité.

Solution de l'exercice (2.7.11). — a) Soita € A” et b € B’. La somme des probabilités
conditionnelles pc(x | a) est égale a 1; on a donc

pcblay=1- > plxla)=1- > p(bla)- > pc(x]a).
x€B'UB"={b} x€B'={b} x€B”
Tous les termes pc(x | a) sont positifs ou nuls; par ailleurs, ) . cp» pc(x | a) = 1.
On obtient donc pc(b | a) < 0,dot pc(b | a) = 0.
Un raisonnement symétrique démontre que pc(b | a) =0sib € B” eta € A'.

b) Soit X, Y des variables aléatoires a valeurs dans A et B respectivement, liées
parle canal C: P(Y = b | X = a) = pc(b | a). Soit U la variable aléatoire
qui vaut 1 si X € A’et 0si X € A”. Lorsque U = 1, on a également Y € B’;
lorsque U = 0,onaY € B”. Posons p = P(U = 1). On calcule I(X,Y) par
conditionnement. Comme U est certaine conditionnellement a X ou Y, on a

[(X,Y) =H(X) + H(Y) - H(X,Y)
=H(X,U) + H(Y,U) - H(X, Y, U)
=H(U)+HX|U)+H(Y|U)-HX Y| U
=H(U) +I(X Y | U).
Par ailleurs,

I(X,Y|U)=P(U=0)I(X,Y|U=0)+PU=1DIXY|U=1).
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Une fois conditionné a 'évenement U = 0, le couple (X, Y) se comporte comme
un couple de variables aléatoires liées par le canal C’; on a donc I(X,Y | U =
0) < I(C”). Deméme, (X, Y | U =1) < I(C’). Par suite,

I(X,Y) < (1= p)(I(C") —log(1 - p) + p(I(C) —log(p)).

Notons f(p) le membre de droite de cette inégalité. C’est une fonction conti-
nue de p € [0; 1], strictement concave (car somme de la fonction strictement
concave h(p) et d'une fonction affine); elle vaut [(C”) en p =0 et I(C’) en p = 1.
Elle atteint son maximum en un unique point p € [0; 1]. Plus précisément, f est
dérivable sur I'intervalle ]0; 1] et sa dérivée est donnée par

f'(p) =1(C’) —log(p) — 1 -1(C") +1og(1 - p) +1
=1(C") = 1(C") —log(p) +log(1 - p).

La fonction p — —log(p) +log(1—p) est strictement décroissante, car sa dérivée,
donnée par p — —1/p — 1/(1 — p), est strictement négative. Par ailleurs, f’ tend
vers +oo en 0 et vers —oo en 1; il existe donc un unique nombre réel p tel que
f'(p) = 0; la fonction f est alors strictement croissante sur [0; p] et strictement
décroissante sur [p; 1], et 'on a sup(f) = f(p). La relation f’(p) = O entraine
log(1/p—1) =1(C”) = 1(C’), donc 1/p — 1 = €€ /£1(C) et

L(C)

P= 210 1 @)

1(C")

Pour simplifier les notations, posons y’ = ¢!(¢) et y” = ¢/(®"); on a alors

’

I(C') - log(p) = log(y") —log ( ) =log(y’ +7")

vy
et, par symétrie,
I(C") —log(1 - p) =log(y" +7").
Ainsi,
f(p) = p(I(C") —log(p)) + (1 = p)(I(C”) —log(1 - p))

= plog(y" +7") + (1 - p) log(y' +¢")

= log(y" +7").
On adonc [(X,Y) < log(y’ +y”), soit encore

JO) ¢ JC) ey
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Pour démontrer qu’il y a égalité, choisissons des variables aléatoires X’ et X”, a
valeurs dans A" et A” respectivement, qui réalisent les capacités I(C’) et I(C”) et
qui sont indépendantes. Soit U une variable de Bernoulli de parameétre p (c’est-a-
dire que P(U =1) = pet P(U =1) = 1 — p, indépendante du couple (X', X").
Définissons une variable aléatoire X par : X = X'siU = 1,et X = X" si U = 0;
définissons également Y de sorte que X ~¢ Y. Les calculs précédents démontrent
que I(X,Y) = f(p) = log(e'®) + ¢1€). Par suite, [(C) = log(e'(©) + £(C7) et
la loi de la variable X réalise cette capacité.

Solution de l'exercice (2.7.12). — a) On suppose que le symbole 0 a cott ¢y et que
le symbole 1 a cott ¢y ; par hypothése, ona p(1 ~ 0) = p(0 ~ 1) = p. Soit (X, Y)
un couple de variables aléatoires telles que X ~¢ Y. Notons u = P(X = 0) et
v =P(Y = 0); comme on a vu dans le calcul de la capacité d’'un canal symétrique
binaire, on a H(Y | X) = h(p). Onaaussiv = (1 - p)P(X=0) + pP(X =1) =
(1=p)u+p(l —u) =u+p—2up,de sorte que

I(X,Y) = h(u(1 = 2p) + p) — h(p),

expression quil faut maximiser. Pour simplifier, on suppose p < 1/2; la fonction
u — u(1—2p)+p estalors affine croissante, d'image [p; 1 — p] lorsque u € [0; 1],
et [(X,Y) est maximal lorsque u = 1/2, c’est-a-dire quand X est uniforme, et alors
Y est uniforme. Dans ce cas, on trouve [(X,Y) = 1 — h(p), la capacité du canal
symétrique binaire C.

Il faut cependant prendre en compte la condition de cott. On a E(¢(X)) =
uco+(1—u)cq, de sorte que la condition E(¢(X)) < y équivauta (co—cq)u < y—c;.

Siu = 1/2 satisfait cette condition, c’est-a-dire si (co+c¢1)/2 < y,alorsI(C, y) =
1 — h(p) pour y > (co + ¢1)/2. Cest notamment le cas lorsque cy, ¢; sont tous
deux < y.

A linverse, si y < sup(co, ¢1)1, aucune loi sur X ne convient : la condition de
colt ne peut pas étre satisfaite puisque le cott de chaque symbole est supérieur
au cott autorisé. La borne supérieure qui définit I(C, y) est prise dans R4, ce qui
donne I(C,y) = 0.

Supposons maintenant que (co + ¢1)/2 > y mais que inf(cg, ¢1) < y. Il y a deux
cas, suivant que ¢y < ¢y ou ¢y < ¢o. Supposons d’abord ¢y < ¢y. La condition
E(¢(X)) < ydevientu < (¢; —y)/(c1 — co), cette expression étant < 1/2 par
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hypothese. C'est la valeur de u pour laquelle I(X Y) est maximale. Cela donne

1(C,) = h(==L (1= p)+ L—=2p) ~ ().

1~ Co €1 —¢Co

Si cog > ¢y, la condition E(c(X)) < y devientu > (y — ¢1)/(co — ¢1), cette
expression étant > 1/2 par hypothese. C’est la valeur de u pour laquelle I(X, Y)
est maximale. Cela donne la méme formule pour I(C, y).

b) Les calculs sont tout a fait analogues. Par symétrie, on obtient

HY [ X) =h(q,p,..., p) = —qlog(q) = (d = 1)plog(p).
Siuj =P(X=j)etv;=P(Y=j),ona
vj=qP(X =j)+ ) pP(X=k) = quj + p(1 - )
ktj
de sorte que

d

d
H(Y) = - > vjlog(v) = > Alp+ (1 - dp)u)),

j=1 j=1

ol A(x) = —x log(x). On a ainsi la formule

d
I(X,Y) = H(Y) ~H(Y | X) = > A(p+ (1 —dp)u)) +qlog(q) + (d - 1)plog(p),
j=1

expression qui est maximale lorsque X est uniforme (u; = 1/d pour tout j), de
sorte que Y est encore uniforme, H(Y) = log(d), et

I(C) =log(d) + qlog(q) + (d — 1)plog(p).

Prenons maintenant en compte le cott des symboles. Si ¢; est le cotit du sym-
bole j, on a aussi

E(c(X)) =

M&

j=1

Dans le cas ou (Z , ¢j)/d < y,]asolution u; = 1/d est admissible et on obtient

I(C,y) = I(C).

Alinverse, si ¢j > y pour tout j, il n'y a pas de possibilité de respecter la condition
et on obtient I(C, y) =
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Reste a traiter le cas intermédiaire, quand inf(c;) < y < (X ¢;)/d, etilne semble
pas aisé de donner une formule explicite. La question revient a maximaliser une
fonction concave

d
(Uy...,uq) Z/l(p+ (1 -dp)uj)
j=1

sur le polytope convexe compact de R? défini par les relations

d d
Ug,...,ug =0, Zu] Zc]u]

j=1 j=1

On sait que ce maximum est atteint sur un sous-ensemble convexe et compact A de
ce polytope. On verra a posteriori qu'on peut négliger les conditions de positiver
sur les uj, et le théoreme des extrémas liés affirme que pour u € A, le vecteur
(1—=dp) (A (p+(1—=dp)uy),..., A" (p+(1—dp)ug)) est multiple du vecteur (1,..., 1)
si );cjuj < y, et est combinaison linéaire des vecteurs (1,...,1) et (cy,...,cq)
sinon. Le premier cas entraine que tous les u; sont égaux, puis que u; = 1/d pour
tout j, ce qui est impossible en raison de I'hypothese (3 ¢j)/d > y. Il existe donc
a,b € R tels que A’(u;j) = a + bcj pour tout j. Comme A’(x) = —1 — log(x), on
modifie les notations et on écrit

—log(p + (1 —dp)u;j) = a+ bc;.
Cela donne p + (1 — dp)u; = e™¢~" puis

I, e
uj = eaebc]_ P

1—dp 1—dp

Posons F(b) = Zle ¢, La condition Y} uj = 1 entraine
e “F(b) =1,
d’'ou

1 e—bC]‘ _ L
(1—dp)F(b) 1—dp

La condition }; cju; = y devient alors

1 —bc; P
. j = .
(1-dp)F(b) 2= dp 2.6

(2.8.12.1) uj =
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d’'ou

F'(b)

F(b)

On a posé y = (2. ¢j)/d, le cott qu'il faudrait autoriser pour utiliser la loi uni-
forme sur X. Il reste a observer que la fonction b — —F'(b)/F(b) est strictement
croissante : sa dérivée est (F> — FF”)/F?; le numérateur est

(e = (D e N e,

donc est positif d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz; il ne sannule que si

(2.8.12.2) (1—dp)y+dpy = -

les ¢; sont tous égaux, ce qui n'est pas le cas puisque inf(c;) < y < y. Quand
b — 0, —F(b)/F(b) tend vers (3. ¢;)/d =¥; quand b — +oco, —F'(b) /F(b) tend
vers inf(¢;). Comme inf(c;) < y < (1 —dp)y +dpy < 7, il existe un unique
nombre réel b € R} tel que I'équation (2.8.12.2) soit vérifiée. Les relations (2.8.12.1)
fournissent alors les u;.



CHAPITRE 3

ECHANTILLONAGE

Ce dernier chapitre aborde un autre aspect de I'ccuvre de Shannon en théorie
de I'information, le théoréme d’échantillonage qui garantit la possibilité de ne
conserver d'un signal que des valeurs successives, régulierement espacées, pourvu
que la fréquence d’échantillonage soit au moins le double des fréquences qui
« apparaissent » dans le signal.

C’est par la théorie des séries de Fourier et de la transformation de Fourier
quon donne un sens mathématique rigoureux a cette expression. De maniere
imagée, cette théorie est un miroir entre une présentation d’un signal selon le
temps (quelle amplitude a quel moment?) et une présentation selon les fréquences
(quels sons élémentaires ?). L'efficacité que procure la combinaison de ces deux
points de vue justifie I'importance de la théorie de Fourier dans tous les domaines
des mathématiques, aussi bien « purs » qu'« appliqués ».

Les séries de Fourier s’intéressent au signaux périodiques, qu'on peut recons-
truire en combinant des signaux de fréquences multiples de la fréquence fonda-
mentale. La transformation de Fourier traite le cas des signaux plus généraux; s’il
faudra faire ici 'hypothese que leur « énergie » est finie, la théorie des distributions
tempérées permettrait de s'en affranchir.

Sile cadre des deux premiers chapitres était celui de la théorie des probabilités,
celui de ce troisieme chapitre releve plutot de I'analyse. Pour ne pas présupposer
la connaissance de la théorie de Lebesgue (espaces Lf, etc.), nous avons fait le
choix de ne pas toujours donner des démonstrations completes.

Nous pouvons alors démontrer le théoreme d’échantillonage, ainsi que faire le
lien avec la formule de Poisson.

Un dernier paragraphe aborde le principe d'incertitude : un signal ne peut pas étre
simultanément trop localisé en temps et en fréquence. Fameux dans le contexte
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de la mécanique quantique, nous verrons que le principe d'incertitude s’'incarne
aussi en théorie de I'information.

3.1. Signaux continus et signaux discrets

Considérons un signal; ce peut étre le chant d'une artiste, représenté par
exemple par la pression d’air exercée au cours du temps sur un microphone,
ou un signal visuel, tel une image a photographier, alors représentée par la lu-
minosité émise par chaque point de la scéne. Echantillonner ce signal, cest le
mesurer a divers instants, ou a divers lieux, souvent régulierement espacés; cela
transforme ainsi un signal continu (une fonction du temps) en un signal discret
(une suite de valeurs). La question de I'échantillonnage est apparue tres tot en
théorie de la communication. Les ingénieurs l'ont par exemple utilisée deés le
milieu du x1x° siecle pour faire passer plusieurs signaux sur un méme canal. Elle
est aujourd’hui fondamentale pour le traitement numérique du signal puisque les
ordinateurs ne manipulent qu'une quantité finie d'information.

Dailleurs, les ordinateurs doivent faire plus qu’'échantillonner : ils doivent égale-
ment quantifier le signal c’est-a-dire transformer une valeur continue (la pression,
une tension électrique) en une valeur discréte, que 'on peut représenter sur 8 bits
ou 16 bits, par exemple...). Cest cette combinaison échantillonnage/quantifica-
tion, et la reconstruction ultérieure du signal, qui est au cceur de I'ingéniérie du
traitement du signal.

Comme l'indique son titre, nous nous contenterons dans ce chapitre de la
question de I"échantillonnage en démontrant que 1'on peut reconstruire un signal
échantillonné s'il ne contenait pas de fréquences supérieures a la moitié de la fréquence
d’échantillonnage. Dit autrement, si 'on échantillonne un signal a une fréquence
au moins deux fois supérieure a celles qu’il contient, on pourra le reconstruire
exactement, au moins théoriquement. Ce théoréme mathématique est le plus
souvent attribué a Shannon, car il apparait semble-t-il, pour la premiére fois
dans (1949). Cependant, Shannon y insiste que ce résultat était common
knowledge in the communication art; 'idée de 'échantillonnage a une fréquence
double était également bien connue de H. Nyquist. C’est pourquoi on trouve aussi
I'appellation théoréme de Nyquist-Shannon.

La preuve de ce théoréeme repose sur la théorie des séries et de la transformation
de Fourier qui permet de décomposer tout signal en une combinaison de signaux
trigonométriques « purs ». C’est aussi cette théorie qui fournira une définition
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précise de I'ensemble des fréquences qui apparaissent dans un signal donné — ce
sera le support de sa transformée de Fourier.

La considération d'un tel signal trigonométrique pur explique déja la nécessité
de I"échantillonnage a la fréquence de Nyquist. Si la fonction F définie par F(t) =
sin(wt) (de période 27 /w, de fréquence f = w/27) est échantillonnée a la fréquence
double w/7, on obtient les données F(nn/w) = sin(nr) = 0. On ne peut donc
distinguer le signal F du signal nul!

Nous pouvons aussi expliquer tout de suite la facon dont ce théoreme, appliqué
aux signaux sonores, intervient dans la vie de tous les jours.

Les sons simples que nous percevons, ceux d une voix chantée, d'un instrument
de musique, etc., ont une fréquence fondamentale f;, qui détermine la note (do,
ré,...) que nous attribuerons a ce son. Lorsque cette fréquence fondamentale est
doublée, nous entendons la « méme » note, a I'octave supérieur, et ce qui fait
la richesse de ces sons est qu’ils « contiennent » des harmoniques, c’est-a-dire
des fréquences multiples f, = 2fi, f3 = 3f,..., de la fréquence fondamentale.
C’est notre perception du son qui unifie toutes ces signaux en un son unique. Au
subtilités (fondamentales) des gammes pres, lorsque la fréquence fondamentale f;
correspond a un do, les harmoniques suivantes correspondent, f, = 2f; au do de
I'octave supérieur, f3 = 3f; au sol de cet octable, f4 = 4f; au do de 'octave encore
supérieur, puis f5 = 5f; au mi de cet octave et f¢ = 6f; au sol de cet octave, un
octave plus haut que la troisiéme harmonique f3 = 3f;. On devine la d'ot provient
I'impression de solidité que procure 'accord « parfait » (do-mi-sol, par exemple)
en harmonie classique.

Nous avons indiqué figure 3.1.0.1 le spectre des fréquences fondamentales (ar-
rondies au Hz le plus proche) de quelques instruments de musique. Elle ne tient
pas compte des harmoniques qui, nous I'avons dit, sont responsables de la nature
du son; disons que les 10 premieres harmoniques ont une importance. Cette figure
tient encore moins compte des fréquences anharmoniques qui existent également,
mais dans une proportion bien plus faible. (Dans certains instruments, tels les
toms d'une batterie, les fréquences anharmoniques sont tres présentes, si bien
qu'on peut difficilement leur attribuer une note, mais la facon dont I'instrument
est joué, la baguette utilisée par exemple, influe beaucoup sur le son et méme sur
sa hauteur.)

La perception des sons dépend ensuite du fonctionnement de notre oreille,
du tympan qui transforme les oscillations de la pression de 'air en vibrations
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piano 275 Hz 4186 Hz

saxophone soprano 233 Hz 1480 Hz
alto 139 Hz 831 Hz
ténor 104 Hz 659 Hz

baryton 6sHz 440 Hz

batterie — cymbales 200 Hz 10000 Hz
caisse claire 240 Hz 6000 Hz
toms 120 Hz 5000 Hz
grosse caisse 60 Hz 4000 Hz

VOIX — SOprano 260Hz 1047 Hz
ténor 123Hz 440 Hz
basse 82Hz 300Hz

violon 196 Hz 2794 Hz

FIGURE 3.1.0.1. Domaines de fréquences de quelques instruments de musique

mécaniques qu’il transmet a la cochlée, un petit os en forme de limagon rempli
d’'un liquide ot des milliers de cellules ciliées réagissent aux diverses fréquences
du son et les transforment en signal nerveux. Ainsi, I'oreille humaine est sensible
aux signaux de fréquences variant de 20 Hz a 20 ooo Hz; selon la page

(2005), des conditions idéales permettent d’observer une sensibilité plus large, de
12 Hz a 28 ooo Hz, et la partie ou l'audition est le plus efficace est entre 2 0oo et
5000 Hz.

En conclusion, pour les applications aux signaux sonores, on peut prendre pour
fréquence de Nyquist toute fréquence supérieure a 40 ooo Hz. Celle choisie par la
norme Audio-CD est 44,1 kHz permet donc, en théorie, de recréer tout le spectre
audible d'un signal. Si 'on se contente d'un signal de moindre qualité, on peut
bien stir échantillonner a une fréquence plus basse, par exemple 8 ooo Hz pour
des téléphones basiques ou le protocole VoIP (Voice over IP).

Pour terminer cette introduction technologique, rappelons qu’en plus d’étre
échantillonnés, les signaux doivent étre quantifiés. La norme Audio-CD, par
exemple, les code sur 16 bits (2 octets), d’'ou, en principe, pour un signal stéréo,
une quantité d'information de 176 kO par seconde. En fait, selon cette norme, 6
échantillons sont regroupés en un frame de 192 bits (24 octets), auquel s’ajoutent
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8 octets de code correcteur d’erreur et un octet de controle (subcode) ; finalement,
ce sont 33 octets pour 6 échantillons, d'ot une quantité d'information de 242 kO par
seconde. La durée d'un CD musical est ainsi de I'ordre d'une heure. L'utilisation
d’algorithmes de compression permet d'y stocker un signal plus long; c’est ainsi
que certains CDs contiennent, non pas, un signal comme décrit ci-dessus, mais
des fichiers compressés selon la norme MP3.

La plus grande partie de ce chapitre est consacrée a rappeler la théorie des séries
de Fourier et de la transformation de Fourier. Méme si ce sont deux exemples
d’une théorie qui les englobe, I'analyse harmonique sur les groupes abéliens loca-
lement compacts, la tradition pédagogique et leur importance pratique conduit a
les présenter successivement.

3.2. Série de Fourier d'une fonction périodique

3.2.1. — La théorie des séries de Fourier permet 'analyse fréquentielle des fonc-
tions périodiques. Elle repose sur I'observation qu'une fonction trigonométrique
t +— exp(iwt) est de période T si et seulement si w est un multiple entier de 27 /T,
et sur I'idée que « toute » fonction de période T est, en un sens qu'’il faudra préciser,
somme de telles fonctions trigonométriques.

La seule hypothese que doit vérifier une fonction f sur R pour que l'on puisse
envisager sa série de Fourier est d’étre localement intégrable au sens de la théorie
de Lebesgue, ce qui permettra de calculer son intégrale sur tout intervalle borné.
Un cadre plus restrictif, mais souvent suffisant, est celui des fonctions continues
par morceaux.

3.2.2. — Soit k un entier > 0. On dit qu'une fonction f définie sur un intervalle
compact [a, b] de R est de classe €% par morceaux s’il existe une suite finie crois-
sante (ag, ay, ..., a,) de nombres réels telle que ag = a, a, = b, et telle que pour
tout entier p € {1,...,n}, la fonction f soit de classe E* sur lay—1,a,[ et ait, ainsi
que toutes ses dérivées d’'ordres < k, une limite a droite en ap-1 et une limite a
gauche en a,.

Si f est définie sur un intervalle arbitraire de R, on dit qu'elle est de classe €*
par morceaux si c’est le cas de sa restriction a tout intervalle compact contenu
dans son intervalle de définition.
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Sif est une fonction de classe &* par morceaux, on notera abusivement f (%) 5a
dérivée k-ieme; elle est définie seulement presque partout, plus précisément sauf
sur un ensemble dont la trace sur tout intervalle compact est finie.

Lemme (3.2.3). — ) Soitf : [a;b] — C une fonction de classe &1 par morceaux
et continue. On a

b
/ﬂmm#@—m»

b) Soit u,v: [a; b] — C des fonctions de classe &1 par morceaux et continues. On
a la formule d’intégration par parties :

b b
/u'(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]Z—/ u(t)v'(t) dt.

Démonstration. — a) Soit (ay, ..., a,) une suite finie, croissante, telle que a = ay,
b = ay, et telle que f soit de classe €' sur chaque intervalle Jaj_, a[. Six et y
sont des éléments de |a_1, ai|[ tels que ap—; < x < y < ap,ona

Y
/fmm#w—m»

par la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral. Lorsqu’on fait
tendre x vers a_; par valeurs supérieures et y vers a, par valeurs inférieures,
f(x)tend versf(ap—1) etf(y) tendversf(ag), parce que f est continue. On obtient
alors

‘/Wmm#m%ﬂ%n

Finalement, on a

b n ag n
[roa=Y ["rada=Y (@ - @) =0 - fo.
a k=1 ¢ %-1 k=1

b) La preuve de la seconde formule est analogue. Plus simplement, on peut
observer que la fonction f définie par () = u(t)v(t) est également de classe &'
par morceaux et continue, et que l'on a f'(t) = u'(t)v(t) + u(t)v’(t) pour tout
t € [a; b], sauf pour un nombre fini d’exceptions. En appliquant la formule a) a
cette fonction f, on retrouve la formule b). O
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Définition (3.2.4). — Soit f : R — C une fonction localement intégrable, de pé-
riode T > 0. Ses coeflicients de Fourier sont les nombres complexes :

T
(3.2.4.1) an(f) = %/ f(t) cos(2mnt/T) dt,
0
T
(3.2.4.2) ba(f) = %‘/o f(t) sin(27nt/T) dt,
T
243 of) =1 [ FO T
pourn € Z.

Comme les fonctions intégrées sur de période T, on peut en fait intégrer sur
n'importe quel intervalle de longueur T; en particulier, il est parfois utile de
considérer l'intervalle [-T/2;T/2].

Ces coefficients ne sont pas indépendants. La parité de la fonction cosinus et
I'imparité de la fonction sinus entrainent que 'on a a_,(f) = a,(f) et b_,(f) =
—b,(f) pour tout entier n; en particulier, by(f) = 0. De méme, en décomposant
I'exponentielle complexe

e 2T = cos(27nt/T) — i sin(2rnt/T),

on obtient les formules

G24d) @) =5 =) et cnlf) = (@) +ibu(),

que l'on peut inverser en

(3-2'4-5) an(f) = Cn(f) + C—n(f) et bn(f) = i(cn(f) - C—n(f))-

Ainsi, dans la pratique, il suffira de travailler avec les coeflicients ¢, ; Ils sont
linéaires en f :

cn(Af) =Aen(f), cnl(f +8) = cn(f) +cn(g),

et de méme pour les coefficients a, et b,,.

Les fonctions cosinus et sinus sont a valeurs réelles, tandis que la conjugaison

—2irnt/T

complexe change e en ¢™/T_Par suite, on a aussi

a()=ai(f), b)) =ba(f),  calf) = c_alf).
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Notons f la fonction t > f(—t); elle est également de période T. En faisant le
changement de variables ' = —t dans 'intégrale qui définit ses coeflicients de
Fourier, on trouve

an(f) = an(f), bn(f) = =bu(f), Cn(f) = c_n(f).

En particulier, si f est paire (f = f), ses coefficients b, sont nuls, tandis que si f est
impaire (f = —f), ses coefficients a, sont nuls.

3.2.5. — Soit encore une fonction f, définie sur R, localement intégrable et de
période T. Sa série de Fourier est la série (illimitée dans les deux directions)

(3.2.5.1) Z cn(f)e?m /T,

nez

Sa série de Fourier « réelle » est la série
1 - .
(3.2.5.2) an(f) + Z (an(f) cos(2nnt/T) + b, (f) sin(27nt/T)).
n=1

Notons quelles dépendent de ¢ : ce ce sont des séries de fonctions. A ce stade 1a
du cours, on n'affirme pas encore que ces séries convergent, ce n'est d’ailleurs pas
toujours le cas, et encore moins qu’elles convergent vers f (t).

Pour tout entier n > 0, on notera

(3.25.3) Sa(N() = D, cp(Fe™ T,

p=—n

Sil'on exprime les coefficients ¢, en fonction de a, et b, on obtient I'égalité

G259 Su(f) = 500(0) + D (ap(F) cos(2pt/T) + by(f) sin(2rpt/T)),
p=1
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qui justifie la définition (3.2.5.2) de la série de Fourier réelle de la fonction f. En
effet, ona:

Su(F)(1) = co(f) + ) (cp(f)(cos(2mpt/T) + isin(27pt/T))
p=1

+ c_p(f)(cos(2mpt/T) - isin(2mpt/T)))

= Sao(f) + )" ((&p(F) + -y () cos2pt/T)
p=1

+i(cy(f) — c=p(f)) sin(27pt/T))
= %ao(f) + Z (ap(f) cos(2mpt/T) + by(f) sin(27t/T)).
p=1

Exemple (3.2.6). — On dit que f est un polynome trigonométrique si c’est une

2ipt/T autrement dit

combinaison linéaire (finie) de fonctions de la forme t + ¢
s'il existe un entier N > 0 et une famille (c,)_N<p<n de nombres complexes telle
que

N

f(t) — Z CpeZin’pt/T'

p=—N

En décomposant I'exponentielle en cosinus et sinus, cela revient aussi a I'existence
de deux familles (a,)o<p<n et (by)1<p<n de nombres complexes tels que

N
1
f(t) = 790 + Z a, cos(2mpt/T) + b, sin(2rpt/T),
p=1

les ap, b, et ¢, étant reliés par les formules ag = 2cq, a, = cp,+c_petb, = i(c,—c_p)
pour p € {1,...,N} dansun sens, et cy = %ao, Cp = %(ap—ibp) etc_p = %(ap—ibp)
pour p € {1,...,n} dans l'autre sens.

Ses coefficients de Fourier vérifient précisément ¢, (f) = ¢, si |n| < N, a,(f) =
a,si0 < n < N,b,(f) =b,sil < n <N, et tous ses autres coeflicients sont nuls.

2inpt|T

Pour le démontrer, il suffit, par linéarité, de traiter le cas ou f(t) = e . Dans

cecas,ona

L - 1T,
Cn(f) — T/ eZlTL’pt/Te—Zlﬂ'nt/T dt = T/ e217r(p—n)t/T dt.
0 0
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Lorsque n = p, on obtient

T
cp(f):%/o 1dt =1,

tandis que sin # p,on a

T
Ziﬂ(p—n)t/T] — 0.

0

T

en(f) = = [—m(p —

Les formules pour a,(f) et b,(f) s’en déduisent.
On observe alors que pour tout entier n tel que n > N, on a S,(f)(t) = f(t).

Exemple (3.2.7). — Supposons que f soit une fonction de classe €' sur R, de
période T. Dans ce cas, sa dérivée f” est une fonction continue, également de
période T, donc dispose de coefficients de Fourier. Montrons comment on peut,
par intégration par parties, les calculer en fonction de ceux de f. En effet, pour
tout entier n, on a

T
Cn(f,) — l/ f/(t)e—Zn’int/T dt
[f(t)e—Zmnt/T / f(t)( 27r1n/T)e_2mm/T dt

— 27[”1 1 / f(t) 27rmt/Tdt

2mn

(3.2.7.1) cn(f)

Pour les coefficients de Fourier a, et b,, on obtient alors

2mn 2Tn

(3.2.7.2) an(f) = ===bu(f) et bu(f) = ——an(f).

Ces formules valent, en fait, sous I'hypotheése un peu plus générale que f est de
classe &' par morceaux et continue, et se démontrent par le méme raisonnement,
grace a la formule d'intégration par parties pour les fonctions de classe &' par
morceaux et continues.
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3.3. Les principaux théorémes de la théorie des séries de Fourier

Proposition (3.3.1) (Relation de Bessel). — Soit f une fonction localement intégrable,
périodique de période T > 0. Pour tout entier n > 0, on a

n

T T
. /0 () = Su(N O dt = /0 FFde= ) le(NI

k=—n

Démonstration. — Pour démontrer cette relation, on calcule l'intégrale

T
1 [ =k

Pourt € R,ona

n

() = Su(AOP = If (1) = > cu(e™ /T

k=—n

= F(OSK(F) () = D f(Dce(He ™/

k=—n

_ Z f(_t)ck(f)eZinkt/T

k=—n

+ Z Ch (f)me,Zin(k—{’)t/T.

k,{=—n"

b . T
Intégrons cette relation sur l'intervalle [0; T]; on obtient que /0 If(t) —

S.(f)(t)|*> dt est la somme de quatre termes : le premier est fOT|f(t)|2 dt; le
second est

n T n n
Y ED [ et a= - Y G Ta) =T Y laP
k=—n

k=—n k=—n

Le troisieme est le conjugué du précédent, donc est également égal a
—T Yr__ lc(f)|%. Enfin, le dernier vaut

n

— T . n
D) e [ OOTa =1 Y japl
k=—n

k{=—n

T 5
puisque /0 e2mmt/T 4t = 0 sim # 0. Ainsi,

1 T 2d _ 1 Zd n 2
5/0 F(6) = SO dr = ZIfF O de = D la(pI

k=—n



158 CHAPITRE 3. ECHANTILLONAGE

comme il fallait démontrer. O

Corollaire (3.3.2) (Inégalité de Bessel). — Soit f une fonction localement intégrable,
de période T > 0.

Laol P + 2 lan P + Ba (D) = SJen( P < l/T|f<t)|2dt
4 2o " ' _neZn \TO .

On démontrera plus loin le théoreme de Parseval (théoréme 3.3.8) selon lequel
I'inégalité est en fait une égalité.
, 1 1
Démonstration. — On Zlao(f)l2 = leo(f)|? et 5(|an(f)|2+|bn(f)|2) = lea(H)I* +

lc_.(f)|? pour tout entier n > 1. Cela entraine I'égalité de gauche.
On déduit alors de la relation de Bessel I'inégalité

S IePF < SiroF a,

k=—n

valable pour tout entier n > 0. L'inégalité de Bessel s'en déduit en faisant tendre
n vers +co. O

Puisque le terme général d’une série convergente tend vers 0, on en déduit :

Corollaire (3.3.3). — Soit f une fonction localement intégrable, de période T > 0. On
alim, 0 cy(f) = 0.

Proposition (3.3.4). — Soit f une fonction continue, de période T > 0. Si tous les
coefficients de Fourier sont nuls, alors f = 0.

Démonstration. — Quitte a considérer la fonction t +— f(27t/T), on se rameéne
au cas ou T = 27. Raisonnons par 'absurde. Supposons que f ne soit pas nulle et
soitu € R tel que f(u) # 0; quitte a changer f en la fonction t — f(t —u)/f(u),
on suppose méme u = 0 et {(0) = 1. Comme f est continue, il existe des nombres
réelsm > 0 eth € [0; 7/2] tels que f(t) > m pour tout t € [u — h;u + h].

Pour tout entier n > 0, posons T, (t) = (1 + cos(t) — cos(h))"; en écrivant

.. 1 _
1+ cos(t) —cos(h) = (1 —cos(h)) + Ee” + Ee_”,

on représente T, (t) sous la forme d'un polynéme trigonométrique : il existe
des nombres réels my, pour k € {-n,1 —n,...,0,1,...,n}, tels que T, (t) =
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S mee' pour tout t € R. Alors,

ZNT”U)’[(’L) dt = Z mk‘[M eFf (1) dt = Z mp2mc_p(f) = 0.

k=—n k=—n
Pour t € [—h; h], on a cos(t) > cos(h), de sorte que 1 + cos(t) — cos(h) > 1
puis T, (t) > 1.Sit € [-h/2;h/2], on a méme

1+ cos(t) — cos(h) = 1+ cos(h/2) — cos(h) > 0.

En revanche, sit € [—7; 7] maist ¢ [—h;h], ona —1 < cos(t) < cos(h) donc
—1 < 1+ cos(t) —cos(h) < 1et|T,(t)] < 1.1l en résulte une inégalité

T h T
|/_7r T, (t)f (t) dt| > m/_h(l + cos(t) — cos(h))" dt — /_ﬂ If (¢)| dt
> mh(1 + cos(h/2) — cos(h))" — / If (t)] dt.

Cette expression tend vers +oo lorsque n tend vers +oo, alors que le membre de
gauche est nul. C’est une contradiction. O

Corollaire (3.3.5). — Soit f une fonction continue par morceaux, de période T > 0.
Si tous les coefficients de Fourier de f sont nuls, alors f = O sauf en un nombre fini de
points de [0; T].

Une variante de ce corollaire vaut lorsque f est seulement supposée localement
intégrable; la conclusion est alors que f est nulle presque partout.
Démonstration. — Soit g : R — R la fonction définie par g(t) = fot f(s) ds. Pour
teR,ona

t+T T
g04M) =g = [ f@ds= [0 ds=T-eo(f) =0

Ainsi, g est périodique, de période T; elle est également continue. Ses coeflicients
de Fourier sont donnés par

r(8) = 5on(f) = 0

sin € Z —{0}. Par conséquent, la fonction g* définie par g*(t) = g(t) — co(g),
est continue et tous ses coefficients de Fourier sont nuls. D’apres le théoréme
précédent, on a g* = 0, donc g est constante, puis nulle puisque g(0) = 0.

Etant définie comme I'intégrale de f, la fonction g en est « presque » une primi-
tive. Précisément, elle est dérivable en tout point t ol f est continue, de dérivée
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g’'(t) = f(t). Par suite, f est nulle en tout point ou elle est continue. Puisqu’elle
est continue par morceaux, seuls un nombre fini de points de [0; T] y échappent,
d’ot le corollaire. O

Corollaire (3.3.6). — Soit f une fonction continue; si la série de Fourier de f converge
uniformément vers une fonction g, alors f = g.

Démonstration. — Une limite uniforme de fonctions continues est continue; par
suite, g est continue. Démontrons que ¢,(g) = ¢, (f) pour tout n € Z. Pour tout
entier m > n, on a en effet

1 [T .
)= [ SaDO™ dr
T Jo
Puisque (S, (f))m converge uniformément vers g, on a donc

I . I .

d /0 Su(/) (e di — /0 g(De™ dt = ¢,(g).

Cela prouve que ¢,(f) = c,(g). Par suite, la fonction continue f — g vérifie
cn(f — g) = cu(f) — cn(g) = 0 pour tout n € Z. D’apres le théoréme, on a donc
f-g=0,doug=". O

Corollaire (3.3.7). — Soit f une fonction de classe €' par morceaux et continue, de
période T > 0. La série de Fourier de f converge uniformément vers f.

Démonstration. — Lorsque f est de classe &2 par morceaux et f, f’ sont continues,
on peut utiliser 'exemple 3.2.7 pour évaluer ses coefficients de Fourier : on a, pour
tout entier n € Z tel que n # 0,

2

() = ——enlf’) = ———ealf").

27in —472n?
Les coefficients de Fourier de f” sont bornés par sup(|f”|). Cela entraine I'exis-
tence d'un nombre réel A > 0 tel que |c,(f)| < A/n® pour tout entier n € Z={0}.
De cette majoration uniforme, et de la convergence de la série de Riemann )’ 1/n?,
on en déduit que la série de Fourier de f,
n
S(F) () = ) cr(fe™
k=—n

converge normalement, et en particulier uniformément. D’apres le corollaire pré-
cédent, sa limite est f.
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Lorsque f est seulement de classe &! par morceaux et continue, on raisonne
un peu différemment. Si n et m sont des entiers telsquen > m > 0,ett € R,ona

S (F) (1) = Sm () (D] = | Z ce(f)er ™|

m+1<|k|<n
< D el
m+1<|k|<n
T
< c(f)|——
2 a5
m+1<|k|<n
1/2 1/2
T ) 1
v DR A0S I DR
m+1<|k|<n m+1<|k|<n
1/2 o 1/2
T / 2 1
<o 2l (2D 5]
|k|>n k=1

ou l'on a utilisé I'inégalité de Cauchy—Schwarz. Puisque la série de terme général
|ck (f')|? converge (inégalité de Bessel), cette majoration garantit que la suite
(Su(f)) vérifie le critere de Cauchy pour la convergence uniforme. Elle converge
donc uniformément et, d’apres le corollaire précédent, sa limite est f. O

Théoréme (3.3.8) (Formule de Parseval). — Soit f une fonction continue par mor-
ceaux, de période T > 0. On a

T o0
1 [0 @ = JaoDP + 3 Y anDF + In()F) = Ylen PP
n=1 nez

En fait, la formule est valable également pour des fonctions qui ne sont pas
continues par morceaux mais seulement localement de carré intégrable au sens
de Lebesgue, ce qui suffit a définir a la fois le membre de gauche, et qui entraine
que l'on peut également définir ses coefficients de Fourier.

Compte tenu de la relation de Bessel, ce que démontre la formule de Parseval
c’est la limite

n—+oo T

1 (7 5
i _— - n d = :
lim /0 If (1) =S (H)(H)]|7dt =0

la série de Fourier de f converge « en moyenne quadratique » vers f.
La démonstration repose sur un énoncé d’approximation.
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Lemme (3.3.9). — Soit f une fonction continue par morceaux, de période T > 0. Pour
tout nombre réel ¢ tel que ¢ > 0, il existe une fonction g de classe €' par morceaux,
continue, de période T, telle que

T
= / F(1) — g(OPdr <.

Démonstration. — Soit & un nombre réel strictement positif qui sera choisi ulté-
rieurement.
Soit (ay, ..., a,) une suite strictement croissante de nombres réels telle que

ap = 0, a, = T, et telle que sur chaque intervalle ]a,_;; ar[, la fonction f soit
la restriction d’'une fonction continue f;, sur [a,_;; ar]. Comme cet intervalle
est fermé et borné, la fonction f; est uniformément continue et il existe un
nombre réel h > 0 tel que |fp(t) — fr(s)| < a si|t —s| < h. On considere
alors une subdivision de I'intervalle [a;_1; ar] en my, intervalles de longueur <
h:(bro, bri,- .., bem,)- Soit gr I'unique fonction continue sur [ag_; a] qui est
affine sur chaque sous-intervalle [bg,_1; b,], qui coincide avec f aux points

b1, ..., brp—1, avec %(fk(ak) + fre1(ar)) en a et avec %(fk(ak—l) + fr—1(ar-1))
en a_1, en adaptant ces formules pour k = 1 etk = n: g;(ag) = fi(ao) et
gn(an) = fu(ay). Soit M un majorant de |f|. Si t appartient a un intervalle de la
forme [bg,p—1, brp], 000 < p—1 < p < mp,onalge(t)—f(t)| < a.Sitappartienta
un intervalle de la forme [byo; br,1], ou a un intervalle de la forme [bg ,—1; brm, |,
on a seulement |f;(t) — f(t)| < M. Soit g 'unique fonction sur [0; T] telle que

g(t) = ge(t) sit € [ar-1;ar]. Ona
1/Tl (1) = f(H)|*dt < a* + Lo
— — <a’+= .
TJ, ¢ T

En choisissant 2 = /2 et h assez petit pour que h < Te/4M?, on obtient I'inégalité
voulue. O

Démonstration de l'égalité de Parseval. — Pour une fonction f, de période T, di-
sons continue par morceaux, notons

T
I, = (3 [ o a).

C’est une seminorme sur I'espace des fonctions périodiques de période T : elle
vérifie ||af ||, = |a| ||f||, pour tout a € C et toute fonction T-périodique f (homo-
généité), et ||f + g|| < |IfIl + |lgl| (inégalité triangulaire). Ce n’est pas tout a fait
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une norme car les fonctions continues par morceaux f qui sont nulles sauf en un
nombre fini de points (sur une période) vérifient ||f||, = 0, mais ce sont les seules.
Pour une telle fonction f, notons aussi

1/2
le(Hl, = (Z|ck<f>|2) .

keZ
Clest également une seminorme (homogénéité et inégalité triangulaire); si
llc(f)|l, = 0, alors cx(f) = 0 pour tout k € Z et cela entraine que f est nulle sauf
un nombre fini de points (sur une période).

L'inégalité de Bessel affirme que ||c(f)|l, < [|/f|l, pour toute fonction f, de
période T, continue par morceaux; la formule de Parseval précise que I'on a égalité :
llc(F)Il, = [If|l,- Nous allons la démontrer en approchant f par une fonction g de
classe &' par morceaux et continue. Soit ¢ un nombre réel strictement positif;
d’apreés le lemme 3.3.9, il existe une fonction g de classe €' par morceaux, continue,
telle que ||f — gl|, < ¢; I'inégalité triangulaire entraine alors

181l = NIfll, =

D’apres I'inégalité de Bessel, on a ||c(f — g)|l, < |If — gll, < ¢. Puisque ci(f) =
cr(f — g) + cr(g) pour tout entier k, on déduit de I'inégalité triangulaire que

eIy = lle(@ll; = lle(f = glly > lle(@l; =

Comme la suite de fonctions (S,,(g)) converge uniformément vers g, il existe
un entier N tel que |g(t) — S,,(g)(#)| < ¢ pour tout t € R et tout entier n tel que
> N. Pour de tels entiers n, on a donc

T 1/2
le=5:@l = (1 [ e s ar) <

et 'inégalité de Bessel entraine alors :
1 7
Y@ > 1 [ lgwra-2
T Jo
|k|<n
Faisant tendre n vers I'infini, on obtient
le(9)1I5 > liglls — &

Finalement,

Pl > el — ¢ > (Igl3 - ) > (Ul - 7 - )2,
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Lorsqu’on fait tendre ¢ vers 0, on obtient I'inégalité ||c(f)||, > |If|,, ce qui
conclut la démonstration de 1'égalité de Parseval. O

3.4. Convolution et théoreme de Dirichlet

On expose dans ce paragraphe une autre approche des séries de Fourier et de
leur convergence.

3.4.1. — Soit f une fonction continue par morceaux sur R. On note f* la fonction
définie sur R par la formule

(0 = 5 (F0) + ),

ou f(t*) et f(¢+7) désignent les limites a droite et a gauche de f en t. On dit que
c'est la régularisée de f au sens de Dirichlet.

Si I est un intervalle ouvert tel que f|; est continue, alors f* = f sur L. Par suite,
la trace de I'ensemble des points ou f et f* different rencontre tout intervalle
compact en un ensemble fini.

Théoréme (3.4.2). — Soit f : R — C une fonction de classe €' par morceaux, de
période T. Pour tout x € R, on a

Sn(f)(x) = [ (x).

3.4.3. — Lapreuve commence par récrire S, (f)(x) sous la forme d’'une intégrale.
En effet,on a

n

Su(f)(x) = D cp(fe /T

p=—n
(1 T . .
— Z (_/ f(t)e—Zmpt/T dt) eZmpx/T
p==n \ T Jo
Lt 1 rip(xi)/T
= — f(t) e“mP =D gy,
Posons ainsi, pour tout u € R,
R
_ - mipu/T |
(3.4.3.1) D,(u) = T Z e ;

p=—n
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la fonction D,, est un polynome trigonométrique qu'on appelle noyau de Dirichlet.
Par définition, on a

T
(3.432) $,()() = [ 0Dy (x=1) .

Le changement de variables t' = x — t et la périodicité de f et de D, permettent
de récrire

T/2

6433 Si(H(x) = /_Tf(x—u)Dn(u)du= / f(x — ) Dy (1) dt

~T/2

Lemme (3.4.4). — Soit n un entier naturel.
a) Ona foT D,(u)du = 1.
b) Soitu € R. Siu € TZ, on a D,(u) = 2n+ 1; sinon, on a
Isin(7(2n+ 1)u/T
D, (u) = - ( .( Ju/T)
T sin(wu/T)

Démonstration. — La premiere relation est immédiate. Démontrons la seconde.
On part de la définition de D, (u) :

n 2n

_ 1 2mipu/T _ 1 —2rinu/T 2mipu/T
D, (u) —fp;ne = e pzz(;e .

La somme qui apparait est la somme des (2n + 1) premiers termes d’une suite
géométrique de raison e2"™/T_Sju € TZ, ils sont tous égaux a 1, d'otu D, (u) =

2n + 1. Sinon, on a 2™/T £ 1, de sorte que
27i(2n+1)u/T
D (u) _ —27rmu/T1 —¢€ mi(2n+lu/
n - 1 — e27iu/T

e OUT(Digin(r(2n + 1)u/T))
e /T (—2i sin(piu/T)
3 , sin(7(2n + 1)u/T)
=T exp((-2n+ (2n+ 1) — 1)wiu/T) sin(mu/T)
_ 1sin(zr(2n+ Du/T)
T sin(wu/T)

—2minu/

Le lemme est ainsi démontré. O
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Dy (u)

PG

FIGURE 3.4.4.1. Graphe du noyau de Dirichlet (T = 27), pour 1 < n <7

3.4.5. — La représentation graphique du noyau de Dirichlet sur [-T/2;T/2]
montre que lorsque n grandit, il se concentre autour de 0 (modulo T). Jointe a
la premiere relation du lemme précédent, cette observation aurait pu étre la clé
de la démonstration du théoréme de Dirichlet si les changements de signe de D,

, . , 1 rT .
n’avaient pas comme conséquence que /0 |D,,(u)| du tende vers +co, bien que

T
% /0 D, (u) du soit constante, égale a 1.
Reprenons donc plutét la relation (3.4.3.3). Comme D,, est paire, on a

T/2 0 1 T2 1
/ D,(u)du = / D,(u) du = —/ D,(u)du = -,
0 -T/2 2 ~T/2 2

de sorte que

T/2

S(F) (%) — f*(x) = / f(x — Dy (1) dt

~T/2

0 T/2
[ fGaoDawdi - / F(x")Du (1) dt
0

~T/2

T/2
_ /O (f(x = £) = f(x7))Du(t) dt

0
+ / (F(x = 1) = f(x)Du(t) di

T/2

T/2
= [ (=0 =) + () =)D dr
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fl=t)—f(x7) . flx+t)=f(xT) _
n et n ont une limite

Comme f est de classe &' par morceausx,
quand f tend vers 0. Autrement dit, il existe une fonction continue g, sur [0; T/2]

telle que
(flx=1) = f(xD)) + (f(x +1) = f(x7)) = 18:(1)

pour tout t € [0; T/2]. On écrit alors

T/2 /
Su(f)(x) = f*(x) = /0 gx(t)m sin(7(2n + 1)t/T) dt.

La fonction définie par t + t/sin(7t/T) pour t € ]0;T/2] est continue, et a
une limite (T/7) en 0; elle se prolonge par continuité en une fonction continue
sur [0; T/2]. Alors, la fonction h, sur [0; T/2] définie par

t
hy(t) = gx(t)m

pour t € |0; T/2] se prolonge par continuité en O, et 'on a

T/2
(3.4.5.1) Sn(f)(x)—f*(X)=/O hy(t) sin(7(2n + 1)t/T) dt.

D’apres le lemme ci-dessous (lemme 3.4.6), le membre de droite de cette égalité
tend vers 0, on a donc

lim S, (f)(x) = f"(x),

et cela conclut la démonstration du théoréme de Dirichlet.

Lemme (3.4.6) (« Lemme de Riemann-Lebesgue »). — Soit h: R — C une fonc-
tion localement intégrable telle que /_ O;|h(t)| dt < +00.Ona:

+00

lim h(t)e ! dt = 0.

Ce lemme vaut en particulier pour toute fonction continue par morceaux qui
est nulle hors d'un intervalle compact de R. Nous allons dailleurs essentiellement
nous contenter de le prouver dans ce cas particulier.

Démonstration. — Pour alléger I'écriture, posons, pour toute fonction h qui est
localement intégrable et telle que f_ o:O|h(t)| dt < 40,

h(w) = /_ Ooh(t)e_i“t dt.

o0
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Supposons tout d’abord que & soit de classe €' sur un intervalle compact [a; b],
et nulle en dehors. Alors, on peut intégrer par parties dans la définition de E(w),
dou:
- i1 g ot .
h(w) = [h(t)—e_”’”] - — / W (t)e " dt.
W . wJa

Cette expression montre que l'on a
. b
Wh(w)] < [h(a)] + | (B)] + / (1)) dt,
a

si bien que |iz\(w)| = O(1/w). En particulier, lim.. il\(w) = 0.

Si h est seulement intégrable, cet argument ne suffit pas car la formule d'inté-
gration par parties ne sera pas valable. On peut, en revanche, I'approcher « en
moyenne » par une fonction en escalier, nulle hors d’un intervalle bornée. Expli-
quons comment faire lorsque h est continue par morceaux. Soit ¢ > 0; choisissons
des nombres réels a et b tels que a < b et tels que les deux intégrales

[mona, [Tl

Choisissons ensuite une suite finie croissante (ay,...,a,) telle que a = ag

soient inférieures a ¢.

et a, = b, et telle que pour tout k € {1,...,n}, la fonction h soit continue
sur |a—1, ap [ et ait une limite a droite en a;_1, et a gauche en a;. Notons hy, la fonc-
tion continue sur [a_1, a;] qui coincide avec h sur l'intervalle ouvert |a,_y, a|.
Elle est uniformément continue : il existe donc un nombre réel > O tel que pour
tous x, y € [ap-1, ar] tels que |x — y| < J, onait |hp(x) —h(y)| < ¢. Subdivisons
alors l'intervalle [ap_1, ar] en sous-intervalles de longueur < J et notons g la
fonction constante sur l'intérieur de chacun de ces intervalles et qui coincide
avec hy en leur milieu b, = (ai + ag—1)/2. Sur chacun de ces intervalles I, on a
|ge(x) — hp(x)| < ¢, donc l'intégrale sur I de |g;, — hy| est majorée par ¢£(I). Fina-
lement, /azfl |ge — he| < e(ar — ap—1). Soit g une fonction sur R qui, pour tout k,
coincide avec g, sur l'intervalle |ap_1, a[, et est nulle hors de l'intervalle [q; b].
C’est une fonction en escalier et 'on a

00 a b 00
/Ig—hI:/ +/ +/ lg—h| <e(2+b—a).
- —00 a b
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De cette inégalité, on déduit la majoration

(o]

3(w) ()| = | / (g(1) = h(D))e ™™ di] < / g —h()] di < e(2+b—a),

—00

pour tout w € R. Par ailleurs, on a

n ap »
3(0) = Zh(bk) / et gt
k=1 Te-1
1 < . .
- _ Z lh(bk) (e—la)(lk _ e—lwak,l)’
w
k=1

formule qui prouve que

lim g(w) =0.
wW— 00
En particulier, il existe W € R tel que [g(w)| < ¢ dés que w vérifie |w| > W.
Pour un tel w, on a donc |h(w)| < (3 + b — a). La démonstration du lemme de
Riemann-Lebesgue est ainsi terminée. O

Remarque (3.4.7). — Dans les cours de Licence, on apprend a « sommer » une
série en considérant ses sommes partielles, mais il y a de nombreuses autres
procédés. Deux d’entre eux, au moins, sont particulierement adaptés a la théorie
des séries de Fourier.

Pour tout nombre réel r tel que 0 < r < 1, posons

(e

(3.47.1) PAAx) = D alfyrleriT,

k:—OO

Comme les coefficients de Fourier de f sont bornés, le facteur supplémentaire rlkl
entraine une majoration des termes de cette série (infinie dans les deux sens) par
les termes d'une série géométrique, si bien que cette série converge normalement
et sa limite est une fonction continue de x. On peut exprimer P,(f) de facon
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analogue a la formule (3.4.3.3) :

o 1 [T .
PN = D 3 [ A0tk

k=—00

T (o]
:/ f(t)% Z r|k|627rik(x—t)/Tdt
0 k=—co

T
- [ rox e -oa
0

ou la fonction K,, noyau de Poisson, est défini par

o0

1 .
Ko(1) = =y M,

k=—c0

On peut, en fait, calculer précisément K, :

(ee) (ee)
Kr(t) — 1+ Z rkeZﬂflkt/T + Z rke—kat/T

reZm't/T re—Zm’t/T
=1+

1—1?

1 —2rcos(2nt/T) + r?

Cette formule permet de constater que le noyau de Poisson est positif et converge
uniformément vers O sur tout intervalle [J; T — J] lorsque r — 17; sa définition
montre aussi quil est pair et d'intégrale 1. Alors, un argument classique démontre
que K, (t)(x) converge vers la régularisée f*(x) de f en tout point x tel que f ait
des limites a droite et a gauche. Comme dans la preuve du théoréeme de Dirichlet,
on écrit en fait

T/2
P (f)(x) =" (x) =/O ((F(x =) = f(x7) + (fx +1) = f(x7))) K, (1) dt.

Soit ¢ un nombre réel > 0. Il existe un nombre réel 0 > 0 tel que si0 <t < J, on
ait [f(x —t) = f(x7)] < eet|f(x +1t) — f(x*)| < . Comme K, (t) est positif, la
partie de I'intégrale précédente pour t € [0; ] est majorée par

0 T/2
/ 2eK, (1) dt < 25/ K,(t)dt = e.
0 0
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Si M est un majorant de |f|, le reste de I'intégrale est majoré par

T/2
4M / K. (1) dt,
5

expression qui tend vers 0 quand r — 17 puisque K,(t) tend uniformément
vers O sur l'intervalle [J; T/2]. Ainsi, pour r assez proche de 1, cette intégrale est
majorée par ¢, et |P.(f)(x) — f*(x)| < 2e.

Un autre procédé consiste a introduire les moyennes, au sens de Cesaro, des
sommes partielles S, (f)(x), et de poser

(3.47.2) Tu(f)(x) = — Z Su(f) (x),

Posons

1 n
Fo(t) = —— ) Di(t);
(1) n+1; k(1)

cette fonction F,, est appelée noyau de Fejér et on déduit de I'équation (3.4.3.3) que
I'ona

T
To(f)(x) = /0 F(H)Fa(x — 1) dt.

Le noyau de Fejér est pair, T-périodique et d'intégrale 1, et un calcul explicite
prouve qu’il est positif. Une variante de I'argument précédent entraine que si f
a des limites a droite et & gauche en x, alors T,,(f)(x) converge vers sa régulari-

sée f*(x).

3.5. Transformation de Fourier

Nous passons maintenant a la « transformation de Fourier », c’'est-a-dire 'étude
fréquentielle des fonctions définies sur R.

3.51. — Soit f: R — C une fonction localement 1ntegrable telle que
f If (t)|dt < +oo. On définit alors sa transformée de Fourier f par la for-
mule

(3.5.1.1) f(y) = /_Oof(x)e_z”ixy dx.
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Exemple (3.5.2). — Soit W un nombre réel > 0 et soit f : R — C la fonction
définie par f(x) = 1 pour x € [-W; W], et par f(x) = 0 sinon. On a, pour y # O,

fy) = /_oo f(x)e 2™ dx = /_We—Zﬁixy dx

w
_ 1 J~2rixy W _ e MWy _ o2miWy _ sin(2ryW)
=2y W =27y Ty
= 2Wsinc(27yW),

ou la fonction sinc, usuellement appelée sinus cardinal, est définie par

(3.5.2.1) sinc(y) = sin(y)/y

pour y # 0, et sinc(0) = 1. Pour y = 0, on trouve ]?( y) = 2W, de sorte que cette
formule est encore valable.

sinc(u)

VIRV "

FIGURE 3.5.2.2. Graphe du sinus cardinal

3.5.3. — Les propriétés suivantes se déduisent immédiatement de la définition

de la transformée de Fourier. Soit f, g des fonctions localement intégrables de R
00 A

dans C telles que f_oo|f(x)| dx < 400, et de méme pour g.

a) Onf+g(y) =f(y) +g(») pour tout y € R.
b) Pour tout ¢ € C,onacf(y) = cf(y) pour tout y € R.
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c) Soita € R* et b € R; supposons que l'on ait g(x) = f(ax + b) pour tout
x € R. Alors, ag(ay) = ¢*™/%f(y) pour tout y € R. En effet,

g(y) = /_OO f(ax + b)e 2™V dx

= /oo f(ax + b)e—27ri(ax+b)(y/a)eZﬁib/a dx

1 . 0 .
— _627r1b/a/ f(x)e—me(y/a) dx
a —00

=~y fa)
a

d) Supposons que g(x) =f(x);alorsonag(y) = f(—y) pour tout y € R.

3.5.4. — Soitf une fonction localement intégrable de R dans C telle que f_ 0; If| <

0.

Ona f(y) < f_(: |f| pour tout y € Retlim,_, .« f(y) = 0 (lemme de Riemann-
Lebesgue, lemme 3.4.6). Par ailleurs, il découle des théoremes de continuité des
intégrales a parametre que la fonction fest continue.

Il y a plus généralement une sorte de « correspondance » entre propriétés de
décroissance pour f et propriétés de régularité pour fd’une part, et propriété de
régularité pour f et propriétés de décroissance pour f

a) Soit p un entier. Si la fonction x — x?f(x) est intégrable sur R, on déduit
des théoremes sur la dérivabilité des intégrales a parametres que fest p-fois
continiiment dérivable et que

f19) () = / T (2rix)Pf(x)e > dx = F((=2rix)F) ().

b) Supposons de plus que f soit de classe ! par morceaux, continue, et que
/_ O;| f’| < co. Dans ce cas, f a des limites en 0o, nécessairement nulles. On peut

alors intégrer par parties dans la définition de f” :

7= [ rwer
= [f(x)e )7 +/Oof(x)27riye_2my dx

= 27iyf ().
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Supposons plus généralement que f est de classe €7 par morceaux, que
f,.. .,f(p_l) sont continues, et que f_0;|f(k)| < oo pour k € {0,...,p}. Dans ce
cas, on a

[0 (y) = (27ip)F(y)
pour tout y € R.

On note §'(R) I'ensemble des fonctions de classe € de R dans R telles que
pour tout entier p et tout entier &, la fonction x — x?f®)(x) soit bornée sur R.
C’est un sous-espace vectoriel de 'espace des fonctions de R dans C qu'on appelle
classe de Schwartz. 1l est stable par multiplication par la fonction x, par dérivation
et, d’apres les calculs précédents, par transformation de Fourier.

Théoreme (3.5.5). — Soit f : R — C une fonction localement intégrable telle que
A O:o|f | < +o0.

a) Si la fonction fest intégrable sur R, on a la formule d'inversion de Fourier :
(= [ Ty

pour tout x € R. Autrement dit, f = f.
b) La fonction |f|* est intégrable sur R si et seulement si |f|* l'est. Dans ce cas, on
a la formule de Plancherel :

/_ F(0)] dx = / FoP dy.

Démonstration. — On ne va démontrer ce théoréme que sous 'hypothese que
f est de classe €' par morceaux, continue, et qu'elle est également a support
compact, c’est-a-dire qu'il existe un nombre réel T tel que f(x) = 0si |x| > T/2.
Soit fr la fonction de période T qui coincide avec f sur l'intervalle |-T/2; T/2].
Elle est €' par morceaux et continue. En particulier, elle est somme de sa série
de Fourier. Ses coefficients de Fourier vérifient :

i) =1 [ P pezmi g = L [ e = 1
T _T/2 T —00 T
Pour x € R tel que |x| < T/2, on a donc

() = fr(x) = 3 en(P T = = 3 Flnm)eene/

nez nez
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Le membre de droite est 'approximation de I'intégrale f_ O:O f( )€™ dy par
la méthode des rectangles, appliquée a des rectangles de largeur 1/T. Lorsque
T — +o0, cela fournit

f(x) = / F(5)@ ™ dy = f(~x),

pour tout x € R. Cela démontre la formule d'inversion.
La preuve de I'identité de Plancherel est analogue : on a

[ F(0)] dx = / Fr(oP da
=T ) len(fr)l?

nez

=T > [Fn/TP

nez

= = D [F/mP

qui est 'approximation de I'intégrale /_ O:O |f( 9)|? dy par laméthode des rectangles,
appliquée a des rectangles de largeur 1/T. Lorsque T — +o00, cela fournit

/_ F(P dx = / FOoOP dy,

Cela démontre la formule de Plancherel. O

Exemple (3.5.6). — Reprenons la fonction f de I'exemple 3.5.2, donnée f(x) = 1
six € [-W; W], etf(x) =0sinon;ona fR|f(x)|2 dx = 2W. On vu que sa trans-
formée de Fourier est la fonction g donnée par g(y) = 2Wsin(22Wy)/27Wy.
Par suite, le g(y)|*dy = 1. Autrement dit,

. 2
AW? / (—Sm(znwy )) dy = 2W.
R 27TW_)}

En choisissant W = 1/27, on obtient

/°° (sin(y))2 .
—00 Yy
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3.6. Le théoreme d’échantillonnage

Théoréme (3.6.1). — Soit f : R — C une fonction continue telle que x*f(x) soit
borné, lorsque x varie. Alors f est intégrable sur R, et on suppose qu'il existe un nombre
réel W tel que f( y) = 0 pour tout y € R tel que |y| > W. Alors, pour tout x € R,
on a la formule,

(3.6.1.1) f(x)= Z f(—) sinc(x — ﬁ)

n=—oo

Autrement dit, en échantillonnant le signal donné par f a la fréquence 2W, on
peut le reconstituer exactement!

3.6.2. — Selon (1949), I'idée que I'on puisse reconstruire un signal en
I'échantillonnant a une fréquence au moins double de la plus grande fréquence
intervenant dans un signal était bien connue des spécialistes de la théorie de la
communication — « common knowledge in the communication art ». Lapport de cet
article est ainsi de donnner une formule explicite pour cette reconstruction.

(1949) admet aussi que cette formule avait déja été démontrée, sous une forme
ou sous une autre, par divers mathématiciens; citons par exemple E. Whittaker
(1915), Oguro (1920), Kotel'nikov (1933). Il insiste cependant que c’est la premiére
fois qu’elle est explicitée dans le contexte de la théorie de la communication.

Cette histoire un peu balbutiante explique peut-étre pourquoi ce théoreme
d’échantillonnage est parfois dénommé théoréeme de Nyquist-Shannon.

3.6.3. Démonstration du théoréme d’échantillonnage. — Puisque f est
continue, intégrable, et que f est nulle en dehors de I'intervalle borné [-W; W],
on a la formule d’'inversion de Fourier

WA .
f(x) = / T dy,

En particulier, f est indéfiniment dérivable.
Soit ¢ la fonction de période W qui coincide avec f sur [-W; W]. Comme
f(W) = f(=W) = 0, elle est continue. Calculons ses coefficients de Fourier : pour
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neZ ona
Cn(qo) _ 1 /W¢(y)e—27finy/zw dy
2W J_w

1 © ;
— m/ f(y)e—ZWzny/ZW dy

1
= Sl (-n/2W).

Le développement en série de Fourier de ¢ est ainsi

0(y) = D calp)e?™m2W = ZLW D flnjaw)e2min 2V,

nez nez

Comme n?f(n/2W) est borné, cette série converge uniformément. On peut donc
la reporter dans la formule d'inversion de Fourier et intégrer terme a terme, ce
qui fournit, puisque f(y) = ¢(y) pour y € [-W; W] et f(y) = 0 sinon,

f(x) = L Z f(n/2W) / Wezm<x—n/2W)y q
S 2W W y

nez

= Z f(n/2W) sinc(x — n/2W),

nez

comme il fallait démontrer.

Proposition (3.6.4). — Soit f : R — C une fonction intégrable; on suppose que ]/‘\
est nulle hors d’un intervalle [—Wq; Wo]. Soit W un nombre réel tel que W > Wy et
soit Y : R — C une fonction nulle hors de [—W; W] et identiquement égale a 1 sur
lintervalle [-Wq; Wo]. Alors, pour tout x € R, on a

() = 50 > [0/ 2W)F(n/2W = x).

nez

C’est une formule analogue a la formule de reconstruction (3.6.1.1) que I'on
retrouve formellement en prenant W = Wy, et pour fonction v la fonction indi-
catrice de [-Wy; Wy ]. Toutefois, lorsque W > W, (il y a alors suréchantillonnage
par rapport a la fréquence de Nyquist 2Wy), on peut prendre pour ¥ une fonction
de classe €. Sa transformée de Fourier ¥ décroit alors rapidement a I'infini si
bien que la série donnée dans la proposition converge tres vite.
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Démonstration. — On note encore ¢ la fonction de période W qui coincide avec f
sur [-W; W]; elle est ! par morceaux et ses coeflicients de Fourier sont donnés
par

cn(@) =f(=n/2W)/2W,
comme dans la démonstration du théoreme 3.6.1. Pour tout y € R, on peut alors
écrire
f) =ev(),
puisque cette fgalité devient ]?( y) = f( YV(y)siy € [-W; W], égalité vraie car

v(y) = 1sif(y) # 0, et quelle se réduit a 0 = 0si y ¢ [—W; W]. Ainsi, en
écrivant ¢ comme la somme de sa série de Fourier, on a

F0) = 3 scf(n/aw)e 5y ),

nez

Appliquons maintenant la formule d'inversion de Fourier a cette égalité; on trouve

() = Y sl /2w [ ey )i dy,

nez

Cette derniere intégrale vaut ¥(—x + n/2W), d’ot1 la proposition. O

La démontration du théoréme d’échantillonnage est en fait tres proche de celle
d’'une formule importante en mathématiques, la formule sommatoire de Poisson.

Théoréme (3.6.5) (Formule de Poisson). — Soit f : R — C une fonction apparte-
nant a la classe de Schwartz. Alors, pour tout nombre réel a > 0, on a

(.65 > flam) == 3" fln/a)

meZ nez

Plus généralement, pour tout nombre réel a > 0O et tout nombre réel x, on a

(3.6.5.2) Z f(x+am) = é Z f(n/a)ezmnx/a,

meZ nez

L'hypotheése que f appartient a la classe de Schwartz est plus forte que nécessaire;
il suffit par exemple que f soit de classe €' et que f et f’ décroissent « assez vite » 2
I'infini, par exemple qu'il existe des nombres réels c, ¢’ tels que |f (x)| < ¢/(1+]x|?)
et |f'(x)] < ¢’/(1+ |x|?) pour tout x.
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Démonstration. — Considérons la série
F(x) = Z f(x +am).
meZ

La décroissance de f et de f’ entrainent que cette série converge uniformément,
de méme que sa dérivée terme a terme, lorsque x parcourt un intervalle borné.
La fonction F ainsi définie est ainsi de classe €' sur R; elle est aussi de période a.
Calculons ses coefficients de Fourier : pour tout n € Z, on a

1 [ . 1 ¢ .
cn(F) — _/ F(x)e—Zmnx/a dx = _/ Z f(x + ma)e—Zme/a dx.
4Jo aJo meZ

Par convergence uniforme de la série pour x € [0; a], on peut intervertir intégra-
tion et sommation, d’ou

1 a .
2(F) = — —217rnx/ad
cn(F) . E [) f(x +ma)e x

meZ

1 (m+1)a yin y
— —zlTn{(x—ma ad
> [ e .

meZ ¥ Ma

— l Z /(m+l)a f(x)e—Zin'nx/a dx
a m

meZ a

1 [ ;
— _/ f(x)e—Zmnx/a dx
aJ-«

=f(n/a).

Comme F est de classe €, elle est somme de sa série de Fourier, d’ot la relation :

> fGcram) == 3 Flnfapmnele

meZ nez

pour tout x € R. En prenant x = 0, on obtient 'autre relation. O

3.7. Principe d'incertitude en théorie de I'information

L'inégalité suivante est le prototype des principes d’incertitude.
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Proposition (3.7.1) (Inégalité de Heisenberg). — Soit f : R — C une fonction
localement intégrable telle que |f|?* soit intégrable. On a

0o ) 00 2
[ roras) ([ TR o ([ rwra)

En mécanique quantique, |f(x)|* représente la densité de probabilité de pré-
sence d’une particule, en fonction de la position x, de méme que |f()|* représente
la densité de probabilité d'une particule ayant la quantité de mouvement y. Si sa

position moyenne et sa quantité moyenne est nulle (le cas général est similaire), le
membre de gauche est le produit de la variance de la position par la variance de
la quantité de mouvement et I'inégalité de Heisenberg minore ce produit par une
constante (1/1672). On dit ainsi qu'on ne peut connaitre précisément la position
et la quantité de mouvement d'une particule, et c’est dans ce contexte de méca-
nique quantique que le physicien allemand (1927) avait énoncé (en
1927) cette inégalité d’incertitude. La démonstration de I'énoncé mathématique
est due a (1927), et celle que nous allons suivre est essentiellement celle
de (1950).

Démonstration. — On ne la démontre que pour f de classe €', continue et a
support compact. Par intégration par parties, on a

[ rcorar=- [ xapne ix

_ / X (P OF@ + FOF () dx

N

2 / =l (ONIF ()] d.

Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz : on obtient alors

o0 o0 1/2 o0 1/2
/_ |f<x)|2dx<z( / lezlf(x)lzdx) ( / If’(x)lzdx) |
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D’apres la formule de Plancherel, on a ensuite

/_ ()2 dx = / PP dy

- / 27y )1 dy

(o)

_ 4x? / YPFO)Pdy.

o0

En combinant ces inégalités, on obtient

( / :If(x)lzdx)z < [ Wlireolil s
<a( [biroras [ Cirera)
<4 ( / :lezlf(x)lzdx) (4n2 / :|y|2|?<y>|2dy)
< 1677 ( / :lezlf(x)lzdx) ( / :|y|2|f(y)|2dy),

ce qu’il fallait démontrer. O

3.7.2. — La suite de ce paragraphe est consacrée a des variantes du théoreme
d’incertitude dans le contexte de la théorie de I'information. Une motivation
peut étre le théoreme d’échantillonnage : il s'applique a des fonctions f dont la
transformée de Fourier est a support compact — autrement dit, des signaux dont
le spectre est localisé — et le principe d’incertitude affirme que de telles fonctions
ne peuvent pas étre a support compact : il est impossible pour un signal d’étre
localisé a la fois en temps et en fréquence. Plus généralement, on a la proposition
suivante.

Proposition (3.7.3). — Soit f : R — C une fonction intégrable sur R, non identique-
ment nulle. On suppose qu’il existe un nombre réel W > 0 tel que sa transformée de
Fourier s'annule hors de lintervalle [ —W; W]. Alors il n'existe pas d'intervalle [u; v],
ot u < v, sur lequel f soit identiquement nulle.

Démonstration. — On raisonne par contraposition en considérant une fonction f,
intégrable sur R, qui est identiquement nulle sur un tel intervalle [u; v] et dont



182 CHAPITRE 3. ECHANTILLONAGE

la transformée de Fourier est supportée par 'intervalle [-W; W] ; on va prouver
qu’en fait, f est identiquement nulle.
La formule d’inversion de Fourier donne, pour tout x € [u;v], on a

WA .
f(x) = / T ay =o

et de méme pour les dérivées de f :

%%
/ f(»)(2riy)Pe’™ dy = 0,
-W

pour tout entier p > 0. Reprenons alors la formule d’'inversion de Fourier pour
un nombre réel x quelconque :

WA . WA . |
f(x) = / f(y)ebnxy dy — / f(y)€27r1(x—u)y62muy d_))
-W —W

Développons 'exponentielle en série :

, 21
2ri(x—u)y _ - C NP (v \P
e = ZP!(Zmy) (x —u)?,
p=0
de sorte que
0 1 WA ‘
() =Y =0 [ F@ainre ™ ay o
=0 p! -W
Cela prouve que f est identiquement nulle. O
3.7.4. — Considérons une fonction f : R — C qui est intégrable, de sorte a

pouvoir parler de sa transformée de Fourier; supposons-la normalisée par

/_mlf(x)lzdx _ 1.

D’apres la formule de Parseval, on a également

/_ Fo)Pdy = 1.

Un theme important de la théorie de 'information consiste a isoler la partie du
signal représenté par f qui est située dans un intervalle [—a; a], et a poser

v = [ ek
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OnaU,(f) € [0; 1] et, en quelque sorte, U, (f) représente I'énergie du signal qui
est localisée dans l'intervalle de temps [—a; a]. De méme, on peut isoler la partie
du signal dont le spectre est situé dans un intervalle [—b; b] et on pose

b P
Vif) = / )Py

ainsi, on a Vi (f) € [0; 1] et Vi (f) représente I'énergie du signal représenté par f
qui est localisée dans l'intervalle de fréquences [—b; b]. D’apres la proposition
précédente, on ne peut pas avoir U, (f) = V,(f) = 1.

Théoréme (3.7.5) (Slepian, Landau, Pollak). — Il existe un nombre réel 6 > O tel
que pour toute fonction f € L,, on ait

arccos(\/U,(f)) + arccos(y/Vy(f)) = 6.

La démonstration requiert un peu plus d’analyse fonctionnelle que nous ne
voulons en mettre en ceuvre dans ce cours, et nous nous contentons d’en esquisser
les grandes lignes, en renvoyant aux articles (1961);

(1961) et au livre (2z016) — ot les lecteurs et lectrices
trouveront d’ailleurs d’autres applications a la théorie de I'information.

Notons L, I'espace des fonctions de R dans C qui sont de carré intégrable
(modulo fonctions nulles presque partout); il est muni du produit scalaire défini
par {f,g) = fR f(x)g(x) dx qui en fait un espace de Hilbert. On notera ||f||, =
AN, 1/2 1a norme correspondante, pour f € L,. On rappelle aussi I'inégalité de
Cauchy-Schwarz : [(f, )| < [l llgll

Soit A I'application linéaire de troncation en temps : pour toute fonction f,

A (x) = {g(x) si x| < a,

sinon.

Cette application linéaire est un projecteur (A o A = A) orthogonal (A* = A) et
son image est le sous-espace vectoriel fermé V des fonctions de L, qui sont nulles
(presque partout) hors de [—a; a].

De méme, soit B I'application linéaire de troncation en fréquence : pour toute
fonction f,

— fy) silyl<b,
B(f)(y)={];(y) nbls

sinon.
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Compte tenu de la formule d’inversion de Fourier, on a donc

bA .
B(f)(x) = / Fe .

C’est également un projecteur orthogonal, son image est le sous-espace vectoriel
fermé W de L, constitué des fonctions dont la transformée de Fourier est nulle
(presque partout) hors de [—b; b]. Ces fonctions sont trés particuliéres : grace au
fait que le domaine d'intégration est limité a I'intervalle [—b; b], on peut dériver
sous le signe somme dans la formule d'inversion de Fourier, de sorte que W est
formé de fonctions indéfiniment dérivables. De plus, si g € W, on a des inégalités,
pour tout k£ > 0,

b
200 = | / (2ri) BOIE dy] < (270 el

Proposition (3.7.6). — Ona ||[Bo Al < 1.

La norme ||B o A|| de I'application linéaire B o A est le plus petit nombre réel y
tel que ||B o A(f)|| < 7 |If|| pour tout f € L,. Comme A et B sont des projecteurs
orthogonaux, on a ||B o A(f)|| < [|A(f)|| < |If]l, de sorte que y < 1. Le point
crucial est que l'onay < 1.

Géométriquement, cela signifie que les sous-espaces V et W forment un angle
au moins arccos(y) > 0. Prenons en effet f € Vet g € W. Langle 6(f, g) que font
ces fonctions dans L, apparait dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Re((f,8)) = cos(8(f, ) lIf Il llgll -
Puisquef € Vet g € W,onaf = A(f) et g = B(g), de sorte que

(f,8) = (A(f), B(g)) = (B o A(f), &).

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a donc

Re({f, ) < K, &) < [(BoA(f), &) < [[BoA(R) gl <7Ifllllgll,

d’ou I'inégalité cos(0(f, g)) < y.

Comme premier pas, démontrons que I'angle 6(f, g) n’est jamais nul — de
maniere équivalente, on a VN W = 0. En effet, d’apres la proposition 3.7.3, seule
la fonction nulle est a support compact de méme que sa transformée de Fourier.

Du point de vue de la théorie du signal, cette inégalité ||B o A(f)|| < 1 se traduit
par le phénomeéne trés concret que si 'on applique successivement une troncation
en temps puis une troncation en fréquences — ce que l'on fait automatiquement
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lorsqu'on ne considére un signal que pendant une durée limitée puis qu'on n'en
percoit que certaines fréquences — I'énergie du signal obtenu n’est qu'une fraction
de celle du signal initial.

Démonstration. — Comme A(f) =f pourf € Vet ||A]| < 1,ona

IBOI

y =[[BoA| =sup IBlvIl-
rev  If
De maniere symétrique, on a également
1Al
y = sup = llAlwll-
geW ”g”

Soit g € W. Par inversion de Fourier, on a

b
20 = [T ay= [ Gy,

de sorte que

b ~ 2mix .
L gn(p)e™V dy  silx| < a,
A(g)(x) =177b

sinon.

Choisissons une suite (g,) de fonctions de W telles que ||g,|| = 1 et ||A(gn)|| —
7. On avu que les fonctions (g,) et leurs dérivées sont bornées dans tout intervalle
borné. On applique maintenant le théoréeme d’Ascoli en analyse fonctionnelle.
Il garantit que l'on peut extraire de la suite (g,) une sous-suite qui, sur tout
intervalle borné, converge uniformément ainsi que toutes ses dérivées. Notons g
la limite de cette suite. Supposons, pour simplifier les notations, que g, converge
uniformément, ainsi que ses dérivées, vers g sur tout intervalle borné.

Comme ||g,|| < 1,ona

a a
/ g(x)*dx = lim / gn(x)?dx < 1.
—a n—+oo —a

Par suite, ||g|| < 1; en particulier, g € L.

En fait, g appartient méme au sous-espace W. Considérons en effet une fonc-
tion h dans L;, nulle sur [—b; b]. On a donc hg,, = 0 pour tout n; compte tenu de
'égalité de Plancherel, on a donc

(h, gn) = (h,8n) = 0.

Si h est intégrable sur R, le théoreme de convergence dominée de Lebesgue
entraine que le membre de gauche tend vers (h, g). On en déduit que (h, g) =0,
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puis que (h,g) = 0. Les conditions sur h permettent d’en conclure que g est nulle
hors de [—b; b], ce qu’il fallait démontrer.
Comme g, converge uniformément vers g sur [—a;a], on a ||A(g)|| =
lim [|A(gn)l| = 7. Comme [|A(9)]| < 7 llg]l, on en déduit que [|g]| = 1.
Démontrons enfin que B o A(g) = yg. Soit h € W. Pour t € C, I'inégalité
IA(g + th)||> < v |lg + th|* sécrit

Re(t((Ag AR) = (g, 1)) < (IIyll B2 = IAG)II).

Pour t proche de 0, elle entraine I'égalité (A(g),A(h)) = y(g, h). On en déduit
que pour tout h € L, on a

0= (A(g) — 78 B(h)) = (Bo A(g) —yg h),

et donc que B o A(g) = yg.
Comme ||A(g)|| < 1,1égalité y = 1 entrainerait que ||A(g)|| = 1,dou A(g) = ¢
etg € V.Or,onavuque VN W = 0. ainsi, y < 1. O

Démonstration. — Soit f € L, tel que ||f|| = 1. Posons a = arccos(4/U,(f)) et
B = arccos(1/Vy(f)). Dire que ||A(f)||* = Uu(f) = cos®(a) signifie que I'angle
formé par les vecteurs f et A(f) (dans [0; 7/2]) est égal a «. De méme, 'angle
des vecteurs f et B(f) est égal a f8. Par suite, I'angle 6 formé par les vecteurs A(f)
et B(f) est au plus égal a  + f3.

D’autre part, cet angle 8 vérifie Re({A(f), B(f))) = cos(8) [|A(H)| IB()| <
Y IA(H) ] |IB(f)|], de sorte que & + 8 > 6 > arccos(y). Cela conclut la démonstra-
tion du théoréme. O

Remarque (3.7.7). — En fait, (1961) démontrent que I'inégalité
du théoréme (avec 6 = arccos(||B o Al|)) est une condition nécessaire et suffisante
pour l'existence de f € L, telle que ||f|| = 1 et U,(f), Vi(f) données dans [0; 1],
a deux exceptions pres : si U,(f) = 0, on ne peut avoir Vi (f) = 1, et si U,(f) =1,
on ne peut avoir V(f) = 0.

3.8. Exercices

Exercice (3.8.1). — Soit f une fonction 27-périodique qui vaut —1 sur |—7; 0] et
1 sur ]O; 7 |.

a) Calculer ses coefficients de Fourier.
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b) Appliquer le théoréme de Dirichlet en 0; en 7/2.

¢) Appliquer la formule de Parseval.
Exercice (3.8.2). — Soit f la fonction 27-périodique telle que f(t) = 7 — |t| pour
t e [-mm].

a) Calculer ses coefficients de Fourier.

b) Calculer les sommes des séries

[ee) o

i 1 Z 1 i 1 1
Gns 12 et Ont ¥ i
o 2n+1) “n - (2n+1) n

Exercice (3.8.3). — Soit f la fonction 27-périodique telle que f(t) = t(r — |t|)
pourt € [—m; 7].

a) Calculer ses coefficients de Fourier.

b) Calculer les sommes des séries

i (-1)" i 1 1
3’ 6’ 6"
- 2n+1) - 2n+1) i n
Exercice (3.8.4). — Soit a un nombre réel. Soit f une fonction 27-périodique
telle que f(t) = cos(at) pourt € |-m; 7|.
a) Calculer ses coefficients de Fourier.
b) Démontrer la formule, pour a ¢ Z,
1 2a
7 cotan(7wa) = — + .
a a? —n?
n=1
¢) Démontrer la formule
sin(7wa) = ma ]—[ (1 - F) :
n=1
Exercice (3.8.5). — Soit p un nombre réel non nul et soit { la fonction 27-

périodique telle que f(x) = e¢/* pour 0 < x < 27.

a) Calculer les coefficients de Fourier complexes de f.

(o]

b) Calculer Z

£ p? +n*
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Exercice (3.8.6). — Soit f, g des fonctions de période T, continues par morceaux.
On pose

T
fre =1 [ fOg-na

a) Démontrer que f * g est périodique de période T'; justifier qu’elle est continue.

b) Démontrer que les coefficients de Fourier de f * g vérifient

cn(f = g) = cn(f)en(g)

pour tout n € Z.

Exercice (3.8.7). — On propose dans cet exercice une autre démonstration de la
convergence de séries de Fourier, due a (1980) et (19824).

Soit f une fonction de R dans C, T-périodique, localement intégrable. Soit
ae€R.

a) On suppose que f est dérivable en a. Soit F la fonction définie par F(t) =
(f(t)=f(a))/ (e (t=0/T _1) Justifier que F se prolonge en une fonction continue,
T-périodique. Relier les coeflicients de Fourier de f a ceux de F.

b) Sous les hypotheses de la question précédente, en déduire que la série de
Fourier de f converge vers f(a) en c. Pouvez-vous donner des hypotheéses un peu
plus faibles que la dérivabilité en ¢ qui garantissent le méme résultat?

¢) Soit 0 un nombre réel tel que 0 < ¢ < T/2 et soit ¢ la fonction T-périodique
définie pourt € [a — T/2;a+T/2],par ¢(t) = —1sia—0 <t < a, ¢(t) =1
sia <t <a+d,ete(t) =0sinon. Calculer sa série de Fourier. Justifier qu’elle
converge vers O ent = a.

d) On suppose que f est €' par morceaux au voisinage de a. Démontrer que la
o . 1 -
série de Fourier de f en a converge vers 5(f(a”) +f(a")).

Exercice (3.8.8). — Pour x € R et pour tout entier n tel que n > 1, on pose
n
sin((2k — 1)x)
S = .
(%) ; 2k - 1

a) Démontrer que pour tout x € |0; 7[,onaS,(x) — 7/4.

b) Calculer la dérivée de S,. En déduire que les extrema relatifs de S,, sur [0; 7]
sont les my = S, (kw/2n), pour k entier tel que 0 < k < 2n, avec un maximum
local si k est impair et un minimum local si k est pair.

¢) Démontrer que m; > msz > - -+ > my|n/2)-1. En déduire que sup(S,) = m;.
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2 T
d) Démontrer que lim sup(S,) = — / sin(t)/t dt. En particulier, on a
n—+oo T

lim, sup(S,) > sup(lim, S,,). (Phénoméne de Gibbs)
Exercice (3.8.9). — Soit f : R — R la fonction définie par f(x) = ¢™ . Soit g sa
transformée de Fourier.

a) A l'aide de la formule f’(x) = —2rxf(x), démontrer que g est solution de
I'équation différentielle g’(y) = —27yg(y). En déduire qu’il existe ¢ € R tel que

g =cf.

b) Démontrer que ¢> = 1, puis que ¢ = 1. En déduire également que
/R e dx = 1.
Exercice (3.8.10). — On pose f(x) = eIl

a) Calculer sa transformée de Fourier.

b) Que donne la formule d’inversion de Fourier en 0? La vérifier directement.
L'égalité de Plancherel ?

Exercice (3.8.11). — Soit f la fonction de R dans R donnée par f(x) = sup(0, 1 —
|x1).
a) Calculer sa transformée de Fourier.

b) En déduire I'égalité
/ (sinc(7y))? dy = 1.

Exercice (3.8.12). — a) Soit f la fonction de R dans R définie par f(x) = 1 pour
x € [-1;1] et f(x) = O sinon. Calculer sa transformée de Fourier

b) Démontrer que I'intégrale suivante converge
0 [ s 2
sin(t
/ ( ( )) dt
0 t

¢) Démontrer que l'intégrale suivante converge

/O °° sint(t) p

et calculer sa valeur.(Ecrire l'intégrale entre O et T et intégrer par parties.)

et calculer sa valeur.
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3.9. Solutions des exercices

Solution de l'exercice (3.8.1. — L'énoncé ne définit pas la fonction f aux multiples
de 7; en fixant f(nr) = O pour tout n € Z, on la prolonge en une fonction
continue par morceaux définie sur R, 27-périodique et impaire. Ses coefficients
de Fourier en cosinus sont donc nuls; calculons ses coefficients de Fourier en
sinus. Pour tout n € N*, on a ainsi

ba(f) = %[ f(t) sin(nt) dt = %/0 f(t) sin(nt) dt

2 [T 2[ 1 "
= —/ sin(nt) dt = — [—— cos(nt)]
T Jo | n 0

2 0 si n est pair;
= — (1 —cos(nr)) = { P
™

4/7n  sinon.

a) La fonction f est de classe €' par morceaux; le théoréme de Dirichlet s’ap-
plique et affirme que pour tout t € R, la série de Fourier de f en t converge vers
la moyenne des limites de f a droite et a gauche en t.

Ent = 0, la limite a gauche de f est —1, sa limite a droite est 1; et la série de
Fourier est identiquement nulle cas sin(0) = 0. Le théoréme de Dirichlet fournit
donc I'égalité 0 = %(—1 +1)=0

La fonction f est continue en t = 7/2, de valeur 1. Par ailleurs, sin € N
est impair, on écrit n = 2p + 1, avec p € N; on a alors sin(nz/2) = (—1)? et
by(f) =4/mn =4/(2p + 1)7. Le théoréme de Dirichlet donne donc

°°(1>P
Z:; z

b) Le membre de gauche de la formule de Parseval est

1 271' 2 1 271'
— )| dt = — dt = 1.
27{/0 F(0)] 27{/0

Comme les coeflicients de Fourier a,(f) sont nuls, son membre de droite est

(o]

1 w 1 16
= ;wn(mz = 52; pTEPELE

p:

[\S)
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On obtient donc I'égalité
)

Z (2p+ 2~ ?

Solution de l'exercice (3.8.2). — a) La fonction f est continue, & par morceaux et
paire; on calcule ses coefficients en cosinus. Pour n € N, on a

an(f):%/_ f(t) cos(nt) dt:;/o (m —t) cos(nt) dt.

On integre par parties mais il faut faire le calcul pour n = 0 de fagon indépen-

ao(f) = %/Oﬂ(n —t)dt = % [m - %tzlo = .

Pour n # 0, il vient alors
Vs 2 T
+ —/ sin(nt) dt
0 m Jo

an(f) == [(n ~ 1)~ sin(n)

dantes. On a

= 2z [—l cos(nt)] '

™ n 0

sin est pair;

2 0
m(l — cos(nm)) = {4/7rn2

sinon.

b) Le théoréme de Dirichlet en t = 0 fournit

1 4 1
ﬂ:f(()):iﬁ'l';;m.

Par conséquent,
72

= 1
pzz(; (2p+1)2 8

On remarque la que la série S = } 7, — contient la précédente (somme des

2
n

termes d'indice impair), le reste étant la somme des termes d’indice pair. Sin = 2m,
ona 1/n? = 1/(4m?), de sorte que la somme des termes d’indice pair s'identifie

a S/4. Cela entraine la relation
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d’'ot1 3S/4 = 12 /8 puis

(0]

2 L=T

La troisieme série se calcule en apphquant la formule de Parseval a f. On a

d’abord
1 [r 1 [T 1[ 1 T2
—/ f(t)zdtz—/ (ﬂ—t)zdt:_ __(ﬂ_t)3 :7T_.
27 J-x T Jo m| 3 o 3

On a donc
d’ou

Enfin, la quatrieéme série, T, S 1dent1ﬁe, par le méme raisonnement que la se-
conde, a la troisieme plus 274T. Ainsi, ET =

U

p=0

Solution de l'exercice (3.8.3). — a) La fonction f est impaire; ses coefficients de
Fourier en cosinus sont donc nuls. Calculons ceux en sinus. Pour tout entier
n=1l,ona:

bn(f) = % /_ﬁ f(t) sin(nt) dt = %/0” t(m —t) sin(nt) dt.

Intégrons par parties; on obtient

b,(f) = % [—lt(n' —t) cos(nt)q ﬁ + iﬂ_ /K(ﬁ — 2t) cos(nt) dt
nm Jo
= nzﬂ [n(n — 2t) sm(nt) - nTzﬂ /0 (=2) sin(nt) dt
= f [ 21 cos(nt)r
n’m n 0

{O si n est pair;

8/n°r  sinon.
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b) La fonction f est €' par morceaux et continue. D’aprés le théoréme de
Dirichlet, sa série de Fourier converge vers f en tout point. Choisissons t = 7/2;
en écrivant un entier impair n sous la forme n = 2p + 1, on asin(nt) = (—1)f, de
sorte qu'on obtient

f(n/2) = (-DF,

|M8

(2p +1)37r
et finalement :

i (_1)11 ~ 71.3
L1 (2n+1)°> 32

Appliquons maintenant le théoréme de Parseval. On a donc

© 2 . )
;W—M bu(f)” = 64/ f(t)*dt = / (t(r —1)?)°

Calculons alors l'intégrale qui apparait :

/ t(n—t)*dt = / (7% — 278> +1%) dt
0 0

1 1 1
=r?. - -2r-—rt+ -1
3 4 5
1 1 1 1
==+ =—1
(3 2 5) 30
En fin de compte, on a
6

Z 1 _ T
L (2p+1)° 960

Pour calculer la somme S = 77, on procede comme dans les exercices

Ve 7 z n6 , e . . .
précédents, en séparant la somme des termes d'indices impairs et celle des termes
d’indices pairs. La contribution des premiers est 7#/960, ainsi qu’il vient d’étre

calculé; en posant n = 2m, on voit que celle des seconds est S/ 20 =8 /64. Ainsi,

63  n°
64 960
d’ou
64 I &

= —— T .
63 - 960 15-63 945
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Solution de l'exercice (3.8.4). — a) L'énoncé ne définit pas f en nm, pour n € Z,

mais si on la prolonge par f (n7) = cos(7a), on obtient une fonction continue, de

classe €' par morceaux, 2r-périodique et paire. Ses coefficients de Fourier en

sinus sont nuls; calculons ceux en cosinus. Le cas ou a = m € Z est évident : on

trouve a,(f) = 0 pour n # m et a,,(f) = 1. Supposons maintenant que a ¢ Z.
Pourn € N,on a

2 a 2 (7
an(f) = —/ f(t) cos(nt) dt = —/ cos(at) cos(nt) dt.
27 J_, T Jo
Pour évaluer cette intégrale, on «linéarise » le produit de cosinus :
1
cos(at) cos(nt) = 2 (cos((n+a)t) + cos((n—at)),

de sorte que

an(f) = % /Oﬂ cos((n+ a)t) dt + % /Oﬂ cos((n — a)t) dt.

Comme a n’est pas entier, on a

/Oﬂcos((n +a)t)dt = [nla

1
= sin((n+a)r)
n+a
sin(ma
= (ra) (-1)".
n+a
En appliquant cette formule pour a et —a, on trouve

an(f) = (- 1)n51n(7m) ( 1 1 )_ (-1 )nsm(na) 2a

sin((n + a)t)

0

n+a n- a?z —n?
b) La fonction f étant continue, €' par morceaux et 27-périodique le théoréme

de Dirichlet entraine I'égalité

2
a
n=1

cos(at) = —ao(f)+Z ay(f) cos(nt) = s1n(7ra) (a + i 2 — (= 1)" cos(nt) |,

pour tout t € [—7; 7]. Posons t = 7 et divisons les deux membres par sin(7a) /7.
Cela donne la relation

1 <« 2a
7 cot(ma) = _+Zﬁ
a a*-n

comme demandé.
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¢) En introduisant le développement limité log(1 — a?/n?) = O(1/n?), on
démontre que le produit infini du membre de droite converge vers un nombre réel
qui n’est nul que si a est pas entier, définit une fonction dérivable de a. De fait, la
dérivée logarithmique de la relation demandée est celle de la question précédente.
Cela entraine que la formule indiquée est vraie a un facteur multiplicatif pres sur
chaque intervalle de la forme |m; m + 1[. Lorsque a tend vers 0, le développement
limité sin(7a) ~ ma montre que I'on a I'égalité demandée sur |—1; 1[. En fait,
le membre de droite est une fonction 2-périodique de a. Plus précisément, les
calculs suivant montrent que lorsque a est changé en a + 1, le membre de droite
est changé en son opposé :

7r(a+1)ﬁ(1—(a:;—21)2)
n=1
= lim 7r(a+1)ﬁ I—CH-1 1+a+1
N—+0c0 o1 n n
N

-1 +1
= lim 7(a+1) (n —E) (n +f)
n
n=1

N—+o0 n n n
N n—1 a n+1 a
= lim 7(a+1)(—-a (1— ) (1+ )
N—+0c0 ( )( )B n n—1 n n+1
N-1 N+1
N+1 a a
= lim —-ma(a+1 (1——) (1+—)

0 N+1 a\~! a N a N a
SRS (RN [
Nin:oo ﬁaN( N N+1ln:1[ ng n
:—ﬂan(l—ﬁ)

n=1

Comme la fonction sin(7a) vérifie la méme équation fonctionnelle, on en déduit
I'égalité pour tout a € R.
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Solution de l'exercice (3.8.5). — a) Par définition, on a, pour tout entier n € Z,
1 2T . 1 2T .
c = — x)e ™ dx = — eP*e™ " dx
(=5 [ o =
2 2
— 1 p(P=imx g0 1 1 p(p=in)x
2r Jo 2r |p—in 0
eZﬁp -1 ( - ) 627rp -1
= =(p+in)—————,
2n(p — in) P 21 (p? + n?)

ou l'on a utilisé que p # in puisque p € R*.

b) La série de Fourier de f s’écrit S(f)(x) = Y, c,(f)e'™*. La fonction f est €'

2m

par morceaux; elle est continue sur |0; 27 [, tend vers 1 en 0" et vers ¢" en 277,

2m

et donc aussi vers e en 0”. On peut donc lui appliquer le théoréme de Dirichlet

en tout point :

N

SN(N(x) = ) ealf)e™ —— (f(x )+f(x").

n=—N

Quand x = 0, cela donne

27rp_1 1

2m(p? + nz) 2 7 ().

hm Z (p+in)————

Regroupons les termes symétriques d’'indices n et —n dans la somme de —N a N;
on obtient

27rp_1 N2(27rp_1)
SN (PO = 5 +Z%

2™ — 1 2p(e2”P -1) Z 1
27p 4 p?+n?

Sil'on pose S = Y°2, 1/(p* + n?), on trouve ainsi

1 1 P41
—+2p (S - —) = ne—l = 7 cotanh(7p).

p pz e2mp —
Pour finir,
1 1
§=— - o + g cotanh(7p).
p P
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Solution de l'exercice (3.8.0). — a) Comme g est T-périodique, on a

T
peaten =1 [ fgeeat-na=1% [ 0= ndi=pegeo

ce qui démontre que f * g est T-périodique. Justifions que f * g est continue. Soit G
une « primitive » de g, définie par G(x) = fox g(t) dt; comme g est continue par
morceauy, la fonction G est continue; elle admet méme des dérivées a droite et a
gauche en tout point. On traite d’abord le cas ou f est une fonction en escalier,
c’est-a-dire qu’on suppose qu’il existe une subdivision (t,...,t,) de [0; T] telle
que pour touti € {1,...,n}, larestriction de f a I'intervalle ouvert |t;_y; t;[ soit
une constante c;. Alors, on a

feg(x) = ch / g(x — 1) di = Zq(G(x—ti_o—G(x—ti)),

et cette formule indique que f * g est continue (et méme dérivable a droite et a
gauche en tout point). Dans le cas général, on utilise le fait que f étant continue
par morceaus, on peut I'approcher uniformément par une fonction en escalier f
Cela approche f * g uniformément par la fonction continue f * g, et on en déduit
que f * g est continue.

b) Soit n € Z. On écrit
1 ! —2imnx
f v =1 [ (™™ My
0

T, pT
(/ f(t)g(x —t) dt) e 2T gy
0

Le théoréme de Fubini permet d’échanger I'ordre d'intégration des variables et
d’écrire :

T
colf *8) = 5 /0 (F(gx = e/ d) ar.

Dans l'intégrale intérieure, t est fixe, de sorte qu’elle vaut

T
f(t)/O g(x — 1)e 2mmx/T gy

Faisons le changement de variables y = x — t; on obtient

f(t)/ g(y)e—Zinn(yH)/T dy — f(t)e—Ziﬂnt/T/ g(y)e—Zinny/T dy

x=T x=T



198 CHAPITRE 3. ECHANTILLONAGE

Dans cette expression apparait 'intégrale qui définit le coefficient de Fourier ¢, (g)
(3 un facteur T pres), mais sur 'intervalle [x — T; x| ; comme c’est une période,
cette intégrale vaut bien Tc¢,(g). On a donc

T .
feg) =1 [ FO oG dt = cu(fen(o)

Solution de 'exercice (3.8.7). — a) La fonction F est 27 continue en tout point ¢

tel que t — a n’est pas multiple de 27; Lorsque t converge vers a, F(t) converge

vers f'(a)/(2in/T) (régle de L'Hopital!), ce qui prouve que F se prolonge par

continuité. Soit 1 la fonction constante égale a 1 et ¢ la fonction donnée par

e(t) = e2™/T Larelation f(t) = f(a) + (e?7(=0/T _ 1)F(t) s’écrit alors
f=f(a)l+e /TR —F,

d’ou la relation

cn(F) = f(a)cn(1) + 727 e, (eF) — ¢, (F)
entre coeflicients de Fourier de f et de F. On note que
T T
1 “diznt)T 5, _ 1 2in(n=1)t/T 3, _
cn(eF) = e(t)F(t)e dt = F(t)e dt = ¢,_1(F).
T 0 T 0

D’autre part, ¢,(1) = 1 sin = 0et ¢, (1) = 0 sinon, soit ¢,(1) = J,, (indicateur de
Kronecker). Finalement,

cn(f) = F(@)8y + 2™ ey 4 (F) = cu(F).

b) En t = a, la série de Fourier s’écrit (on sommede M < 0aN > 0):

ZN: Cn(f)eZinnc/T = f(a) + i (e—Zina/Tcn_l(F) _ Cn(F)) eZiﬁnc/T
n=M =M
= f(a) + ZN: (Cn_l(F)eZiﬁ(n—l)a/T _ CH(F)eZiﬁnc/T)
n=M

= f(a) + CM-1 (F)eZiﬂ(M—l)a/T _ CN(F)eszC/T.

Comme F est continue, elle est intégrable et ses coefficients de Fourier tendent
vers 0 en +oo. Il en résulte que lorsque M — —oco et N — +o00, on a

N
Jim > (T = f(a).

N—+00 n=M
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La preuve irait de méme sous la simple hypothése que F est intégrable car cette
condition (nécessaire pour définir les coefficients de Fourier de F) entraine que
les coefficients de Fourier de F tendent vers 0. L'existence d'une dérivée a droite
et a gauche suffirait.

¢) On écrit

1 a+T/2 itn
g =g [ et
a-T/2

1 a . a+o .
— _ (_/ e—217rnt/T dt +/ e—217rnt/T dt)
T a-o a
1 o ¢ .
— ¢ 2irna/T (_/ e 2irnt /T dt+/ ¢ 2irnt /T dt)
T - 0

1, d
= —e_z”ma/TZi/ sin(27nt/T) dt.
T 0

En particulier, ¢o(¢) = 0. Sin # 0, on obtient alors

: o

2 ; T ,

cn(@) = %e‘z”ma/T [__271’11 cos(Zﬂnt/T)] = #e‘z”ma/T (1 —cos(27nd/T)).
0

Ent = g, la série de Fourier de ¢ devient

Z L(l — cos(2mno /T)).

n#0 h
Lorsqu’on la somme de facon symétrique, les termes d’'indice —n et n s"annulent.
Par suite, la série de Fourier de ¢ converge vers 0 ent = a. On observe que ¢
a des limites a droite ¢(a*) = 1 et a gauche ¢(a”) = —1 en a, et que 0 est leur
moyenne.

d) Considérons la fonction g donnée par g(t) = f(t) — %(f(a’L) —f(a))e(t).
Elle est encore de classe €' par morceaux; quand t tend vers a a droite ou a
gauche, elle tend vers %(f (a*) +f(a”)); prolongeons-la par continuité en a. On
peut alors appliquer le début de I'exercice a la fonction g, dont la série de Fourier
converge vers g(a) ent = a. La série de Fourier de f est celle de g plus celle de ¢
(multipliée par (f(a®) — f(a™))/2). D’apres la question précédente, elle converge
vers g(a) ent = a. Comme g(a) = %(f(a*) +f(a™)), cela conclut I'exercice.

Solution de l'exercice (3.8.8). — a) Considérons la fonction 27-périodique f telle
que f(0) =f(7) =0,f(x) =1pour0 < x <metf(x) =—-1pour -7 < x <O0.



200 CHAPITRE 3. ECHANTILLONAGE

Elle est impaire et de classe €' par morceaux. Sa série de Fourier en sinus est
donnée par

D ba(f) sin(nx),
n=1
ou

() = == / f(x) sin(nx) dx

2 w
= —/ sin(nx) dx
T Jo

= z [—l cos(nx)]

T n 0
4/mn  sin estimpair;
0 sinon.

Autrement dit, S, (x) estla (2n + 1)-ieme somme partielle de la série de Fourier
de 7f. Soit x € ]0;7[. Comme f est continue en x, le théoréme de Dirichlet
entraine que S, (x) converge vers %f (x) =4/~

b) Ona S, (x) = X;_, cos((2k — 1)x). Pour simplifier cette somme, on écrit
cos((2k — 1)x) = Re(¢/®*~1%) de sorte que S/, (x) est la partie réelle de

n 2inx
i2k-1)x _ ix® -1
E e =t —
e21x -1
k=1

comme on le voit en sommant n termes d’une suite géométrique de raison e*'* et

de premier terme ¢'*. Cette expression se simplifie en
€ (2isin(nx)) _ inx sin(nx)
ei*(2isin(x)) sin(x)

Par suite,
_ cos(nx)sin(nx) _ sin(2nx)

Sp(x) =

2ix

sin(x) ~ 2sin(x)
La formule ne vaut que si e*"* # 1, c’est-a-dire si x n’est pas un multiple entier
de 7; dans ce cas, on voit directement que S’ (x) = nsix = 0 (mod 27) et
S (x) =—-nsix =71 (mod 27).

Comme S, est 27-périodique et impaire, on étudie les variations sur [0; 7].
Pour x dans ]0; 7[, le dénominateur 2 sin(x) est strictement positif. En revanche,

sin(2nx) s‘annule en changeant de signe aux points x, tels que x, = kr/2n,
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pour k € {0,...,2n}. Elle est croissante sur [0; x1], décroissante sur [x;; x3],
croissante sur [x,; x3], etc.

Sn(x)

m/4

—r/4

FiGURE 3.9.8.1. Graphe de S, (x) pour1 < n <5

¢) Les variations de S, indiquent que S,, a un maximum local en chaque x,;_1,
pour k € {1;...;n}, de valeur myp_; = S,(x2.-1) = Sp((2k — 1)7/2n). Pour

démontrer les inégalités my > m3 > ..., on écrit, pour k € {1;...;n — 1},
X2k+1 X2b+1 ol
sin(2nx)
4
Mok—1=M2ks1 = Sp(X2k—1)—Sn(X2p+1) = —/ S, (x)dx = —/ Sein(x)
X2k-1 X2k—1 Sln(X)

Faisons le changement de variable x =t + x,, = t + kx/n; comme 2nx;, = 2k,
il vient sin(2nx) = sin(2nt) et

7121 sin(2nt)
Mok—1 — Mokt1 = — —— - dt
_x/2n 2sin(x)

7T/21’l 1 1
= in(2nt) |+ - dt,
/0 sin(2nt) ( 2sin(x’)  2sin(x)
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ou x" = —t + x;. Dans l'intervalle considéré, on a 2nt € [0; 7], de sorte que

sin(2nt) > 0. On a aussi
1
0 < wop—1 < & < X <& < Xgpyy < 3
si bien que 0 < sin(x”) < sin(x). On en déduit I'inégalité myp_1 > Mopy1.
d) On note les symétries f(7 — x) = f(x) et S,(7 — x) = S,(x) (car S, n'a
que des coeflicients d’ordre impair). D’apres la question précédente, le maximum
de S, sur [0; 7/2] est atteint en x1; sur [7/2; 7], il est alors atteint en x,,_;. Par

suite,
o /2 sin(2nx
sup(S,) = mi =8, = [ Sywar= [ T gy
0 0 sin(x)

Faisons le changement de variables t = 2nx; alors
Vi .
sin(t)
sup(S,) = ———dt.
P(Sn) /0 4nsin(t/2n)
Quand n tend vers I'infini, I'intégrande converge vers sin(t) /2t. La convergence
est méme uniforme, si bien que

n—+o0 2

1 [7sin(t
lim sup(S,) = —/ smt( ) dt ~ 0,926.
0

Le paradoxe, qu'on devine sur la figure 3.9.8.1 est que cette limite est strictement
plus grande que sup(f) = /4 ~ 0,785 — le rapport entre ces deux quantités est
~ 1,179. La fonction f n’étant pas continue; elle ne peut pas étre limite uniforme
de sa série de Fourier; il y a méme cette espece de débordement d’environ 9% de
I'amplitude de la discontinuité (ici, f (0%) — f(07) = n/22).

C’est un phénomene général. En effet, considérons une fonction u, disons de
classe €! par morceaux, 27-périodique, et supposons qu’elle est discontinue en
un point a. On peut alors I'écrire comme la somme dune fonction continue et
d’une combinaison linéaire de fonctions analogue a la fonction f de cet exercice
«placées » en chaque discontinuité, dont le role est de « supprimer » ladite dis-
continuité. En fait, la fonction f elle-méme ne suffit pas car elle a un saut non
seulement en 0, mais aussi en 7 et on considere plutot la fonction 27-périodique g
qui vérifie g(0) =0 et g(t) = 7 — t pour t € |0; 27|, mais son analyse est un peu
plus délicate. Quoi qu’il en soit, la série de Fourier de notre fonction initiale u
donne lieu a des débordements locaux en chaque discontinuité, d’environ 9% de
I'amplitude de la discontinuité.
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Ce phénomene a été découvert par WILBRAHAM en 18438, il porte aujourd’hui
le nom de phénomene de Gibbs, du nom du mathématicien qui I'a redécouvert en
1899. Je recommande l'article de (1979) pour une présentation
détaillée du phénomene et de 'histoire de sa découverte.

Du point de vue de la théorie du signal, il explique des phénomenes de « su-
roscillation », ou « surélévation » du signal rendu lorsque la source possede des
discontinuités.

Solution de l'exercice (3.8.9). — a) Par dérivation sous le signe somme, on a
g(y) = / —2imxf(x)e 2™V dx
R
= i/(—fo(x))e_Zi”y dx
R

— ’ —Ziﬂxyd

z/Rf(x)e x

i [f(x)e_2i”y]iooo —1 / f(x)(=2imy)e 2™ dx
R

= —27ry/f(x)e_2i”y dx
R

= —21y8(y)-

On peut également partir de la relation f'(x) = —27xf(x) et calculer la trans-
formée de Fourier des deux membres. Concernant le membre de gauche, on
sait

f'(») = 2inyf(y) = 2iryg(y),
tandis que pour la transformée de Fourier du membre de doite est égale a

—iF (=2inxf(x))(y) = =iF () () = —ig'(p).

On retrouve ainsi g'(y) = —27yg(y).
Cette équation diftérentielle se résoud en

.2
g(y) =ce ™,
ou ¢ est un nombre réel.

b) Appliquons la transformation de Fourier aux deux membres de 1'égalité

g = ¢f :1e membre de gauche fournit g(y) = ]?(x) = f(—x), tandis que le membre
de droite donne cf (x) = cg(x) = crf(x), d'ou I'égalité ¢* = 1.
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On a aussi /Rf(x) dx = g(0) = ¢f(0) = c. En particulier, ¢ > 0; ainsi, c = 1 et
/R e ™ dx = 1.

Solution de l'exercice (3.8.10). — a) Pour y € R, on a
f(y) = / e 1¥le 2Ty gy
=/ e—x(1+2i7ry) dx+/ e—x(1—2i7ry) dx
0 0
o
C142iry 1 -2iny
B 2
1+ 4m2y?

b) La formule d’'inversion de Fourier s’écrit

2 )
— —|x| — 2iTxy d
[ =e /R Trdnyrt

1—/00 2
S 144122 )

Comme la dérivée de arctan(2ry) est 27/ (1 + 47%y?), le membre de droite vaut

En particulier, pour x = 0,

bien

T -

2 2
Py [arctan(27y) ]|, = 7 (E - 7) =1.

Solution de l'exercice (3.8.11. — a) On a
%) 1
700 = [ e ax= [ = japee
—00 -1

1
= / (1 —x)2cos(27xy)dx.
0
Si y =0, on obtient

f(o):/olz(l—x)dsz
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Supposons y # 0; on integre alors par parties, d'ou
1

1 1
+ —/ sin(2rxy) dxx
Ty Jo

fly) = [(1 - x>% sin2xy)|

1 .2
1 1 1 —cos(2ry) sin*(7y)
= — [——cos(Zﬂy)] = - 2. > zy
Ty | 2my 0 2mey Ty
= (sinc(7y))>%

205

b) La fonction f est continue sur R, elle décroit en 1/y? a I'infini, donc est

intégrable. On peut donc appliquer le théoréeme d'inversion de Fourier :

r0=1= [ Fma,
d’'ou I'égalité demandée.

Solution de l'exercice (3.8.12). — a) Par définition, on a

)= [ fera= [ i gy

1

Si y = 0, on obtient f(O) = 2.Si y # 0, on obtient

) = = [,

=2imy
— 1 (e—2i7ry _ eZiﬂy)
=2iry
1 in(2
= —(-2isin(27y) = ZM.
=2y 2my

b) Apliquons la formule de Plancherel. On a d'une part

[:If(x)lzdx =[: dx=2,

et d’autre part,

o ® (sin 2 * [si 2
/_ |f<y>|2dy=4[ (%) dy=%/_ (”‘t(")) "

Par suite,

* (sin(t) 2 1 [ sin(t) 2 o
/O ( t )dt_E/_oo( " )dt_f'
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¢) La fonction t + sin(t)/t est continue sur R; on peut I'intégrer par parties
entre 0 et T, en prenant 1 — cos(t) pour primitive de sin(t).

T sin(¢t) _ |1 =cos(t) B T'1—cos()
/0 t dt = l—t ]0+/0 — dt

1 —cos(T) /T 2sin(t/2))
—+ ———Cdt
0

T t2
T .
R oI
0
_ 1 —cos(T) T/2 sin2(u))
= +‘/0 " du.

Lorsque T — +o00, le premier terme tend vers O et le deuxieme vers
fooo(sin(u) Ju)? du. Cela prouve la convergence de l'intégrale proposée et
démontre également que I'on a

Osin(t) [ (sin(r))’ @
/O t dt—/0 (t)dt_?
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aléatoire discrete, 11

INDEX

variable aléatoire
certaine, 12
de Bernoullj, 12
uniforme, 12

variable aléatoire discrete, 11

variance d'une variable aléatoire
discrete, 16
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