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INTRODUCTION 

Dans c e t  e x p o s 6  l e  l e c t e u r  t r o u v e r a  une  p a r t i e  d e s  m o t i v a t i o n s  de 

l ' i n t r o d u c t i o n  d e s  p o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s  p a r  Du V a l ,  comme " s i n g u l a r i t 6 s  

n ' a f f e c t a n t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d j o n c t i o n " .  L o r s q u e  l ' o n  a c h e r c h 6 ,  p o u r  l e s  

b e s o i n s  de l ' e x p n s ~ ,  ~ p r 6 c i s e r  l e  v o c a b l e  " c o n d i t i o n s  d ' a d j o n c t i o n " ,  on s ' e s t  

t r o u v 6  r amen6  t o u t  n a t u r e l l e m e n t  au th~me de l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  6 t u d i ~  

d a n s  deux  e x p o s 6 s  p r 6 c 6 d e n t s .  Dans l e  c a s  d e s  f a m i l l e s  de c o u r b e s  p l a n e s ,  

l a  s i t u a t i o n  e s t  c l a i r e  ( c f .  1 . 4 . 1 ,  1 . 4 . 1 . 1 ,  1 . 4 . 1 . 2  c i - d e s s o u s )  e t  l ' o n  a 6 t 6  

t e n t 6  de g 6 n 6 r a l i s e r  en d i m e n s i o n  s u p 6 r i e u r e ,  en i n t r o d u i s a n t  comme o b j e t  d ' 6 t u -  

de l e  " c o n d u c t e u r  d ' a d j o n c t i o n "  q u i  e s t  " l a  b o n n e "  g 6 n 6 r a l i s a t i o n  du c o n d u c t e u r  

aux  s i n g u l a r i t ~ s  i s o l ~ e s  d ' h y p e r s u r f a c e s  en d i m e n s i o n  > 1. C e p e n d a n t  on n ' a  p a s  

su  r 6 p o n d r e  aux  q u e s t i o n s  l e s  p l u s  s i m p l e s  e t  c ' e s t  a p r ~ s  l ' e x p o s 6  q u ' E l k i k  a 

donn6 l e  l i e n  a v e c  l a  t h ~ o r i e  de l a  d u a l i t ~  q u i  p e r m e t  de r@pondre  a c e s  q u e s -  

t t b n s ,  p a r  une  t e c h n i q u e  d ' a i l l e u r s  un peu r 6 m i n i s c e n t e  de c e l l e  de (R6s .  s i m .  I ) .  

Dans l a  s e c o n d e  p a r t i e ,  on t r o u v e r a  un p r o c 6 d 6  de c a l c u l  de l ' i d 6 a l  " c o n d u c t e u r  

d ' a d j o n c t i o n "  q u i  e s t  e x t r ~ m e m e n t  u t i l e  en p r a t i q u e .  Le p r i n c i p e  r e m o n t e  a un 

a r t i c l e  de Hodge [HI m a i s  on ne c o m p r e n d  b i e n  q u ' a  l a  l u m i e r e  d e s  t r a v a u x  r 6 -  

c e n t s  de K u s h n i r e n k o  ( [ K ] )  e t  V a r c h e n k o  ( ~ V ] ) .  ( D ' a i l l e u r s  i l  f a u t  s i g n a l e r  

q u ' h r n o l ' d  a v a i t  d 6 j a  a n n o n c 6  un t e l  r 6 s u l t a t  ( s a n s  d 6 m o n s t r a t i o n )  d a n s  ~hJ .  

1.  CERTAINES FORMES DIFFERENTIELLES SUR UN ESPACE ANALYTIQUE. 

1 . 1  Lemme ( P o i n c a r 6 )  : S o i e n t  X un e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r 6 d u i t  de d i -  

m e n s i o n  p u r e  n ,  e t  w une  n - f o r m e  d i f f 6 r e n t i e l l e  h o l o m o r p h e  s u r  X. A s s o c i o n s  ~ X 

l ' e s p a c e  a n a l y t i q u e  r 6 e l  X' s o u s - j a c e n t ,  de d i m e n s i o n  2n ,  e t a  w l a  n - f o r m e  d i f -  

f 6 r e n t i e l l e  w' s u r  X' s o u s - j a c e n t e  £ ~ .  A l o r s  w' e s t  f e r m 6 e .  

P r e u v e  : L ' a s s e r t i o n  e s t  l o c a l e ,  e t  i l  s u f f i t  m~me de l a  v 6 r i f i e r  au v o i s i n a -  

ge d ' u n  p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  de X ' ,  i . e .  de X. On v o i t  que  l a  d i f f 6 r e n t i e l l e  de 

~ '  e s t  c o m b i n a i s o n  l i n 6 a i r e  de d ~ '  e t  de d - w ' ,  en p r e n a n t  s u r  X' d e s  " c o o r d o n -  
z z 

n 6 e s  l o c a l e s "  ( Z l , . . . , Z n , Z l , . . . , z  n) , au v o i s i n a g e  du p o i n t  n o n - s i n g u l i e r  c o n s i -  

d 6 r ~ .  P u i s q u e  w e s t  une  n - f o r m e ,  d ~ '  = d w= O e t  i l  s u f f i t  de v ~ r i f i e r  d~m' = O 
z z 

ce  q u i  r 6 s u l t e  i m m 6 d i a t e m e n t  du f a i t  que  w e s t  h o l o m o r p h e .  

1 . 2  R e m a r q u e  : On p e u t  a u s s i  a s s o c i e r  a ~ une  2 n - f o r m e  s u r  X ' ,  ~ s a v o i r  
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1 . 3  Lemme ( P i c a r d ,  G r a u e r t - R i e m e n s c h n e i d e r ,  L a u f e r )  : S o i e n t  X comme c i -  

d e s s u s ,  e t  ¥ un  s o u s - e s p a c e  a n a l y t i q u e  f e r m 6  de X c o n t e n a n t  l e  l i e u  s i n g u l i e r  

de X e t  r a r e  d a n s  X ( i . e .  ne  c o n t e n a n t  a u c u n e  c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  l o c a l e  

de X) .  S o i t  w une  n - f o r m e  d i f f 6 r e n t i e l l e  h o l o m o r p h e  s u r  X \ ¥ .  Les  c o n d i t i o n s  

s u i v a n t e s  soar  6qu iva len te s  : 

i )  La forme w se prolonge en une forme m~romorphe sur X, encore not6e w, 

e t  iX e x i s t e  un vo i s inage  U de ¥ dans X t e l  que pour route  n-cha~ne 

compacte y ~ U ,  on ai~ 

i i )  

( i . e .  l ' i n t 6 g r a l e  a un s e n s  e t  p r e n d  une  v a l e u r  f i n i e  d 6 t e r m i n 6 e ) ,  o~ 

w' d 6 s i g n e  l a  n - f o r m e  r ~ e l l e  s o u s - j a c e n t e .  

P o u r  t o u t  o u v e r t  r e l a t i v e m e n t  c o m p a c t  U de X, on a 

i i i )  

u\¥ 

ou l e  p r e m i e r  membre d 6 s i g u e  Lim ~ wAw~ U' p a r c o u r a n t  l e  f i l t r e  
U' U\U' 

d e s  v o i s i n a g e s  de Y ~ U  d a n s  U. 

I1  e x i s t e  un m o r p h i s m e  p r o p r e  x : X ~ X  i n d u i s a n t  un i s o m o r p h ' i s m e  

- - 1 ( ¥ )  ~ X -  Y ( e t  doric s u r j e c t i f )  e t  t e l  que  ~ w s o i t  une  n - f o r m e  

h o l o m o r p h e  s u r  X. 

P r e u v e  : M o n t r o n s  i ) ~  i i i )  ; s u p p o s o n s  l a  n ~ g a t i o n  de i i i )  e t  s o i t  ~ : X ~ X  

une  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de X t e l l e  que  - 1 ( ¥ )  s o i t  un d i v i s e u r  a c r o i -  

s e m e n t s  n o r m a u x ,  x w n ' e s t  p a s  h o l o m o r p h e ,  e t  n o u s  a l l o n s  m o n t r e r  q u ' i l  e x i s t e  

une  n - c h a ~ n e  c o m p a c t e  y s u r  ~ t e l l e  que  l ' o n  n ' a i t  p a s  ~ (x~¢w)' < ~ ,  e t  t e l l e  

- l ( y )  que  l ' i n t e r s e c t i o n  de ~ a v e c  ~ s o i t  de d i m e n s i o n  ~ n - 1 .  La c h a l n e  c o m p a c t e  
• 

y =  ~( ) n o u s  d o n n e r a  a l o r s  une  n - c h a l n e  s u r  X t e l l e  que  ne s o i t  p a s  f i n i e ,  

Y 
d ' o u  l a  n 6 g a t i o n  de i ) .  

D ' a p r ~ s  l e  t h 6 o r e m e  de p r o l o n g e m e n t  de Riemann~ on p e u t  s u p p o s e r  

q u ' i l  e x i s t e  un p o i n t  non s i n g u l i e r  de - l ( y )  au v o i s i n a g e  d u q u e l  n~w n ' e s t  

p a s  h o l o m o r p h e ,  hu v o i s i n a g e  de ce p o i n t ,  on p e u t  c h o i s i r  d e s  c o o r d o n n 6 e s  l o -  

c a l e s  x l ~ . . . ~ x  n t e l l e s  que - l ( y )  s o i t  d ~ f i n i  p a r  x l =  O~ e t  6 c r i r e  
- -1  

w= g d x l A  . . .  A dx d a n s  l e  c o m p l 4 m e n t a i r e  de n (Y) ~ g e s t  donc  h o l o m o r p h e  
n 

d i s o n s  p o u r  O< I X l l  < a ,  O~ Ix.  I < a ( 2 ~  i g n ) ,  e t  l ' o n  p e u t  6 c r i r e  l e  d ~ v e l o p p e -  
1 

men t  de L a u r e n t  de g p a r  r a p p o r t  a x 1 d a n s  O< Ix1[  ~ a .  Un c a l c u l  d i r e c t  m o n t r e  

que  l ' i n t 6 g r a l e  de ( ~ w ) '  s u r  l a  n - c h a ~ n e  d 6 f i n i e  p a r  : Im x i =  0 ( 1 ~  i ~  n ) ,  



232 

Ix.  t g a ne s a u r a i t  ~ t r e  f i n i e  que s i  g e s t  h o l o m o r p h e  d a n s  l e  domaine  Ix.  I < a 
1 1 

( l ~ i ~ n )  ce qu i  a 6 t6  e x c l u  p a r  l ' h y p o t h ~ s e .  R & c i p r o q u e m e n t  s i  i i i )  e s t  s a t i s -  

f a i t e ,  n o u s  p o u v o n s  c o i f f e r  une n - c h ~ i n e  7 compac te  dans  X p a r  une n - c h a ~ n e  y 

compac te  dans  X t e l l e  que f ~0' = ; ~  (n~w) '  e t  c e t t e  d e r n i ~ r e  i n t 6 g r a l e  e s t  f i n i e  

~ Y Y 
p u i s q u e  ~ w e s t  h o l o m o r p h e .  

D'o5 i i i )  ~ i) (d'apres [ P c ] ) .  

M o n t r o n s  q u e i i )  = i i i )  ( d ' a p r ~ s  ~La~ e t  [ G r ] ) ~  on va p r e n d r e  p o u r  

une r 6 s o l u t i o n  des  s i n g u l a r i t 6 s  de X t e l l e  que - l ( y )  s o i t  un d i v i s e u r  

c r o i s e m e n t s  no rmaux .  D ' a p r e s  l e  t h 6 o r e m e  de p r o l o n g e m e n t  de Riemann ,  i l  s u f f i t ,  

p o u r  p r o u v e r  que ~ ~ e s t  h o l o m o r p h e ,  de p r o u v e r  q u ' e l l e  l ' e s t  au v o i s i n a g e  de 

t o u t  p o i n t  de - l ( y )  en l e q u e l  - 1 ( ¥ )  . e s t  n o n - s i n g u l i e r .  A nouveau  on 

r e p r e n d  l ' 6 c r i t u r e  c i - d e s s u s  e t  n w= g d x  I A . . .  A d X n ,  e t  on d 6 v e l o p p e  g en 

s ~ r i e  de L a u r e n t  p a r  r a p p o r t  & x 1 (o& x 1= 0 d 6 f i n i t  loca lemen% n - l ( Y ) r e d  ) : 
+~ 

= Z g i ( x 2 , . . . , X n ) X l  1 _ , d ~ v e l o p p e m e n t  v a l a b l e ,  a p r ~ s  une ~ v e n t u e l l e  homotb6 -  
X= -co 

t i e , d a n s  I x /  Ix,  I -< 1}, e t  posant 
1 

1 
5 r = [ X ; r ~  I x l l  g I , I x i l  ~< 1 i =  2 , . . . , n }  

e t  u t i l i s a n t  

i l  v i e n t  : 

I 2 
r s i  i = j  

1 zil z d ( a r g  z 1) = 
2-'~ f l z l l = p  0 sinon 

+~ 
J~ * t 2 ) c i ( r )  1 ; w^  ; w = Z ( f  Ig i 

2 - ~  r -  i=-~ Izil~l 
o~ 

I_!_ (__i__ 1 _ 
2v-2  r2V-2  1) s i  v ~ - 2  

C v ( r )  = Log r v=  -1 

r 2 v + 2 -  1 
2v+2 v ~ 0 

d ' o ~  a u s s i t ~ t  l e  r ~ s u l t a t .  

E n f i n  i i i =  ~ i i )  e s t  c l a i r  p u i s q u e  

u\Y ~-1(u)\~-1(Y) 
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1 . 3 . 1  D @ f i n i t i o n  : Une fo rme  d i f f @ r e n t i e l l e  ~ s a t i s f a i s a h t  l e s  c o n d i t i o n s  

c i - d e s s u s  e s t  d i r e  de  p r e m i b r e  e s p b c e  ( p a r  r a p p o r t  ~ Y) .  

1 . 4  P r o p o s i t i o n  ( P i c a r d  [Pc3 tome I p.  178) : S o i t  (Xo,O) c ( ¢ k , o )  (k a 2) un  

r e p r ~ s e n t a n t  d ' u n  germe d ' h y p e r s u r f a c e  r ~ d u i t e ,  d ' ~ q u a t i o n s  f ( z l , . . . , z  k) = O. 

Soit Y comme ei-dessus, et soit w une (k-l)-forme m~romorphe sur X ; on peut 
0 

t o u j o u r s  ~ c r i r e  : 

d x 2 ^  " ' ' ^  dXk l i )  
w = • f, : ( - 1 )  v( 

x 1 

avec • m~romorpbe sur X (ici n= k-l). 
o 

A 
dXla  , . .  A dx i f ,  ^ . , .  ^ d x  k )  

X ,  
1 

Une c o n d i t i o n  n ~ c e s s a i r e  p o u r  que w r e s t e  f i n i e  au v o i s i n a g e  de 0 e s t  que 

i )  ~ s o i t  h o l o m o r p h e  au v o i s i n a g e  de O. 

i i )  Chaque c o m p o s a n t e  i r r 6 d u c t i b l e  S i du l i e u  s i n g u l i e r  de Xo, de c o d i m e n -  

s i o n  I d a n s  Xo, c o n t i e n t  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  U i t e l  que p o u r  

t o u t  U on a i r  ( p o u r  t o u t  r e p r ~ s e n t a n t  a s s e z  p e t i t )  
1 

~X X 

ou % d ~ s i g n e  l e  c o n d u c t e u r  d a n s  l ' a l g ~ b r e  OX, x 

(~x: [he Ox, x ;h .  ~x, =Ox,~}). 

de s a  n o r m a l i s ~ e  OX~ x 

O ~ m o n s t r a t i o n  : D ' a p r ~ s  (Loe .  c i r . ) .  P u i s q u e  X ° e s t  une  h y p e r s u r f a c e ,  l e  s o u s -  

e s p a c e  p o l a i r e  d ' u n e  f o n c t i o n  m@romorphe s u r  X e s t  s o i t  de e o d i m e n s i o n  1, s o i t  
o 

v i d e .  S i  doric • n ' e s t  p a s  h o l o m o r p h e ,  s o i t  P c X  ° s o n  s o u s - e s p a c e  p o l a i r e ,  qu i  

es% de c o d i m e n s i o n  1. Commengons p a r  m o n t r e r  que n ~ e e s s a i r e m e n t  • r e s t e  b o r n ~ e  

s u r  X . S i i l  n ' e n  @ t a i t  p a s  a i n s i ,  l ' e n s e m b l e  des  p o i n t s  au v o i s i n a g e  d e s q u e l s  
o 

ne r e s t e  p a s  b o r n ~ e  e s t  un s o u s - e s p a c e  P' cX~ de c o d i m e n s i o n  1 dans  X ° p u i s q u e  

X du s o u s - e s p a e e  p o l a i r e  c ' e s t  l ' i m a g e  p a r  l e  m o r p h i s m e  de n o r m a l i s a t i o n  n :  ~o  o 

de • o n,  qu i  e s t  de c o d i m e n s i o n  1 dans  L p u i s q u e  chaque  a l g ~ b r e  l o c a l e  h de ~o 

v~rifie : h = h(Q=l A~. Enfin on a P' ~P, et P\P' est contenu dans le lieu sin- 

gulier de X puisque un point non-singulier est normal. Montrons d'abord que P 
o 

(e% done P') est n@eessairement contenu dans le lieu singulier de X ° : sol% P. 
1 

une composante de P non eontenue dans Sing X. Nous allons fabriquer dans tout 

voisinage de O, une cha~ne y telle que f ~' soit infinie. Prenons un point 
Y 

a6 Pi - Sing X, arbitrairement voisin de 0 e% non-singulier sur Pi" On peut sup- 

poser f* (a) ~ 0 e% done ~erire au voisinage de a : 
x I 

I 
x I = A(x2,-.-,x k) , f, = ~(x2,...~x k) avee ~(0,...,0)~ 0 

x 2 
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De p l u s  on p e u t  s u p p o s e r  t e s  c o o r d o n n 6 e s  x 2 , . . . , x  n 

l ' i m a g e  de P i  p a r  l a  p r o j e c t i o n  n a t u r e l l e  p :  X - C  k - 1  s o i t  d 6 f i n i e  p a r  x 2 

v o i s i n a g e  de p ( a )  e t  6 c r i r e  a l o r s  

~ ( x 2 , . . . , x  k )  
~ ( x l ' ' ' ' ' X k )  - v ( s u r  X o) 

x 2 

a v e c  ~ h o l o m o r p h e  au v o i s i n a g e  de p ( a ) ,  ~ ( O , x 3 ~ . . . , X k ) ~ O .  

de a on a 

c h o i s i e s  de t e l l e  f a ~ o n  que  

= 0  au 

Ainsi au vo i s inage  

~ ( x 2 , . - - , x  k)  
= v ~ ( x 2 ' ' ' ' ' X k ) d X 2 ^  " ' "  ~ dXk 

x 2 

q u i  ne r e s t e  f i n i e ,  d ' a p r e s  1 . 3 ,  que  s i  v = O, ce  q u i  c o n t r e d i t  l e  f a i t  que  P. 
1 

a p p a r t i e n t  au l i e u  p o l a i r e  de ~.  

P o u r  e x a m i n e r  ce  q u i  s e  p a s s e  au v o i s i n a g e  d ' u n  p o i n t  de S i n g  X o ,  

n o u s  a v o n s  b e s o i n  du : 

1 . 4 . 1  Lemme : S o i t  (X , 0 )  C ( ~ 2 , 0 )  un ge rme  de c o u r b e  p l a n e  r 6 d u i t e  d ' 6 q u a t i o n  
o 

f ( x , y )  = O. S o i t  w une  1 - f o r m e  d i f f b r e n t i e l l e  d 6 f i n i e  s u r  X \ [0}  ( p o u r  un r e p r 6 -  
o 

s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de Xo) .  h l o r s  f w ^ ~ <  ~ s i  e t  s e u l e m e n t  s i  n w e s t  

Xo\[0} 
holomorphe, ou n :  Xo 'Xo d6signe la  normal isa t ion~ e t  e e c i a  l i e u  s i  e t  s e u l e -  

ment  s i  on p e u t  6 c r i r e  

w = m . y r  = -m 
Y 

05 ~ ( x , y ) . O X o ~ O  a p p a r t i e n t  au e o n d u c t e u r  ~o  de (~X ° d a n s  OXo 

D ~ m o n s t r a t i o n  : La p r e m i e r e  a s s e r t i o n  r ~ s u l t e  de 1 . 3 .  V 6 r i f i o n s  l a  s e c o n d e .  

C o n s i d 6 r o n s  l a  f a m i l l e  de e o u r b e s  p l a n e s  X ~ C  , F ( x , y ~ v ) =  0 c o n s t r u i t e  en 

( R ~ s o l .  s i m .  I I ,  5 . 2 . 7 )  e t  q u i  a l a  p r o p r i ~ t b  d ' a v o i r  une  r b s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  

t r e s  f a i b l e  d ' u n e  p a r t ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  que p o u r  v ]  O, F ( x , y , v  ) = 0 a (dans  un 
o 

v o i s i n a g e  de O) p o u r  s e u l e s  s i n g u l a r i t ~ s  6 = dim E ~ o / O o  p o i n t s  d o u b l e s  o r d i n a i r e s .  

De l ' e x i s t e n c e  de c e t t e  f a m i l l e  r ~ s u l t e  a u s s i t ~ t  que l a  d ~ m o n s t r a t i o n  du L e m m e l . 4 . 1  

s e  r am~ne  h l a  d ~ m o n s t r a t i o n  d e s  t r o i s  lemmes  s u i v a n t s  : 

1 . 4 . 1 . 1  Lemme : S o i t  f : ( X , 0 ) ~  (C,O)  une  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  r ~ d u i t e s ,  

a d m e t t a n t  une  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e  ( c f .  R ~ s o l .  S im.  I ) .  Une 1 - f o r m e  

d i f f ~ r e n t i e l l e  ~o s u r  X ° = f - l ( 0 )  e s t  de p r e m i e r e  e s p e c e  s u r  X ° s i  e t  s e u l e m e n t  

s i i l  e x i s t e  une  f a m i l l e  de 1 - f o r m e s  (w) v s u r  X [ c ' e s t - a - d i r e  un ~ l ~ m e n t  
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1 
E Q X \ C r i t . f ) / ¢  ,ou  C r i t .  f e s t  l ' e n s e m b l e  d e s  p o i n t s  de X o u f  n ' e s t  p a s  une 

s u b m e r s i o n  d ' e s p a c e s  non s i n g u l i e r s ]  t e l l e  que (w) = ~ e t  que pou r  t o u t  v ~  0 
o o 

v o i s i n  de O, ~v s o i t  de p r e m i e r e  e s p e c e  s u r  X v . 

P r e u v e  : S u p p o s o n s  ~ de p r e m i e r e  e s p ~ c e .  S o i t  n :  X--X l a  n o r m a l i s a t i o n .  P a r  
o 

h y p o t h ~ s e  l e  m o r p h i s m e  compos6 ~ - X ~  e s t  l i s s e  e t  p o u r  t o u t  vC ¢ on a 

( ~ ) v  = ~ v "  w ~ t a n t  de p r e m i e r e  e s p e c e ,  son  image r ~ c i p r o q u e  s u r  X = (X) e s t  o o o 
h o l o m o r p h e  e t  en u t i l i s a n t  l a  s t r u c t u r e  l o c a l e  de p r o d u i t  de ~ a u - d e s s u s  de C, 

on p e u t  t r o u v e r  une f a m i l l e  w v de f o r m e s  h o l o m o r p h e s  s u r  ~ e t  p o u r  ehaque  v~ 

on p e u t  r e d e s c e n d r e  ~ en une  1 - f o r m e  h o l o m o r p h e  w s u r  X - S i n g  X au moyen 
V V V V 

de l ~ i s o m o r p h i s m e  ( ~ ) v -  n - l ( s i n g  Xv) + i v -  S i n g  X v + e t  +v s e r a  de p r e m i e r e  

e s p ~ c e  s u r  Xv+ d ' a p r ~ s  l e  Lemme 1 . 3 .  

R 6 c i p r o q u e m e n t  s o i t  + v u n e  f a m i l l e  de 1 - £ o r m e s  d i f f ~ r e n t i e l l e s  s u r  

X -  S i n g  X. P u i s q u e  G r i t . f A X  e s t  d i s c r e t  d ' a p r ~ s  l ' h y p o t h ~ s e  de r 6 s o ~ u t i o n  

s i m u l t a n 6 e ,  n ~ s e r a  (comme 41~ment de f l~/E)  ho~omorphe  en d e h o r s  de n - l ( o )  

( p u i s q u e  ~v e s t  de p r e m i e r e  e s p ~ c e  p o u r  t o u t  v ~  0 ) ,  e t  donc n ~ s e r a  h o l o m o r -  

phe p a r t o u t ,  ce qu i  m o n t r e  que ~o e s t  de p r e m i e r e  e s p ~ c e .  

1 . 4 . 1 . 2  Lemme : S o i t  f : ( X , O ) ~  (E ,O)  comme c i - d e s s u s ~  a d m e t t a n t  une  r ~ s o l u -  

t i o o  s i m u l t a n ~ e .  Un ~ l~men t  g o E O X o , O  a p p a r t i e n t  au c o n d u c t e u r  de 

OX , n _ l ( o  ) = •Xo,O dans  OXo,O s i  e t  s e u l e m e n t  s i  i l  e x i s t e  un v o i s i n a g e  U de 0 

o 

darts X e t  un ~ l~men t  gC F(U,O x)  t e l  que  p o u r  t o u t  v~g O a s s e z  p e t i t  l ' 6 1 ~ m e n t  

( g ) v E F ( U N X v ,  O x ) i n d u i t  p a r  g d a n s  l a  f i b r e  X v a p p a r t i e n n e  au c o n d u c t e u r  
v 

% de O X darts O x p o u r  t o u t  x E U• X v ,  e t  que ( g ) o  = go" De p l u s ,  n o t a n t  
V~X V~X 

l e  c o n d u c t e u r  de ~X darts ~X on a : OX/~ e s t  un E ly  j - m o d u l e  p l a t  e t  p o u r  t o u t  

v E ~  

~ . 2 .  x = C  y 
v 

D ~ m o n s t r a t i o n  : R a p p e l o n s  que p a r  d ~ f i n i t i o n  

~ =  [ h E ( ~  X ;h.~xCOx}: Annox(~X/(~X>. Or n o u s  a v o n s  vu ( R S s o l .  sire- I )  que  

l ' h y p o t h ~ s e  de r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e  i m p l i q u e  que ~xx/Ox e s t  un 

O¢-modu le  ( i . e .  E [ v } - m o d u l e )  p l a t  de t y p e  f i n i .  De 1~ r ~ s u l t e  a u s s i t S t  que  

O X / ~  e s t  a u s s i  un ¢~[v]-module  p l a t ,  p u i s q u e  s a n s  t o r s i o n ,  e t  p a r  a i l l e u r s ,  

p u i s q u e  l ' o n  a l ' ~ g a l i t ~  : (OX/OX)v=OXv /OXv p a r  l ' h y p o t h ~ s e  de r ~ s o l u t l o n  

s i m u l t h n ~ e ,  on a b i e n  ~ ' O X v = ~ V "  S o i t  e n f i n  gE f '(X,(} X) t e l  cue. p o u r  t o u t  v ] O  

( g ) v . O X  / O  x = O. h l o r s  g-O~ cC5.  O~ pour  t o u t  v ~  O~ e t  g • n e s t  une  f o n c t i o n  
V V V V 
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h o l o m o r p h e  s u r  ~ .  Pa r  a i l l e u r s  ~ .  O~ e s t  i n v e r s i b l e  e t  p u i s q u e  n e s t  f i n i  e t  

Y ( ~ ) =  V ( C r i t . f ) K ,  c h a c u n e  des  c o m p o s a n t e s  i r r ~ d u c t i b l e s  du d i v i s e u r  c o r r e s p o n -  

d a n t  s ' e n v o i e  s u r j e c t i v e m e n t  s u r  ~ p a r  X ~ X ~ ¢  ; on en d ~ d u i t  a u s s i t ~ t  que l a  

f o n c t i o n  m~romorphe  ~ - 1  o (g  o n)  a u n  l i e u  p o l a i r e  de c o d i m e n s i o n  ~ 2 d a n s  X~ 

donc e s t  en f a i r  ho lomorphe~  ce qu i  ach~ve  l a  p r e u v e  du Lemme t . 4 . 1 . 2 .  

1 . 4 . 1 . 3  Lemme : S u p p o s o n s  que (X , 0 ) ~  ( ~ 2 , 0 )  a i r  p o u r  s i n g u l a ~ i t ~  en 0 un 
o 

p o i n t  d o u b l e  o r d i n a i r e .  ~ l o r s  une 1 - f o r m e  Wo s u r  X o \  ~0} e s t  de p r e m i e r e  e s p e -  

dx 
ee s i  e t  s e u l e m e n t  s i  on p e u t  b c r i r e  ~o = ~ ~'7 avec  ~ (x ,Y)~Xo,O . 

Y 

D 6 m o n s t r a t i o n  : On p e u t  p r e n d r e  f ( x , y )  = xy e t  ~ c r i r e  l a  n o r m a l i s a t i o n  p a r  

E ~ E - C  2 donn~e p a r  

I x ( t l )  = t l  f x ( t 2 )  = 0 

y ( t  1) 0 y ( t  2) = t 2 

X e s t  1Timage de ce m o r p h i s m e  e t  n : C J . L ~ X  e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n .  I1 s u f f i t  
o o 

de r e m o n t e r  Wo (en  l ~ c r i v a n t  a u s s i  -~  ~ d a n s  l a  c a r t e  n ~ c e s s a i r e )  p o u r  p r o u -  
x 

v e r  le  lemme. 

Ceci  a c h e v e  l a  p r e u v e  de 1 . 4 . 1 .  

Remarque  : Nous a v o n s  c o n s i d ~ r ~  p o u r  s i m p l i f i e r  dans  1 . 4 . ] . 1  e t  1 . 4 . 1 . 2  des  

f a m i l l e s  ~ un p a r a m ~ t r e  de c o u r b e s ,  m a i s  l e  r ~ s u l t a t  s ~ t e n d  s a n s  p e i n e  a des  

f a m i l l e s  ( X , O ) ~  (¥~0)  avec  Y n o n - s i n g u l i e r  e t  a d m e t t a n t  une r ~ s o l u t i o n  s i m u l -  

t a n ~ e  t r ~ s  f a i b l e ,  en r e m p l a ~ a n t  ~ - [ 0 )  p a r  un o u v e r t  a n a l y t i q u e  d e n s e  de ¥. 

F i n  de l a  p r e u v e  de 1 .4  : I1  r e s t e  ~ c o n s i d ~ r e r  le  c a s  ou ] ' o n  s u p p o s e  

P c S i n g  Xo, e t  i l  nous  s u f f i t  de m o n t r e r  que P n e  c o n t i e n t  aucune  c o m p o s a n t e  

S. de c o d i m e n s i o n  I de S i n g  X . Or en uo p o i n t  " g ~ n ~ r a l  t~ a e t  a r b i t r a i r e m e n t  
1 o 

p r o c h e  de 0 d ' u n e  t e l l e  c o m p o s a n t e  S i ,  ~ d o i t  r e s t e r  f i n i e ~  e t  au v o i s i n a g e  

d~un t e l  p o i n t ~  n o u s  p o u v o n s  e o n s i d ~ r e r  X comme une f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  
o 

p a r a m ~ t r ~ e  p a r  S i : en e f f e t ,  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  S. n o n - s i n g u l i e r  au v o i s i -  

nage  de a e t  donc c h o i s i r  une  r ~ t r a c t i o n  l o c a l e  (Xo~a) ~ ( S i , a )  qu i  f a i t  de X ° 

une f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s .  De p l u s ~  n o u s  p o u v o n s  s u p p o s e r  ( R ~ s o l .  s im .  I 

e t  I I )  q u ' a u  v o i s i n a g e  de a ,  l e  m o r p h i s m e  ( X o , a )  ~ ( S i v a )  admet  une r ~ s o l u t i o n  

s i m u l t a n ~ e .  C h o i s i s s a n t  des  c o o r d o n n ~ e s  l o c a l e s  x l , . . . ~ x  k c e n t r ~ e s  en a e t  
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t e l l e s  que s i  w e s t  de p r e m i e r e  e s p ~ c e  s u r  X , i l  e s t  n 6 c e s s a i r e  que 
o 

dx2A - - -  A d x  k 
f ,  s o i t  de p r e m i e r e  e s p e c e  au v o i s i n a g e  de a e t  que c e c i  i m p l i q u e  

x 1 

dx o 
que • f - -~  s o i t  de p r e m i e r e  e s p e c e  en r e s t r i c t i o n  ~ l a  c o u r b e  d 6 f i n i e  s u r  X ° 

x 1 

p a r  x g =  . . . .  x k =  0. La P r o p o s i t i o n  1 .4  r 6 s u l t e  du Lemme 1 . 4 . 1  e t  de 1 . 4 . 1 . 2 .  • 

1 .5  R e m a r q u e s  : 1) C e r t a i n s  a u t e u r s  ( [ L a ] ,  [ G . R . ]  n o t e n t  L~(X o) l ' e n s e m b l e  

des  n - f o r m e s  s u r  X \ Y  v 6 r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  de 1 . 3 .  
o 

2) Au mo ins  dans  l e  c a s  ou X e s t  une  i n t e r s e c t i o n  c o m p l e -  
o 

t e  no rmale~  on p e u t  g 6 n 6 r a l i s e r  16g~remen t  l a  P r o p o s i t i o n  1 .4  comme c e c i  : 

S u p p o s o n s  X o C g k  d 6 f i n i e  p a r  ( f l ~ . . . , f  c) s u i t e  r 6 g u l i ~ r e .  A lo r s~  s i  

2 ( X )  ( i c i  n =  k -  c)  on p e u t  6 c r i r e  E L s i n g  X o 
o 

dXe÷ 1A . . .  ~dx  k 

= ~ ,  ~ ( f l , . . . , f c )  avec  ~EOXo~0 

~(xl,...,x c) 

3) Dans le  c a d r e  de l a  g b o m 6 t r i e  a l g 6 b r i q u e ,  on c o f i s i d e r e  

une h y p e r s u r f a c e  a f f i n e  X ~ k  e t  on a p p e l l e  fo rme  d i f f 6 r e n t i e l l e  de p r e m i e r e  
o 

e s p e c e  une forme d i f f 6 r e n t i e l l e  s u r  X ~ c o e f f i c i e n t s  f o n c t i o n s  r a t i o n n e n e s  
o 

s u r  Xo, e t  qui  v 6 r i f i e  en chaque  p o i n t  de XoU D (= c o m p l 6 t 6  p r o j e c t i f  de Xo ) 

l a  c o n d i t i o n  de f i n i t u d e  1 . 3  c i - d e s s u s .  Le r 6 s u l t a t  e s t  q u ' u n e  fo rme  de p r e -  

m i e r e  e s p ~ c e  s ' 6 c r i t  n 6 c e s s a i r e m e n t  

dx 2 ^  . . .  A dx~ 
P . f t  

x 1 

ou P e s t  un polyn~me de d e g r 6  au p l u s  d - k - l ,  ou d e s t  l e  d e g r 6  du po lyn~me f 

d 6 f i n i s s a n t  X ~ k  La b o r n e  s u r  l e  d e g r 6  s ~ o b t i e n t  t r e s  f a c i l e m e n t  en 6 c r i -  
o 

v a n t  que w r e s t e  f i n i e  aux p o i n t s  ~ l ' i n f i n i  de X U D ( i . e .  aux  p o i n t s  de D) 
o 

La f a g o n  c i - d e s s u s  d ' 6 t a b l i r  1 .4  e s t  d i f f 6 r e n t e  de l a  f a g o n  " m o d e r n e "  qui  c h e r -  

che  l e s  f o n c t i o n s  m 6 r o m o r p h e s  ~ t e l l e s  q u e ,  c o n s i d 6 r a n t  l a  p r o j e c t i o n  

dx24  . - .  A dx k ) 
~ :  Xo ~ ¢ k - 1  l a  t r a c e  Tr ~ .  ~; d 6 f i n i s s e  une ( k - 1 ) - f o r m e  h o l o m o r p h e  

x 1 
dx 2 A . . .  a dx k 

s u r  t k - 1 .  Ceci  r e v i e n t  ~ 6 c r i r e  que f ,  e s t  un g 6 n 6 r a t e u r ~  a y a n t  

x 1 

de b o n n e s  v e r t u s  de v a r i a n c e ~  du module  d u a l i s a n t  w X = Homo (O X ,t~k-1 ) .  
o $k-1  o ¢k-1  
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1 . 6  D ~ f i n i t i o n  : S o i t  (Xo,O) c ( ¢ k , o )  comme c i - d e s s u s .  Nous a p p e l l e r o n s  

c o n d u c t e u r  d ' a d j o n c t i o n  ..... de  Xo en 0 l ' i d b a l  CXo~O de 0 Xo~O form~ p a r  l e s  ~ l ~ -  

dx 2 ~ . . .  ~ dx k 
m e n t s  ~ E O  X ~0 t e l s  que ~ = • f ,  s o i t  de p r e m i e r e  e s p e c e  en O. 

o x 1 

1 . 6 . 1  Remarque  : R e m a r q u o n s  t o u t  de s u i t e  que  d a n s  l e  c a s  o~ X e s t  une  
o 

c o u r b e  p l a n e  r ~ d u i t e ,  l e  c o n d u c t e u r  d ' a d 3 o n c t i o n  c o f n c i d e  a v e c  l e  c o n d u c t e u r  

u s u e l .  Une d e s  m o t i v a t i o n s  de c e t  e x p o s b  ~ t a i t  d ' e g s a y e r  de e o m p r e n d r e  s i  l e  

c o n d u c t e u r  d ~ a d j o n c t i o n  a d e s  l i e n s  a u s s i  ~ t r o i t s  a v e c  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l -  

r a n g e  t r i g  f a i b l e  en  d i m e n s i o n  > 1~ que  c e u x  q u ' i l  a p o u r  l e g  c o u r b e s .  

1 . 7  D 6 f i n i t i o n  : S o i t  ( X o , O ) c  ( ¢ k , o )  une  h y p e r s u r f a c e  r 4 d u i t e  ; on d i t  que  

l e  p o i n t  s i n g u l i e r  OC X n ' a f f e c t e  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d 3 o n c t i o n  g i  r o u t e  
o 

dx 2 ^ . . .  ^ dx k 
f o r m e  w = ~ f ,  q u i  s a t i s f a i t  l e s  c o n d i t i o n s  n ~ c e s s a i r e s  de 1 . 4  e s t  

x 1 

de p r e m i e r e  e s p e c e  (au  v o i s i n a g e  de O).  

1 . 7 . 1  R e m a r q u e  : La t e r m i n o l o g i e  v i e n t  de ce  que  l ' o n  a t o n j o u r s  a p p e l 6  

( d a n g  l e  c a d r e  de l a  g 6 o m 6 t r i e  a l g 6 b r i q u e )  polynS.mes  a d j o i n t s  £ f l e s  p o l y n ~ m e s  

dx 2 ^ . . .  hdx  k 
t e l s  que  ~ f ,  s o i t  de p r e m i e r e  e s p ~ c e .  Nous p o u v o n s  c o n s e r v e r  

x 1 

c e t t e  t e r m i n o l o g i e  en g 6 o m 6 t r i e  a n a l y t i q u e .  De m~me, l e s  f o n c t i o n s  • s a t i s f a i -  

s a n t  l e s  c o n d i t i o n s  ( n 6 c e g s a i r e s )  de 1-4  c o r r e s p o n d e n t  £ ce  que  l ' o n  a p p e l a i t  

l e s  p o l y n ~ m e s  g o u s - a d j o i n t s  ( c f .  EPc] tome 2~ p.  1 9 ) .  

1 . 8  P r o p o s i t i o n  : S i  l a  n o r m a l i g a t i o n  ~o  de X ° e s t  n o n - s i n g u l i e r e ,  OC X ° 

n V a f f e c t e  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d j o n c t i o n ~  e t  donc  t o u t e  f o n c t i o n  s o u s - a d j o i n t e  

e s t  a d j o i n t e .  

P r e u v e  : C e c i  r 6 s u l t e  a u s s i t ~ t  de ( R 6 s o l .  s i m .  I )  e t  l e s  Lemmes 1 . 4 . 1 ,  ] . 4 . 1 . 2 .  

Le r 6 s u l t a t  c e n t r a l  de l a  t h ~ o r i e  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  r a t i o n n e l l e s  e s t  

1 . 9  Tb~or~me (Du Y a l  [DV]) : S i  ( X o , O ) c  ( ~ 3 , O )  e s t  une  s u r f a c e  n o r m a l e ~  a l o r s  

O n ' a f f e c t e  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d j o n c t i o n  s i  e t  s e u t e m e n t  s i  (X , 0 )  e s t  un 
o 

p o i n t  d o u b l e  r a t i o n n e l .  

La p r e u v e  de Du V a l  e s t  s i  b e l l e  q u ' i l  f a u t  l a i s s e r  au l e c t e u r  l e  
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p l a i s i r  de  l a  l i r e  d a n s  l e  t e x t e .  

1 . 9 . 1  R e m a r ~ u e  : L o r s q u e  X e s t  n o , m a l e ,  0 E  X 
o o 

d ' a d j o n c t i o n  @Xo~O = ~ X o , O  . 

n'affecte pas les conditions 

Le r ~ s u l t a t  de  1 . 4 . 1 . 2  p o u r  l e s  f a m i l l e s  de  c o u r b e s  p l a n e s ,  e t  

l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e  p o u r  u n e  f a m i l l e  f : X ~  

d o n t  l a  f i b r e  g ~ n ~ r a l e  e s t  n o n - s i n g u l i ~ r e  e t  l a  f i b r e  s p ~ c i a l e  un  p o i n t  d o u b l e  

r a t i o n n e l  m ' o n t  c o n d u i t  n a t u r e l l e m e n t  a p o s e r  l e s  d e u x  q u e s t i o n s  s u i v a n t e s  : 

Q S o i t  f : X ~ C  u n e  f a m i l l e  d ' h y p e r s u r f a c e s  de  d i m e n s i o n  k - l ~  s i n g u l a -  

r i t 6 s  i s o l ~ e s ,  h - t - o n  l ' i n ~ g a l i t ~  

® 

dim OXo'O / ~ X o , O  ~ d im OXt / G  t ? 

S i  l a  f a m i l l e  a d m e t  u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r e s  f a i b l e ,  y - a - t - i l  

n 6 c e s s a i r e m e n t  6 g a l i t ~  ? 

1 . 1 0  Peu  de  t e m p s  l ' e x p o s 6 ~  n o u s  a v o n s  a p p r i s  q u e  R e n 6 e  E l k i k  a v a i t  d o n n ~  

u n e  r ~ p o n s e  a f f i r m a t i v e  ~ u n e  de  c e s  d e u x  q u e s t i o n s ,  en  f a i t  d a n s  un c a d r e  p l u s  

g 6 n 6 r a l  q u e  c e l u i  d e s  h y p e r s u r f a c e s .  Son r 6 s u l t a t  e s t  l e  s u i v a n t  : 

S o i t  f : X ~ S  un m o r p h i s m e  p l a t  ~ f i b r e s  n o r m a l e s  e t  C o h e n - M a c a u l a y ,  e t  t e l  q u e  

C r i t . f  s o i t  f i n i  a u - d e s s u s  de S.  S o i t  H = c o k e r ( ( f s ) , , w  ~ ~ X  ) ou f : X ~ X  S ~c S S S 
s s 

e s t  u n e  r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t ~ s  de Xs e t  ~ X s  d ~ s i g n e  l e  m o d u l e  d u a l i s a n t  

de  Xs~ ~ s  c e l u i  de  Xs " Hs e s t  un  e s p a c e  v e c t o r i e l  de  d i m e n s i o n  f i n i e ,  p u i s q u e  

c o n c e n t r ~  a u x  p o i n t s  s i n g u l i e r s  de  X h l o r s  E l k i k  m o n t r e  q u e  s w  d im E t t  e s t  
s s 

u n e  f o n c t i o n  s e m i - c o n t i n u e  s u p ~ r i e u r e m e n t  de  s .  P a r  a i l l e u r s ~  i l  n ' e s t  p a s  d i f -  

f i c i l e  de  p r o u v e r  q u e  d a n s  l e  c a s  d e s  h y p e r s u r f a c e s  H e s t  i s o m o r p h e  comme 
s 

E - e s p a c e  v e c t o r i e l  a 0 X / G  x 
s s 

I 1  p a r a ~ t  t r e s  i n t ~ r e s s a n t  d ' e s s a y e r  de  f a b r i q u e r  d e s  i n v a r i a n t s  d e s  

s i n g u l a r i t ~ s  i s o l ~ e s  d ' h y p e r s u r f a c e s  ~ p a r t i r  du c o n d u c t e u r  d ' a d j o n c t i o n .  

Comme l ' a  f a i r  r e m a r q u e r  J .  W a h l ,  u n e  r ~ p o n s e  a f f i r m a t i v e  ~ G s e  

d ~ d u i t  s a n s  m a l  du Th.  0 . 4  de  s o n  a r t i c l e  [W] d a n s  l e  c a s  g ~ n b r a l  d ' u n e  f a m i l l e  

de  s i n g u l a r i t ~ s  de  C o h e n - M a c a u l a y  de  d i m e n s i o n  ~ 2 ,  s i  l ' o n  r e m a r q u e  q u e  

d im  O X o / ~  X 0 = d im Hn- I ( (~X ) p o u r  u n e  r ~ s o l u t i o n  X ~ X  . 
o '  o o o 
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2. UN CALC~L EXPLICITE. 

Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  c a l c u l e r  l e  c o n d u c t e u r  d ' a d j o n c t i o n  d a n s  l e  

c a s  d ' u n  g e r m e  d ' h y p e r s u r f a c e  ~ s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e  de ¢k  v 6 r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  

de "non  d 6 g 6 n 6 r e s c e n c e "  d 6 f i n i e s  p a r  K u s b n i r e n k o - V a r c h e n k o  ( v o i r  [ K ] ) .  

P o u r  c e s  h y p e r s u r f a c e s  i l  e x i s t e  un p l o n g e m e n t  de ( E ~ ) k  non s i n g u l i e r ,  

n o t 6  X(Z) e t  un m o r p h i s m e  p r o p r e  ~ : X(Z) ~ ¢ k  b q u i v a r i a n t ,  t e l  que  l ' i m a g e  i n -  

v e r s e  p a r  ~ de X s o i t  un d i v i s e u r  a c r o i s e m e n t s  no rmaux  (LV~) 

Nous d 6 t e r m i n e r o n s  l e  c o n d u c t e u r  d ' a d j o n c t i o n  @X ~ c ' e s t - ~ - d i r e  I e s  

f o r m e s  d i f f ~ r e n t i e l l e s  de p r e m i e r e  e s p e c e  s u r  X en e x a m i n a n t  l e u r  i m a g e  r ~ c i -  

p r o q u e  s u r  l a  t r a n s f o r m ~ e  s t r i c t e  X de X p a r  n ( o f .  1 . 5  i i i ) .  

2 .1  P o u r  un s y s t ~ m e  de c o o r d o n n b e s  de ¢k a d a p t b  a l ' a c t i o n  de ( E ~ ) k  l ' 6 q u a -  

t i o n  de X s ' 6 c r i t  

pE ~ k  P 

P o s o n s  s u p p  f = [ p E  ~ k  ~ a ~ O}. 
P 

On d ~ f i n i t  l e  p o l y e d r e  de Newton de f~ p u i s  l ' ~ v e n t a i l  a s s o c i ~  Z ° 

e n f i n  un b v e n t a i l  Z p l u s  f i n  que  Z ° t e l  que  l e  p l o n g e m e n t  t o r i q u e  a s s o c i ~  

X(Z) s o i t  n o n  s i n g u l i e r .  ( I V Y ) .  

A c h a q u e  b l ~ m e n t  gE  Z ( e n g e n d r ~  p a r  une  b a s e  de ~ k )  e s t  a s s o c i b  un 

o u v e r t  ¢ k ( o )  de X(Z) ( i s o m o r p h e  a ~k )  d a n s  l e q u e l  l ' a p p l i c a t i o n  ~ s ' 6 c r i t  : 

t k 
a i a i 

x i  ° ~ ( ~ )  = Yl . . . .  Yk (1 g i ~ k)  

a v e c  

S o i t  ~ = 
dx 1 

d e t ( a ~ )  = 1 
1 

/x  
i . . .  A d x .  A . . -  A dx k 

1 une  f o r m e  d i f f b r e n t i e l l e  mbromorphe  s u r  X~ 
f ,  

X .  
1 

(4  e s t  une  f o n c t i o n  h o l o m o r p h e  s u r  X) 

2.1.1 Th6or~me : Soit Xc (~k,o) un germe d'hypersurface ~ singularit6 iso- 

16e d'6quation f. f est suppos@e non d6g6n6r6e pour son polyedre de Newton au 

sens de Kushnirenko. 

Le conducteur d'adjonction ~ X en O est l'id6al des fonctions ~E@ X dont un 

repr6sentant T = > T xP est tel que le support de x I ... x k~ est con- 
pEsupp ~ P 

tenu dans l'int6rieur du polyedre de Newton i+(f) enveloppe convexe de 

~upp f)+ ~k). 
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D 6 m o n s t r a t i o n  : 

quons que s u r  f o n (~)  = 0 

dx i k a j  dyj 
- Z l g i _ < k  

xi  j=l * Yj 

k 5f  o n (~)  d y j  0 
e t  E Yj - 

j = l  3y j  yj 

Un c a l c u l  ~ l ~ m e n t a i r e  s u r  l e s  d Q t e r m i n a n t s  nous  mont re  que 

dx k 8 f  dY2 dYk = ( _ l ) i  ~f  o n (~ )  dXl dxl  . . ~ - -  
xi  ~xi  Y2 ^ . , . A  Yk Yl 8y 1 Xl A - - . i x  x-~-. n .  x k 

en s u p p o s a n t  que - -  n'est pas  identiquement n u l l e  sur la t r a n s f o r m ~ e  
5Yl 

s t r i c t e  X (e l l e -m~me suppos~e  non v i d e  dans  l a  c a r t e  ~ k ( o ) ) .  

Pour  d ~ t e r m i n e r  l ' i m a g e  i n v e r s e  de w pa r  n ( d )  nous  r e m a r -  

Sur X d ' 6 q u a t i o n  ~ ( y l i . . . ) y k  ) = 
f o ~(~) 

m(a l  ) m(ak ) , nous  avons  

Yl " ' ' Y k  

~f o u(~)  m(a 1) m(a k) 5~ 
= Yl " ' "  Yk 8Y 1 3Y 1 

e t  l ' i m a g e  r ~ c i p r o q u e  de w pa r  n (~)  s ' 6 c r i t  donc s u r  

i 
( - l )  ( X l . . . X k ~ )  o n (g )  dy 2 ^  . . .  ^ dy k 

~(c)*(w) = 
m(al)+l m(ak)+l 8f 

Yl " ' ' Y k  8Yl 

Comme X e s t  r 6 g u l i ~ r e ,  l a  forme n ( g )  wl~ e s t  h o l o m o r p h e  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

l a  f o n c t i o n  

( X l . . . X k ~ )  o ~(~) 

m(al)+1 m(ak)+l 
Yl "''Yk 

es$ holomorphe sur X. Pour cela il faut et il suffit que l'ordre de 

( X l . . . X k ~ )  o n (~)  en y j  ( p o u r  t o u t  j E  [ 1 , 2 , . . . , k } )  s o i t  s t r i c t e m e n t  s u p 6 r i e u r  

m ( a J ) .  Au t r emen t  d l t  l e s  p o i n t s  de ~ k  du s u p p o r t  d ' u n  r e p r 6 s e n t a n t  

x l - . . X k ~  de X l . . . X k ~  s o n t  s t r i c t e m e n t  a u - d e s s u s  de l ' h y p e r p l a n  d ' 6 q u a t i o n  

< p , a J > =  m ( a J ) .  

C e t t e  c o n d i t i o n  ~ t a n t  r ~ a l i s ~ e  pour  t o u t  o 6  E, Z 6 r a n t  p l u s  f i n  que 

E o, e l l e  s i g n i f i e  que l e s  p a i n t s  de supp X l . . . X k ~  s o n t  c o n t e n u s  dans  l ' i n t ~ -  

r i e u r  de F + ( f ) .  
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2 . 1 . 2  

i )  

Remarque : Pour faire ce calcul, nous avons seulement utilis6 que 

l'image inverse par ~ de X est un diviseur a croisements normaux. II 

suffit donc que la restriction f = E a x p soit non singuliere sur 
p~y P 

(~*e)k pour routes les faces compactes ~ de F+(f). 

i i )  La d ~ r i v g e  ~-~1 n ' e s t  p a s  i d e n t i q u e m e n t  n u l l e  s u r  X. S i n o n  X s e r a i t  

q u a s i - h o m o g ~ n e  e t a  I s e r a i t  l e  v e c t e u r  d e s  p o i d s  de X l ~ . . . ~ x  k . Q u i t t e  

r e n u m ~ r o t e r  a 1 k , . . . , a  , c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  done  t o u j o u r s  r ~ a l i s g e .  

Donnons  deux  c o r o l l a i r e s  du t h b o r e m e  2 . 1 . 1  a p r e s  l a  

2.1.2 Dgfinition : Soit F un polyedre convexe de dimension k dans ~k . 
+ 

Nous n o t e r o n s  h(F  ) l e  nombre  de p o i n t s  a c o o r d o n n g e s  e n t i e r e s  s t r i c t e m e n t  + 
p o s i t i v e s  q u i  ne s o n t  p a s  dar ts  l ' i n t b r i e u r  de F . 

+ 

2 . 1 . 3  C o r o l l a i r e  : P o u r  un ge rme  d ' h y p e r s u r f a c e  a s i n g u l a r i t ~  i s o l g e  x c ~ k ,  

d ' g q u a t i o n  f non d g g g n g r g e  p o u r  son  p o l y e d r e  de Newton ,  l a  d i m e n s i o n  du q u o -  

t i e n t  O X / ¢  x , n o t g e  p e r t e  de g e n r e  en O e s t  6 g a l e  ~ h (F  ( f ) ) .  
. . . . .  + 

2.1.4 Corollaire : Pour un germe d'hypersurface ~ singularit6 isol~e~ XCC k 

d'~quation F= O~ la dimension du quotient 0 X/~X est sup~rieure ou 6gale 

h ( r  (f)). 
+ 

Ce d e r n i e r  c o r o l l a i r e  e s t  une  c o n s g q u e n c e  du r g s u l t a t  de Renge  E l k i k  

e t  du f a i t  que  l e s  f u n c t i o n s  non d g g g n g r g e s  p o u r  l e u r  p o l y ~ d r e d e  Newton f o r m e n t  

un o u v e r t  d a n s  l ' e n s e m b l e  d e s  f u n c t i o n s  a y a n t  un p o l y ~ d r e  donng .  ( [ K ] )  

2 . 2  P o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s .  
3 

S i  l ' o n  c h e r c b e  l e s  g e r m e s  X de s u r f a c e s  n o r m a l e s  de 

q u i  n ' a f f e c t e n t  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  d ' a d j o u c t i o n  ( i . e .  _@x=Ox ) ,  une  c o n d i t i o n  

n g c e s s a i r e  e s t  que l e  p o i n t  de c o o r d o n n g e s  ( l ~ : l ~ l ) E  s u i t  c o n t e n u  d a n s  

l ' i n t ~ r i e u r  du p o l y e d r e  de Newton d ' u n e  b q u a t i o n  de X. 

C e c i  i m p o s e  que  l ' o r d r e  de f p o u r  ] ' i d g a l  m a x i m a l  s u i t  au p l u s  2.  

h p r ~ s  un c h a n g e m e n t  de c o o r d o n n ~ e s ,  f p e u t  done s ' g c r i r e  : 

f = z 2 + a ( x , y )  

ou a ( x ~ y )  e s t  t ' ~ q u a t i o n  d ' u n e  c o u r h e  ~ s i n g u l a r i t ~  i s o l ~ e  de m u l t i p l i c i t ~  au 
O 

p l u s  3 ( t o u j o u r s  p o u r  que (1~1~1)  E F ( f ) ) .  
+ 
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2 . 2 . 1  S i  C e s t  d e  m u l t i p l i c i t 6  2 o n  o b t i e n t  a p r e s  c h a n g e m e n t  d e  c o o r d o n n 6 e s  
2 n 

l e s  f o r m e s  n o r m a l e s  A : y + x ( n ~ 2 ) .  
n 

2 . 2 . 2  

i )  

S i  C e s t  d e  m u l t i p l i c i t 6  3 

s o n  c ~ n e  t a n g e n t  e s t  i r r 6 d u c t i b l e .  On p e u t  6 c r i r e  a p r ~ s  c h a n g e m e n t  d e  

c o o r d o n n 6 e s  

a ( x  y )  y 3  , = + b ( x ) y  + c ( x )  

a v e c  o r d  b >  2 e t  o r d  c >  ~ ,  

S e l o n  ] a  f o r m e  du  p o l y g o n e  d e  N e w t o n  d e  a~ o n  o b t i e n t  l e s  f o r m e s  n o r -  

m a l e s  
3 4 

E 6 : y + x  

3 5 
E 8 : y + x  

3 3 
E 7 : y + y x  

i i )  C e s t  r 6 d u c t i b l e  : e l l e  c o n t i e n t  n 6 c e s s a i r e m e n t  u n e  c o m p o s a n t e  l i s s e  

e t  o n  o b t i e n t  l e s  f o r m e s  n o r m a l e s  

o x k _ l )  
D k : X ( y ~  + k ~ 2 

On v 6 r i f i e  q u e  r o u t e s  t e s  6 q u a t i o n s  a i n s i  d 6 t e r m i n 6 e s  s o n t  n o n  d b g 6 n 6 r 6 e s  

p o u r  l e u r  p o l y e d r e  d e  N e w t o n  e t  q u ' e l l e s  n ' a f f e c t e n t  d o n c  p a s  l e s  c o n d i t i o n s  

d ' a d j o n c t i o n  ( o n  a r e c o n n u  b i e n  s ~ r  l a  l i s t e  d e s  p o i n t s  d o u b l e s  r a t i o n n e l s ,  e t  

p o u r  6 t a b l i r  l a  c l a s s i f i c a t i o n ,  o n  a u t i l i s 6  l e  f a i t  q u e  c e s  s i n g u l a r i t 6 s  

s o n t  s i m p l e s ,  i . e .  s a n s  m o d u l e  [ A ] ) .  

2 . 3  P o u r  t e r m i n e r ,  n o u s  a l l o n s  f o r m u l e r  l e  r 6 s u l t a t  6 n o n c 6  p a r  H o d g e  

d a n s  [U]. 
S o i t  X u n e  h y p e r s u r f a c e  p r o j e c t i v e  d e  ~ k  n ' a y a n t  q u e  d e s  s i n g u l a -  

r i t 6 e s  i s o l 6 e s  a u x  p o i n t s  b a s e  d e  ~ k  . h p r e s  a v o i r  c h o i s i  u n  h y p e r p l a n  d e  

l ' i n f i n i , c o n s i d 6 r o n s  l ' 6 q u a t i o n  a f f i n e  f d e  X a f  f e f  l ' e n v e l o p p e  c o n v e x e  d a n s  

~ k  d e  s u p p  f .  S o i t  [ 3 ~ ( f )  l a  f r o n t i ~ r e  de  c e t t e  e n v e l o p p e .  

N o u s  s u p p o s e r o n s  q u e  f e s t  n o n  d 6 g 6 n 6 r 6 e  p o u r  I ° ~ ( f )  a u  s e n s  d e  K u s h -  

n i r e n k o ,  c ' e s t - a - d i r e  ( c f .  E K ] )  p o u r  r o u t e  f a c e  y d e  F ~ ( f )  l e  p o l y n ~ m e  

E a p  x p e s t  n o n  s i n g u l i e r  s u r  ( E ~ ) k  
p E y  

S i  n o u s  c h e r c h o n s  u n e  6 q u a t J o n  l o c a l e  p o u r  X a u  v o i s i n a g e  d ' u n  

p o i n t  s i n g u l i e r  a l ' i n f i n i  n o u s  s o m m e s  a m e n 6 s  a p o s e r  : 
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x 1 /x, x k ] 
Y] = - -  ' ' ' ' '  Yi ' ' ' ' '  Yk = ~ ' t =  x. x. 

l 1 I 

N i 
A lo r s ,  s i  f e s t  de degr6 N, x i f ( x l . . . , X k )  = g ( y l , - . . , y i , . . . , Y k , t )  e s t  une 6qua- 

t i o n  l o c a l e  de X au v o i s i n a g e  de Yl . . . . .  Yi . . . . .  Yk = t = O. 

supp g se d6du i t  de supp f par  une t r a n s f o r m a t i o n  a f f i n e  s imple  de 

~k  e t  le  p o l y e d r e  de Newton l o c a l  de germe de g en y] . . . .  = Yi = . . . .  Yk = t = O 

e s t  le  t r a n s f o r m b  par  e e r i e  app l i . c a t i on  a f f i n e  d 'une  p a r t i e  de la  f r o n t i e r e  

F ( f ) .  

On en d b d u i t  imm@dia tement ,  en u t i l i s a n t  l e  t h ~ o r e m e  l o c a l  2 . 1 . 1  

dx 1 ~  - . *  A dx i A . . .  Adx k 
que ~ f ,  e s t  de p r e m i e r e  e s p e c e  s u r  X s i  e t  s e u l e m e n t  s i  

x. 
1 

le  s u p p o r t  de X l . . . X k ~  e s t  c o n t e n u  dans  l ' i n t ~ r i e u r  de l ' e n v e l o p p e  convexe  

de s u p p f .  

(~  e s t  une  a d j o i n t e  aux p o i n t s  l i s s e s  de X ~ l ' i n f i n i  p u i s q u ' e l l e  e s t  de 

deg r~  au p l u s  N - k - ] ) .  

Nous pouvons donc f o r m u l e r  a i n s i  le  th@oreme de Hodge : 

2 . 3 . 1  Th6or~me (Hodge)  : S o i t  X une  h y p e r s u r f a c e  p r o j e c t i v e  de ~ k  d , 6 q u a  - 

t i o n  homogene F= Z hp yP. S o i t  F : ( F )  l ' e n v e l o p p e  c o n v e x e  (de  d i m e n s i o n  ~ k) 

P ~ k + ]  
dans  ~ k + l  de s u p p  F= {pE ; A / 0 ) .  Nous s u p p o s o n s  que : 

P 
i )  X n ' a  p a s  d ' a u t r e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  que l e s  p o i n t s  b a s e  de ~ k  

i i )  F e s t  non d~g~n~r~e  p o u r  F~(F)  f r o n t i e r e  de ~ : ( F )  (F~e(F) de d i m e n s i o n  

k - l ) ,  c ' e s t - ~ - d i r e  : p o u r  r o u t e  f a c e  y de F ( F ) ,  l e  polynSme s i n g u l i e r  

Z h yP e s t  non s i n g u l i e r  s u r  (¢~e)k. 
pEy P 

A l o r s  le  g e n r e  g ~ o m ~ t r i q u e  de X e s t  ~ga l  au nombre de p o i n t s  a c o o r d o n n ~ e s  

e n t i e r e s  c o n t e n u s  dans  l ' i n t ~ r i e u r  de ( F ) .  + 
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