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Séminaire BOURBAKI Novembre 1989
42éme année, 1989-90, n® 718

RESULTATS RECENTS D’ALGEBRE COMMUTATIVE EFFECTIVE

par Bernard TEISSIER

Introduction

Beaucoup des résultats fondamentaux de ’algebre commutative sont
des résultats d’existence non effectifs: le théoréme de Lasker-Noether affir-
mant D’existence pour tout idéal I d’un anneau noetherien A d’une
décomposition I = Q; N...N Q, en idéaux primaires, le théoréme de
normalisation de Noether, etc.. Le probleme est de déterminer effective-
ment, lorsque 'on a des données précises, le cran auquel une suite crois-
sante d’idéaux va stationner, ou bien une décomposition primaire d’un idéal
donné, et bien siir en premier lieu si un élément donné de ’anneau appar-
tient & un idéal donné.

Le premier cadre naturel dans lequel on peut se poser de tels problémes
est celui des idéaux de I'algebre des polynomes a coefficients dans un corps
k dans lequel on sait faire des calculs effectifs, comme c’est le cas si k est
une extension finie de son corps premier.

Ces problemes ont déja été attaqués au début du siécle, essentiellement
au moyen de la théorie de I’élimination, et en ce qui concerne le dernier
cité, par Macaulay au moyen de sa théorie des “systémes inverses” qui est
devenue la théorie de la dualité en algébre et en géométrie algébrique (cf
[35] et ses références). La donnée consiste en un nombre fini de polynomes,
et I'on cherche des renseignements sur la décomposition primaire de I’idéal
qu'’ils engendrent; nombre des idéaux primaires, degré de leurs générateurs,

taille de leurs coefficients, etc...
S.M.F.
Astérisque 189-190 (1990) 107



B. TEISSIER

Soient k un corps et I = (f1,..., fm) unidéal de ’anneau de polynomes
k[zy,...,z,]). Etant donné un polynome g dont ’on suppose qu'’il est dans
I, comment écrire explicitement une relation ¢ = Y v ¢g;fi 7. 1l faut
d’abord avoir une borne des degrés en dessous desquels on est siir trouver
des polynomes g;. Dans le cas ou g = 1, c’est.le probleme de l’identité
de Bézout. Si D est le plus grand des degrés des polynomes (fi1,..., fm),
la. théorie de I’élimination (cf [2] p.140, [26], [38],) montre que 'on peut
trouver des g; tels que degg; fi < degg + 2(2D)2"_1. Lorsque (f1,..., fm)
est une intersection compléte, on sait depuis Macaulay que ’on a une borne
en degg + D™. Un exemple de Mayr-Meyer ([18], [39]) a mis fin aux espoirs
de trouver une borne simplement exponentielle dans le cas général : Ils ont
montré comment construire pour tout entier D > 5, en prenant n = 10n’,

une famille de n + 1 polynomes fi,..., fot1 engendrant un idéal I qui

contient 2z; mais tel que si ’on écrit
z1=g1fi+ + gat1fap

alors max;j(degg;) > (D — 2)2"1_1. Ceci montre que le probleme de
I’appartenance est doublement exponentiel en le nombre de variables.

Le probléme, analogue, du théoréme des zéros effectif est celui de trou-
ver, pour un polynome g € m, des bornes pour s et le degré
de polynomes en dessous desquelles on soit sir de trouver des polynomes
g1,---,9m tels que g° = Y " | figi. Dans le cas homogene, il suffit bien sir
de borner l'entier s.

Des problémes de cette nature, dans des cas trés particuliers, ont joué
un role important en théorie de la transcendance depuis les travaux de
Gel’fond, mais depuis une dizaine d’années, a la suite en particulier des
travaux de Nesterenko (cf [40]), les spécialistes de la transcendance les ont
remis a lordre du jour dans les cas les plus généraux (voir [10]).

Ainsi, c’est au travail fondamental (cf [12], [13]) de Brownawell que
Pon doit de savoir que contrairement au probléme de ’appartenance, le
théoréme des zéros effectif, lui, est simplement exponentiel en le nombre de
variables.

D’autre part les recherches de calcul formel et de géométrie algébrique

effective ont aussi, depuis une dizaine d’années, fait surgir des problémes
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(718) ALGEBRE COMMUTATIVE EFFECTIVE

d’effectivité de calculs dans les anneaux de polynomes. En ce qui con-
cerne le calcul formel, mis & part les travaux de Lazard ([32], [33]), et plus
récemment de Heintz et ses collaborateurs (cf [16], qui donna la premiére
borne simplement exponentielle pour I'identité de Bézout valable sur un
corps quelconque, [17] et [19]), ’attention s’était concentrée sur les calculs
de bases standard d’idéaux, qui sont des systémes de générateurs trés par-
ticuliers permettant de décider effectivement par un algorithme de division
de 'appartenance d’un élément a 'idéal qu'’ils engendrent. Mais il semble
que pour le moment ces méthodes “trop générales” ne savent pas distinguer
entre les problémes, comme celui de 'appartenance, qui sont doublement
exponentiels, et les problemes, comme ceux dont il est question ici, qui
sont simplement exponentiels. Je ne parlerai pas ici de bases standard et
renvoie le lecteur a [44] pour un panorama récent de cet aspect. De méme,
je renvoie a [17] et [25] pour les liens avec le calcul formel, et suis obligé
de passer sous silence d’autres jolis résultats, comme la version effective du
théoréme de Serre-Quillen-Souslin sur les modules projectifs sur un anneau
de polynomes ([19]).

On va considérer d’abord le cas "géométrique”, ot I’on ne retient des
polynomes, outre le nombre des variables, que leur degré, alors que des
calculs effectifs nécéssitent de considérer aussi la taille de leurs coeflicients,
ce dont nous nous occuperons ensuite, d’abord par des méthodes analy-
tiques dues a Berenstein et Yger puis par des méthodes algébriques dues a

Philippon.

Je remercie Daniel Bertrand, André Galligo, et Joos Heintz pour I’aide

qu’ils m’ont apportée dans la préparation de ce texte.

§1 La géométrie

1. Le résultat

Soit k un corps. Posons R = k[zo,...,zn] et soit I = (fi,..., fm)

un idéal de R engendré par des polynomes homogenes; posant d; = degf,,
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ordonnons les générateurs de telle fagon que 'on ait dy > ds > ... >
dm > d; > 0, et notons g Pentier min(m,n). Le résultat de Kollar ([29])

raffiné par Brownawell ([11]) s’énonce comme la version effective suivante

de légalité VI =Py N---N Py

Théoréme 1.- Supposons d; > 3 pour: > 1 et soient P, ..., P, les idéaux
premiers minimaux associés a I'idéal I = Q,N...N Q,. Il existe des entiers
e; tels que 'on ait

Pir..PirClI

et
T
Y ei<d...d,
=1
Lorsque (f1,-.., fm) est une intersection compléte, d’aprés un théoréeme de

Macaulay ([37]), toutes les composantes de la variété projective définie par
I sont de la méme dimension n—m, il n’y a pas de composantes immergées

et il résulte alors trés facilement du théoreme de Bézout que l'on a 1’égalité

Z longQ;degP; =d; ...dp

i=1

ou longQ; désigne la longueur dans ’anneau local Rp, de l'idéal engendré
par Q;, c’est-a-dire la longueur du Rp,-module Rp,/Q;Rp, ; c’est la mul-
tiplicité avec laquelle la composante correspondant a 1’idéal P; intervient
dans l'intersection des m hypersurfaces f; = 0 dans P™. L’entier degP; > 1
est le degré de la variété projective correspondant a P; . Il n’est pas dif-
ficile de vérifier (cf [11]) que 'on a P'°"82i C Q; et on a donc, en posant
e; = longQ; les inclusions P;* ... Pfr C ©1...Q, C Q1 N...NQ, =Tet
le résultat dans ce cas, sans hypothése sur les degrés. La difficulté dans
le cas général vient des intersections non propres des hypersurfaces, qui
détruisent ’équidimensionalité et surtout font apparaitre des composantes
immergées. L’idée de la démonstration est, aprés avoir, comme dans [11],
par des combinaisons linéaires générales n’affectant pas trop les degrés rem-
placé la suite de polynomes donnée par une suite (hq,..., h;) aussi proche

que possible d’une intersection compléte, de construire ’idéal en ajoutant
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une fonction apres l'autre, en examinant & chaque pas les nouvelles com-
posantes immergées qui apparaissent. Une construction voisine apparait
dans la démonstration du théoréme de Bézout général due & W. Vogel
([49]). L’idée de Kollar est de borner la méchanceté des composantes im-
mergées a chaque étape au moyen d’un argument de cohomologie locale et
le point est que cela permet d’obtenir le résultat optimal. Comme nous le
verrons, ’hypothese d; > 3 provient de ce que la cohomologie locale nait

de suites exactes & trois termes.

1) Préparation de I'idéal.

Rappelons que la hauteur htP d’un idéal premier P d’un anneau A
est la longueur d’une suite croissante maximale d’idéaux premiers emboités
de A contenus dans P. La hauteur d’un idéal I est la plus petite des
longueurs des idéaux premiers associés & I. Lorsque A4 = k[zo,..., z,], la
hauteur correspond & la codimension de la sous-variété de 1’espace affine
(ou projectif si I est homogéne) définie par 1.

D’aprés Brownawell ( [11] ) une suite assez réguliére d’éléments d’un
idéal I d’un anneau A est une suite (hq,..., h;) d’éléments de I telle que
pour chaque 7,1 < ¢ < I, si nous notons B; lidéal de A engendré par
(h1,...,h;), on ait :

a) Si h;4, appartient & un des idéaux premiers isolés associés & B;, cet idéal
premier contient I (et est donc un idéal premier isolé associé & I).

b) Au moins un des idéaux premiers isolés associés & I ne contient pas hiti.

Lemme 1.- (cf [11], lemma 0, [16], prop.3) Si A est I’anneau k[z,, ... T
des polynomes 4 coefficients dans un corps k infini et I = (f1,..., fm), il
existe une suite assez réguliére (hy,..., ;) d’éléments de I tels que pour
1 < <!l on ait degh; = degfj(;), ot les j(i) sont tous distincts, et telle que
I'idéal B C I engendré par les h; ait les mémes idéaux premiers isolés que
I. De plus, la suite (hy, ..., hn) est réguliére.

On prend hy = f; et, supposant avoir construit (h1,...,hi), on con-
sidere le plus grand entier j tel que, pour tout idéal premier isolé R de B; qui
n’est pas associé & I, I'un au moins des éléments fjs---, fm n’appartienne
pas a R. On choisit une combinaison linéaire assez générale Y des coor-

données z; n’appartenant & aucun idéal premier R et la regle de Cramer
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montre qu’une combinaison linéaire générale

m

hiy1 = fi+ Y eYiesfi-desfif,
k=j3+1

n’appartient & aucun des idéaux R qui ne sont pas associés & I. Le reste
est facile.

Un argument de hauteur montre l'inégalité | < n + 1. Comme le
remarque Brownawell, le résultat qu’il démontre avec k infini prouve , par

passage & k[T, que le lemme est aussi valable sur un corps fini, et donc que
le résultat final est vrai sur tout corps.

2) La cohomologie locale.

Si nous notons D; le degré de h;, nous avons dy > D; > d; et
pour montrer U'inclusion P;* ... Pgr C I il suffit de montrer P;* ... P& C
(h1,...,h1), mais & cause des différences de degrés, cela ne signifie pas que

l’'on puisse tout ramener a priori au cas ou I est engendré par une suite

assez réguliere.

Nous pouvons supposer que la hauteur de I'idéal I est > 1; sinon les
générateurs f; ont un facteur commun, et il suffit de diviser par ce facteur
pour se ramener au cas ou la hauteur est > 1; on peut ensuite remultiplier
par le facteur commun les deux c6tés de l'inclusion du théoréme. Fixons
une suite assez réguliére (hq,..., ki) dans I, posons Iy = (0) et définissons

par récurrence des idéaux I;, K; et E; par les égalités
(Ii—l, hi) =LNK;NE;

ou E; est la partie immergée d’une décomposition primaire du membre de
gauche, K,; désigne Dintersection des idéaux primaires de cette
décomposition dont le radical est isolé et contient h;4+; (et donc I tout en-
tier par définition des h;), et enfin I; est l'intersection des idéaux primaires
dont le radical est isolé et ne contient pas h;;. Puisque par construction h;
n’est dans aucun des idéaux premiers isolés de I;_;, il résulte du théoréme
de Iidéal principal que I'idéal I; N K; est pur et de hauteur : (c’est-a-dire

que toutes ses composantes ont la méme dimension, qui vaut n —1¢), et il en
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est donc de méme de I; et K;. Notons que puisque la hauteur de I est > 1,
les h; n’ont pas de facteur commun et K; = A, et puisqu'une hypersurface
n’a pas de composantes immergées, F; = A. L’idée est de démontrer pour

i =1,...,2 =min(l,n) inclusion
(x)  (KFTKFT KX LN K) C (Lo, )

Cela va résulter essentiellement du lemme suivant.
Rappelons que, pour des idéaux I et J tels que VI C V/J et que [ soit pur,
on note codimyJ pour htJ — htl.

Lemme-clé (Kollar [29], revu par Brownawell [11]).-Soient R un anneau
noetherien de Cohen-Macaulay, I un idéal pur de R et h un élement de R
hors de tous les idéaux premiers associés a I. Ecrivons (I,h) = J N E,
ou J est la partie d’une décomposition primaire de I'idéal (I,h) dont les
idéaux premiers sont minimaux, et E celle dont les idéaux premiers sont
immergés. Soit F' un idéal réduit contenant J et considérons la cohomologie
locale Hp,(M') des R-modules M.

Si un idéal N de R annihile les espaces de cohomologie locale de R/1
par rapport & F et 4 VE en degré < codim;F et < codimsV/E respective-
ment, c’est-a-dire si N.HL(R/I) = 0 pour i < codim;F et N.Hi/E(R/I) =
0 pour i < codimrV/E, alors on a N3.HL(R/J) = 0 pour i < codimF et
si I'idéal (I, h) est pur, on a méme N2.H%(R/J) = 0 pour i < codim ;F.

Notons d’abord que I'idéal J est pur de hauteur htI+1 puisque d’apres
le théoréme de I'idéal principal de Krull, Iidéal h.R/T est de hauteur 1, donc
ht(I,h) = htJ = htI + 1. Considérons les suites exactes

0— R/T X% R/T— R/(I,h) — 0

et

0— J/(I,h) — R/(I,h) — R/J — 0
qui donnent naissance aux suites exactes de cohomologie
(1)... = Hp(R/I) — HL(R/(I,h)) — HEY(R/I) — ...
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et

(2)... = Hy(J/(I,h)) — Hi(R/(I,h)) — HR(R/J) — Hi (J/(1,h)) — ..

Puisque N annihile HL(R/I), il résulte de la suite exacte (1) que N? anni-
hile HL(R/(I,k)) pour i 4+ 1 < codimF' , c’est-a-dire pour i < codim s F.
Il résulte facilement des définitions que si (I,h) a effectivement des
composantes immergées, c’est-a-dire si E # R, alors H?/E(R/I) =0et
il en résulte par la premiere suite de cohomologie que ’on a une injection
H?/E(R/(I, h)) — Hi/E(R/I) Mais par ailleurs le R/(I, h)-module J/(I, k)
a pour support VE et par conséquent J/(I,h) = H?/E(J/(I, h)) et ce
dernier espace est un sous-module de H S/E(R/ (I,h)). Finalement on a une
injection de R/I-modules J/(I,h) — H\I/E(R/I) Puisque codim;VE > 1,
d’apreés I’hypotheése N annule H\I/E(R/I) et donc aussi J/(I,h) ainsi que
tous ses groupes de cohomologie. La suite exacte (2) nous montre que
du fait que N? annihile les groupes H&(R/(I,h)) pour i < codim ;F' et
que N annule tous les HL(J/(I, k) il résulte que N3.Hi(R/I) = 0 pour
t < codimjyF. Si (I,h) est pur alors J/(I,h) est nul ainsi que tous ses
groupes de cohomologie, et en fait N2.H%(R/I) = 0 pour i < codim F.

Corollaire.- Pour tout entieri < = min(m,n) I'idéal N; = K¥ K37 ... K;

annihile les groupes de cohomologie locale H },(R/ I;) pour j < codimp, F.

On raisonne par récurrence sur i; pour ¢ = 1, 'idéal I} = (hy) est con-
tenu dans un idéal intersection compléte de hauteur htF' = 1 + codimp, F
contenu dans F' et d’apres la seconde propriété fondamentale de la coho-
mologie locale tous les groupes de cohomologie H f;(R/ I,) sont nuls pour
J < codimp, F' . Ensuite on utilise le lemme-clé avec I = I[,_;, f =
hi, J = I; N K;. Puisque la multiplication par K; annihile I;/I; N K; et par
conséquent tous ses groupes de cohomologie, la suite exacte de cohomologie

déduite de la suite exacte
0— I,'/L' sz' —_— R/I, ﬂK,‘ — R/Ii — 0
montre que la multiplication par K; envoie H/(R/I;) dans le sous module

de H'(R/L;) image de H/(R/I; N K;).
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D’apres I’hypothése de récurrence, on a N,'_l.H;q(R/I,-_l) = 0 pour
j < codimy,_, F' et donc par le lemme-clé N3 |.HL(R/I; N K;) = 0 pour
J < codimp, F. '
En combinant cela avec ce qui précéde, on obtient
N} K;.HL(R/I;) = 0 pour j < codimp, F, et le résultat.
Une récurrence aisée utilisant le fait que si E; # R on a l'inclusion
(KiNE;)/(Li=1,hi) C Hi/E(R/I.-_l) donne alors pour 1 < ¢ < A = min(l,n)

I'inclusion de nature géométrique
(3) (K¥KF. . Kio)(LinK;) C (I, i)

et de cette inclusion on déduit, cette fois-ci par une récurrence descendante

depuis A = min(l,n) les inclusions

A
( H Nj_lKj).I,\ C (I,'_l,h,',h,'+1,...,h,\)

J=i—1

d’ou 'on tire

(SA-;_H) (a"‘22+1) o
) (K K K2 )KL\ C (ha,..., hy) .

3) La fin de la preuve
On termine maintenant & ’aide essentiellement du théoréme de Bézout;

une récurrence directe donne pour 1 <7 < XA = min(n, l) les égalités
(5)  degli + X;_o(degK;)Dj41...Di = Dy.....D; .

Montrons maintenant comment l’on conclut la preuve du théoréme dans le
cas [ <n

On écrit une décomposition primaire de chacun des idéaux Kj;, soit
K; = noES.- Qg); on pose Qt(,i) = ’Pgi) et pour chaque Q(.,i) il existe un
entier &) < longQS,i) tel que (’Pgi)))‘(ai) c Q%Y. En utilisant Pinclusion (4),

on obtient puisque I; = R des entiers sg ) tels que l’on ait les inclusions

l -1 -2

'.3(") 3 +1 3 +1
ITTI POy c (&= kS = ) K2 DK C (b, ..., h).
i=10€S;
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La premiére inclusion implique I'inégalité

(6)  Ticy Toes 50 degP) < L (deghi)(35EL)

et par ailleurs il faut remarquer que puisque h,, ..., hy s est une intersection
complete, on a K; = R, donc degK; = 0, pour ¢ < htl. Il résulte de I’égalité
(5) que 'on a alors

(1) Y, (degK)Dity...D, < D,.....D,

et nous allons montrer l'inégalité

i=1 0€S;

Pour cela, il suffit au vu de (6) et (7) de prouver 'inégalité

1 sy di...d, 1—i
(8) > izher(degK;) D...D; — : 2+1) 20.

Or on a clairement [ < p et les D; étant les degrés de polynomes fj;
distincts, on a l'inégalité d;....d, > D;.... D; d’ou résulte

dy....d, 341

——E >Diypy... D237 >

D,....D; — i t= - 2
d’apres 'hypothese d; > 3 pour j > 1. En fait si 'on voulait se passer de
cette hypothese, on pourrait, en notant « le nombre des D; (1 <@ <)
qui sont égaux a 2, utiliser I'inégalité (%)"le- ...D; > 37 et dans le
résultat final le produit d;....d, serait affecté d'un facteur (3)".

Ainsi nous avons montré, dans le cas | < n, 'existence d’une famille

d’idéaux premiers homogénes P contenant les idéaux premiers isolés de

I, et d’une famille d’entiers sf,i) vérifiant

H(,Pc(ri))sg) C (hlv' . ’hl) C I

et
Y sdegP) < dy ... d,
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donc en particuler
ZSE) S dl...d”

Le cas ou | = n + 1 est analogue et un peu plus compliqué; on utilise
la généralisation suivante, due & Kollar et Philippon, d’un résultat de
Macaulay (cf [37], p.67) et Lazard (cf [32]):

Lemme .- Notons M I’idéal (zo,...,z,)R. Si hny1 ne s’annule sur aucun
des zéros de I, alors

i) Pour d > degl, — 1 on a MPr+1+d (I, h,yy)

i) 8i (ha, ..., hn) est une suite réguliére, pour d > £2_,(D; — 1) on a

MD"+1+d N (Kn7 hn+1) = JMD"+1+d n (In n Kn’ hn+l)

Ici on est essentiellement en dimension zéro, et la démonstration se raméne
a un décompte de dimensions d’espaces vectoriels, comme chez Macaulay.
Par une récurrence descendante analogue a celle qui prouve (4), en

partant de l'inclusion MPr+1+d (In, hn+1), on prouve

gn-—1
(=)

8""2+1
9 (K K7 ) K2 )KaMPertd C (hy, hpyy)

et on en déduit de la méme maniére que précédemment I’existence d’une
famille d’idéaux premiers homogenes P distincts de M contenant les

idéaux premiers isolés de I, et d’une famille d’entiers (s, s ) vérifiant

M TIPOYS (b, k) C T

et
So + Z sf,")deg’Py) <d,...d,

donc en particuler
so+ Yy s <d...d,.

Le théoréme annoncé en résulte aussitot.
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2. Théorémes de Bézout et théoréeme de Hilbert

1) Identité de Bézout et théoréme des zéros.

Soient f1,..., fm € k[z1,...,z,] et supposons qu’il n’ont aucun zéro
commun dans k. Il résulte du théoréme des zéros de Hilbert qu’il existe des
polynomes g1,...,9m € k[z1,...,z,] tels que 'on ait identité de Bézout

zfigz' =1
1

si en effet on ajoute une variable zy et considére les polynomes homo-

genes f; = o fi(x1/%0, ..., Tn/To) ils ont tous leurs zéros communs dans
I'’hyperplan a 'infini 2o = 0 et donc il existe un entier e et des polynomes ho-
mogenes g, ..., Jm tel que ’'on ait z§ = zglf,-gi, d’ou le résultat en faisant

zo = 1 . Inversement, Rabinowitsch (cf [43]) a montré que si l’on connait
I'identité de Bézout, on peut en déduire le théoréme de Hilbert: si un poly-
nome g s’annule sur tous les zéros communs de fi,..., f;,, on ajoute une
variable z,4, et on considére les polynomes fi,..., f;n,1—T,419; ils n’ont
aucun zéro commun dans &, donc on peut écrire 1 = Y7 figi + h(1 —

Tnt19)- En remplagant z,,, par ¢~*

et en chassant les dénominateurs, on
obtient ¢° = £, fig:, c’est-a-dire le théoréme des zéros.
La technique que nous venons d’exposer a permis a Kollar de donner

le résultat optimal en ce qui concerne 'identité de Bézout et le théoreme
des zéros.

Etant donnés un corps k et des entiers positifs n,dq,...,d, notons
Ng(k;n,dy,...,dn) le plus petit entier s tel que pour tout choix de poly-
nomes fi,...,fm € klz1,...,z,] tels que degf; = d; et sans zéro com-
mun dans Fl, il existe des polynomes g¢1,...,gm € k[z1,...,25] tels que
YT figi = 1 et sup;(degfigi) < s, et notons Ny (k;n,d,...,dy) le plus pe-
tit entier s tel que pour tout choix de polynomes homogénes fi,..., fm €
k(zo,...,zn] tels que degf; = d; on ait l'inclusion d’idéaux

(V(f17---7fm))s C (flr--)fm).

Etant donnés des entiers positifsnet dy > dy - -+ > dpm,, notons P(n,dy,...,dn)
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le nombre défini ainsi:

dy....dp, sim < n;
P(n,dy,...,dn) = {dl....dn_l.dm sim>n>1;
di+dm—1 sim>n=1.

On étend la définition de P(n,d,,...,dy,) aux suites quelconques d’entiers

en rangeant dy, ..., d, par ordre décroissant avant d’appliquer la définition

précédente. On a alors

Théoréme 2 (Kollar [29]).- Si tous les d; sont différents de 2, on a les
égalités

Np(k;n,dy,...,dmn) = Ng(k;n,di,...,dn) = P(n,di,...,dy).

Les inégalités < sont essentiellement un corollaire de ce que nous avons
vu au paragraphe précédent. Il faut remarquer que puisqu’il s’agit de
déterminer en fin de compte si des systémes d’équations linéaires entre
les coefficients ont des solutions, on peut librement faire grossir le corps k
et en particulier le supposer algébriquement clos.

Kollar a adapté un exemple de Masser et Philippon pour montrer que

les inégalités déduites du paragraphe précédent sont optimales :

Exemple([29]).-Etant donnés des entiers positifs n,d;, . . ., d,, considérons
les polynomes suivants de k[zo, ..., z,]:
d do—1 d dn_1-1 dpn-1 d,—1 d
Ty, T1TE T = Tyt Ty Tt — T, 1 Tp1ZTyt T — 2z

Notons f; le i-iéme; il est de degré d;. Les zéros communs des f; sont les
points de la droite zg = --- = z,_; = 0 et un calcul rapide montre que
k[zo,...,zn)/(f1,---s fn, T — 1) = k[zo]/(z0)%. Ainsi zo est dans le rad-
ical de l'idéal (fi,..., fn), mais (z¢)0%~1 ¢ (fi,..., fn). En arrangeant les
d; de telle facon que d, soit le plus petit et ajoutant aux f; des multiples
convenables de f,, on obtient la borne du théoréme pour m > n et en regar-
dant cet exemple avec m variables parmi n, on obtient la borne pour m < n.

En déshomogeneisant z¢, on obtient la borne pour Ng(k;n,d;, ..., dm).

Il faut remarquer que dans un anneau euclidien il est trés facile de

démontrer l'identité de Bézout avec de bonnes bornes pour les degrés et la
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taille des coefficients, et on peut donc espérer que des méthodes de division
en dimension quelconque seront utiles. Comme il a été dit, le théoréme
de division général de Hironaka et ’algorithme de Buchberger (cf [44]) ne
semblent pas aider pour le moment, mais nous allons voir au paragraphe

suivant que ’on peut obtenir par ’analyse des substituts & la division.

2)Théoréme de Bézout sur les intersections et théoréme de Hilbert.

La théorie des intersections de Vogel dans [49] (voir aussi [48]) associe
a l'intersection de m < n hypersurfaces V; de P" des sous-variétés réduites
Ci,...,C; de Dintersection ()i~ V; et des entiers j, > 1 de telle fagon
que, posant d; = degV;, on ait d;...d,, = z;’:ljbdegcb. Du point de
vue de Fulton et MacPherson dans [20], il existe des sous-variétés (dites
distinguées) Z,, ..., Z,, des entiers m;, ..., m, et sur chaque Z, un cycle o,
tels que I’on ait pour le cycle intersection 1’égalité Vi - - - V;, = S M.
Ces résultats décrivent l'intersection (), V; par un cycle algébrique, qui
coincide avec certaines des composantes de I'intersection au point générique
de celles-ci. Au contraire, la version effective du théoréeme des zéros du
No. 1 est vraiment géométrique et pas seulement numérique ou “cycliste”,
puisqu’elle décrit un sous-schéma et pas un cycle, et que ce sous-schéma
contient effectivement, et pas seulement au voisinage de points génériques,
I'intersection ()=, V;. On peut donc la voir, en éxagérant un peu, comme

un “théoréme de Bézout géométrique”.
§2 L’analyse

De ce point de vue, I'histoire remonte au probléme de la couronne
résolu par Carleson et aux généralisations de Hormander ([27]) et Kelleher-
Taylor ([28]).

On se donne un sous-ensemble ouvert 2 de C™ et une fonction s
plurisousharmonique non négative sur Q. On note A,(Q2) I’algébre des fonc-
tions f analytiques sur et telles qu’il existe des constantes C; et C, telles

que l'on ait, pour z € Q,

|f(2)] < Crexp(C2s(2))

et le probleme est de déterminer si des éléments f1,..., f de A4(Q) tels
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qu’il existe des nombres positifs ¢;, c; tels que pour z €  on ait

1f1(2)| + -+ + [fm(2)] 2 crexp(—e25(2))

engendrent 1’algebre A,(Q).
Remarquons que la condition est nécessaire, comme on le voit en

écrivant

1= fi(2)gi(2)

dans 4,().

On reprend donc les problémes du §1 dans cette classe d’algébres.
L’algebre des polynomes C|zy,...,z,] correspond, d’apres le théoreme de
Liouville, au cas 2 = C", s(z) = log(1 + ||z||). On trouve dans [7] la
motivation suivante:

Un signal, représenté par une distribution ¢ sur R", est analysé par m
instruments de mesure, qui sont représentés par m distributions & support
compact py,..., g, sur R", tandis que le résultat de chaque analyse est
représenté par la convolution v; = y; * 0. Le probléme est de reconstituer
explicitement ¢ & partir des v;, c’est-a-dire de trouver explicitement des
distributions a support compact v; telles que 'on ait o = 31" | v; * p; * 03
il s’agit donc de résoudre dans ’algébre de convolution, dont I’unité est la

distribution de Dirac 8y en 0, ’équation

m
5O=Zl/,'*/t,' .
i=1

La transformation de Fourier F établit un isomorphisme entre 1’algébre de
convolution des distributions & support compact sur R™ et ’algébre 4,(C™)
ol s(z) = log(1+]|z]|)+||Imz||. I s’agit donc de résoudre dans cette algebre

de fonctions entiéres le probleme de Bézout
1= Zf(ll,')]:(u,‘) .
i=1

Plus généralement, on peut se demander si une condition nécessaire et suff-
isante pour qu’une fonction g € A,(2) appartienne a l'idéal de A,(Q) en-

gendré par fi,..., fm est qu’il existe des constantes non négatives ¢, c;
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telles que l'on ait pour 2z € Q, en posant f = (fi,...,fm) et ||f|| =
(7 1fi(2)]?)?, les inégalités

l9(2)] < el fllexp(ezs(2))-

Skoda a démontré dans [47] un théoréme trés général dans cette direction,
qui était d’ailleurs utilisé par Brownawell dans sa démonstration (voir [12]
et [14]) d’une identité de Bézout effective pour les polynomes.

Les progres récents dus a Berenstein et Yger s’appuient sur une formule
de représentation qui se substitue & une formule de division pour permettre
d’écrire explicitement des solutions de ’équation g = 51~ fig;. Berenstein
et Yger commencent par montrer ’existence d’un courant résidu associé &
une famille de polynomes fi, ..., f, définissant une sous-variété discrete de
C™. lIs utilisent le théoreme d’Atiyah ([3]) et Bernstein ([9]).

Théoréme 3 (Berenstein-Yger [5]).-Etant données p fonctions fi,..., fp
holomorphes sur un ouvert 2 de C™ et y définissant une intersection compléte
V, soit ¢ une forme différentielle C** sur C™ a support compact de type

(n,n — p) et O-fermée au voisinage de V. La fonction

(—1)5"2;12 lfl'”fp|2pA _ _
A ~ ~0fi A... NBf, A
(2ma)P '/‘;(|f1|2+"'+|fp|2)5 h frN¢

est méromorphe dans tout le plan complexe. De plus, elle a en A = 0 un

pole simple en lequel son résidu est égal a

1 1 1 é
B—A...ANO=, ¢>=lirn : /
< fi fp =0 (2mi)? Jp, fr--- fp
ou I'¢ est le cycle analytique réel orienté (z € Q/|f1(z)| = --- = |fp(2)| = €).
Supposons donnés m polynomes (pi,...,pm) de Clzy,...,z,], et quand
nous voudrons distinguer les n premiers, notons les (fi,. .., fn, Pat1,---,Pm)

(c’est-a dire que nous noterons, pour i < n, f; ou p;).

Notons F = fi...fa, f* = ff*... fo, |F|| = (T, [fi(2)?)? et
of = N[ 8fi, 8f = N\] Of: et df = A! dfi (dans Pordre croissant). Sup-

posons que les n premiers d’entre eux satisfont une inégalité a la Lojasiewicz:
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Il existe un rayon r et des constantes ¢ > 0 et d € R telles que pour ||z|| > r

on ait

E@) (T 1))} > ezl

Par ailleurs, choisissons, pour chaque fonction f;, n polynomes en 2n vari-
ables g;¢ de degré < d; en chaque paquet de variables et tels que 1’on
ait
n
£i(2) = £5(0) = Y gz Ozt = Co)
=1
On peut prendre par exemple

_ FiGs G120 20) = fi(Gas - Ces Zeas - -5 2n)
2p — (e

95,

Dans ces conditions, étant donné un polynome ¢ appartenant & 1'idéal
(f1,---, fm) et des fonctions holomorphes u;,...,u,, dans un voisinage Q
de V telles que 'on ait ¢ = u1p; + -+ + Umpm dans Q, considérons les

polynomes en z, ( définis par

gl,l(ZaC) gz,l(zaC) gﬂ,l(Z><) gj,l(Z,C)

W(z,C) = det : - : :
91,n(2,¢) 92,n(2,¢) ..o gn,n(2,¢) 95,n(2,0)
HE) =[O flz) = £00) . fal2) = falQ)  pji(2)
Notonsa+1= (a1 +1,...,a, +1) et gfﬂlj =5f—,,i—_;,—1/\.../‘\3ﬁ.
On a alors le
Théoréme 4 (Berenstein-Yger [5]).- Posons D = max;<j<ndegf; et soit

d I'exposant apparaissant dans I'inégalité (L(d)). Sir est un entier tel que
dr > degg+ (n — 1)(2D — 1) + 1, on a I’identité

(BY)  4(2) = Diajr-n{ 7y » Tia wi(OWi(z, QdC ) £2(2)

On vérifie que ceci donne bien une identité de Bézout ¢ = ST Aipi. Le

seul terme qui pose un probléme est le terme en a = 0, mais on développe
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les déterminants W; et on utilise le fait que le courant résidu 5—} annule
le sous-module (f1,. .., f)2™° du module Q™° des n-formes différentielles
de type (n,0).

La convergence des intégrales est assurée par (L(d)) et le nombre d qui
y apparait est borné en fonction des données au moyen du résultat suivant,

qui est une amélioration due a Kolldr d’un résultat de Brownawell.

Proposition (Kollar, (cf [29] ) Soient py,...,pm € C[z1,...,z,] des poly-
nomes n’ayant qu’un nombre fini de zéros communs dans C"; posons d; =

degp; et supposons n > 2. Alors il existe une constante C > 0 telle que

pour ||z|| assez grand on ait
mmax([l] 4 [pi(2)]) > Cllz]| =P i)

La démonstration consiste & utiliser le fait que le probléme est local au voisi-
nage des points a l'infini, et se raméne donc a prouver que si py,...,pm €
Clz1,...,2x], avec m < n sont des polynomes dont les zéros communs sont

contenus dans z; = 0, alors pres de ’origine on a pour une constante C’ > 0
! Hd.'
max pi(2)] > €'l 1.

Kollar remarque qu’il suffit de vérifier qu’une au moins des fonctions p; o7
s’annule avec un ordre < IId; le long de chaque composante du diviseur
exceptionnel de I’éclatement n: Z — C™ de 'idéal engendré par les p;, et

cela résulte d’un simple argument de degré.

Le miracle est que cette identité (B-Y) d’apparence fort compliquée
permet de borner les degrés et , si ’on est parti de polynomes a coefficients
dans Z, la taille des coefficients de I’identité de Bézout.

Etant donné un polynome p(z) = Y poz* € Z[z1,...,z4,], on appelle
hauteur (*) de p le nombre H(p) = Max,|p,| et hauteur logarithmique

le nombre h(p) = logH(p). Il faut remarquer qu’une borne sur les degrés

(*) cette notion de hauteur, qui s’étend aux idéaux, (cf [40], [41]) est
sans rapport avec celle que nous avons utilisée au §1; le mot taille serait

préférable, mais telle est malheureusement la terminologie regue.
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dans l'identité de Bézout implique par ’algébre linéaire une borne sur les
hauteurs, mais cette borne est bien mauvaise; elle est en c(n)D"z(h+logm+

n’logD). La méthode de Berenstein et Yger donne le

Théoréme 5 (Berenstein-Yger [5]).- Soient py,...,pm des polynomes de
Z[z1,...,zy,] tous de degré < D et tels que h(p;) < h (1 £ 7 < m),
et sans zéro commun dans C". Il existe un entier é et des polynomes

91(2),- -, 9m(2) € Z[zy,...,z,] tels que Pon ait

5= fi(2)g;(2)

et pour tout j
degg; < 10(n + 1)°(2D + 1)*",
h(g;(2)) < k(n)D****(h + logm + DlogD)
logé < k(n)D***3(h + logm + DlogD)

ou k(n) est une constante effective.

On prend @ = C™. La borne sur les degrés se voit directement sur
(B-Y), mais les bornes sur les hauteurs sont bien plus délicates. Berenstein
et Yger utilisent une version effective du théoréme de normalisation de
Noether pour préparer de meilleurs p; et le point est qu’au bout du compte il
suffit de trouver une borne pour le p.g.c.d. des dénominateurs des nombres
rationnels

< 5 1 ¢bd¢
ForUE) 7 fasa(€)
ou fp41 est un nouveau générateur bien choisi et & hauteur controlée pour

I'idéal (p1,-..,Pm)-(*)

(*) Dans [8], Berenstein et Yger annoncent obtenir, par un raffinement de

>, b < 3(n+1)2(2D +1)*, |a|<r—n

leur méthode et en utilisant les résultats de Philippon présentés ci-apres,

des bornes
degg; < 10n2D",

max(logé, h(g1(2)), - . ., h(gm(2))) < &(n)D***3(h + DlogD).
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§3 L’arithmétique

Philippon se propose de majorer les degrés et la taille des coefficients
dans le théoréme des zéros dans le cadre plus général des polynomes &
coefficients dans un anneau A muni d’une fonction ”taille”, mais nous
nous restreindrons ici au cas de Z. Comme on le fait depuis Nesterenko
([40]), Philippon estime la taille arithmétique de I’idéal engendré par des
polynomes homogenes p; € Z[zo,...,z,] au moyen des coefficients de la
forme de Cayley-Chow associée. Il appelle rang restreint d’un idéal I C
Z[zg,...,24] la plus petite des hauteurs des idéaux premiers P associés
alettelsquezo ¢ P e¢ PNZ = (0). On rappelle qu'un élément g
d’un anneau A est dit entier sur un idéal J de A s’il satisfait une relation
algébrique g'+a;19' "' +---+a, = 0 avec a; € J'. En géométrie algébrique la
dépendance intégrale se traduit par des inégalités valuatives et en géométrie
analytique locale par des inégalités de Lojasiewicz (cf[36]). L’ensemble des
éléments de A qui sont entiers sur J est un idéal, que I’on note J. Par des

méthodes valuatives (donc complétement algébriques), Philippon démontre

le résultat suivant:

Théoréme 6 (Philippon [41]).- Soient py,...,pm € Z[zo,...,zx] des poly-
nomes homogénes de degrés d; < d,, < ... < d; et tels que h(p;) < h. On
pose p = min(m,n) et v = min(m,n + 1). Si I'idéal I engendré par les p;

est de rang restreint > n + 1, il existe un élément v € Z tel que

71‘31'“'1“ €T, et

1 g |
logy < C(n)hdy ...dy(3 + Z(E))
j=1

ot C(n) est effectivement calculable.

11 déduit alors de ([36], Theorem 2.1), qui joue ici le rdle du théoréme de
Skoda, que pour tout nombre premier p il existe un entier a, premier avec
p et tel que, posant ¢ = 'y:cgl"'d“, on ait

apqn+2 € I
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Il vient alors assez facilement

Théoréme 7 (Philippon [41]).-Soient p1,...,pm € Z[z1,...,z,] des poly-
nomes de degrés dy < dp, < ... < dy et tels que h(p;j) < h. Sipi,...,Pm

n’ont pas de zéro commun dans C™. Il existe un entier é tel que
1 «—,1
logs < (n+2)C(n)hd: ... dy (5 + ;(d—j))

et des polynomes g1,...,9m € Z[z1,...,z,] tels que

m
5= p;g
7=1

avec deg(pjg;) < (n+2)d;...d,.

L’hypothese sur les zéros implique que la hauteur réduite est > n + 1.
Puisque les a, sont premiers entre eux dans leur ensemble, le théoréme

n+2

précédent implique, en posant § = vy et en homogéneisant les polynomes

pj en p;, que l'on a

n+2 _ 6x(()n+2)d1...d

q “e(ﬁlr")ﬁm)

On peut donc écrire

m
2)d;...d ~
sz DN = NGy
j=1

et 'on conclut en faisant zo = 1. Tout récemment Philippon a donné une
démonstration de résultats équivalents par une méthode différente consis-
tant a faire fonctionner sur Z la démonstration de Kollar revue par Brow-
nawell qui a été exposée au paragraphe 1. Selon sa préférence, (cf [42]), la
cohomologie locale y est présentée sous la forme de complexes de Koszul,
plus maniables lorsqu’il s’agit de surveiller les hauteurs des éléments. Pour
le moment, ces méthodes ‘ne donnent pas les bornes sur la hauteur des

polynomes g; qu’obtiennent Berenstein et Yger.
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§4 Conclusion

Considérer le résultat du §1 comme un théoréeme d’intersection
géométrique conduit & espérer que le bon cadre pour ce type de probléme
est la géométrie arithmétique d’Arakelov ([1]), que ces résultats sont les
prémices d’une théorie géométrique de l'intersection sur les variétés
arithmétiques. Cela permettrait en particulier de remplacer par de la
théorie des intersections a la Gillet-Soulé (cf [21], [22], [23]) les lourds calculs
sur les formes de Cayley-Chow que j’ai cachés (*).

Un théme commun aux trois paragraphes est “résidus et dualité”; au
§1, ce theme apparait dans I'utilisation des propriétés en cohomologie locale
des suites (assez) réguliéres, au §2 il est tout-a-fait explicite, et au §3 il
est présent par l'utilisation d’un résultat de [36] qui est une conséquence
de la dualité locale de Grothendieck. On peut aussi espérer que les trois

approches présentées ci-dessus constituent les prémices d’une résonnance

de ce théme en Géométrie d’Arakelov.
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