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CYCLES EF ANESCENTS, SECTIONS PLANES...

CYCLES EVANESCENTS, SECTIONS PLANES ET CONDITIONS DE WHITNEY

Bernard TEISSIER

Préambule : Le but gue l'on se propose ici est la construction d'inva-
riants numériques d'un germe d'hypersurface analytigue complexe & singula-
rité isolée, invariants dont la constance dans une petite déformation de
1'hypersurface entraine 1'"égquisingularité" de cette déformation en un sens

trés fort (conditions de Whitney). En fait, nous attachons & un germe d'hy-

persurface (Xo,xe)c:(mn+1,0) 4 singularité isolée une suite décroissante
. +1) (i3 (o) (1)
dtentiers pio(xo) = (JEO (XO),...,px0 (Xo),...,pxo (XO)) ol pxo (Xo) est le

- L3 . . 2
nombre de cycles évanescents de l'intersection de (Xo,xu) avec un i-plan

[43
"10). 8i F:Xe=5D = {t€ @/ |t] < 1] est une déformation de

(Xo,xo) munie d'une section ¢ telle que X~ ¢(ID) soit lisse sur D, et si

général de (&

"p(n+1) constant! (resp. "p¥ constant") signifie que ut?zgkxt) = pin+1)(xo)
0
(resp. avec p#), ol Xy = Fnl(t), pour tout t€ D, notre programme est le
suivant
{(n+1) ¢y rieiy I
[u constant] ———=» [p¥* constant] ———= (X - o(M), c(D)) satisfait
les conditions de Whitney]
[Thom-Mather]
\Jr
[F est topologiquement triviale]
[évident]
<
[(Xt,a(t)) ont toutes méme type
Legende : topelogique (t& )]
[€] : Conjecture
[ICTI] : démontré dans ces notes

[L.R] : L& + Ramanujam (n#£2)

® ou nombre de Milnor.
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On peut voir que la démonstration de C, nous munirait dfune théorie satisfai-
sante de 1'équisingularité pour les familles d'hypersurfaces 4 singularité

isolée. Ceci apporterait aussi une réponse partielle & des questions posées

par Zariski dans [Zgj.

¥y
¢
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CHAPITRE ¢ - RAPPELS ET GENERALITES

§ 0. Rappels sur la dépendance intégrale

Ce paragraphe est un aide-mémoire,gqui ne contient aucun résultat
essentiellement nouvean, (voir [Hij’ EL.le,[Li]} gauf peut-8tre les raffi-
nements concernant v, qui ont été mis au point avee Monique Lejeune, et
0.5.2), On suppose connues les notions de cldture intégrale (d'un anneaun
réduit @ dans son anneau total de fractions Tot(p) (opération notée

O +» ), et de normalisation d'un espace analytigque complexe.

0.1 Définition : BSoient ¢ un annean commutatif unitaire, I un idéal de 0.
Nous dirons gu'un élément h d'un anneau &' de méme espéce, contenant &, est
entier sur I =i il satisfait une équation de dépendance intégrale

k k-1

i
h+a1h +...+ak—-0 avec aiEI.

0.2 Définition : Seient ¢ comme ci-dessus, 11 et 12 deux idéaux de (3.

Posons pour tout ig£ W

i i W
Vi (12) = Sup{velN/1,217}

1
et définissons
i
) vli(lz)
v. (I,) = Sup -
72 jeqw B
i
v11(12}
En fait, dl est facile de montrer que la suite —=—— converge vers
;I (12), et que si.1,= (q;l,...,tpm)(}, on a

1
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vo (I} = min v (@.)
1,2 lejem ~1 Y

On peut méme montrer gue ;I (1,0 e Qy (=}.
1

0.3 Remargue : Si 1'anneau & est normal (i.e. intégralement clos dans
son anneau total de fractions) et si I est principal : T=g.®, I est inté-

gralement clos, i.e. tout élément de @ entier sur I est dans I.
En effet, si h€ @ est entier sur T, on peut écrire

k k-1 I
h+a1gh Tt o8 =0 avec aiEO,

ce qui signifie que g—e Tot(3) est entier sur &, donc dans 3, et donc que

hel.

0.4 Proposition : Soient W un espace analytique complexe réduit, x¢€ W
et 31,'[)2 deux Idéaux cohérents définis sur un voisinage de x dans W. Posons

G =0 , I.=9. {i=1,2). Les conditions suivantes sont équivalentes
W,x i i,x

1) 129 1 ol TI désigne 1'ensemble des éléments de ¢ entiers sur I,.

2) vll(lz)zl.

3) Pour tout morphisme h: D.¥W tel que h(0)=x (D={zck/|z|<1})on a:

(avec 1'abus d'écriture : Ii . O = h¥* Ii . )

4} Pour tout morphisme g: W'-W vérifiant la condition suivante
I1 existe un voisinage ouvert V de x dans W, sur leguel .'Jl est défini,
et tel que
i) glv: g'i(v)_.v est propre et surjectif ,

ii) g_l(V) est normal ,
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iti) 9,.0 est localement principal .
1 -1
g (V)
On a : Il existe un voisinage UcV de x dans W sur lequel 32 est déefini et
tel que
3,.0 =3, .e
‘ -1, = . -
2ty T Tt
Remarque : On peut obtenir un tel g de la maniére suivante : Soit V un

voisinage de x sur lequel 31 est défini ; soit = W, oW le composé de la
modification de centre 01 dans V et de 1l'inclusion VW, Seoit N: W'—,wl la
normalisation de W,. g=7noN: W' oW satisfait 1), ii), iii) {pourvu que le

support de '31 contienne un voisinage de x). g est appelée ! modification

i
i

normalisée (ou &clatement normalisé) de ‘)1 .
5) Il existe un G-module fidéle de type fini M tel que 12 . M_C_11 . M.

Les conditions énoncées sont de nature locale et algébrigues. Elles sont

encore équivalentes & la condition de nature transcendante gue voici

6) Remplagons W par un voisinage de x, disons W', sur lequel 31 et '32 sont
engendrés par leurs sections globales, Pour tout systéme de générateurs
((Pi,...,gpm) de Qz(w'), et tout élément hg ’Jlfw’), on peut trouver un voisina-

ge V' de x, et une constante C telle gue
lb(w) | sC.Supi:pi(w)| pour w&éV'

On déduit facilement de ce gui précéde, et du théoréme de finitude de
Grauert, l'existence, pour tout (}W—Idéal cohérent 9, d'un Idéal cohérent 3

de 5‘: tel que pour tout x¢ W on ait (EJ—)X=3:,0“J .

x désigne la fermeture in-

. . ' P
grale de '}X dans TOt(G‘W,x)’ i.e. l'enszemble des éléments de Tot(GW,x)

entiers sur '.)X . N ow)x nous fournira de méme les éléments de GW x entiers
r

sur J
X

Enfin, @ 3 et @ ' sont des @ 1¥-Modules gradués de présentation
vz0 vz0 v=0
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finie, et en particulier, posant & nouveau & = Oy 4 et I:'JX » il existe v
E

et vé tels que

v Yy
(v20)

-
n
L]

V' —v._'_vl
Y.T°-1 ° (vz0)

(et de m&me en remplagant T par TN,

Ceci permet de montrer gque pour calculer ;I (12), on peut remplacer I, ou
i
12, ou les deux, par leur cldture intégrale dans & ou dans c_}, et de méme

gque 1'on peut définir ;I (12) comme limite de la suite 3% ol
1
s i v
¥(i) = Sup{v/Izc:Il} .
0.5 Applications
1) Soit feo,, = ﬂl{zo,...,zn]. f est entier sur 1'idéal
af af . Y .
z azo seres By an Gn+1 Nous allons appliquer le critére valuatil de

dépendance intégrale de 0.4, 3},

n+1

Soit h: (D,0) - (& ,0} et soit % une coordonnée locale sur B . Nous avons

af d(z. « h)
1

d'oll, en notant v, l'ordre & l'origine des fonctions sur le disque

vo(feh}—- 1 = min (vo(aazf, =h)+v0(zi “h} - 1)

1

vo(i‘eh) > min (vo((zi'ﬂail,)“h))

Ogign

3f of . .
et donc (f. h)o]),oe (( Z, ga)n h,..., (Zo . 5—-—):: h )G]D,O . En particulier,
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f est entier sur 1'idéal m, j(£f) [ot m= (zo,...,zn)0n+1, et
j(f):(aazfo ,_,,,a—aéi-‘;)gn+13 et done aussi sur j{f). Le fait que f soit

entier sur m. j{f) jouera un réle crucial plus loin. Remarguons gue 1'on

peut interpréter ceci par une inégalité (cf. 0.4, 6)) : Il existe un voi-

sinage U de O dans gt et cc R tels que pour tout (Zo"""’zn) =zcl

o 3F
on ait : ]f(z}l < C. Bup zl.azi (z)

2)  Soit §: ((EN,O).. (EN,O) germe d'application holomorphe. Choisissons des

coordonnées locales Biaeseay ala source, Uysere Uy an but, et écrivons 3

N
par : u, = @i(zl,...,zN), 1<i<N.
2y,

3 7. 1gi<N
I;jSN

Soit J=J(q>)=( la matrice jacobienne de &. Le résultat est : =i

tous les (N-1) x (N« 1)-mineurs de J s'annulent en 0, on a, posant
b=detd : A est entier, dans E{zl,...l,zN} sur 1tidéal ((pl,...,(pN)E[zl,...,zN}.

S0it en effet h: (M,0) ——>(EN,O) . On peut éecrire

d a(?i d(z, « h)
qele; o b = ;; 57, = h. —J——dt 1<igN
et grice a Cramér
(Aoh) - {z. oh) =% O, oh) - (g. oh)  igjsN
at 9 ij at “¥i

i

ol les Mij sont des (N~ 1) x (N-1)-mineurs de J.

.

En prenant les ordres

“o(’-“ e h) + vo(zj ch) -1 » Tlr; ("o(‘?i ah) -1+ vo(Mij s h))
3

: . . A T T i .
nais si tous les Mij s'annulent a 1'origine, \JO(Mij s h):zmls;n(vo(zka h)), et
en choisissant j tel que vu(zj oh) =min vo(zkn h) il vient bien

k

Vo(ﬂ oh) » miin(vo(tpi > h))
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¢lest-d-dire gue (Ao h)G]D o Aappartient & 1'idéal engendré par les
L

('.Pi o h)G]D,O .

0.6 Multiplicités et dépendance intégrale

Ici @@ est une algébre anal&tique, et "primaire"léignifie
primaire pour 1'idéal maximal.
Soit n un idéal primaire de 3. On rappelle que : il existe un entier Yo
tel que pour tout vzvo Ltapplication vy Mdimﬂ; &/n” prenne les m&mes va-
leurs gu'un polynbme en v, & coefficients rationnels, de degré d= dim O
dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n)(-;“!E ot e(n) est un
entier, nommé multiplicité de n. (voir [Se]).
Nous supposerons dorénavant ¢ réduite, L'intérét de la notion de dépendance

intégrale sur un idéal tient aux deux résultats svivants

0.6.1

1) eln) = eluN3) (0 idéal primaire de 3 ceci &guivaut & : deux
Ty

I'un est primaire, 1'autre aussi).

idéaux ny et ng tels que

=H; ont m&me multiplicité. (En particulier, si
2) (Théoréme de Rees voir [R]) si O est équidimensionnel, n, et n, deux

idéaux primaires de &

e(nl) = e(nz)

Montrons le point 1). {Le point 2) est beaucoup plus délicat et 1'on ren-
voie & [R]}.

Il suffit de remargquer deux propriétés élémentaires de 1a multiplicité

k d
n o cn o t -
1= e(ni)ze(nz) e e(n )_k

5 e(n) , ofl d= dim 3. On écrit alers

iCnv(i)

nrcay s ide(nl)av(i)de(n2)
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et donc

(5, 3 N% =
2 2
(et 1'on se gardera bien de croire a I'égalité).
2

Mais si nlg;E" on a vy (ﬂl)a 1 d'aprés (0.4,2)) et donc e(nl)z e(nz),‘d'oﬁ
2 |

le résultat par symétrie.

0.6.2 Nous ferons d'autre part usage de la notion de multiplicitée d'un
idéal primaire p pour un un (~module de type fini M (cf. [Se]).

(la}M/nv_M cofncide pour v assez grand avec un polyndme de degré d= dim M
dont le terme de plus haut degré peut s'écrire e(n;M)ﬁT , ou eln;M) est un
entier appelé multiplicité de n pour M)

et en particulier, nous utiliserons le fait que si n est engendré par une

M-suite (M G-module de Macaulay) on a
e(ﬂ,M) = lg‘M/n,M (Cf. [SEJ)

0.7 Pour pouveir appliquer le critére de dépendance intégrale (0.4, 4)
nous utiliserons aussi le fait que sur un espace normal W', pour vérifier
qu'un idéal lbdcalement principal 32 est contenu dans un idéal inversible 01,
il suffit de vérifier l'inclusion sur un ouvert analytigue dense de chague
composante irréductible du sous-espace de W' défini par 32 . Ceci est dfi au
fait gque sur un espace normal, le lieu polaire d'une fonction méromorphe eét

soit de codimension 1, seoit vide. (On appligue ceci 5,3;1 .01).
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1,1 Soit £f=0, f€ E[Zo""’zn}z_on+1 une équation pour un germe
n+1

d'hypersurface (Xo,xo)c (¢ ,0).

On dit que (Xo,x'o) est 4 singularité isolée en x 8i pour tout représentant

suffisamment petit X - {x } est non singulier,

Grfice au théoréme des zéros de Hilbert, ceci revient & dire que 1'idéal

f, éazi,..., é-%i‘—).&n+1 est primaire (pour 1'idéal maximal m), et d'apris

o n ' '

S . ey | BE at
0.5, 1) et 0.6.1 ceci éguivaut encore au fait que J(f)H(azD,..., azn)'GrHl
est primaire. D'aprés 0.6.1, en fait, ces deux idéaux ont m&me multiplicité,
- af af ; ;
On remarque que 1'ideal r, T ne dépend pas du choix des
o n

coordonnées, ni du choix de 1'éguation f ; (i.e, on peut impunément multi-
plier f par une unité, sans changer 1'idéal} cette multiplicité ne dépend
donc gque du germe (Xo,xo) et nous la noterons Hy (XO). Mais d'autre part,

a
d'aprés 0.6.2

pr(XO) = dimp ﬁi{zo,...,zn}/j(f)
Sous cette forme, ce nombre a &té introduit par Milner M]
1.2 Théordme (Milnor) : Tl existe £ 0 et N>0 tels que si
X = {zemn+1;fz]< e; 1£02)] <1}

1'application donnée par f¢ ﬂ:{zo,...,zn], :t‘:X—.]D,n (]Dn:{teﬂi/Itl <7 }

induit sur X*=X- f_l{o] une fibration f: X*_.IDjﬁ localement triviale (en

particulier £ 1(t) X" est lisse).
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De plus £71(+) n'a d'homologie qu'en dimensions O et n (n=dimx Xo=dimf—1(tD
-1 = Pxo(xo) -1 0-
et H (f (t),m) = Z (et £71(t) est conmexe). De plus, T “(0) est

contractile, et pour cette raison j (Xo) est appelé le "nombre de cycles
o
tvanezcents” de la singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo) (ou : son nom-

bre de Milnorj}.

1.3 Dé&finition : Soient (Xl,xl) et (x2’X2) deux germes d'hypersurfaces
analytiques complexes réduites {4 singularité isolée ou non) de méme dimen=-

sion, Nous direns gue (Xi,xl) et (X2,x2) ont le méme type topologique si il

f+ 1 n+1

existe des plongements locaux (Xl,xl)cz(m ,0}, (Xz,xz)CZ(E ,0) et un

germe en O d'heméomorphisme de paires (m“*i,xl);s(m“+1

’XZ)'
(et a posteriori, cette définition est indépendante des plongements choisis).

Nous avons comme corollaire du théoréme de Milnor

1.4 Théoréme {cf. [T]) + Si (Xi,xl) et (Xz,x2) sont des hypersurfaces &
gingularité isolée, de méme type topologique, pxl(xl)z pxz(xz)
Démonstration. . 4 l'aide de l'existence des bons voisinages en géométrie
analytique et de [M 7], il est facile de vérifier que le X? (resp. Xg) du
théoréme 1.2 a le méme type d'homotopie gue le complémentaire de X, (resp.
Xa} dans un petit voisinage de 0 dans En+1 (resp. En+1(!)) et gue si
(Xl,xl) et (Xz,xz) ont méme type topologigue, ces complémentaires ont le
méme type d'homotopie. Ainsi X?'et KE ont le méme type d'homotopie, mais
comme ils fibrent tous deux sur un disgue épointé, la suite exacte d'umne
fibration nous montre tout de suite que les fibres ont mé&me homotopie, donc
que p (Xl)::Hx (X.,).

1 2 2

3*
¥* W
R

* pour une démonstration rédigée de fagon plus détaillée, et un résultat
plus fort {le fait que la monodromie est en fait uninvariant du type topo-

logigue) veir 1'expusé de L& Dung Trang [L].
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CHAPITRE I

§_1. Présentation topologigue de la suite p* (X )
0

i.1 Lemme : Soient X un sous-espace analytique complexe de En+1, et x€ X.

Pour tout 1<is=n+i, il existe un voisinage V de x dans En+1 et un ouvert
(1) (1) (g
o

En+1 passant par x tels que pour tout i-plan He Uél)

de Zariski dense U de la grassmanienne G n,1—1) des i-plans de
on ait 1'égalité en-

sembliste
VOS{XnH) = v HEA S(X)

ol 3(X) désigne le lieu singulier de 1'espace analytique X.
Remarquer que l'on a S(XNH)2 HS(X) au voisinage de x, pour un i-plan H

guelcongque.

DBémongtration : On peut se ramener au cas i=n en considérant un i-plan
comme intersection de n+l -1 n-plans. Il suffit donc de montrer que les hy-

{n)

perplans HE G tels qué H soit transverse & X - S(X) au voisinage de x for-
ment un ouvert de Zariski non vide de G(n). De plus, puisque localement
X-=8(X) n'a qu'un nomhre fini de composantes connexes, on peut supposer X
analytiquement irréductible de x, et donc équidimensionnel. Considérons
l'ensemble LX,x= I des positions limites en x des plans tangents 4 X aux
poents de X - S(X), C'est un sovus-espace analytique strict fermé (denc en

fait algébrigue) de G(d)

ol d= dimXX < n+l, Comme on le voit immédiatement
(cf. Whitney : [wlg) en le définissant comme fibre réduite de la modifica-
tion ¢! X'~ X déterminée par 1'idéal obtenu en restreignant & X un idéal

jacobien de X i.e. 1'idéal engendré par les {(n+1-d) % (n+1-d)-mineurs de la

matrice jacobienne associfée & un systéme de générateurs (fl”"’fm)

- 296 -




CYCLES EVANESCENTS, SECTIONS PLANES...

{m=n+1-d) de 1'idéal définissant X dans ([Zn+1 an voisinage de x. Cet idéal
dépend du choix des générateurs, mais pas sa restriction 4 X, De plus, on

voit ainsi que dim m_l(x) =d-~-1 et puisque L= lm—l(x) | , dimL g d=1. I1 nous
(n)

guffit maintenant de montrer gue l'ensemble des hyperplans de G qui sont

(a>

transverses dang (Em‘l A4 tous les éléments de LCG

(n)

est un ouwert de Zaris=-
ki non vide de G (= PM . Un tel hyperplan restera en effet transverse 4
X - 8(X) au voisinage de x. Or, 1'ensemble des couples (H,P)¢ P xL tels que
H ne soit pas transverse a T est un sous-ensemble algébrique fermé de dimen-
sion dimL +n-d< n-1. 8a projection dans P" est donc un sous-ensemble algé-
brique fermé de w* de dimension =£n-1, dont le complémentaire est l'ouvert

v

de Zariski cherché.

1.2 Remargue : Si l'on considére 1'idéal “}(X) engendré par des éguations

locales de X et les mineurs considérés plus haut comme définissant le lieu

(n)

o

\/}(Xl'GH,x =V 3xXnH) On,x

Mais il faut noter qu'il n'existe pas en général un ouvert de Zariski dense

(n)

singulier de X, le Lemme 1.1 dit que pour HEU nous avons 1'égalité dans

GH,X

ur
0

cp® tel gque pour HE U") on ait

00 O, x = Fxnm Oy, x

Comme le montre 1'exemple suivant

3 T L g
Xcq (zo,zl,zz) est défini par z .2, .2, = 0 et x=(0). Un ouvert de Zariski
se verra sur la carte affine de ]Pz correspondant aux hyperplans H d'équa-

tion z =3,z +2 Z

% + 8y Py, Or nous avons T = (zozl,zlzz,zzzo) iz}

2 2
F+x ‘GH,X = (alzl,zlz2,a222) ﬂ‘.[zl,zz}
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et

zz)(l}{z

}(XHH).C}H (2azz +az,a22+2a
’

171 272 2 2]

On a bien sfr '}(XﬂH).GH <= ‘}(X).OH x » mais on a égalité si et seulement
H k)

ai 2 .25 € '}(XQH).GH 4« L.e. si 1'on peut trouver X et p dans T tels que
¥

zl.zzu2a. 7Lzz +?La222+paz +2a oM 22y
ou
7\a22+}£a22~(1~21a -2padz, .z
22 171~ 1 2°71°72

et une telle inégalité n'est possible que si

1—27L&1 - 2]-1-3.2 =0

et les hyperplans H pour lesquels 1'égalité a lieu sont donc ceux qui satis-
font a1:0 et a2#0 ou ai;éO et a2=0. Nous trouvons ainsi un construyc-
tible de dimension 1 de P2

8i le lecteur désire un exemple A singularité isolée, on lui recommande

z3+zs+zs—0
o 1 2" 7

On peut remarguer ici que sauf pour ay=a,= 0, '}-(X).GH x est entier sur
3
'}»(XOH)OH x ' ©€ qui est un résultat beaucoup plus fin gue 1'égalité des
H

racines. On trouvera un résultat assez général dans cette direction au § 2,

1.3 Corollaire {Notations et hypothéses de 1.1) : Soit i0 la codimension
de 5(x) dans Em'l en x, Pour tout Q< i Sio il existe un ouvert de Zaris-
(i} (i (i)

ki dense U;"" de G tel gue pour Hg U;7", XNH soit & singularité isolée
en x. {i,e. : VOSENH) = {x} pour un voisinage V assez petit). En effet,

pour is:i0 » les i-plans de ﬂ:n+1 passant par x et qui coupent S(X) en x
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(1)

seulement au voisinage de x forment un ouvert de Zariski dense de G .

(i)
1

(i>

o

G est 1'intersection de cet ouvert avec le G de 1.1,

1.4 Lemme : Soit (x,x)c (@™

,0) un germe d'hypersurface analytique com-

plexe réduite, Pour tout O<i=n+l, il existe un ouvert de Zariski dense
(i} (i) . co e g

Uz de G tel gue le type topologique de (XN H,x) soit indépendant de

He Uél). (Nous pouvens donc parler du type topologique d'ume section plane

générale de X {(i.e. par un i-plan générall,

Démonstration : Il suffit encore de montrer le résultat pour i=n. Or,

nous pouvons construire une famille

b5
(%) cn/
m
n

telle gue pout tout HE I :G(n)), le germe en ¢(i) de (n-l(H),n_l(H)) soit

isomorphe au germe en x de (XN H,H). Choisissons en effet des coordonnées
1

locales % ,...;%, POUr g™*" en 0, et une équation f:(zo,...,zn) = 0 pour
(x,x)c (m“*l,o). Ausdessus d'un ouvert affine Y de P, correspondant par
n
exemple aux hyperplans d'équation z,- L A,z 0= 0 on prend
i=1 =
¥, ¥x g”
z
6l |=
1T
comme suit "EY est defini dans ¥x t" muni des coordonnées
n
(ai,...,an , zl,...,zn) par £{ & a2, zl,...,zn)=0 ; 7 est la premiére pro-
i=1
jection, ¥ est la section (al,...,an)m(ai,...,an, 0,...,0) et 7 est induit
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par .
On peut maintenant stratifier m, ou du moins sa restriction & un veisinage

assez petit de D(P™), de telle fagon gue la restriction de ¥ & ce voisina-
ge scit une union de strates. Ceci induit en particulier une stratification

ae ®" , dont la strate de plus grande dimension est un ouvert de Zariski

dense U;n). D'aprés un théoréme de Thom ([E.M.S.] et [Ma]) on aura tri-
vialité topologique locale de (#} au-dessus de Uén) et en particulier les
germes (nnl(H),n-l(H))c(H} auront m&@me type topologique. Mais ce sont par

construction les (XF'IH,H)x {4 isomorphisme prés).
Pour i=1, on conviendra que le type topologique de XN H en x (XNH est main-
tenant un point non réduit) est donné par la multiplicité d'intersection

x.m_ .

n+1

1.5 Definition : BSoit (XO,XO)(Z(E ,0) un germe d'hypersurface analyti-

que. Soit io la codimension dans €"*! de S(XO) . D'aprés le résultat pré-

cédent et (ch. 0, 1,4) nous pouvons parler du nombre de Milnor d'une section

. .y co e i
i-plane générale de (XO,XOD, pourvu que i<i . Nous noterons p(x)(xo) ce
o (i) .
nombre, Pour i,< i=n+l, nous poserons p x (Xo)z +w , et nous poserons
[}

(n+1) (i) (v (o)
ujzo(xo) = (pxo (xo),...,pXD (xn),...,pxo (XO),}LXO (x )}

1.6 Remargues

(n+1)(

1) Px n+1

Xo)< © si et seulement si (XO,XO)CZ(E ,0) est & singulari-
o

té isolée, et c'est alors le nombre de Milnor habituel de la singularité
isolée d'hypersurface (Xo'xo)'
(1} ~ . Lot e eas .
2) g xo(Xo)vfﬂ&D(Xo)-l ou m&o(xu) désigne la multiplicité de 1'hyper-

surface (X ,x ).
o' o

3 pio)(xo)= 1, mais nous le gardons par souci d'homogénéité.
o
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1.7 Ce paragraphe se termine par des conjectures
Conjecture 1 8i deux germes d'hypersurfaces analytigques complexes ré-

duites (KO,XD) et (Xl,xl) ont méme type topologique (ch. €, 1.3), il en est
de méme de leur mection i-plane générale, (pour tout

l<sisn= dimxoxoz dimxixl) (cet énoncé a un sens gréce & 1.4).

Remarque : Il suffit encore bien sir de montrer le résultat pour i=n, On
peut méme se demander si (XOLJHO,KD} et (XiLjﬂl,xl} ont encore m&me type
topologigque, ou H0 et Hl sont des n-plans généraux pour Xl et Xz respective-
ment. C'est ce dernier fait que l'on sait montrer pour n= 1 grice aux tra-

vaux de Zariski (Zariski [le).

La conjecture 1 a une forme (affaiblie) numérigque.

Conjecture 1' : "8i (Xo,xo) et (Xl’xl) ont méme type topologigue, on a

* _ - . . . .
pr(XO) _;Lxl(xi). (Zariski demandait dans [ZZ] si W&O(XO)'_m&i(Xl))

Remargue : Si (Xo,xo) et (Xl’xl) ont méme type topologique, on a
p(§+1)(x0) = p(i+1)(x1) en effet, si L'un des deux est fini, 1'autre aussi
[ 1

(wi 170n admet gqu'une singularité effective d'hypersurface ne saurait avoir
méme type topologique gu'une hypersurface lisse : =i S(X0)= x, par exemple,
on a sQrement S(Xl)z xl), et si ces nombres sont tous deux finig, ils sont

égaux d'aprés (ch. 0, 1.4).
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§ 2. Présentation algébrigue de la suite pj (X))
o
2.1 Proposition (J. J. Risler et l'auteur (voir aussi Bhattacharya [B]))*
Soient O un anneau local nethérien, de corps résiduel ¥ =O/m infini, M un

C-module de type fini, n cealy deg idéaux M-primaires de @. Considérons

17"
1'application 0, Nk -+ N définie par

/Vl Vk
HM(vl,...,vk) = 1gB_M My ey Mo

Il existe des entiers -pz' (1<1i<k) tels que pour vizv(i’ (12i<k), Hy pren-

ne les mémes valeurs qutun polyndme & coefficients rationnels, de degré to-

tal d=dimM . De plus, si nous notons ﬁM le polyndme homogéne, somme des ter-

mes de plus haut degré du polyndme précédent, nous pouvons écrire
I - L .y l9)
HM(vi,...,vk) = 31 [v1n1+...+vknk, M]

la puissance symbolique qui apparaft a droite s'écrivant par la formule de

Newton

| [o4] o o
QL8] _ar | % Wl %
[vl Mg+ et vy nk,M] = ;g;k: a1!"‘“k! ny ye el M APERERR
la]=d
- ra, ] [
Il nous reste a définir le symbole nl sty ;M |. Pour cela, une nota-

tion : cheoisissons pour un idéal n {un des ni) un systéme, disons minimal,

de générateurs (a ..,al), et écrivons o combinaisons linéaires des ay E)

17
coefficients dans ¢
.1

bi = Zlij aj l€ica , 1=j<l, od A = (xi,j)e 6]

Je me suis apergu tardivement du lien étroit gui existe entre ce résultat
et le théoréme de Snapper (cf. 5. Kleiman : Toward a numerical theory of

ampleness, Ann, of Math., vol, 84, No 2 (1966)).
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Nous noterons n[cx,?&] 1tidéal engendré par les b, . On peut alors calculer

[e,] Loy _
g yore M comme suit : pourvu gue les classes modulo m des matri-
ces Ay (1et<k) soient assez générales (i.e. (3\1, . .,—7:1() dans un ouvert de
l.a

TH i)on a

[ Lay] fay] } ( [ogsy] Loty )
rt1 yerrafty 3 = e n1 +...+nk L

(notations de 0.6.2)
en termes simples, le symbole de gauche est la multiplicité pour M de 1'idé~
al engendré par oy éléments généraux de ng,...,0% éléments généraux de fly -

I3

Le sens a donner au mot général apparait dans la

pémonstration : La démonstration se fait suivant un schéma classique {cf.

rZ.5.] tome IT ou [N1) par récurrence sur 4.

po Yo Yk
Lemme : DPosons n=n,, 4= (nz,...,nk), H:(vz,...,vk) et & =ny ey
Etant donné un systéme minimal de générateurs (al,...,al) de n, il existe
un ouvert de Zariski non vide U de ]{1, et des entiers vo, et }LO: (vi,...,vﬁ)
L
tels que, posant a= § Eg,;.8,, 0D ait, dés que VeV, ]J.2|.L0 (ordre produit),
izt
et €= (gl,...,gl)e U {ou "g_i:classe de g, mode m},

. -1
(E) 1%3(%/nv.§“.M—ra.M): 1%}(g/g*.§”.my-1%}(g/nv .g“.Mﬁ-l%;O s a)y

Preuve ! Considérons 1'anneau nethérien gradué par v (i.e, donnant le

poids 0 aux éléments de s)

1
A= @ nv-ﬁy/nw- -ép
A

et le A-module gradué de type fini
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G = & nv.g“.ﬂ//nV+1.§P.M
v, H
Soient Nl""’Nt les traces sur n/n2 des idéaux premiers homogénes de A
associés & G, ne contenant pas A1=fB n.%“/n%g“ - Ce sont des sous-03/n-
H : ¢

modules stricts de n/nz. Novus voulons choisir nos gi (i<i<l) de fagon gue

1
la classe module rl2 de a= X §i a, n'appartienne pas a Nj . 3i nous
- i=1 j=1

p sas . 1 .
congidérons (@/n)l—‘n/ng—.o définie par (gl,...,gl)mz gi.ai modnz, qui
i=1
est surjective puisque les a;, engendrent p, nous obtenons aprés tensorisa-

tion par x :

K -Lanm® e ko
& n

gréce A Nakayama, les Ni ® ¥ ont pour image dans n/tt2 & X des sous-y-
&/ n G/ n

espacea vectoriels stricts Ei' Notre ouvert de Zariski U est le complémen-
taire de la réunion des images réciproques des -ﬁl par g. Puisque ¢ est sur-
Jectif et K infini, U n'est pas vide,

or, a=xg. a; avec TEU est un &lément superficiel pour G, cl'est-a~dire

gutil existe \al tel que pour vzvl on ait
v M itop v-1 p
() (.8 .M: a)M M in “.g™.m = n .8 M
Si nous considérons la suite exacte de (~modules de longueur finie
v-1 p v—i pu xa
Oa (n¥. ¢'u: a)}'1 ./,-, ety .8 M —_>M/n".s“M -~

L M/nv.gp'.M+a.M —a0

il vient par 1'additivité des longueurs
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G = & nv.g“.ﬁ//nV+1.§P.M
Vil

Soient Nl""’Nt les traces gur n/n2 des idéaux premiers homogénes de A

associés & G, ne contenant pas A1==® n.ﬁ“//nz.g” Ce sont des sous=3/n-~
Ho

modules stricts de n/nz. Nous voulons choisir nog gi (i<i<l) de fagon gue

-

1
la classe moduleo nz de a= X §i a, n'appartienne pas a U Nj . Si nous
n i=1 J:j-

p P i .
considérons (G/n)l-ﬂn/ng—oo définie par (gl,...,gl)hmvsz £,-2; modn2 , gqui
i=1
est surjective puisgue les a, engendrent p, nous obtenons aprés tensorisa-

tion wpar y :

W Lan/m? @ ¥—so
& n

gréce a Nakayama, les Ni ® ¥ ont pour image dans n/n2 & K des sous-y-
O/l’! (}/11

espaces vectoriels stricts Ei' Notre ouvert de Zariski U est le complémen-
taire de la réunion des images réciproques des ﬁ; par y. Puisque ¢ est sur-
jectif et K infini, U n'est pas vide.

Or, a= LE; a; avec £ €U est un &1ément superficiel pour G, c'est-a~dire

qufil existe vi tel que pour v 2 v1 on ait
v oM top v-1 p
() n'.g .M:a)Mﬂ i “og™ M) = .8 .M
8i nous considérons 1la suite exacte de (~modules de longueur finie
n v-1 p v-1 p xa
[ (nv.g M:a)M ./n - .M—’M/n .5 .M —-—>M/nv.$pM—-}

s %/ny.gp.M-+a.M -0

il vient par 1'additivité des longueurs
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v K v o v-1
(E1) AT N IR P /A I E I 7 At R

v -1 B
lg@((n .8 .M .a)M/ﬁ .8 WM}
Nous allons montrer que 4 et v assez grands

-1 ~
() (n”. g% .M a)M/nv .gp.M = (0: a)M

pour v assez grand, on a, par construction de a, l'égalité (u).

J

Soit mg (nv.gp.]\rl: al) i.e. a.mg nv.g .Mn a.M, par une treés facile exten-

M 3

sion du lemme d'Artin-Rees, au cas de plusieurs idéaux, on trouve ¥, et Hy

M N P
tels que : nv.gp.M(Ta.M= n O.g o(n o.g O.Mrla.M) (v:avo, M:zpo) et
. vev, PRy AR PR ol o
donc a,mecn .3 .a.M, Ecrivons a.m=a.m!' avec m' € n -} M les
. . YV Yi F'l(.'n
idéaux ng étant primaires, si v est assez grand, on an Mcn T.g .M
¥
et donc, pour vy assez grand, m'¢cn 1.QH.M.
Nous venons de montrer qgue pour By et viassez grand,
v M Y1 op
(n¥.&" .M aldy = {(0: aly+n “.g .M (en effet m-m'¢g (0: a)y, ). IL vient
_ v ¥
(n¥. e .m: a)M/nV Vb = . me a)y+ 1 1.@“.1\1/11 SPLRY
¥ v v
= (0: a)M+-n 1.@“.M//; 1.gP.M = {0: a)M//; l.gp.M{](O: a)M
Fixons = By La longueur du dernier quotient ne dépend que de v Mais

g
dtautre part, d'aprés (E'), on voit qu'elle n'en dépend pas. Comme les
nv.gp.Mr](O: a)M
v £

n bt Mp o a)

décroissent, on voit que l'on doit avoir
M= (0), ce qui démontre (E). Il résulie immédiatement du

lemme gue si tous les Vs sont assez grands, et ac my choisi comme dans le

lemme

(o) HM(vi,...,vk)-HM(vl-1,v2,...,vk)= HM/a‘M(vl,...,vk)+-lg((0: a}M)
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et dimM/a.M = dimM- 1.

Pour dimM=0, on a HM(vl,...,vk)z 1gM si tous les ¥; sont assez grands,

et l'on déduit facilement de (w#»%) par récurrence sur d, que Hy est un poly-
néme en les ¥ de degré d, dés que les ¥ sont assez grands. En regardant

seulement les termes de plus haut degré;‘(%%%) nous donne
HM(vl,...,vm) HHM(vl-—l,vz,...,vm) = M/a.M(Vl""’vm)

qui se traduit par
[al] [ak] [Cti—lj E“k]
[nl seena M| = 2y P oy s M/aM )

et il est bien connu {(cf. [N]) que cette formule peut servir de définition

par récurrence de la multiplicité,

2.2 Corollaire (Symétrie) : O et leg n, (1<izk) étant comme dans 2.1,
M C-module de type fini, on a pour des entiers (ai,...,ak) tels gue

Eai =d=dimM, et i,jé€ (1,...,k), dés que les hi sont assez générales

{e, X /E;TT;F? [a ,A ]
e(ni;M//inl t’ 1]+...+n s Kk

i cet M)

@, A, @, ,h /ah ,A
e 1];idem) ) e(nj;M//i Loy '] F i +n£ak e

= E(l’li ny +...+nJ 4. J.M)

2.3 Remargue : Il est assez facile de voir gue si M=, on ne change pas
ﬁoﬁvi,...,ka en remplagant les n, par leur clbture intégrale dans ¢ (suppo-

sé réduit),

2.4 En particulier, &i (¢ est un anneau local nethérien » de Macaulay,
et de corps résiduel q=0/m infini, et =i ny et fig sont deux jdéaux m=pri-

maires de ¢,l'application H: Ng.q N
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hd N
1 2
H(V1,V2) = 1g O/nl . n2

prend les mémes valeurs pour vy et v, assez grands qu'un polynOme de degré

total d=dim@ dont la partie de plus haut degré s'écrit

11

Y

- 1
H{vysvp) = gy [vyeny * vpe

1 a [d-i1 [idy d-i i
- d iio(i)g(nl }’"2 ATIIR

i . [d-i,n; .] [i,2,7
ol E(ﬂEd 1],n£1]) - e(nl d~i i@//ﬁz iy

[i,%,] /[d-i,?\ .
eln,0/ ny Y = elny30/ ny =17,

[i,A.] [d-i,A, .7 [d-i,A, ;] [i,2.]
Ny l,@ ny d1}=1g@n1 d1+n2 *

e

{notations de ch. 0, 6.2) pourvu que les classes mod m des matrices Ki,

hd i soient dang des ouverts de Zariski convenables (noter aussi que

e(nEdj,ngo])= e(nl) et symétriguement).

8i nous prenons G::E{zo,...azn}, ny=ms= (zo,...,zn), nous trouvons comme
: n+ll d=-i i s it c o N

coefficient de vy Yy la multiplicité de la restriction de ny & un

i-plan "général" de (8"1,0).

2.5 En particulier, la formule précédente nous donne une expressioen

de la multiplicité du produit de deux idéaux primaires g et fig

d : s
eln,mny) = % (f)g(ngdﬂl,ngll)
1i=0

1‘/d(n).

qui est une formule du bindme symboligue pour les e Ceci suggére la
. ] d-i . > . .
question : a-t-on toujours (E(nE 1],n%1]})d£ e(nl)d l_e(na)l, i.e. 1'iné-

galité :
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(elnyong) % < (ela M9 (etan A+

{Cette inégalité résulte facilement, si = m{zo,zl}, du Corollaire 2, p. 6
de [Ri]).

Nous verrons plus bas des guestions connexes dans un cas particulier,

2.6 " Reprenons O=0{z ,...,= ; h, =m, et prenons pour 1'id&al
o' n 1 N2
(éa_zf_,”_’ _aan ¢ ou f=0 (fe@ est une &guation pour un germe d'hypersur-
o n

n+1

face 4 singularité isolée (XO,XO)C(E ,00.

Neus trouvons une application dont 1'étude avait éié suggérée par Hironaka

/"1 Y2
K, ,x (Vl’v2} = dim, &/ m LJ0E)

O a

et avec la notation habituelle

T ( ) x 1 o1l w(i) nei-i i
X ,x Y1ve! T lmr 2 ¥4 Vg
[4] (4] 1=0

ol ﬁ(l) est la multiplicité de la restriction de 1'idéal j{f) & un i=plan
général de (En+1’--0). Nous voyons gque H(n+1) n'est autre que le nombre de

(n+1)( (1)

¢ycles évanescents Py Xo), {ch. 0} et que 0", multiplicité 4'une com-
o

binaisoen linéaire générale des aazf n'est autre que L (XO) -1, c'est-a-dire

{1) L , ° ~(i) (i)

H . Le but de la proposition suivante est de montrer gque l'on a p =

(i)

{1gign+i), ol les p sont ceux du § 1.

2.7 Proposition : (La version plus générale sera publiée ailleurs).

n+1

Soit (Xo,xo)c(ﬂ: ,0) un germe d'hypersurface analytique complexe & singu-

larité isolée, Choisissons des coordonnées (Zo""’zn) pour (g"*?1

,0) et une
&quatien =0, f€ t]}{zo,...,zn] pour (Xc’xo)' Nous noterons toujours j(f)
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.oz af af af of
. L] —_— —_— —_— —_—
{resp. J(f)) pour 1'idéal (azo,..., az, )o—n+1 (resp. gf, PR azn on+1)'
Pour tout O< i sn+i, il existe un ouvert dense U(1 de la grassmanienne
n+l (i)

G(l) des i-plans de (T ,0) tel gue, si HEU

J(f.GH,o) = J(f).C}HJO

ou si l'on préfére, puisgue f est toujours entier sur ()

j(f.oﬂ,o) = j(f)'OH,O

i.e. l'idéal jacohien de la restriction de f & H et la restriction a H de
1'idéal jacobien de f ont méme clbture intégrale dans GH 0" (Souvenons-
: ¥

nous que 1'on a toujours j(f.(}H 0)_(:_j(f).GH 0). :
3 3

Démonstration : 11 suffit de vérifier 1'assertion pour i=n, et une carte
affine de IPD(EG(n)). Tout d'abord, il existe un ouvert dense Uin) de P" tel
que =i HEUin), (XoﬂH,xo} soit A singularité isolée {ch. I, 1.3).

Soit Y 1'intersection avec U(ln) de 1'ouvert affine g" {(coordonnées ai,...,an)
n
de P formé des hyperplans d'équation : 2, - z a, z; =0 .
i=1
Pour g¢ m[zo,...,zn} nous noterons toujours ga pour
n
A n .
g(i}flai ZiaBysee .,zn) EB{a, sy y Zyree .,zn}. Considérons sur Yx & , muni
dea coordonnées (. ,...,8_ , Z,,.-.,2 ) les trois Idéaux
1’ L S n
F=zyyeesp)0 | (définissant Yx {0 dans ¥x ()
Yxi

af 3f
- 22) () Je
2 824 fg 1t 3%, ol e

définis =ur un voisinage ouvert V de Yx {07.
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Nous noterons YT Y x L pour Y x {O}CYX ", Remarquons que 31 contient une
puissance de F, au voisinage de tout point de Y,

Soit w: Z-¥x L™ la fléche composée
25z v syxe”

ol 7 est la modificationdéfinie par f.ﬁl.ﬁa , et n la normalisation de Z,-
Ainsi, \f.@z, 31.02‘ et DZ'GZ sont des Idéaux inversibles. Soit Y'CZ le sous-
éaspace défini par ¥ .Jl.@z . Puisque 31 contient une puissance de Ef,

fY' | = lw_l(Y)l et de plus, Y' &étant projectif au-dessus de Y, il existe un
ouvert analytigque dense U de Y tel que IY'l‘IU—qU seit plat, ,

Nous allons montrer que pour un hyperplan zZ,=L8; 2, correspondant & un

point ac U, on a

= 3000y 4
1

[}

i
-~

(e
—
I

en montrant le résultat plus fort

Dl,{a}x[o} =%, {ajx{0]

(égalité des cldtures intégrales des germes de '31 et 32 en falx{0}).
Pour cela, d'aprés (ch.0,0.4), il suffit de montrer gu'en tout point
z < wpl({a}x[o}) on a

3.6

1,0 = %20y, 5

ce qui va résulter du
Lemme : Pour afU, on a en tout point z¢ w_l([a}x[o})
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) .
(aai fa)GZ,Zé j"r‘)l'oz,z ; (1gisn)
Démonstration F fli.oz &tant inversible, il suffit d'aprés (ch. 0, 0.7)

de montrer l'inclusien en un point général de chaque composante irréductible
de IY'lLI}: 1w_1(U>< {0]-)|.
or, J 'ji'GZ étant inversible, et Z mormal, les conditions suivantes sont
réalisées sur un ouvert dense de chaque composante irréductible de
lo”twx fopl.

1} Z est lisse en z.

2) Iw-l(Y)I est lisse sur Y en z (et donc lisse).

3} Le lieu des =zéros de r .Gy est contenu dans 1U71(Y)1 au voisinage
de 2.
En effet, Z étant normal est non singulier en codimension 1, et lw_l(Y)!
étant plat au-dessus de U, l'ensemble de ses points de lissité sur Y induit
un ouvert dense sur chacune des composantes irréductibles de.lw_l(Y)|lU
Enfin, l'ensemble des points ofl le lieu des zéros de fa'oZ ne coﬂncide'pas
avec &w_l(Y}| induit un fermé analytique strict sur chague composante irré-
ductible.
En un tel point z¢ w_l(Y), nous pouvons, au prix d'un changement linéaire des
coordonnées (zo,...,zn) gui n'affecte pas les idéaux jacobiens, utiliser le

théoréme des fonctions implicites pour choisir des coordonnées locales

(al Ll b

IERRERL A 1,...,an1, )} pour Z telles que

1) a{.@

— (aic m)OZ,z (1gign)

3

v
27 5-31.32’2 = M '@Z,Z

3) (faow)oz,z = A(ai,...,a;], LIFRN N n).n
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oll 4 est inversible dans Gzrzzﬂ:{ai,...,ar'l, b1""’bn-i s .
De 2), on déduit
4) (z, o )y, = 4, (a? a', b b ) s avec k <
;oW Z,z T CitEpceeafpa byyb . , V.
Or, si nous évaluons
n
3 -~ S o o CR
da faﬂu““aa!'jr _.Z(az.fa Py (Zj°w)+ a, fajcw
i i j=1 J i i

3 F .
Nous voyons que pour montrer que (aai fa)ow.gzjze "Jl'GZ,z , i1 nous

suffit de montrer que p=vy.

En effet, d'aprés 4) B%I-(Zj N w)(}z s f.C}Z z et donc
i 3 3

n
3 ) .
jgz(ﬁ-g fa.) o . -a-a—j,-(zj owre § 'jl'GZ,z - 8i nous montrons gue
% npe .'f.:]l.(}z p ¢ DOUS avons gagné, et puz v suffit pour cela. Or, d'aprés
i *

(ch. 0, 0.5), pour a fixé, f, doit otre entier sur

g L) : : . sy
(zl 531 fa,...,zn éZn :t‘a ﬂ!{zl,...,zn}, et en particulier, =i ngus designons
_ - - - Il |= .= |= 2 .
par ¥ le sous-espace de Z défini par aj ap o, (f(O) o w)@w,z doit &tre

entier sur I'idéal nv.ow . Mais ce dernier est un idéal inversible d'un

]
espace lisse, danc normal, et est donc intégralement clos. Tl faut donc que
Afo,...,0, LYPR "bn—l , )t appartienne A 1'idéal ftv.ﬂl[bl, .. "bn—i s 7).

Mais A est une unité, I1 faut donc Hzv, et nous avons le lemme,

Remarque : En fait, nous venons de montrer que f | n était entier
a UxE
sur 3.31.@ n @t voisinage de tout point de Ux {0},
UxE

Pour achever la démonsgtration de la proposition, nous allong montrer qu'en

tout point =z¢ mpl(Ux {0}) on a 01.6}2 = '32.(}2 5+ Four ce faire, remarguons
3

, 2
que grice au Lemme, J .0, ne saurait 8tre engendré par of 0w & a
2 7Z2,= azD a Z,z
1'exclusion de tous les autres af o w0,
azi Z,z
Supposons en effet qu'il en soit ainsi : cela signifie que
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avec ?Li € mZ,z. (1=ign}.

On en déduit

3 _ af
(a_.';:_ fa.)"tu'csz,z - (a:{+?"i)(az )aew'gz,z

o

(puisque g f - ai(jﬂl) +( ;f ) ); et en multipliant par g w (igjen)
a a

3 ~ ' 3
(Zj'az fa)cu"'GZ,z = (a{+li)(~a—a—j‘ fa)o w'OZ,z.

, ) af
puisque = t =zj( )

3 ola ,
\ 5]
L] v —_— '
D'apreés le lemme : ( aaj fa) a m.@z,ze .S':]l'OZ,Z , et A'autre part, f'jl'GZ,z
est sfirement engendré par un des z.. ! £ o)o w5 {lemme de Nakayama).
J azi a Z,2 :

Il faudrait donc gue 1'un des (a-{ +?ti)@Z 2 soit inversible, d'ou la contra-
] .

diction cherchée, puisque les hi Emz,z , Ceci montre que 32.62 z est engen-

. af . . af
dre par un des (_Bzi )a ow.C}z’z (1gi=n), dlSOl’lS( BZ]_) o w'GZ,z . Nous pouvons
écrire
af ) af .
= ey.0 = W, o WG (0gign)
f (azi a Z,% 1(321)& Z,z

avec p.1= 1.

On en déduit

- - 2f '

et a'1p.0+p,1 =a:‘l.}10+ 1 est inversible ! on veit que 31.(}2’2 est engendré par

3
(321 i‘a) o w.oz’z 5 et que ‘31‘@«2,2_ 'Jz.oz,z . Q. E. D.
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2.8 Interprétation géométrique

On peut résumer la proposition précédente en disant qu'il existe

un ouvert dense de Hﬁl, noté U, tel gue si HE U, et si z, =0 est une équa~

tion pour H, dans des coordennées (zo,...,zn),( jEL) est entier sur
] zozo
1ridéal |25 U -Ei dans Tfz.,...,2 ). D'aprés (0.4, 6)),
3z ! dz 1 n
1 z0=0 n zo=o

ceci signifie que si nous prenons une suite de points p; € H convergeant vers
l'origine, la direction de 1'hyperplan H n'est pas adhérente dans P" & 1'en-
semble des directions des hyperplans tangents aux hypersurfaces de niveau

f(ZO,...,zn)= f(Pi) aux points p,

Ou si on préfére, le vecteur "normal' 3 1'hypersurface de niveau f = f(pi)

ne tend pas & Btre "orthogonal’ au vecteur "normal' i 1'hypersurface de
nivean f|H= f(pi) (les guillemets viennent du produit hermitien !,

Ceci montre bien pourquoi la proposition est relativement longue & démontrer :

1 hyperplan H influe a 1a fois sur les points que l'on choisit et sur la
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la condition & réaliser. Par centraste, démontrons la -

n+1,0) une hypersurface réduite. Il

(n)

2.9 Proposition : Soit (XO,XO)CZ(E

(n)

existe un ouvert de Zariski dense U' de PP {=G"") tel que pour

HE U‘(n), si z, = 0 est une éguation de H, on a dans des coordonnées

(z ;-0.02 )
af . ef of
3z @X , est entier sur (EE_""’ 3z ). OX ,X
s} o’ "o 1 n o’ "o

En effet, il suffit de choisir H dans le complémentaire de 1'ensemble

LX x des positions limites d'hyperplans tangents aux points lisses de Xo'
o’ "o

(§ 1.1), On aura alors au voisinage de x

of < C . Sup 3f
9z, 1cien | 924
X = X
o] 0

et la proposition d'aprés 0.6, 6).
Ici les suites de points A considérer sont sur X et ne dépendent pas de H,
Revencns maintenant aux conségquences de 2.7,

n+1

2.10 Proposition : BSoit (Xo,xo)c:(m ,0) un germe d'hypersurface analyti-

gque complexe, & singularité isolée. Choisissons des coordonnées (zo,...,zn)

pour (En+1,0) et une équation £=0 pour (Xo,xo). Considérons

3f af )

= gy oo
aZo ’BZn

. ¥ A%
K(VI.V2)= dimm @}H.;L//;n 1-j(f) %;pour vy et Vg assez grands, K prend les

Jie?

, m= (= ,...,zn), et 1'application d&'Hironaka

mémes valeurs gqu'un polyndme de degré n+ 1 dont les termes de plus

haut degré s'écrivent

— - 1 (n+1) n+1l n+i) (i) n+d-i i (0) n+l
KXO,XO(Vl’v2) = Toaild T (B Vg et ( i )P vy V2+---+}1 Yy )

on p13 . p(i)(xo) (1.5).
0
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Démonstration : Ceci résulte immédiatement de 2.6 et 2,7 puisque d'aprés

{ch. 0, 6.1 deux idéaux qui ont mBme clbture intégrale ont méme multiplici-

. ~(1) (i) . . , .

té, et donc le p de 2.6 est p (Xo)' Ceci constitue la présentation al-
0

gébrique de la suite }1;‘; (XO). Ky  est bien un invariant analytique de

o a’“o

(Xo,xo), Puisqu'il ne dépend en fait que de F{f).

i+
3
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CHAPITRE Il

i.1 Soit (XO,XO)CZ(ED+1,O) un germe d'hypersurface 4 singularité iso-
, : n n+1l s

1ée. Soient He P" un hyperplan de (T ,07, et (zo,...,zn) un systéme de

coordonnées locales pour (En+1,0) tel gque H soit donné par z = 0. On suppose

H asgez général pour que (Xofwﬂ,xo) soit encore & singularité isolée. La

restriction & (Xo,xo) de la fonction coordonnée z est un morphisme plat,

qui nous présente (Xo’xo) comme déformation & 1 paramétre de (Xom H,xn}

(XOrWH,xo)C—-+(XO,x0)

[0} e—— (Db, 0

WH a pour discriminant 0€ D compté avec une certaine multiplicité AH.

{(Ceci parce que (Xo’xo) est & singularité isolée, ainsi que (XorlH,xo).

s H {n+1) (n)
1.2 Propesition : A =M (xo) + By (xonH).
0 o
Démonstration : Montrons d'abord un lemme facile : soit (C,0) un germe
de courbe irréductible, mais non nécessairement réduite, dans (m“*l,o),

suUpposons gue OC o est de Macaulay. Il existe un entier n(C) tel que pour
3
toute hypersurface F de (En+1,0) on ait, en notant { , )0 la multiplicité

dfintersection en O

(F,C), = n(c) . (F,C_ .0,
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en effet, ¢ étant irréductible, 1'idéal N des nilpotents de GC g ©5t premier,
L
et puisque O=0, o est de dimension 1, Oy est de longueur finie n(C), De
H

plus, puisque @F,O et &

c.o Sont de Macaulay (F,C)Ozlg(c-/g.c«) ol g=20 est
N ¥

une équation pour F. FEt ceci est encore égal & e(g.s) (multiplicité de

§.0), et d’aprés L'additivité de la multiplicité (voir [Se])

eG(g.G) = n(C).eC—}(g.c}) ou =/N, mais ea(g.@) = (F,Cmd)0 .

Considérons maintenant une équation f=0 pour (Xo,xo) et la courbe T de

(En+1,0) définie par : af
821

puisque j(f} est primaire pour 1'idéal maximal. Décomposons la en ses compo-

= ...:;—5—:0. Cl'est bien une courbe de Macaulay
n

k
santes irréductibles : I'= |J Ti . En fait, AH n'est autre que le nombre
i=1
d'intersection (Xo,l") Tpuisque c'est la multiplicité de 2.0:0 comme résul-
o L

tat de l'élimination de =, ,...,z_ entre flz ,...,2 }=0 et

1 ’“n o n
3
S§;=...= ;: =07 .

1 n

On a

k k

(X, = n X)), = & n(ri)(xo,l”i red’ o

i=1 i=1
maig il est facile de calculer (Xo,l“i red)o par normalisation de la courbe
Lo . ' P
integre Pi,red . (Xo’ri,red% n'est autre que l'ordre & l'origine de f ahi

ot h, : (B,0) (Fi req* 99 est la normalisation. Choisissons une coordonnée

v sur (D,0) . On a

d - 2L 4
av (f ] hl) = BZO ° hl . dV(zD o hi)

azf ° hi sontnuls (j= 1}, d'od, en regardant les ordres

puisque tous les

v(fuh.:):‘v( oh.)+v(z -:h.)
0 1 0 i 0 0 i

ce gqui peut s'fécrire
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- t B
(Xo’ri red>o - (Xo’ri,red)047(H’Fi,red)o
ol Xé est 1'hypersurface d'équation : g: = 0. En faisant la somme aprés
o

multiplication par n(Ci)

a s (x D= (xp D) e (1,1

mais (Xé,r)o n'est autre gue pin+1lxo) puisgue les anneaux considérés sont
o

de Macaulay, et de méme

, af af

(H,F)D = dimg E{zl,...,zn] (g;;(o,zl,...,zn),...,azn(O,Zl,...,zn)

clest-a-dire p(“)(x nH)

X o '

o

1.3 Remarque : Le diagramme de 1.1 nous dit que yH provient par changement

de base de la déformation'universelle i

v e (XO{WH,XO), clest-a-dire

H
(Xor]H,xo)C——+(Xo,xo) — (XU,XU)

H H
o @ o Fy
hg H
(0} e— (m,o)—>(sU,sU)

S5i nous notons Dg Le discriminant de FH , hypersurface réduite de 1'espace

lisse Sg , le diseriminant de @H est 1'image réciproque par hE de Dg , et
AH n'est autre gque le '"nmombre d'intersection du chemin hg avee DE en sU",
c'est-d-dire l'ordre en O de 6g ohﬂ)pﬁ 6g= 0 est une équation pour Dg dans
Sg. (Nous noterons ce nombre : (hE;Dg). La proposition 1,2 peut alors se
lire

® pO 0 o @y m o

X
O
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(formule magigque) puisgue l'on sait (voir 1a partie concernant 1a géométrie

PR 1
du discriminant ...) que la multiplicité en 8y de DL , m% (Dg) n'est autre
U
{n)
que KU Xo(xﬂ NH).
Nous voyons aussi apparaftre le chemin hg,qui nous décrit la morphogénése

de (Xo,xo) a partir de (XDFIH,XO), et (:) nous montre le nombre de Milnor

comme “gain de multiplicité" 1ié 4 la position de hﬁ par rapport au diseri-
. H P .

minant DU' La formule prendra plus de signification lorsgue nous

aurons montré gue toute déformation (de base D) de (Xo,xo) peut 8tre réali-

HH.

sée par une "déformation a un paramétre de h0

1.4 Remarque : L& Ding Tring me dit (& paraftre) qu'il sait montrer la
généralisation suivante de 1.2 par voie topologique. Si h: (xo,xo)—a(m,o)
est tel gue

1 (XO,XO) est une intersection compléte & singularité isolée.

2) il en est de meme de (h”l(o),xo).
Alors, la multiplicité Ah de {0} comme discriminant de h est donnée par
ab o Py (XO)-rpx (hui(O}) ol p désigne toujours le nomhre de cycles évanes-

o o .
cents (mais pour une intersection compldte), voir les exposés de Saito.

1.5 Corellaire : Soit £=10, f¢ m{zo,...,zn} une équation pour un germe
d'hypersurface & singularité isolée (Ko,xo)c:(mn+1,0}, ey = (gg;,..., ggl)
o n
et §'(f)=j(f).0y
L)
0’7o
X (n+1) (n)
4 =
ey (jt{£)) = u < (XD)+p x (XO}
XO,XO I] o

i,e, la multipliciteée de j'(f) dang Oy est obtenue en ajoutant a4 la multi-
0’7o
plicité de j(f) dans Gh+1 la multiplicité de la restriction de j(f) & un

n-plan général de (En+1,0).
Démonstration : Choisissons (z ,...,z ) de telle fagon que jtgm Ie soit
—_—_— o n 3z, X %,
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entier sur (aa: ’”":Tf)ox < (2.9). Daprés (ch. 0, 6.1) 1a multiplici-
1 n 0’0o (Bf 3f

té de j'(f) est alors égale a celle de seany & ie. a o (1.2).
3z, az | TX ax_

Mais AH = p(2+1)(xo)-+p(§)(X0[jH) (£ est 1'hyperplan z = 0). La condition
o (¢}

imposée X N étant ouverte, et la multiplicité de j'(f) ne dépendant pas de H,

ceci montre que
(n) o,
n Xu(xomu) = p xo(xo)

1.6 Remarque : Pour tout hyperplan H'e P on a, d'aprés la censtruction
remargue ’ b

de 2.7, (appliquer aussi 0.6.1)

(n)
Py (Xor]H|) 2%

(30 .00 = 1P (x)
o ! . o

la preﬁiére inégalité provenmant de 1'inclusion j(f.ah‘)czj(f).ﬁh! , et la
ceconde de 2.7 du eh. T (et de la semi-continuité des longueurs). D'aprés
le théoréme de Rees (0.6.1), appligué deux fois, on voit que, dés gque H ap-
partient au complémentaire de 1l'ensemble des directions limites en x d'hy=-

perplans tangents aux points lisses de Xo , on a

p(i}(XoﬂH) = }1(2)(}{0) et j(f.GH 0) = j(f).GH o
o o ’ ’

et réciproquement, si p(n)(X NH) = u(n}(x Y 1a multiplicité de j'{f).G
x, o x, © Xo,xo

est égale & AH (H: = =0) et donc af Gy est entier sur
° 37, Xor1¥,
af af o
3z, ' 3z X ,x '
i n o'

Nous avons montré que !louvert construit en 2.7 contient un ouvert analyti-
que, et donné une condition numérigque pour gue H ne soit pas limite d'hyper-
plans tangents aux points lisses de (Xo,xo). Ceci précise ch, I, 1.5,

Voicli maintenant le corollaire de 1.5 leplus important pour nous

1.7 Corellaire (Formule de restriction) : (Xo,xo), f sont comme toujours,
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aingi que j'{f). Nous posons p'=m.& et congidérons l'application
q p X x pp
o’"o

K': N°o N définie par

Y Y
K'y x (vpowg) = dimg oy /ﬂ' L ?
0’0o

0’0

On reprend cemme au {(ch. I, 2.6) pour construire un polyndme homogéne

- . - _ 7

Kty % (vl,vz) de degré n analogue au Ky ,x de {(ch, T, 2.6). La formule
0’0 o’ "o

de restriction est

~ BKXO’XO(VI,VZ) BKXO’xo(vl,vz)
K] ( ) =
o' ¥ Yir¥a v, * 3 vy
ou 8i l'on préfére
= 1 (n+1) {n), n n (i+1) i -i i
K‘o,xo(vi,vz) = o7 [(u + )v2+".+(i )(p * +p(l))v? 1v; +
+ (p(1)4-H(0))v?}
ol ]J‘(l) _}1(;) (xo)
o
. . \ P n n-i i
Démonstration : Dlaprés (ch, T, 2.,2), le coefficient de (i) Vi vy est

la multiplicité de la restriction de j'{(f) a X, NH, o H est un (i+i)-plan

n+1,0). Mais on peut prendre j(f), le restreindre i H, obtenant,

général de (T
puisque H est général, d'aprés 2.7,un idéal entier sur j(f.@H), et restrein-

dre 1'idéal obtenu & X, 0 H. Le coeflicient cherché est domc la multiplicité

(i+1)

. . (i) \ -
de J(f'oH)‘oX H,x elest-d-dire p (XO)-+H x (XU) d'aprés 1.5
o o o ¢
1.8 Corollaire : La multiplicité de 1tidéal m'.j'(£) dans-@x . st

0’0o

. (r})(p(iu) RRESH
o] .

: 1
1=
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et ne dépend donc que de pi (Xo).

o
1.9 L'autre formule de restriction est une conséquence directe de
(ch. I,2.10) et est : pour un hyperplan général H de (En+l,0)
_ aKxo,xo(V1’“2)
K (v, vy} =
Xoﬂﬂ,xo 1t 2 avl

§ 2. Quelques résultats sur p¥ (X )
(4]

Au chapitre I, nous avens associé & un germe d'hypersurface com-

plexe (Xo,xo) une suite d'entiers pi (XO) et nous avons montré comment, si
) o
(X ,x ) est & singularité isolée, cette suite apparaissait de fagon naturel-
e’ o

le comme multiplicité généralisée, Dans ce paragraphe, nous supposons (Xo,xo
4 singularitéd isolée et cherchons 4 déterminer gquelle information ui (XO)

o
contient sur (XO,XO). Nous avons déja vu gue pi#t nous donnait la dimension

de (Xo,xo), sa multiplicité, et bien sfir le nombre de Milnor, Remarquons

A . (i) (o)
; #*
que la suite ny(XO) tronquée d gauche, i.e. (p %, (XO),...,H on(XO}) n'est
autre que pi (X0[1H) pour un i-plan général H. Dans ce qui suit,
o

(1)

n+1

,0) est fixée, et 1'on note p pour p(;)(xo).

4]

(X ,xJc{a
0’0

jl(n+1) - p(l) (n)

2,1 Proposition s
(et donc p(1+1) Zp(i).p(l) 1sign),
Démonstration : Il suffit de revenir & la‘démonstration de 1.1, et de re-

marquer que grice aux propriétés de symétrie {ch. I, 2.2), si notre hyper-

plan z =0 est suffisamment général, la multiplicité de la courbe T

gg;= .,.=-§§—= 0r gui lui a été associée en 1.1 est p(n). Or, par les pro-
T n

priétés des intersections
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(1) . A
(XO.F)D > UJ?XO(XO).!)JI(T) (p +lp

d'on }L(n+1} +p(n) > (p(l) + 1)p(n) et la proposition.
2.2 Question : A-t-on toujours

{(n+1} {n) (13

a E

H(n) 2“(11—1)2 ..-2}10) ?
2.3 Remargue : 8i (Xo,xo) est un cdne (& singularité isolée) on a égali-

té dang (2.1). En effet, si n, (XO):a+1, disons, (XO,XD) a méme type topo-

“o
(n+1)
=0, donec p x_ (XD) =

a+1 Za-l-l

. n+1
logique que : By Feeaw a

, et dlaprés 2.1
}1{:{) (XO) =a" (0<izn).
o n+1 *

On peut se demander dans quels autres cas on a p(m'l) =p(l'} (i.e. p¥ est

une dégression géométrique)

2.4 Lemme : Soient & anneau loeal réduit, Nys iy et ny trois idéaux pro-
pres de & tels que nlc;rl2 . Bi

on a

En effet, d'aprés (ch. 0, 0.4), il existe un G-module fidéle de type fini M

tel que n2.M(_:(n1+n2.n3)M. Mais puisque nignz’ or a en fait

nz.M oy (n1+ nz.nS)M [y nz.M

(ﬂ1+ nz.nB)M = n2.M
on

nl.M-T- ns.nz.M = nz.M
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et grice a Nakayama

ngM =g Mo,
d'old
niy T fa
2.5 Lemme : Pour une singularité isolée d'hypersurface (XD,XO)g;(En+1,0),
d'éguation £=0, fg E[zu,...,zn}, les conditions suivantes sont équivalentes

(notations habituelles]

TG pm“*l
(1)
2) (O -ukt
(1) (1)
I1 suffit de remarquer que j(f)gml'L puisque U =M (X )-3i, et gque la
(1 (1)n+1 * °
multiplicité dem?  est p (0, 0.6},

Le lemme en résulte grice au théoréme de Rees (0, 0.6) et au fait que toutes
les puissance de l'idéal maximal de E{zo,...,zn} sont intégralement closes

(Parce que la modification de centre m est lisse),

2.6 Lemme : Posons p(l): a. Bi jzf)ztna, on a ;ﬁi c ma__ma+1 (0<i<n).
. A , 3 ¥ a_ _arl
Soit en effet j~ 1'idéal engendré par les 3z, qui sont dans ;m =-m . On a
i
a
A . . 1
i ga(f)g31+ma+
d'odl
. a
Jl+m.m =ma
et donc
T oa
J =m

d'aprés 2.3,
Mais ceci entrafne que jl est m-primaire, ce qui n'est possible gque si

jlz 3{f) puisque j(f) est engendré par exactement n+l1 éléments.

2.7 Proposition : Pour une singularité isolée d'hypersurface (Xo,xo), les

ccnditions suivantes sont équivalentes
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n+1
1 p(n+1) (0

= 1 (1) n+1
2) Kxo,xo("v"z) =TT (Yyrk “vg?
3) (Xo,xo) est isomorphe 4 la fibre générale d'une déformation & un

aramétre, A p* constant, d'un chne 4 singularité isolée ui n'est autre
p » ¥ L q.

que son cBne tangent,

Démongtration : Soit f= 0, f¢ E{zo,...,zn} une éguation pour (Xo,xo) et

écrivons

ol les f; sont homogénes de degré i (a:;i(l)). Il résulte des lemmes précé-

dents que si 1) (&quivalent & 2) dTaprés 2,1) est vérifiée, la forme initia-

fa+1

fa+1

le de ég% est 52 (O<i<n). Notons j2 1'idéal engendré par les
i i

On a : j(f)gjz+ma+1c;ma, et done en appliquant 4 nouveau 2.3 : -j——zm ., ce
ui montre que le cone tangent & (X ,x ) est 4 singularité isolée, {et a
Q q o' ™o H

méme p¥* gque (Xo,xo)). Or, nous pouvons considérer 1g déformation 4 un para-

métre du cdnre fa+1= 0 d'équation {dans D xmn+1)

F (zo,...,zn) = fa+1(zo,...,zn) +tfa+2('zo,...,zn)+...+...+tl_'1f

% (zo,.",zn)+."

ari
Pour t =0, la fibre est le clne tangent & (Xo,xo), et pour t£0,
Ft(zﬂ,...,zn)::t_xa+1)f(tzo,...,t Zn)’ ¢e qui montre gue la fTibre pour t£0
est isomorphe A (XO,XO). La déformation est bien & p¥ constant, Ceci montre
s 1)= 3} et 3)s 1) est évident. Nous verrons au paragraphe suivant gue
ceci entraine que la déformation précédente est égquisingulidre, et en parti-
culi;r gue (Xo,xo) a méme type topologique que son céne tangent, grfce au
théoréme de Thom-Mather. Si nous admettons que la multiplicité est un inva-

riant du type topolegique {cf, Ch. I, 1.7), le réaultat précédent nous dit
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en particulier gu'une hypersurface 3 singularité isolée qui a meme type topo-

logique qutun cdne a méme type topologigue gue son cbne tangent.

2.8 Question : Peut-on caractériser de fagon analogue a 2.6 les singulari-
tés isolées d'hypersurfaces dont le cdne tangent anisotrope (ou quasi-homo-

géne) est A singularité isolée (pour des poids convenables) ?

3.1 Proposition : Solent G:X-M= {tel/ jt] < 1} un morphisme plat, )
un Gx—Idéal et ¢ une section de G telle que Supp.(}x/‘b =og{D) . Ceci signifie
gue nous nous donnops une famille d'idéaux 31:: U.Gxt ol Xt=G—1(t), telle
soit primaire pour 1'idéal maximal. Nous noterons e, = e(C]t)

que jt‘GXt,c(t)
la multiplicité de Jt dang GXt,G(t)'

Soit 71 X' X la modification {eu 4dclatement) définie par J . Notons Y le
sous-espace de X défini par J, YrcX' le diviseur exceptionnel défini par
S.GX, , et p: Y'oY la restriction de =

La propesition est

Si e, est constante (t¢ DY, p est équidimensionnel, i.e. toutes ses fTibres
sont de dimension d-1 ou d=dimX-1= dlmo(t) Xt (te D) .

Démonstration : Bn fait, p étant projectif, sera équidimensionnel au-dessus

de G(ID'"').. I1 nous faut donc montrer
. -1
dimp {c(®) = da-1

Or, si nous notuni(};_z GX,G(O) s 1:30(0) , Tous avons

quitte & remplacer D par un disque plus petit.
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p-l(c(O)) = PI‘Oj.(EBIv/I‘Hl @
o/1

(€ : corps résiduel de /1),
et 1'on sait bien que la dimension de l'espace projectif associé 4 une algé-

bre graduée est égale au degré de son polyndme de Hilbert. I1 s'agit donc

de montrer que

aim 1V /1Y 5 @ = ov®h
B/1
(0 signifie : tend vers 1'infini avec v au plus aussi vite que ...).

Mais nous avons une surjection de GID O—modules
1

Iv/Iv+1 ® IV/IV+1 ® T >0

p. 0 /1
El
et il nous suffit donc de montrer que

dimg /" e - 064

(dans la suite, comme ici, ® signifie & ).
G]D,D

Or nous pouvons considérer le diagramme suivant

o _}Tv_>1v/1v+1_)lv/1v+1 —0

0 —r o/ — s/
v+

| l

0—F — /1" — 5/1¥ —> ¢
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v+l

ofl Tv {resp. Fw—l) eat le sous-module de om—torsion de IV/I {resp.

0/ Iv+1). Les suites écrites horizontalement et verticalement sont des suites
exactes de GD-modules , et les gens surmontés d'une barre sont (}]D-—libres.

La tensorisation par € de la seconde ligne reste en particulier exacte, i.e.

vl

viegr—oe/1" er—o

0_>Fv+1 ® T —\O/I

mais

vl a wil
/1 & K GXO,G(O)% o

dimm(o/l"+1 @ &) = dimm(GXt,o(t/D :*1) (ted)

et

(G/I\H'l étant C‘}]D-libr'e , nous donne la longueur générigue),

Mais par définition de la multiplicité

)

. v+ 1 __Zl'._ d .
dimp GXO,D‘(O%O = T e {v+1)" + termes de bas degré

3 O’ V+1 - 1 d -
dlmtﬂ Xt,c(t/gt =7 et(v+1) + bas degré
et il vient domnc
dim_ F @8 == (e —e v+ D%+ bas degré
T v+l oal o t g

et donc

Nous allons donc montrer gque dimg le @ & = O(vd-l) entrafne

dimm Y /IV+1 @& = O(vdhl). Pour cela, nous allons dfabord montrer que
d-1

dim T, @€ = 0.

Or, la suite exacte 0-T -F - F l/T - 0 nous fournit une surjection
b ¥ v+ ¥

+1
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-OD 0
LD,
Tor1 (FWJTV,E) — Ker(Tv 2T —th_l » C)
GD 8]
i i ’ = dim, F /T
mais dimg Tor1 {FW’/TV,E) dlmm w/ v ® T

et est donc O(vdul). On a donc aussi
dim Ker{T £ ¢ —F ® L) =O(vd_1)
v v+l
. s d-1 .
et puisque dim Fv+1 ® T = 0(y ), on a bien
ain T © € = o(v%

Or on a la suite exacte

0—T @ t—1¥/ iy —1¥/1" e —o0

et le membre de droite nous donne la dimension générigue, qui est O(vd—l}.
On en déduit bien dimg 1 /IW'1 ® T = O(Vd—l), et la proposition.

3.2 Corollaire : Dans la situation de 3.1, avec 1'hypothése d4'équimulti-
plicité, soit f€ OX .

8i ft€3: pour t¢ D% , fg7,

Démonstration : I1 suffit de remarguer que nous venons de montrer que cha-

que composante irréductible de Y' domine ¥, ou gue U)—i(ﬁ(]D*)) induit un ou-
vert dense sur chaque composante irréductible de Y', On normalise alors X!,
et la normalisation étant un morphisme fini, les considérations précédentes

se remontent & la normalisation. Il suffit alors d'appliquer (0.4) via (0.7,
en raisonnant d'abord comme dans 2.7 pour montrer que f'&f',x' € D'Gf’,x' en

tout point x' me projetant dans o{D*).
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3.3 Corollaire : Dans la méme situation, f& OX , 8i ;D(f)0 désigne le ¥

(0.2) calculé dans on a

%%, s(0)

v (E) = £,
vq()O Q;S*vgt( )

En effet, si O est équimultiple comme en 3.1, il en est de mime de ¥ pour

tout v.

S8i p=min v _ (f ), on peut trouver v(i) tel gue f Ejv 1) (t e o¥)
tG]D-!(- j't t

et w(i) > (p - £)i pour i assez grand, €> 0 étant donné. D'aprés 3.2, on a

vii)

alors £l €9 d'ott Gg(fl)a v(i) (notation de 0.5). Ceci montre que

- - inverse
vg(f)o>ji- g pour tout &3> 0, donc vg(f)ozli. Mais 1'inégalité/est évidente.
En fait, ceci montre aussi quel;g (ft) est constant sur D% , et que ;O(i‘)t

t
est constant sur D, ot ;,)(f)t désigne le ¥ calculé dans 1'anneau Gx olt) *
3

3.4 Remarque : Il n'est pas vrai que l'on ait sous les hypothéses de 3.1:
v, (£} = min v_ (£ ), il faut pour cela des conditions plus fortes. {(veir

) tep* Ot

"Contribution & 1'étude des singularités du point de vue du polygone de New-

ton, par M. Lejeune et l'auteur, ch. T, § 11, 11.2.2, p. 177, Théses respec-

tives, Paris VIT, 1873).

3.5 Soit (X,x}c:@N,O) une hypersurface analytique complexe, Supposons

que le lieu singulier Y de X soit lisse en x. Posons codim NY =n+i. D'aprés
T

{ch, T, 1.3}, on peut toujours trouver des réiractions locales

R: (EN,0>—*(Y,X) telles que (R_i(x)r]X,x) s0it une hypersurface & singulari-
té isolée, et G=R|X: (X,x)~ (Y,x) est plat. Ceci signifie que nous pouvons
présenter X localement, comme déformation de (Xo,xo)= (R_l(x)r]x,x) paramé-
trée par Y. La donnée de R revient & une décomposition en produit locale

gV =y x gt
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(X,x)—>(¥Yx "% 0)

R= pr1

(Y,x)

de plus, G est muni d'une section, correspondant & 1'inclusion de Y dans X,

s . n+1
Choisisseons des coordonnées 1oca1es(y1, e ,yk) sur Yl(zo’ iy zn} sur @ , et
" une équation F(Zo’ REFENER FEERR ,yk) =0 pour XcYX En+1. Nous considérerons

les idéaux

aF aF ) _ [ 2F oF

b (zo,...,zn)ox {définit ¥)
3.6 Propositien : Le couple de strates (X-Y,Y) satisfait la condition a)

de Whitney en x si et seulement si
. '
a) Vo > L.
8i la condition précédent est satisfaite, (X-7Y,Y) satisfait la condition b)

de Whitney en x si et seulement si

n
- AF
BY v, ,(( I oz, =— c‘-) > 1
A T S T
Démonstration : La condition a) de Whitney est que pour toute suite de

points piE X-Y, convergeant vers x, la limite des directions des hyperplans

tangemt s T contienne T

X,pi Y,x
Soit w: X'~X la modification de centre J'. {(Nous ¥ pensons comme adhérence
dans Xx P" du graphe de : (X-Y¥)-P" donné par pM(-a?—:— (p) :.e: %.(p)) .
, . .| BF - -1 > BF n
La directionde TX,p est : (azo (p) 1o b2 (p) : o, (p) 1.t a_y;(p) .
La condition de Whitney est que 1'on trouve & la limite
(p-ax): (bo o bn 0 1 0).

En utilisant la description de X' comme adhérence de graphe, et en remontant
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par 1'isomorphisme X'-—w—l(Y)ﬁiX-Y la suite (pi), on voit tout de suite que
1a condition a) de Whitney se traduit par : (§ Ox,)—l- H!'OX‘ s'lannule sur
le diviseur exceptionnel (défini par }';OX,) de y. D'aprés le théoréme des

zéros de Hilbert, et la propreté de w, ceci signifie que pour j assez grand
(4 F o, Lk ) c g
GX' . " X| . xl

Montrons que ceci équivaut & o)
8i @) est satisfaite, par définition de % on a pour 1 assez grand

i+l
S

H‘l.@xg Py . Cette inclusion remontée & OX' est exactement (A). Réci-

proguement, si (4) est satigfaite, en montant maintenant au normalisé X de X

et en appliquant (0, 0.4) on trouve
~ i . [
v?,(H‘ ), = i+l d'ol VH_,(H')X > 1

S

car v est aussi le supremum des de (0, 0.4) (utiliser 1'inclusion

(Il)l{CIkl y.
De méme, la condition b) de Whitney se raméne, si a) est satisfaite, a

our toute suite de points p,cX-Y convergeant vers x, la limite des direc-
b p Py ’

tions (pi, G(pi)) est contenue dans La direction limite des T, . Choisis-

D

i
sant une suite (pi), la direction (pi, G(piD est (zo(pi):..d zn(pi}) notons-
en la limite (a i a,), et notons (bD:“J bt 0 0) (grace a a)) la limi-
te des directions des T , i.e. des
X,p;
(az (pi) ..... 2 (pi) b 3y (pi) et 5T (pi) , La condition b) est gue
o n 1 k
alors
fa, bi = 0

Soit maintenant S:’i_.x 1la modification.de Fr.% . En utilisant encore la
2 2
description de g comme adhérence dans xx p" -1 du graphe de X-y- P -1
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{pr(coordonnées homogénes Zi(p) —a'azi (p?) (O<gign, OD<jsn).
J
On traduit la conditions b) par

n
(fr ;]-‘.,oi-f)_l_( by z; Sa;zg')' % s'annule sur le diviseur exceptionnel défini
izo j ’

par J',}H Og - On conclut comme précédemment.

3.7 Remargque : 3.6 est un avatar de résultats apparaissant dans (rHZ],
EZaj, [c.sn.
3.8 Remargque : On déduit de 3.6 que les conditions de Whitney, qui dépen-

dent a priori du choix du plongement local en x : XY x mm-l’ n'en dépendent

en fait pas.

3.9 Théoréme : Soit G: (X,x)- (D ,0) un représentant d'un germe de Qé-

n+1,0), muni

formation d'une hypersurface & singularité isolée (-Xo,xo)c(i]:
d'une section ¢ telle que X=-¢(M) soit lisse sur D, Si p*{:p'ﬁc"(t) (Xt},oﬁ
Xt=G_l(t),est indépendant de t€ D, le couple de strates (X-o(m), c(m))

satisfait les conditions de Whitney en tout point de o(D) .

Démonstration : Choisissons un plongement

tel que ¢(D) = Bx {0}, et une équation F(zo,...,zn, t) =0 pour X dans

D x l]:n-t-l ]

D'aprés 3.5, il nous faut montrer que

- oF
v,}.('a“{' 0X)x> 1
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et
- aF
v Lz, G, > 1
g ([P > o
OF dF
ou ¥ o= oz °* 'az )OX
[+] n
*-5' = (ZO"”’ZH)GX

mais pour t¢ D* , nous aurons

- [ aF - oF
‘——@) > 1 et w,, ,‘((EZ. )0) > 1
e ( t "X Jolt} Frog iow | 7X ] iy

puisque d'aprés un théoréme de Whitney [W], les conditions e Whitney sont
catisfaites & 1'extérieur d'un fermé analytique striet de chaque strate,
Mais puisque j.q_f est constant (te M), les idéaux ' et $'.2 sont équimulti-

ples pour X+ 1 au sens de 3.1

: {n+1> (n) ., N
(en effet, ey 3_;:) = Py SN d'aprés 1.5, et
n : .
et(fé.}%) = ¥ (2](p1(:1+1) +pi1)) d'aprés 1.8. Il suffit maintenant d'appli-
i=o
quer 3.3.
3.10 Remarque : Soit ‘}:(aa:‘o ’,..,5-2-1:"; ]Dxmn”-. Si l.]‘1(:n+1) est constant,

1'idéal } est égquimultiple. D'autre part, pour t¢ ¥ , ¢(D) est au voisina-
ge de o(t) une "bonne stratification" au sens de Le Ding Trang (Thése, Paris

VII, 1971) voiz,aussi [H.L], c'est-d-dire que pour toute suite de points

n+1

p; EMxE - Bx{0} convergeant vers c{t), la direction limite des hyper-

plans tangents aux points p; 4 1'hypersurface de niveau F(zo, R "’Zn’t) = F(pi)

contient T Ce qui peut se traduire, comme dans 3.6 par

Dx{0},0(t)

[

» 1

o

;5‘(‘5 )c(t)

d'ol, grice & 3.3

si Hin-fi) est indépendant de t¢ D, ;}(%%)x > 1, i.e. o{ID) est une strate
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d'une bonne stratification pour X. Cette implication avait &té démontrée dif-

féremment par L& Diing Trdng et K. Saito (nen publid)?

3.11 Remarque : On renvoie & [T], ou i 1a partie sur-la géométrie du
discriminant des déformations universelles, pour des éclaircissements sur

les conditions d'existence de o.

3.12 Remarque : D'aprés le théoréme de Thom et Mather {(ef. [E.M. 5.7 et
[Ma]), si (X-o{®), c()) satisfait les conditions de Whitney, on peut

trouver un homéomorphisme compatible avec G

n+1 n+1)

(X, b x& ) A~ (]DXXO, DX

clest-d~dire gue la déformation G est topulogiquement triviale,

*
L
L

* L2 me dit que ce résultat avait aussi é&té démontré par J. P. G. Henry par

une autre méthode encore.

- 336 -




CYCLES EV ANESCENTS, SECTIONS PLANES...

CHAPITRE ITI

Soit (Xo,xo) un germe d'espace analytique a singularité isolée ; on

rappelle gu'une déformation de (Xo’xo) est un carré cartésien pointé

(X ,x ) (X,x)
o’ o

| = |

{8} s (8,8)

ou G est plat. Pour nous, ce sera toujours un représentant "suffisamment pe-
tit". d'un carré cartésien de germes, et de plus, par abus nous dirons sou-

vent que G est la déformation. Un morphisme de déformations est un morphisme
de carrés induisant L'identité de (Xo’xo)'

La théorie du complexe cotangent {cf. [Tj], [S], [Be]) nous permet 4'associer

2

. s . ; . 1
de fagon fonctorielle a une déformation des Ox—Modules cohérentis TX/S’ TX/S

dont le support est le lieu critique, ou lieu de non-lissité, de G
[Ti/s(x)= T§ % est 1'espace vectoriel des classes d'isomorphisme de défor-
o’ "o

mations infinitésimales {de base 1l'espace des nombres duaux) de (Xo,xo)], et

un homomorphisme de Ostodules

.nl 1
6 M T Txss
Une déformation verselle (resp. semi-universelle, ou miniversdle) de

(Xo,xo) est une déformation telle gue toute autre déformation en provienne

(4 imomorphisme prés) par changement de base (resp, de plus, l'application

Le lecteur n'aura aucun mal a donmer un sens a cette expression pour

chaque assertion.
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tangente de Zarigki au changement de base est uniguement déterminéde). L'exis—
tence d'une déformation miniverselle pour toute singularité isolée a été dé-
montrée par Grauert ([G]) aprés avoir &té démontrée par G. N. Tjurina ([T3])

dans le cas on (Xo,xo) est une singularité isolée d'intersection compléte (ce
2
=(0)),
X, :
o’ "o
Nous nous restreignons ici au cas d'intersection complédte A singularité iso-

gqui entrafne T

lée. Une déformation G est alors verselle (resp. miniverselle) si et seulement

v 1
si QG(S) :ﬂs (s) = Eg 7T

s Ty 4 est surjective (resp. un isomorphisme). Une
r 0!

déformation verselle dont la gase est lisse est un morphisme stable et plat
d'espaces lisses, produit d'une déformation miniverselle par 1'identité d'un
espace lisse, En particulier, une déformation miniverselle est un morphisme
stable et plat d'espaces lisses et deux déformations miniverselles sont iso-
morphes grice au théoréme des fonctions implicites, Réciproquement, un germe
de morphisme stahle et plat d'espaces lisses est un germe de déformation ver-
8elle pour sa fibre, qui est alors nécessairement un germe d'intersection

. , , . 4 ; . . .
compléte & singularité isolée®. La dimension de la base d'une déformation

miniverselle est T (XO) = dim

1
T TX y X
(¢} o o]

2. Quverture de la versalité "daus la hasge"

Soit G: (X,x) 5 {5,s) un germe de déformation d'un germe d'intersec-
tion compléte & singularité isolée (Xo,xﬂ). D'aprés le théorédme de prépara-
tion de Weierstrass, pour un représentant suffisamment petit de G, le lieu

critique C de G sera fini sur S,

2.1 Théoréme : 8i G est verselle, pour un représentant suffisamment petit,
on a
pour tout point s'€ 8, si la Ffibhre X, = Gul(s'} a k point singuliers xi(s')

(1<i<k) (i.e., #(G_l(s')f}c)z k), on a au voisinage de s' une décomposition

* Ceci n'est pas du tout formel, et résulte du théoréme de Mather sur 1'équi-

valence de la stabilité infinitésimale et de la stabilité (voir [Bel}.
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(non canonique) de S en produit

8 =8, X ... x5 X ol t = dimS-%7 (x,»

x,{s")
1

telle gu'au voisinage de xi(s'), G soit isomorphe &

, , . . . t
1d(S1) X o.. X 1d(Si_1) ® Gi % 1d(si+ Ix ... X 1d(Sk) w id(m”)

1

X .. %8 X Et

£
R e X8 XL —3 B, % .. X Si_ 1 "

S, X W X8, X Xix Si+ k 1

1 i-1 X8, %8,

1 1

ot Gi: Xi-oSi est déformation miniverselle de la singularité isolée d’inter-

section compléte (Xsr,xi(s')).

Démonstration : Nous pouvons supposer le liem critique C fini sur 8, et

donc G, T

w ;/S est un G.-Module cohérent grace au théordme des images directes

de Grauwert. G étant verselle, eG(s) est surjective, donc aussi g. _ grice &
.

Nakayama, et enfin QG(S') aussi, pour tout s'¢ S, guitte & rétrécir le repré-

1

. 1 k
isi. M ") =
gentant du germe de G en x choisi ais G*(TX/S)(S ) ) szr’xi(s|)

i=1
et nous pouvons écrire une suite exacte d'espaces vectoriels

1 6l 1 4
0—T —0g (8') ey Ty

. s') >0
i=1

s"xi(

ot T est de dimension t,

Mais ceci nous donne une décomposition non canonigue

1

fg

v k
(s R T ¢ Ti II suffit maintenant de remarquer gue 8 étant
i=1

lisse, une telle décomposition peut se réaliser, grace & ltintégration de

S,,xi(s'))'

champs de vecteurs holomorphes, par une décomposition en produit de S au voi-
.sinage de s', gui aura la propriété annoncée dans le proposition, parce que
QG(S') n'est autre que la somme directe des g asssociés au germe de G en cha-

cun des points xi(s').
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En particulier, ceci montre gque le germe de § en chacun des xi(s'J est défor-

mation verselle de (XS,,xi(s')).

3. Discriminant d'une déformation

3.1 Commengons par rappeler la construction de la déeformation miniver—
selle d'une intersection compléte & singularité isolée (Xo,xo)c:(mn+1,0),
(cef. [Tj]). Posons @XO’XO = Gh+1//(f1""’fk) on@G = E{zo,...,zn], et
dimx X0= n+ 1-k. Soit N le sous-module de O; x ©ngendré par les éléments
¥
of % far, oty ° e 1
= sre3y 57— | (coordonnées dans la base canonique), T est
a2 EET) dmq X, %,
g§ « //N - €'est un espace vectoriel de dimension 7o 7 (X ). On choisit dans
o’ g X @
ko P : \ 1
Ohoq ¢ éléments £; (_(gi,i,..., gi,k) l<ig? dont les images dans TXO’ , en
forment une hase.
On peut choisir pour les k premiers g = (0,...,0,-1,0,...,0) 1zigk (=1 &

la i-éme place),
N . . . n+l T o
On considére 1'intersection complete dans (I % €L définie par

Fi(zo,...,zn, tl""’t

T
K tk+1""’t1:)=fi(zo""’sz + X tj . gj,i(zo,...,zn-ho

i=1
(1<isgk).
La restriction &4 X de la deuxiéme projection En+1x g . est déformation
miniverselle de (X ,x ),
0’0o

Si l'on a choisi Brevvygy comme il 1'a &té indigqué plus haut, on voit que

l'on peut aussi écrire la déformation miniverselle de

n+1 T
X

k - \ A
(Xo,xo): G: (& i ,0)—-9(Ek><mr k,O) ou & est défini par

T
tiuG:Fi =f1.(zo,...,zn)+ E t.g..(Z,...,zn) i<ick

o+
o
]
i
o+

k+i<gi=¢ |

{Ceci revient & écrire G comme déploiement au sens de [Th] de 1'application

gk définie par les £ (1cigk) ).
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Toute déformation G: (X,x) o (8,s) de (Xo,xo) peut se factoriser

(X,x)—(Sx T ,sx 0)
(8,s)

. s s n+l . .
X étant defiri dans Sx € par k équations Fi: 0 (FiE os,s{zo,...,zn},

1<i<k). Le sous-espace critique C de G est par définition le sous-espace de X
B(Fi,...,Fk) . -

Eﬁ;g—jfttjzz—j (11,...,1k c(O,".,n).

1 k

Le lieu ecritique est le réduit du sous-espace critique).

défini par 1'idéal engendré par les |det

[Si 1l'on préfére, 1'idéal définissant C est le (n+i-k)-iéme idéal de Fitting
1

{ .
de Py /s]
3.2 Définition : Soient G: X- 5 une déformation de (Xo,xo) et C le sous-
espace critique de G. Le diseriminant de G sera défini comme suit
Nous choisissons (pour un représentant assez petit de G, bien sOr) une pré-
sentation du OS—Module cohérent G*GC

ol Jiaﬁp ~—G 3, — 0
5 S #-C

le discriminant est le sous-espace D, de 8 défini par 1'idéal engendré par
les px p mineurs extraits de la matrice donnant U (disons dans la base

canonique de Og et Og). On vérifie facilement gue cet idéal ne dépend pas du

choix de la présentation. [Si 1'on préfére, nous avons défini le discriminant

par le O-iéme idéal de Fitting de G*@C i.e. comme "image directe analytique”
de C].
3.3 Remarque : La définition du discriminant est compatible an changement
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de base [c'est-a-dire que si 1'on fait un changement de base

I'— X
G‘l =] l G
gt —— 8

le discriminant D de G' est @_1(DG) {comme espace analytique)]. En effet,

Gt
la formatien du sous-espace critique 1'est, celle de G* aussi, ainsi que celle

de 1'idéal de Fitting®.

3.4 Proposition : Le digcriminant d4'une déformation "assez petite”
G: {X,x)- (S,8) est défini par un idéal principal ; si G est verselle, le

discriminant est une hypersurface réduite de S.

Démonstration : Puigsgque la formation du discriminant commute au changement
de base, il suffit de montrer le résultat guand G est miniverselle. On utili-
se le fait démontré par Saito dans son exposé "Algebraic Computation of Mono-
dromy", que GC,X est un GS,Sumodule de codimension homologique 7 -1 (et
dimC=%-1). § étant lisse, OC,X est un os,s-module de dimension homeologiqgue

1, i.e. pour un représentant suffisamment petit de G, on a une présentation
0 p' U o 6o 0
05 T Cg wo T

et puisque dim

Cg

de (g engendré par 6G= det M ol M= (mij) est la matrice décrivant U, disons

G%c%-zdims , p'=p , et l'idéal du discriminant est l'ideéal

dans la base canonique de Og . DG est donc bien une hypersurface de S, Pour

montrer que D, est réduite, il suffit de voir (par exemple en appliquant la

G

La définition du discriminant utilisée ici est différente de celle utilisée
par Saito (voir son exposé '"Algebraic Computation of Monodromy") qui elle,
n'est pas compatible au changement de base, mais a d'aulres avantages,
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; sz ¢ . o
théorie des variétés de symbole de Beardman) qu'a l'extérieur d'un sous-espa-
ce analytique nulle part dense de C, les points de C sont des puvints singu-
liers du type 'quadratique ordinaire" de leur fibre. (i.e. & un changement de

coordonnées prés, on peut prendre pour éguations locales de la fibre

n :

=0 et z z?::O). Le discriminant de la déformation semi-univer-
fal-1

selle d'une telle singularité est évidemment réduit. D'autre part, on peut

Z0 = = Zl{.—'z

faire la
3.5 Remarque @ Soit G: (X,x)- (S,8) une déformation verselle, et soit 3

un sous-espace analytigue fermé du sous-espace critique C de G, défini par
des conditionsrconcentrées en chague point singulier d'une fibre de G. Posond
A=G{p). Si s'€4 est tel que la fibre X _, ait k points singuliers xi(s')

1=igk, on a au voisinage de s' une décomposition de hiY

k.,
A = U AL
i=1 *

{notations de 2.1)

et 4,8, est Giézi) ol G, : X, 28, est la déformation miniverselle de
(Xsr’xi(sl)}’ et 1, le sous-espace analytigue de X, défini par les conditions
définissant 3, (G*désigne t'image directe analytique).

Ceci résulte immédiatement de 2.1.

En particulier, il existe un ouvert analytique partout dense de & tel qu'au-—
dessus d'un point de cet ouvert il y ait un seul peint de ¢, {(puisque A doit
atre irréductible en tout peoint d'un ouvert partoud dénse). La propositioen

résulte de ce gqui précéde, et de la remarque 3.4 appliqué ac.

* a
gue nous ne rappellerons pas ! voir (Bel, [T]
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1. Nous nous restreignens a partir de maintenant au cas od

n+ i

(xo,xo)c:(m ,0) est une hypersurface.

On peut alors écrire la déformation miniverselle de (XO,XOJ comme suit

n+i

G (X,x) = (@ % g",0) — (@xr”,0) = (8,s)

| . p : ,
o, f(zo,...,zn): 0 étant une équation pour (Xo,xu), (Zo""’zn) coordonnées

1

e+
sur @ B

. m
t .,tm coordonnées sur @, et t0 sur @

qree

m
toeG = F(zo,".,zn,tl,".,tm) = f(zo,".,zn}4-i§1 t . gi(zo,...,zn)
'tch:tl lgiem

i les ol d dans @ g, 2L of (1=i=m) joint
ol les classes des g; dans [%Q}...,ED} R azo,..., azn , (1=i<m) jointes

& 1, forment une base de ce gquotient comme espace vectoriel sur €.

(IIl = 'L’x (XO) - 1).

e 3F 3F
Le sous-espace critique C est défini par;: J= C
R * dp

4.1 Le sous-espace critigue C de G est lisse, et n: C-D, restriction
de G, est la normalisation de D.

En effet, C n'est autre que la strate de Boardman Zn+1(G), et G est stable
(cf. [Bel), de plus, n est biméromorphe d'aprés 3.4 et le fait évident que le
sous-espace critique d'une déformation verselle de singularité quadratique

( ; Z?: 0) est isomorphe au discriminant) C étant lisse est normal, et donc

i=0o
normalisation de D.

4.2 Remargque : C étant lisse est irréductible, et donc D est amalytique-

ment irréductible en 8§,

- 344 -




CYCLES EFANESCENTS, SECTIONS PLANES...

4.3 {Brieskorn-Pham) La multipiicitéﬁ%.(D) de D en s est pi“*l)(xo).
o
Preuve (Comparer & [P1) : Comme nous avons pris soin de définir D comme

image directe analytique, nous pouvons appliquer la formule de projection 'des
multiplicités ([Se]). La multiplicité m%(D), multiplicité de my o dans Gp
H L

est égale A4 la multiplicité de m . O,

Cx

Or, Gb,x//mD,s' OC,x = E{Zo,---,zn}//(f,J(f)) et puisque C est lisse, il est

D,s dans Gb,x

facile de montrer {(en construisant les deux idéaux évidents dans

GC x{zo""’zn} gui ont des quotients isomorphes, donc méme multiplicité, et
J -
qui ont d'autre part pour multiplicités respectives celle de L GC < et
L H
celle de {£,3(f)) E{zo,...,zn}) que Fa multiplicité de mD,s' ob,s est celle
. (n+1)

de (£,j(f}) dans &{z ,...,z_3, donc i (X ). (ch. I, 1.1).

o n X, o
4.4 Le c¢One tangent CD & & D en s a pour éguation Tg: 0 dans

’
\ (n+1)
gr S=gr Bt ,...,t ) = C[T ,...,T ] (ol p=pxo x).
Démonstration : L'ensemble sous-jacent 'CD sl doit 8tre contenu dans 1'ima-
E

ge de L'application tangente & G restreinte &4 C. Or, si nous prenons ¢'¢ C

de coordonnées (ED,...,En, fl,...,fm) posant s'=n{eY €D, 1'image en question

est 1'hyperplan d&'équation

m
4.4,1 T,-t = I gi(zo, ,2 J(F, - i)
i=1
oli
ED = F(ED,...,EH, 51,...,fm)
or, gi(zo,...,zn)e (zo,...,zn)m{zo,...,zn} (1<igm) (ef. 4), i.e.

g.(0..0) = 0. De méme, F(0) = 0. Puisque 'CD 5| est de dimension m, |C | ne
: 1

i D,s

peut &tre gque 1'hyperplan To= 0. Mails CD s

doit 8tre une hypersurface de mul-
s .
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tiplicité ﬂS(D) =H.

4.5 Corollaire : FEn fout point 8'¢D, si k est Le nombre d'éléments de
n_l(s'), i.e. xi(s') (1zi<k) sont les pdints singuliers de XS;Q b est ré-

union de k composantes irréductibles Di’ indexées par n_i(s'), la multiplici-
(n+1)

té de Bi est By (s‘)(XS,). Le cdne tangent Cy g1 €St réunion de k hyper-
i E
o s L k
plans multiples en position genérale, CD ar= U Cﬁ ot chague hyperplan
’ i=1 I
(n+1)

étant compté avec la multiplicité Pi= by (5‘)(Xs')’ et ZUi:zm%!(D)'
i

Démonstration : Evident d'aprés ce qui précéde et 3.5 appligqué & C,
5. Nous allons maintenant chercher & étudier un peu les singularités

de D. Remarquons gue sauf dans le cas pin+l)(xo)= 1, qui correspond A une sin-

n [
gularité quadratique ¥ z?: 0, D est effectivement singulier. Comme sa nor-

malisation egt lisse,lgon'est pas normal,et la codimension du 1ieu singulier
5(D) dans D est done 1. Il est intéressant de savoir quelles singularités se
présentent aux points généraux des composantes de codimension 1 dans D de
5(1), parce que cela permet d'avoir des rensignements sur le groupe fondamen-~
tal local de $-D en s. Or, D est enveloppe d'une famille & n+l paramétres
d'hyperplans de S, comme il est écrit en 4. Nous nous attendons donc & des

arétes de rebroussement, et & des intersections de nappes lisses, et ne serons

pas surpris par la

3.1 Preposition : Il existe un ouvert analytique partout dense U de S(D),

tel que si s'¢€ 1, D soit isomorphe au voisinage de &', seit au produit d'un

2

cusp par € ° (7= dim §), soit au produit de la réunion de deux droites en

position générale de Ez, par mT"z.

Démonstration Remarquons tout d'abord gue nous avons  dans C un sous-espa-—
—=henstration

ce de codimension 1, défini par 1'idéal HZ(F)'OC ol
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3°F
azi azj

Sn+1’1. Ce n'est autre que 1l'adhérence dans C de la strate de Boardman

HZ(F) = det ( ) est le hesmien relatif. Ce sous-espace gera noté

n+1,1)

Zn+1’1(G). K = G(5 nous fournira donc des composantes de codimension

n+l, 1
3

1 dans D du lieu singulier S{D) (en fait, S et donc K, est irréductible).

Or, un peint de 2n+1’1 est un point du type cusp dans sa fibré, (i.e. la fibre
n
est localement iscmorphe & une singularité d'équation : -ziq— ) 2% = 0) et
i=1
une telle singularité a pour déformation miniverselle = e lxo-rxe

=
°
[}
H|
[

son discriminant a pour équation 4t?4-27t§ = 0, c'est a dire encore un cusp.
Au voisinage d'un point général de K (et méme en tout point d'un ouvert ana-
lytigue partout dense de K}, D sera donc isomorphe au produit d'un cusp par
un espace lisse.

Or, en un point général d'une composante irréductible de S(D) (méme en tout
point d'un ouvert analytique dense), ou bien D est irréductible, ou bien non.
5i D est irréductible, il s'éerit localement (cf. 3.4, 4,4)

Tt 4 T-T .
1 on D, cC 1L et 5(D) = S(Dl)x € 1, or'si 7,23, d'aprés ce qui

D = D1X T
précéde, S(Dl) contient des points-cusp. Si 7= 2, b, est un cusp, comme on le
vérifie facilement : Lles seules singularités d'hypersurface pour lesquelles
T, (Xo)z 2 sont celles du type cusp. Ceci montre gu'une composante irréducti-
blz de codimension 1 de S(D), en un point général de laquelle D est irréduc-
tible, est contenue dans X, et est donc une composante de K. A ltextérieur
d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D sera donc locaiement
isomorphe au produit d'un cusp par ET-z. I1 nous reste A étudier les composan-—

santes de codimension 1 de 5(D) au point général desguelles D est réductible.

A 1lextérieur d'un fermé analytique strict d'une telle composante, D est nor-
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x

malement plat le long de S(D)red et donc 1'espace fangent 3 S(D)red (de dimen-

sion v-2) contenu dans l'intersection des cones tangents aux dilyérentes com-
posantes irréductibles de D, qui sont des hyperplans en position générale (4.4),
Ceci limite le nombre des composantes irréductibles de D & 2, et l'irréducibi-
lité locale de S(D) fait le reste, en montrant que chague composante de D

doit &tre lisse,

5.2 Corollaire : (Toujours pour un représentant assegz petit de G}. Pour un
2-plan général H de S, (en particulier ne Passant par ) HN D est une courbe
irrédactible n'ayant comme singularités que des cusps et des points doubles
ordinaires, (et Par un argument facile de platitude, le nombre k des cusps et
le nombre d des points doubles ne dépendent ras du H général choisi, et sont
donc des invariants anatytiques de (Xo,xo). Nous allons chercher de 1'infor-

mation sur k et 4. Rappelons ¢'abord

5.3 Proposition (¢::;Weierstrass) ¢ On peut toujours écrire pour équation

n+1

d'une singularité isolée d'hypersurface (XO,XO)c:(E »0), dans des coordon—
nées bien choisies
~ 2 2
f(zo,..‘,zn) = f(zo,...,zk)+-zk+i+ ceet =0
ol ;(Zo""’zk)e (zo,...,zk)3 définit une singularité isolde d'hypersurface

(go’;;)C:@k+110) uniquement déterminée par (Xo,xo), appelée "singularité ré-

siduelle™.
o i . &y ~ ~
5.4 Remarque : On vérifie facilement que T;(Xo) =T, (XOX, pffxc).‘px(xc),

o o o, Jo o
et que le discriminant de la déformation miniverselle de (Xo,xo) est celui

de celle de (Xo,xo). Pour 1'étude de ces digcriminants, on peut donc toujours
supposer gue f(zo,...,zn) est d'ordre au moins 3. On vérifie non  moins
facilement que si le symbole de (XD,XO) est (n+1,i

g iril),
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celui de (Xo,xo) est (12,12,13,...,15).
5.5 Proposition : Soit (Xo,xo)c:(mn+1,0) donnée par f(zo,...,zn)z 0. Soit
% s .
H(f) = det (5———32—) le hessien de f, j{f) désigne comme toujours la ferme-
AR LY 3
ture intégrale de (gzg,..., SE: Oh+1 dans Gh+1'

Les conditions suivantes sont équivalentes

1) H{£) £ j(£)

2) 1le symbole de (Xo,xo) est : {(n+1,1,...,1)
3) (Xﬂ,xo) est du type A; , i.e, isomorphe A une singularité d'équa-
n
tion z£+14- 5 zg =0
. i
i=1
Démonstration : 1) = 2) : si le symbole de (Xo,xo) nlest pas (n+1,%,..,1),
a%¢
par définition, tous les nx n mineurs de la matrice 5o 52 s'annulent
i
N o s \ s . n+1 n+l .. .
a4 l'erigine! On appligue €0,5.2) & 1'application & - définie par les
;2‘ , et on en tire H(£f) g j(L).
i
2} = 3) résulte de 5.4 : si dans (n+1,1,...,1) il y a
£-1 fois 1, la singularité résiduelle aura pour symbole (1,...,1) AL fois, et
ne peut donc &tre que zi+1= 0.
3) = 1) est clair,
5.6 Proposition : Le nombre k des cusps apparaissant dans la section

2-plane générique du discriminant d'une déformation verselle de singulariteée

n+1’0) est la multiplicité du scus-espace K

isolée d'hypersurface (Xo,xo)c:(m
introduit en 5,1 4 l'origine, si (XO,XD) n'est pas du type Ag

kzpin+1)(x0). Si (X ,x) est du type Ay , k=L-1 (= il3((114,1)()(0)_1).

0 o
Démonstration : La premiére partie de 1'assertion résulte de 5.1 : le

nombre de points de KNH, pour un 2-plan général H,n'est autre gue mS(K).

n+l,1 . n+l,1

D'autre part, d'aprés 3.4, la restriction G]S S -K est un morphis-
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fie biméromorphe. Comme en 4.2, la formule des projections montre que ﬁj‘iS(K)

est la multiplicité de 1'idéal ,jlgf) . ﬂ:{zo,...,zn}/H(f) dans (l:{zo,...,zn)ﬁ-[(f),

clest-a-dire le coefficient de I—\;—-'— dans le polynbme avec lequel coincide, pour

. v s P
v assez grand, dlmm6n+1/n +(h} ol 1'on a posé = jley,

a?r )

32, A=z,
1 4

Or, nous pouvons considérer la suite exacte

. G :ﬂ;(zo,...,z ).

h=H(f)=det( n

xh
0 — (e mfne 0 p S @Yo S ()Y —

Q—,. 6] 1/11v+(h) —0

n+

et posant ¥(y) = dimm0n+1/(n+ (h))¥, la formule d'additivité des longueurs

nous donne

dimg Oy /07 + (B) = PO - Fly = 1)+ dimg (G )Y s h) e (1))

n
or, le coefficient de ﬁ-—,— dans F(v) - F{v~ 1) n'est autre que la multiplicité

de 1'idéal n+ (h). On trouve donc bien
k = multiplicité de (4 + (h))

et si (Xo,xo) n'est pas du type Ag , h est entier sur g, (5.5), et ta multi-

plicité de {4+ (h)) est donc celle de n, i.e. “)(cn+1)(xo) (0,0.6;0,1.1).
- o
Si (Xo,xo) est du type Ay , un calcul direct (en se ramenant au cas z§+1:0

par 5.4 montre que k= £- 1,

n+ 1

5.7 Lemme : Soit G: (€ x €™, 0) = (€ x t",0) déformation miniverselle de

1

(X ,x ) (@ 0}, Soit De@x " le discrimipant de G. On peut choisir comme
o’ o ’

équation pour D
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_ 4B p-1 -
6(1;0_,...,tm) = t0+ap_1(t1,...,tm)to + ...+a0(t1,...,tm) = 0

ol U= p.xo(}(o) .
Ceci est le théoréme de préparation de Weierstrass, joint au fait que la pro-

jection de D sur @" est transverse (gréce & 4.3).

5.8 De plus, pour toute suite de points s, CD tendant vers s, les di-
i

rections des hyperplans formant le cbne tangent CD & {4.4) tendent toutes-
28,

i
vers la direction T =0 (T =in t €E&[T ,...,T J}. Ceci se lit en 4.3.1.
o o o o o m
5.9 Corollaire : Notons j'(6) 1'idéal aatﬁ ,...,;Ta)on ,
38 o m
i (8).0 - est inversible.

c,x ~ at_"7C,x
N 36 35

En effet, 5.8 signifie en particulier que les quotients S-t—- 3t restent
hornés sur D au voisinage de s. Puisgue C-D est la normali;ationf la proprié-
té fondamentale dés espaces normaux nous dit que ces quotients deviennent ho-
lomorphes sur €. On peut donc aussi dire que n: C-1D est 1'éclatement de

j'(é).@D suivi de normalisation,

5.10 Lemme : Soit (0,00 = (@x ﬂ]m,(}) une hypersurface réduite, telle que

£x (0}#£D. Soit n: (D,0) - (€",0) 1a projection, et soit (3,0 {C",0) le dis-
criminant correspondant. (i.e. celui d'un polyndme de Welerstrass décrivant
la situation). Notons ﬁjtc'J(D) la multiplicité d'intersection de D avec Ix {0}
en 0 {i,e. le dégré du polyndme de Weierstrass) et }T le nombkre de Milnor de
ltintersection de D avec un 2-plan général de & X " contenant € x {0}. On a

pour la multiplicité de A
nd
_ 1 -
m (a) = g (D) - 1

En particulier, si D est une courbe plane, 4 est llorigine de &, comptée avec

la multiplicité pc()g)(D) +fmc'](D) - 1. bans le cas général, si 7 est transverse,
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ﬁf:p(OZ)(D), au sens de ch. I, 1.5}, i.e. nombre de Milnor de 1'intersection

de D avec un Z-plan général de {@x {Ilm,()) .

Démonstration : Il suffit de remarquer gque SDRO(A) est le nombre d'intersec-
tion de A en 0 avec une droite générale (/E,O)C ", o) ; que ceci est encore,

puisque la formation du discriminant commute au changement de base, le dis-
criminant du morphisme ({(Ex£)p D,O)-»L)(E,O), et d'appliquer a ce dernier.

(ch. rI, i.2).

.11 Exercice : Montrer gu'une projection transverse d'un cusp (resp.
peint double ordinaire} sur une droite, donne pour discriminant lterigine

comptée avec multiplicité 3 {resp. 2)

5.12 Proposition : Soit De@x @™ ie discriminant de la déformation mini~
verselle G: (X,x) > {Ex €",0) d'une singularité isolée d'hypersurface

(mn+1

(X ,x ) 0). Soit-n: (D,0) = (Em,O) la projection, soit (A,0) son dis-
0 o H ¥ 7 ?

criminant. Si Emo(g) est la multiplicité
B, (a) = Sk 2d

ot k (resp. d) est le nombre de cusps (resp. croisements ordinaires) que l'on

trouve en coupant D par un 2-plan geénéral ,

Démonstration : Grice & 5.8, au voisinage de 0, les seuls points critiques
de n sont les points singuliers de D. A est donc 1'image de S(D). On peut
calculer EmO(A) en coupant A par une droite générale L de C" ne passant pas par
l'origine, et en cemptant les points dtintersection de L aver A {avec multi-
plicité), Mais Lx € va couper D selon une courbe n'ayant gue des cusps et
points doubles, et L{1 A est Le discriminant de (L x &) nD—x-a’L. Or, chaque

cusp contribue un point de multiplicité 3, chaque croisement multiplicité 2,

- 352 -



CYCLES EFANESCENTS, SECTIONS PLANES...

d'aprés 5,12 (x est transverse, grfice a 5.8).

5,13 Remarque @ Ici, et dans 5.10, nous avons utilisé le fait que si o est

transverse, une projection "veisine'" le reste, et donne le méme ﬂo(ﬂ); dans

(

02)(D), et ici pour supposer

5.10, pour affirmer que,si = est transverse, ﬂ::p

que les cusps et croisements de (LxEC)N D ant des images distinctes dans L.

5.14 Corollaire : Posant ﬁ::péa)(D), nombre de Milner de la section de D

par un 2-plan général de (L x ", 0), et p::@h(D)z pin+l)(Xo), on a
0

m (a) = 2d+ 3k AT |

5.15 Remarque : Si 1l'on considére G comme un déploiement de f: En+ladh

i.e. (ef. [Th]) G: En+lx " Cx " est considéré comme une famille & 'm para-

méires de fonctions,|a)n'est autre gue 1l'ensemble de bifurcation de G, (i.e.

..,tm)E " telles que F, : 8" 12 ¢ donnée par

..,tm) ntait pas § points critiques guadratiques a va-

1'ensemble des valeurs t= (tl,.

2, t

ty= F(Zo""’ n '

leurs distinctes). Ii est donc intéressant a plus d'un titre d'évaluer W%(A).
5,16 Proposition : On a 1'inégaliteé

(W (8) =) 2d+ 3k = pe o1
Il s'agit de minorer ﬂ. La preuve repose sur le

5.16,1 Lemme : Soit (F,O)c:(mz,o) un germe de courbe plane irréductible. On

a pf)(r) =@ (D) m (D) - 1)

Démonstration : On choisit des coordonnées locales (Zo’zl) sur mz,o)telles

que la projection de [ sur l'axe des z, soit transverse, et méme gue la droi-
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te 2z, = O soit Ltangente A4 I en 0. {on rappelle que (I',0) étant irréductible

ufa qulune tangente). Pasons p{T) =H£2)(F), M) désigne la multiplicité, On
derit grace & 5.10 que le discriminant de la prejection de I sur (zlz O)Iest
Liorigine comptée avec multiplicité 6.:;1{1") +M™{C) - 1. Si maintenant on éelate

itorigine dans (1:2, la transformée stricte T'' de I a un seul point dont I'ima-

ge est 0¢l, correspondant & la direction 2y = G. On peut écrire I'' dans les
7 o
coordonnées locales zé: zZ ., z'I:E— ; et remarquer que la multiplicité d'inter-
a
o

section de [ avec z.('):() est encore TH{I). D'autre part, le discriminant de 1a
projection de ! gur (zi: 0) (projection qui n'est plus en général transverse)
est l'erigine (Z(’) =2 =0) comptée avec multiplicité &' = & -M(I) (I - 1), Ap-
pliguent encore 5,11 A cette projection, il vient en vertu de la remarque
faite : &' =p(D'h W) - 1, et done RACT) o p (T -m(DY M) - 1) drod 2 'inéga-
lité cherchée,

Nous allons maintenant minorer ;’Y P Seit H un 2-plan général de ((Ex(ﬂm,()).
Ecrivons (DnH,0) = (F,0) = (H,0) et I'= Lﬁi I, les Fi étant irréductibles.
Notant Mo la multiplicité de Fi , et (T;:. Fj) les nombres d'intersection en o,
on a la Tormule classique (of. par exemple [Rizj)

¢ .
B= Z wly+2 v (I, . TY-441
. i L i i
i=1] 1<) *

pulsque d'aprés 4.3 les courbes li ont toutes mémes tangentes,

(Co T ysm . m, . Lyoet dlaprés 5.16.1, p(l' ) =m (3 - 1}, I1 vient
i i i i i i

v ¢
Bz M -1)+2 2 oam .m0 8e )2 fa g
j-1 * i<j Y4

d*ou

)
mais o 331,7 = f_mu(I“) =
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d'en
}Tz pz—p+l(ﬂ—2)+ 1
et W () = 2a+ 3k 2 p2a (L -2)
qui entrafne le résultat cherché.

5.17 Remarque : L'application directe de (ch, IT, 2.1) & T nous donne seu-

lement Hx (p- 1% et donc 2+ Sz p(p=-1).

, . . . m o,
.18 Pour terminer, remarguons que les lieux discriminants DT O x T é&tu-

&1

diés ici sont saturés au-sens de Zariski (voir ses exposés dans ce volume) ou
au sens Lipschitzien de [P.T.]. En effet, le fait d'&tre saturé se décide aux
points généraux de chaque composante de codimension 1 du lieu singulier (cf.

[P.T.] et un cusp, ou un croisement ordinaire, est bien saturé.

Au paragraphe précédent, nous wons étudié les singularités "généri-
ques" du discriminant de la déformation miniverselle d'un germe d'hypersurfa-
ce a singularité isolée. En ce qui concerne IF;S problémes d'équisingularité,
le r8le principal est au contraire tenu par les singularités "les pires'" du

discriminant,

2.1 Définition : Soit (D,0)< (Ex Em,(}) le discriminant de la déformation
semi-universelle de (Xo,xo)C(ﬂln+1,0). Posant p.:].xim'l)(xo,) neus avons vu
o

que la multiplicité & I'origine de D est p, Nous appellerons "strate a b
i
constant', et noterons D].L l'espace analytique (réduit) des points de D qui
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sont de multiplicité p dans D. Pour un représentant assez petit de {D,0),
(DP’O) est représenté par un sous-espace analytigque Termé de D, strate de

Samuel (cf. [L.T.7]) (ricduite) de O dans D.

2.2 Remarque : I} résulte de (8§ 1, 4.4) que les points de Dp sont caracté-
risés par la propriété suivante : ei pour s'¢h, Xi(Sl) lzisk sont les points

singuliers de la fibhre XEl de la déformation miniverselle, posant

(a1}

Bk

i Xj(s')(xs’) enoa

Iz
s'"CD ® ¢ ou, = u
S P

2.3 Définitien : Soit

(X ,x Je 5 {X,x)
e’ o

o G

fr}e——a(y,y)

une déformation, & base réduite, de (XO,XO).
Nous dirons que G satisfait (ZP) si pour tout représentant suffisamment petit,

on a pour tout y'gY

(n+ 1)

{(n+1)
Xi(y')(xy’) =B x,)

5]

i

b

i=1
-1

ou xi(y‘) sont les points singuliersde la Tibre Xy‘= G Ty,

2.4 Remargue : G satisfait (Z“) si et seulement si l'application
(¥,y) - (€x&",0) dans la base de 1a déformation miniversclle de (Xo,xo) se

factorise a traver‘s(Dp ,0) S (axe™ o),
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2.5 Définition : Nous appellerons "strate & p constant'" et noterons D]i' le

ait un

sous-ensemhle de D'_L formé des points s' de DH tels gque la Tibre XS,

seul point singulier,

2.8 I1 a été montré dans [T] que
1) Dfx est un sous~espace analytigue de Dp

2) 81 n:C-D est la restriction de la déformation miniverselle

G (X,x) > {Ex tl‘,m,O) a son lieu critique C, on peut écrire explicitement

. . - 1
une section T : Di—»C, i.e. n 1(!)&) —-—{l——}DH est un isomerphisme.
2,7 Définition : Reprenons comme en 2,3, Nous dirons gue G satisfait (Ep)

cu gque G est une déformation A4 p constant, si pour tout y'€Y¥, il existe un

. : . {n+1) {n+1)
1 s -
point singulier x(y') de Xy‘ tel que K (¥ {Xy') =M ) (Xo)'
2.8 Remarque : G satisfait (E}l) si et seculement si le morphisme

(Y,5) - (€= €™,0) dans la hase de la déformation miniverselle de (Xo’xo) se
factorise a travers (D;,O)C, (@xa®,0).

Autrement dit, toute déformation 4 ) constant, de bhase réduite, est obtenue
par changement de base {(dont l'application tangente de Zariski est uniquement

déterminée) a partir de la déformation G}1 obhtenue par le changement de hase

(XH,X)L——} (X, =}

5 Glj o G

(n&,m — .(8,8) (= (Exc",0))

ot G est la déformation miniverselle de (XO,XO).
De plus, la déformation "a | constant miniverselle G}l est munie d'une section
T telle que X -~ Z(Dpl) goit lisse sur D; ; il en sera donc de m@me pour toute

@

déformation & p constant.
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2.9 Théoréme ("vérité non démontrée" 4.2 de [T], démontrée grice au théoré-
me B de[Lz} volr ausei [La] et [C.H.B.]) : Les assertions suivantes sont

non seulement équivalentes, mais encore vraies

i} D =D i.e. la base ge la déTormation miniverselle El ﬁ constant est ia

M [
strate de Samuel {réduite) de 1'origine dans Dc ({ x Em,O).

2) Toute déformation G: (X,x}- {¥,y) de l'hypersurface & singularité iseclée

(X ,x )< (g™t
0 a

,0), o0 Y est réduit, qui vérifie {Zp) vérifie en fait (EM)
(et donc posséde une section ¢ telle que X - ¢(Y} soit lisse sur Y)
3) Le discriminant D est analytiguement irréductible en tout point s'¢ DP

4)  Le cbBne tangent CD o est un hyperplan compté p fois en tout point
.

e o,
st e u

Démongtration : L'éguivalence de 1), 2), 3)s 4) résulte de (2.4), (2.8) et
de 4.4 du § 1,

D'autre part, le théoréme B de [L,] dit exactement gue toute déformation de
hase (B,0) qui satisfait (Z“) vérifie (EH). Or, =i miglﬁl, puisgue Di est

un sous-espace analytigue de D”, nous pouvens trouver un représentant (r,o
d'un germe de courbe irréductible de (Ex&",0) tel gue I"-m{()'_}c:D}‘L ~Di . la
normalisation (D,0) - (I';0) de (I',0) nous fournira par changement de base une

déformation de base D,0) vérifiant (ZH) mais pas (Ep)’ d'ol la contradiction .

cherchée.

2.10 Le théoreme de L& et Ramanujam {[L.R.] voir aussi les exposés de L&
dans ce volume} joint au théoréme de (ch. I, 1.4) nous dirait de méme gue DH
est la base de la déformation miniverselle 3 type topologique constant, au
moins si dimx XO£ 2, {11 faut noter ici gque 1'on n'a pas besoin de démontrer
que 1'ensemblz des points de Dp anw-dessus desquels la fibre a méme type topo~
logique que (Xo,xo) est un socus-espace analytique de Dp' En effet, la démons-

tration de [L.R.] s'étend sans peine au cas d'une base lisse quelcongue. On

‘ne sait pas encore démontrer que Dp est lisse, mais on dispose de la résgolu~
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tion locale des singularités ﬁL'ADH

formation obtenue par ce changement de base est & type topologique constant,

(Cf'EH3])’ et si 1'on montre que la dé-

c'est slrement vrai aussi pour Xp ~D par la surjectivité des morphismes ré-

n?
solvants. Ce résultat implique par contre gue pour toute déformation
(X,x) 5 (Y,y) d'une hypersurface & singularité isolée (Xo,xo) (5(m“+1,o), ol Y
est réduit, et dimx Xoﬁ 2, l'ensemble des points y' de Y tels que (Xy,,x(y‘))
ait meme type topolggique que (Xo,xu) pour un point x{y') (alors nécessaire-
ment l'unique point singulier de Xy,) est.un sous-ensemble analytigue de Y ;

clest en effet I'image réciprogue de Dp par le merphisme (Y,y)- (€xz",0)

correspondant 4 la déformation donnée.

2.11 On peut fortifier la conjecture [Clj du préambule comme suit
Conjectures
1) D, est lisse,
i
2) (X“- E(Du),z(Dp)) satisfait les conditions de Whitney,

3) D, est la base de la déformation miniverselle & "p¥ constant!.

i

- 359 -




[2]

[Bel

TEISSIER

REFERENCES

P. L. Bhattacharya : The Hilbert function of two ideals, Proc. Cambrid-
ge Phil. Sec. t. 53, 1957, p. 568;5?5

P. Berthelot : Classification topologique universelle des singularités,
diaprés F. Pham, Séminaire Douady—Ve;dier 1971-72, Exposeé 10, E. N, S,

A5, rue d'Ulm, Paris.

[C.H.B.] Cevdet Ifag Bey : Application & Ll'équisingularité, Note aux C, R,

Acad. Sc. Paris, t. 2375, p. 105-107.

[C.8] G. Canute et J, P, Speder : Conditions d'éclatement et conditions de

[E.4.

el

Whitney, Preprint Université de Nice 1971-72.

=y R. Thom : Ensembles et morphismes stratifiés, Bull. Amer. Math, Soc.
75 (1966} .

H. Grauert formationen isolierter singullritaten, Inventiones Math,
vol, 15, Pasc. 3 (1972).

H. Hironaka : [ntreductien to the theory of infinity near singular
points, Publications del Inastituto "Jorge Juan" de Matematicas, Univerw
sité de Madrid, 1971.

H. Hironaka : Equivalence and deformaticns of singularities, Woods Hale
Alg. Geowm, Seminar 1864,

H. Hivonaka : Resolution of singularities of an algebraic variety over

a field of characteristic zeru, Annals of Maths., vol., 79, Nos 1-2
{1964} .

Lé pung Tréng : Topologie des singularités des hypersurfaces complexes,
ce volume.

ia D%ng Tréng : Une application d'un théoréme d'A'Campo a 1'équisingu-
larité", Preprint Centre de Mathématiques de 1'Ecole Polytechnique,

17, rue Descartes, Paris, No A113.0273 (& paraltre).

[L.871 L& Hung Tréng et €. P. Ramanujam : The invariance of Milnor's number

- 360 -



[La]
[L;]

[L.T]

]

[Ma]

(¥]

(k]
(R]

C[Ri,]

[Ri,)

[8e]

(1]

[Th]

CYCLES EFANESCENTS, SECTIONS PLANES...

implies the invariance of the topological type, Preprint Centre de Mathé-
matigues de 1'Ecole Polytechnique, 17, rue Descartes, Paris, No M10,05373
(4 paraltre).

F. Lazzeri : A theorem on the ﬁOnodromy, ce wolume,

J. Lipman : Rational singularities, in "Volume dédié au professeur Oscar
Zariski”, Publ. Math. I.H.E.S. (Bures sur Yvette) 1969, No 36.

M. Lejeune et B. Teissier : Normal cones and sheaves of relative jets,
Preprint Université de Warwick 1971,

J. Milnor : Singular points ofrcomplex hypersurfaces, Annals of Math.
Studies, No él, Princeton University Press, 1968,

J. Mather : Notes on topalogical.stability, Harvard 1971.

M. Nagata : Local rings, John Wiley and Sons Inc. (Interscience Publish-
ers) New York 1962.

F. Pham : Classification des singularités, Université de Nice (1971).

D. Rees : A-transformg of ideals, and a theorem on multiplicities of
ideals, Proceedings of the Cambridge Phil. Scec., vol., 57 {1861), p. 8-17.
Jd. J. Risler : Sur les déformations éguisinguliéres d'idéaux, Bull. Soc.
Math. de France, t, 101, 1573, p. 3-16.

J. J. Risler ? Sur 1'idéal jacobien d'une courbe plane, Bull, Soc.‘Math.
de France, t, 99, 1971, p. 305-311.

J. P. Serre : Algébre locale et multiplicité, Springer Lecture Notes in
Mathematics, No 11 (1965).

B, Teissier : Déformations & type topologique constant, Exposés au sémi-
naife Douady-Verdier 1971-72, E. N. S., 45, rue d'Ulm, Paris.

R. Thom : Modéles mathématiques de la morphogénése, Séminaire T.H.E.S.
1971,

G. N. Tjurina : Locally semi-universal flat deformations,,,., Math, of
the USSR Izvestija, vol., 3, No 5, p. 967-999, (1569).

Tangents to an analytic variety, Annals of Math., t. ai,

, Mo 3, p. 496-549,

- 36l -




TEISSIER

'[21] 0. Zariski : Studies in Equisingularity I, ET, American J. of Math.
t. 87, {(1865), p. 507-536, et 972-1006.

[Z2] 0. Zariski : Some open questions in the theory of singularities, Bull,
Amer. Math, Scec., July 1971, t. 77, No 4, p. 481-491.

[23] 0. Zariski : Contributions ot the problem of equisingularity, C.I.M.E,.
1069 (Varenna) "Questions on algebraic varieties”, Edizioni Cremonese,

Roma 1970,

Références_additionnelles

[H.L] H. Hemim et L& Diing Trang : Un théordme de Zeriski du type de Lelfschetz,
& paraltre aux Annales de 1'Ecole.Normals Supérieure de Paris.

[L.T1] M. Lejeuns et B. Teissier : Quelques caleuls ubiles pour la résolution
des singularités, Béminaire, Ecole Polytechnique 197T1-T72.

[P.T.] F. Pham et B. Teissier : Fractions Tipschitziennes et saturation de

Zariski, Centre de Mathématiques de 1'Eeole Polytechnique, 1969.

Voir gussi : Aectes du Congrds International, Nice 1970, Tome IT, p. 6Uo-
654,
[S] Behlessinger : Thdse, Harvard, 1965.

- 362 -




