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SUR LA GEOMETRIE DES SURFACES COMPLEXES 1.
TANGENTES EXCEPTIONNELLES

By LE DUNG TRANG et BERNARD TEISSIER

Introduction. Dans ce travail, nous commengons I'étude de I'équi-
singularité du point de vue des limites d’espaces tangents; il s’agit de
comprendre a quel point la structure de I'espace des limites d’espaces
tangents détermine la géométrie d’une singularité de surface. Il se trouve
que du point de vue de I'équisingularité la partie essentielle de I'espace
des limites d’espaces tangents d’une surface dans C?3 est composée de
pinceaux de plans passant par certaines génératrices du cdne tangent a
la surface au point singulier, dites génératrices exceptionnelles.

Nous donnons ici plusieurs caractérisations des génératrices excep-
tionnelles et montrons en particulier que pour toute projection assez
générale de notre surface sur C? il existe une composante du lieu critique
de la projection qui est tangente a une génératrice exceptionnelle donnée:
elles apparaissent ainsi comme tangentes fixes du lieu critique, indé-
pendantes de la projection. Nous analysons ici le cas des surfaces qui
n’ont pas de tangentes exceptionnelles et montrons que dans ce cas si le
cOne tangent est réduit la surface se déforme équisinguliérement sur son
cone tangent. La motivation de ce travail est de définir un concept
d’équisingularité faisant comprendre le lien entre le critére discriminant
de Zariski pour une projection générale et la structure de I'espace des
limites d’espaces tangents, théorie que nous développerons dans un
travail ultérieur. Les résultats présentés ici, tout en étant de nature
préliminaire, sont d’une part techniquement essentiels pour la théorie
que nous nous proposons d’étudier et d’autre part encourageants en
ce qui concerne I'étude de I'équisingularité de ce point de vue. Comme
le lecteur le verra nous utilisons constamment des idées de la théorie
de I'équisingularité introduite par O. Zariski ainsi que les résultats qu'il
a démontrés. C’est pour nous un grand plaisir de lui dédier ce travail
et ceux qui suivront.
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1. Tangentes Exceptionnelles. Dans [S5],]J. P. G. Henryet L& D. T.
ont introduit la notion de génératrices exceptionnelles du cone tangent
d’'un germe de surface analytique complexe de (C3, 0). Dans ce para-
graphe nous allons donner plusieurs caractérisations de ces génératrices
exceptionnelles. Ceci nous sera utile dans la suite pour I'étude de la
géométrie des surfaces.

(1.1) Notations: Soit (X, 0) une surface réduite dans (C3, 0). Soit
Cx,o son cone tangent. On appellera projection locale de (C3, 0) dans
(C2, 0) un germe de morphisme analytique p: (C3, 0) — (C2, 0) de rang
2 a l'origine. On appellera projection locale de (X, 0) sur (C2, 0) la
restriction 7 = p|x & X d’une projection locale p de (C3, 0) sur (C2, 0).
L’espace critique de m, défini par le 0-iéme idéal de Fitting du faisceau
Q!, des formes différentielles relatives de = (cf. [18]), sera noté C,. On
remarque que I'on peut choisir les coordonnées locales de C3 en 0 de
telle facon que p(x, y, z) = (x, y). Dans ce cas si f(x, y, z) = 0 est une
équation de (X, 0) dans (C3, 0), le Ox-module Q', est isomorphe a
Ox/f."Ox, ou f.” est la dérivée partielle de f par rapport a z, par con-
séquent le 0-ieme idéal de Fitting du Ox-module Q', n’est autre que
I'idéal de O x engendré par f.’.

Si 7 induit sur (C, 0) un germe de morphisme fini, on peut définir
I'espace discriminant de 7 a I'aide du 0-iéme idéal de Fitting du O 2
module (7, 0c,), (cf. [18] (2.6)).

(1.2) Rappels sur l'équisingularité: Nous allons rappeler ici celles
des nombreuses caractérisations équivalentes des familles équisinguliéres
de courbes localement planes réduites que nous utiliserons dans la suite.

Soit p: Z — Y un morphisme plat d’espaces analytiques réduits
a fibres réduites de dimension 1. On suppose que pour tout y € Y
la dimension de plongement de la fibre Z, en chacun de ses points est
au plus égale a 2 (i.e. les fibres sont des courbes localement planes).
Etant donnés y € Y et z € p~!(y) les conditions suivantes sont équi-
valentes:

1) II existe un voisinage ouvert U de z dans Z tel que, notant B
I'ouvert p(U) et notant, pour touty’ € B, parz;,” (1 < i < k) les points
singuliers de la courbe Z,» N U, on ait u(Z,, z) = L*=, u(Z,, z;) ol
w(Z,, z) désigne le nombre de Milnor de Z, en z.
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2) Il existe un voisinage U de z dans Z, et une section g: B — U
de p (ou B = p(U)) tels que

a) p induise une submersion d’espaces non singuliers
U—o¢B)—B

B) Onau(Z,, o(y’)) = u(Z,, z) pour touty’ € B.
2’) Comme 2) mais avec en plus:

v) Ona m(Z,, o(y’)) = m(Z,, z), oi m(Z,, z) désigne la multi-
plicité dans I'anneau local O, , de son idéal maximal.

3) 1l existe un voisinage ouvert U de z dans Z, une section o¢:
B — U de p, avec B = p(U) et une projection n: B x C2 — B x C
tels que:

a) on ait un plongement local i: (U, z) — (Y x C2,y x 0) faisant
commuter le diagramme:

U i > B x C?

B

pour lequel on a i(oc(B)) = B x {0}.

B) le lieu de ramification de la restriction de n a U (i.e. I'ensemble
réduit sous-jacent au discriminant de cette restriction) coincide avec
B x {0}.

4) 11 existe un voisinage U de z dans Z et une section : B — U
de p, avec B = p(U), tels que, pour chaque y’ € B, le type topologique
du germe de courbe plane (Z,-, o(y’)) soit le méme.

S) Il existe un voisinage U de z dans Z et une section ¢: B — U
de p, avec B = p(U), telles que, pour tout morphisme analytique
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h: B — B, avec B non singulier, dans le diagramme cartésien:

U U

S ——
o o
_ h
B—™8B

on ait une section ¢ de 5 qui provient de o et le couple de strates
(U — 6(B), 6(B)) satisfait les conditions de Whitney en tout point de
5(B).

Remarques. 1. Dans la pratique nous utiliserons ce résultat dans
le cas ou la base Y est non singuliére.

2. On rappelle que tout morphisme plat étant ouvert (cf. [2]),
U étant ouvert, B = p(U) est ouvert.

3. L’ensemble des points de y de Y ou les conditions équivalentes
ci-dessus sont réalisées est un ouvert analytique partout dense de Y
quand la restriction de p a son espace critique C, est finie.

4. Si les conditions équivalentes précédentes sont satisfaites pour
y € Yetz € p~!(y), on dit que Z est équisingulier le long de o(Y) en z,
si ¢ est une section de p comme en 2), telle que a(y) = z.

S. Soit (Z, 0) un germe de surface réduite dans (C3, 0). On peut
montrer que, si Z est équisinguliére le long de o(Y) en 0, cela implique
que o(Y) est non singuliére en 0.

L’équivalence des conditions ci-dessus est conséquence de résultats
antérieurs. De facon précise:

1) = 2) résulte de [19] et [11];

2) = 1) est évident;

2) = 2’) résulte de [12] ou [20] (pour une démonstration algé-
brique);

2’) = 3) résulte des travaux de O. Zariski [27] (cf. aussi [21]);

3) = 4) résulte aussi de [27] (cf. aussi [21]);

4) = 5) est aussi un résultat de O. Zariski [29] (c’est aussi un
cas particulier des résultats de [22] Chap. 2 §3).
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S) = 2) résulte de ce que les conditions de Whitney impliquent la
constance du type topologique d’aprés un théoréme de Mather-Thom
(cf. [1S]) et de ce que le nombre de Milnor est un invariant du type
topologique (cf. [22] Chap. 1, théoréme 1.4 ou [10] théoréme (3.3)).
On aurait pu utiliser les résultats de J. Briangon, J. P. G. Henry, J. P.
Spéder dans [1] qui donne une réciproque aux résultats cités ci-dessus
([22] Chap. 2 §3).

(1.3) Rappels sur les limites d’espaces tangents. Soient X un es-
pace analytique réduit équidimensionel de dimension d, Q'x le faisceau
des différentielles de X. Dans [18], on considére 'espace analytique
en grassmanienne Grass.(Q2'x) au-dessus de X:

g: Grass (Q'x) — X

Sur I'ouvert X, des points non singuliers de X on a une section 7: X, —
Grass,(Q'x) de g (car g est un isomorphisme au-dessus de X,). Soit
X la fermeture de 7(X,) dans Grass,(Q'x). On peut montrer que X est
un espace analytique réduit (cf. [18]). On appelle modification de Nash
la restriction y de g 4 X:

y: X=X

Remarque (1.3.1). Dans le cas ou X est un sous-espace analytique
d’un ouvert U de CV, on a une application analytique  de X, dans
Grass,(C¥) qui a x € X, fait correspondre 7.(X,), I'espace tangent de
X, en x. On peut montrer que X est isomorphe 4 'adhérence du graphe
Gr y de y dans X x Grass,(C") et que, pour cet isomorphisme, la
restriction 4 cette adhérence Gr ¢ de la premiére projection donne le
diagramme commutatif:

X = 5 Gry
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Dans ce qui suit on s’intéresse au cas d'un germe de surface dans
(C3, 0). Le morphisme vy est alors isomorphe a I'éclatement de I'idéal
engendré dans Ox, par les dérivées partielles d’une fonction f(x, y, z)
qui définit (X, 0) dans (C3, 0).

On appellera espace des limites d’espaces tangents d X en x I'espace
analytique vy ~'(x). L'espace analytique réduit sous-jacent sera appelé
ensemble des limites d’espaces tangents d@ X en x et ses éléments sont
les limites d’espaces tangents d X en x.

Remarque (1.3.2). Quand X est une surface analytique dans un
ouvert U de C3, la dimension de y ~!(x) est 1 ou 0 quand x € X.

Dans ce cas y ~!(x) est isomorphe a un sous-schéma algébrique de
P2, espace projectif de dimension 2 des directions de plans de C3.

Dans [9] nous montrons que I'ensemble |y ~!(x)| sous-jacent a
v ~!(x), est une variété algébrique union de la courbe duale (Proj | Cx.|)"
a la courbe projective réduite Proj | Cx..| associée au cone tangent Cyx.,
et de droites £1, ..., £, de P2 représentant des pinceaux de directions
de plans de C3 dont les axes sont des génératrices de Cx.. Ces droites
sont donc tangentes & |Proj Cx.|* ou passent par une de ses compo-
santes de dimension 0. Nous appelons ces génératrices les génératrices
exceptionnelles de X en x; on dira aussi que ce sont les tangentes excep-
tionnelles de X en x. La structure de y~!(x) et donc les tangentes
exceptionnelles ne dépend que du type analytique du germe (X, x).

Exemples (1.3.3). 1l peut n’y avoir aucune tangente exceptionnelle
de X en x: par exemple quand X est non singulier en x. Si X est singu-
lier en x, quand (X, x) est isomorphe au cone de C? sur une courbe non
singuliere de P2, on remarquera que grace a I'identité d’Euler X n’a pas
de tangentes exceptionnelles en x. Nous verrons plus bas une réciproque
*““a équisingularité prés” de ce résultat.

Remarquons que si |Cx.| est un plan, I'ensemble des limites
d’espaces tangents |y ~!(x)| de X en x est constitué uniquement des
pinceaux £, ..., £;.

Nous allons maintenant décrire d’apres [9] le cas o vy ~!(x) est de
dimension 0.

Remarquons que toute submersion analytique /: (C3, 0) — (C, 0)
telle que /-1(0) N X soit de dimension 1 nous permet de considérer X
comme la famille de courbes A\: (X, 0) — (C, 0), restriction de / 4 X.
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On dira que ! est assez générale pour X en 0 si [71(0) N X est réduite
en 0 et son nombre de Milnor en 0 est minimum parmi toutes les
sections de X par des surfaces non singuliéres passant par 0. Sous ces
hypothéses la restriction de / au lieu singulier £ de X est un morphisme
fini et de rang 1 en dehors de 0. Par conséquent pour ¢ # 0 assez petit
I71(¢) coupe transversalement le lieu singulier £ de X en des points
xi(t), ..., x/(t) qui sont les points singuliers de X N [7!(¢) quand le
représentant X du germe (X, x) est convenablement choisi. En vertu de
la remarque 3 de (1.2) ci-dessus, X est équisingulier en x(z), pour
1 =i <1 lelong de L et, d’aprés O. Zariski [29], / est assez générale
pour X en x(t) (1 < i < [), car en un point d’équisingularité une sur-
face lisse transverse au lieu singulier donne nécessairement une inter-
section avec le nombre de Milnor minimum (en fait dans [29], O.
Zariski démontre que la somme du nombre de Milnor et de la multi-
plicit¢ moins 1, est minimum, mais ceci entraine évidemment que le
nombre de Milnor et la multiplicité sont minima). (1.3.3.1) Rappelons
que pour un germe de courbe analytique (C, 0) on appelle discriminant
de (C, 0) le nombre:

A(C, 0) = u(C, 0) + m(C, 0) — 1

(la terminologie provient de ce que A(C, 0) est la multiplicité du discri-
minant d’une projection assez générale (i.e. de degré m(C, 0)) sur une
droite complexe, (cf. [21] et comparer a [29]).

Dans [9], on a établi:

TueoreME (1.3.4).  Soit I: (C3, 0) — (C, 0) une submersion ana-
lytique assez générale pour X en 0. Soient x(t), ..., x/(t) les points
d’intersection de I~'(t) avec le lieu singulier £ de X, ou X est un repré-
sentant convenable assez petit de (X, 0). L’ensemble des limites d’espaces
tangents d X en 0 est fini si et seulement si

AUTH0) N X, 0) = iél AU N X, xi(2)

pour t # 0 assez petit.

Dans le cas ou le lieu singulier £ de X est non singulier en 0, on a
I =1, et le critére discriminant de O. Zariski (cf. [27]) donne:
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CoroLLAIRE (1.3.5). La surface X est équisinguliére en 0 le long de
L si et seulement si les limites d’espaces tangents de X en 0 sont finies.
Dans ce cas ces limites sont précisément les plans du cone tangent.

Remarque (1.3.6). 1l est équivalent de dire que les limites d’espaces
tangents de X en 0 sont finies et que la modification de Nash y: X — X
est dominée par la normalisation n: X — X de X. Dans I'hypothése ou
le lieu singulier I est non singulier en 0, c’est le critére jacobien
d’equisingularité de O. Zariski (cf. [27]).

(1.4) Caractérisation des tangentes exceptionnelles

(1.4.1) Soit (X, 0) un germe de surface analytique définie dans
(C3, 0) par f = 0. Soit f = fm + fw+1 + --- le développement de
Taylor de f en 0, avec m = m(X, 0) multiplicité de X en 0. Soit U un
voisinage ouvert de 0 ou la série de Taylor de f ci-dessus converge. Si
U est convenablement choisi la série F = f, + tfpt1 + tfmir + -+ =
t~mf(tx, ty, tz) converge pour tout (x, y, z) € Uett € D, ou D =
{¢/]t] < 2}. Soit ¥ I'hypersurface de U x D définie par F = 0. La
projection sur D restreinte 4 ¥ définit un morphisme analytique plat
¢: ¥ — D, muni d'une section o: D — ¥ d’'image {0} x D. Cette
construction est un cas particulier d’'une construction générale (cf. [3]
et [23]). .

(1.4.2) Soit g: Z — D un morphisme analytique a valeurs dans un
disque ouvert centré en 0 de C. Soit Z = U4 Z, une stratification
de Z, i.e. une partition localement finie de Z en sous-espaces analytiques
non singuliers localement fermés qu’on appellera strates de Z. Soient
Z, et Zg deux strates de Z telles que Zs C Z,. On suppose que les
restrictions de g 4 Z, et Zg sont de rang constant. Soit z € Z,, on dit que
le couple de strates (Z., Z;z) satisfait la condition de Thom en z relative-
ment 4 g, si pour toute suite (z,).ex de points de Z,, qui converge vers z
et pour laquelle la suite des espaces tangents T,,(g"'(g(z.) N Z,) a
une limite 7, on a:

T D T.(g '(g(2) N Zp)

la limite et I'inclusion ci-dessus étant comprises dans une grassmannienne
convenable grice 4 un plongement local de Z dans D x CV. Si (Z,, Zp)
satisfait la condition de Thom, si (Z,, Z;) satisfait la condition de Thom
en tout point z de Z.
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Dans [6], H. Hironaka a montré que, sous la condition que, pour
tout ¢ € D, g~!(¢) soit contenu dans I'adhérence dans Z de Z — g~!(¢),
il existe une stratification comme ci-dessus telle que, pour tout couple
(o, B) € A X A avec Zy C Z,, (Z, Zs) satisfait la condition de R.
Thom relativement a g et la condition de H. Whitney. Remarquons que
la condition précédente est satisfaite, quand g est plat.

Dans le cas de la déformation ci-dessus dans (1.4.1), ¢: ¥ — D
est plat. On peut stratifier ¥ de telle sorte que ¢ ~!(0) = X soit une
union de strates, que la partie non singuliére de X, la partie singulicre
de ¥ moins ¢(D) = {0} x D et ¢(D) — {0} soient des strates et que
cette stratification satisfasse la condition de Thom relativement a ¢ et
celle de Whitney.

Au cours de la démonstration du théoréme, nous donnerons une
relation intéressante entre la condition de Thom et I'équisingularité.

(1.4.3) Nous allons réaliser ¥ comme un ouvert dans I'éclatement
de I'origine dans la famille triviale de U x D définie par f(x, y, z) = 0.

Décrivons d’abord I'éclatemente: E — U x D de I'origine dans U X
D. Soient A, B, C, D les coordonnées homogénes de P3 associées aux co-
ordonnées (x, y, z, t) de U x D. Dans U x D x P3 I’éclatement de
I'origine dans U x D est donné par:

Dx — At =0

Dy — Bt =0

Dz —Ct =0
ou par

Cx —Az =0

Cy —Bz =0

Ct— Dz =0
etc..

Notons Up la carte de P3 oi D # 0. L'intersection E N Vo, avec
Vp = U x D x Up, est isomorphe a un ouvert de C* et on peut choisir
comme coordonnées locales a = A/D, b = B/D, ¢ = C/Dett’' =
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t o €. Dans cette carte I'image inverse de la famille triviale X x D a
pour équation:

flat’, bt’, ct’) =0

et par conséquent la transformée stricte de X x D par I'éclatement e
intersecte cette carte en I'hypersurface d’équation:

t'~"f(at’, bt’, ct’) = 0

ou m = m(X, 0). Dans un ouvert approprié de cette carte on retrouve
bien un sous-espace analytique isomorphe a ¥. La projection sur D
composée avec I'éclatement ¢ donne le morphisme analytique qui corre-
spond a ¢.

Dans les cartes V4, Vs, V¢ un calcul analogue montre que la
trace de la transformée stricte par ¢ de X x D est isomorphe au pro-
duit par D de la trace de la transformée stricte par e de X x {0}. Par
exemple £ N V¢ est isomorphe a un ouvert de C* et on peut choisir
comme coordonnées a = A/C, b = B/C, C = zce etd = D/C. La
transformée stricte de X x D dans cette carte est donnée par:

¢ "f(ac, bc, c) = 0

dont I'intersection avec d = 0 donne bien la trace de la transformée
stricte de X x {0} dans V. L’équation précédente ne dépendant pas
de d, cette transformée stricte de X X D par ¢ admet une structure de
produit analytique.

Cette structure de produit dans V¢ n’est autre que celle qui provient
par éclatement de la structure de produit naturelle que posséde I'espace
total de la famille des sections de X x D par les hyperplans d’équations
t — Nz = 0 avec \ € C: on remarquera que ces hyperplans sont ceux
du pinceau 6t + vz = 0 qui sont teansverses & {0} x D.

En conclusion au voisinage de chacun des points x, de ¥, — {0},
ol ¥, = ¢ 10), (¥, x,) est isomorphe a (X' x C, (/,, 0)) o X’ est
I'espace total de I'éclatement e: X’ — X de centre {0} et /, est le point
de e~'(0) qui représente la génératrice de Cx.o qui passe par x,.
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Le dessin ci-dessous aidera peut étre le lecteur:

Proj (Cyxxp.o)

P = {e7'(0)}
H'(= {d = 0} dans V)

Proj (Cy,10).0)

—_—

(X x {0})’

({0} x D)’

X X {0}
0 XxD
H:={t=0)

Légende. Le ' désigne la transformée stricte par e.
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(1.4.4) Nous allons donner diverses caractérisations des tangentes
exceptionnelles. On reprend les notations précédentes du paragraphe
(1.4).

THEOREME (1.4.4.1). Soit (X, 0) un germe de surface analytique
de (C*, 0) défini par f = 0. Soit | une génératrice du céne tangent Cx,
de X en 0, qui n’est pas tangente en 0 au lieu singulier T de X. Les
assertions suivantes sont équivalentes

1) La génératrice | est une tangente exceptionnelle de X en 0.

2) Soit e: X' — X Uléclatement de X de centre 0 et soit J(f)Ox-
l'idéal de Ox engendré par (3f/dx)-e, (3f/dy)-e, (3f/dz)oe. L’éclate-
ment de I'idéal J(f)Ox:, n’est pas fini au-dessus d’un voisinage du point
de e ~'(0) = Proj Cxo qui représente l.

3) Pour toute projection locale w: (X, 0) — (C2, 0) (c¢f. (1.1)) de
degré m(X, 0), la génératrice | est tangente @ une composante de la
partie du lieu critique de w qui n’est pas le lieu singulier.

4) La surface éclatée X' de X en 0 n’est pas équisinguliére le long
de |e~(0)| = Proj |Cx.o| au point de e ~(0) qui représente .

S) La déformation ¢: X — D définie dans (1.4.1), le couple de
strates formé par la partie non singuliére ¥ ..; de X moins ¢ ~'(0) et de la
partie non singuliére de |¢~1(0)| = |Cxo| X {0} ne satisfait la con-
dition de Thom relativement d ¢ en aucun point del x {0} — 0.

Démonstration. Montrons que 1) entraine 2). Pour cela on consi-
dére le diagramme d’éclatement du produit IRJ(f) de I'idéal maximal
définissant 0 dans X et de I'idéal J(f) = (df/ox, df/dy, df/0z)Ox.

X)) __ e X

_— >

X — — X

oll e’ est I'éclatement de y~'(0) dans X et vy’ est I'éclatement de
J(f)Ox . D’apreés la propriété universelle de I'éclatement, ce diagramme
est commutatif ety o e’ = e o v’ est 'éclatement de MJ(f). On notera

’

n=yee Zeecy’.
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Rappelons que le morphisme d’éclatement de I'idéal maximal en 0
(resp. la modification de Nash) peut étre décrit en considérant I’adhé-
rence dans X X P2 (resp. dans X x P2) du graphe du morphisme
canonique de X — (0} dans P2 qui 4 x € X — {0} fait correspondre
la direction de la droite Ox (resp. du graphe du morphisme de X — T
dans P2 qui 4 x € X — I fait correspondre la direction du plan tangent
a X en x). De la méme fagon considérons I'application de X — L dans
P2 x P2 obtenue en considérant simultanément les deux précédentes.
L’adhérence dans X x P? x P? du graphe de cette application n’est
autre que (X)’, et la projection sur X induit le morphisme 7.

On peut exprimer le lemme de H. Whitney (cf. [25] ou [6]) en
disant que n~!(0) est contenu dans I'hypersurface H de P? x P2 des
couples (/, P) tels quel C P.

Soit / une tangente exceptionnelle. Montrons que v’ ~!(/) est formé
des couples (/, P) o P appartient au pinceau des plans qui contiennent /,
i.e. dim ' ~!(/) = 1. Pour cela nous démontrons que v’ ~!(/) contient
les (/, P) pour P dans un ouvert dense du pinceau des plans qui con-
tiennent L Soit P un plan qui contient /, ne passe par aucune tangente
exceptionnelle, et de plus n’est pas tangent 4 Cxo, alors e’ ~Y(P) =
{(, P)}. Eneffete’ ~'(P) C {(/, P), (1, P), ..., (x, P)}oul I, ..., Ik
sont les génératrices de Cx, contenues dans P. Comme [, ..., [, sont
des génératrices qui ne sont pas exceptionnelles, v’ ~'(/) = {(l;, Py)}
(@ =1, ..., k) oil Py est une limite le long de /; de plans tangents a
Cx.o (cf. [9] théoréme (2.3.7)).

Comme P n’est pas tangent 4 Cxpen/; (i = 1, ..., k), on a bien
e’~!(P) = {(/, P)}. Donc pour tous les plans P du pinceau qui contient
! qui ne passent par aucune génératrice exceptionnelle autre que / et
qui ne sont pas tangents a Cxo, i.e. pour un ouvert dense du pinceau
des plans qui contiennent /, on a (/, P) € v’ (/). Donc on a bien dim
v/ W) = 1.

En fait nous pouvons montrer de la méme fagon que I'image inverse
par e’ d’un point P non singulier de |y~!(0)| ne contient qu'un seul
point. Les points P de I'ouvert dense ci-dessus sont les points de la
droite duale a / qui sont non singuliers dans |y ~1(0) |.

Remarquons que, si/ n’est pas exceptionnel, nous avons vu ci-dessus
(cf. [9] (2.3.7)) que v’ ~'(/) = {(l, P))}, oi P; est une limite d’espaces
tangents & Cx, le long de L. Or, comme Cx, est un cdne, cet ensemble
est bien fini parce qu’il correspond aux droites tangentes en / i la
courbe projective | Proj Cx.o|. Ceci démontre que 2) entraine 1).
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Pour démontrer I'équivalence de 1) et de 3) nous remarquons que
I'espace critique d’une projection locale peut se décrire de la fagon
suivante: Quitte & changer les coordonnées locales, on peut supposer
que 7: (X, 0) — (C?, 0) est donnée par une projection linéaire p de C?
sur C2. Le modifi¢ de Nash X de X en 0 est plongé dans X x P2.
Considérons y ~'(0) dans {0} x P2. On a vu dans (1.3) que |y~'(0)| est
I'union de (Proj | Cx.o|)” variété duale de Proj |Cxo|, et d’'un nombre
fini de droites, duales des tangentes exceptionnelles. Soit L C P2 la
droite duale de la droite p~!(0) de C3, qui représente le pinceau des
plans de C3 qui contiennent p~!(0). On a un morphisme analytique
g: X — P2 (morphisme de Gauss) restriction 4 X de la projection de
X x P?sur P2. On remarque que I'image par vy de §~!(L) est contenue
dans le lieu critique de = et contient les composantes du lieu critique
qui ne sont pas dans le lieu singulier £ de X. On appellera (cf. [9]
(2.2.3)) partie verticale du lieu critique la partie du lieu critique égale
ay(g—'@).

Le dessin ci-dessous aidera peut &tre le lecteur:

(Proj |Cy,l)”
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On a:

LemME (1.4.4.2). En un point h de L N v~ (0) la dimension de
g (L) = X N (X x L) est au moins égale a 1. De plus si la projection
locale de (X, 0) sur (C?, 0) définie par L est finie, la dimension en h
de g~ (L) égale 1 et si de plus L n’est pas dual d’'une tangente excep-
tionnelle 3 ~'(L) n’est pas contenue dans vy ~(0).

En effet X x P2 est une intersection compléte de dimension 4,
X est de dimension 2 et X x L est de dimension 3. Par conséquent
XNXx L) = &7 U(L) est au moins de dimension 1 en A. Si la pro-
jection locale & définie par L est finie, le lieu critique de = est de dimen-
sion 1. Comme y(g~!(L)) est une union de composantes irréductibles
de ce lieu critique, et que vy est un morphisme fini en dehors de y ~1(0),
en vertu du corollaire (1.3.5) et de la remarque 3 de (1.2) sur I'ouverture
de I'équisingularité, la dimension de g='(L) en 2 € L N y~(0) est
égale a 1 (ne pas oublier que L N v ~1(0) peut étre vide; cf. 1.3.4).

On remarque:

(1.4.4.3) Les seules droites projectives dans v ~1(0) sont les duales
des tangentes exceptionnelles, car une droite projective de P2 n’est pas
duale d’une composante de Proj |Cxo| qui est équidimensionel de di-
mension 1 (bidualité pour les courbes projectives planes).

Ceci montre que, si L n’est pas dual & une tangente exceptionnelle
{0} x L n’est pas contenue dans y~1(0). Or g~1(L) N v~'(0) = ({0}
x L) N y~1(0). Ceci démontre notre lemme.

(1.4.4.4) Comme dans la démonstration de I'équivalence de 1)
et de 2) ci-dessus, on remarque que, si 2 € y ~1(0) n’est pas une compo-
sante de (Proj |Cx,0l)*, i.e. si h n’est pas le dual d’un plan qui est dans
Cx.o, au-dessus d’un voisinage de & dans X le morphisme e’: (X)’ — X
est fini. En fait on a vu que I'image réciproque par e’ d’un point non
singulier 2 de I'ensemble |y ~!(0)| est réduite & un point. Donc si L
coupe transversalement |y ~!(0)|, alors le morphisme e’ induit une
bijection de e’ ~1(g~!(L)) N n~1(0) avec g~(L) N y~1(0). Comme
dans la démonstration ci-dessus de I'’équivalence de 1) et de 2), ceci
démontre que les tangentes a la” partie verticale y(g~1(L)) du lieu
critique de = sont les tangentes exceptionnelles et les droites du lieu
critique de I'application tangente & 7 en O restreinte & | Cx,o|.

Si la projection locale 7: (X, 0) — (C?, 0) associée a L est de degré
m(X, 0), le point de P? dual de L n’est pas dans Proj Cx,o. Ceci signifie
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que L n’est pas tangente a (Proj | Cx.o|)* (dans le cas d’'un point singu-
lier de (Proj | Cx.|)*, ceci signifie que L n’est pas dans le cone tangent
de (Proj | Cx.0|)” en ce point et dans le cas d’'une composante de dimen-
sion 0 de (Proj |Cxo|)’, ceci signifie que L n’y passe pas). La seule
difficulté nouvelle par rapport au cas considéré précédemment est que
L peut passer par un point singulier de |y ~!(0) | dont I'image réciproque
par e’ est finie mais n’est pas réduite a un point.
Pour traiter ce cas nous faisons la construction suivante:

Il existe un pinceau (L,),ep1 de droites dans P2 tel que L, = L et
pour tout ¢ # 0O suffisamment proche de 0, L, coupe transversalement
|y ~%(0)|. Considérons I'hypersurface Z de P? x P! formée des points
(x, t) tels que x € L,. Notons \: Z — P! la restriction a Z de la pro-
jection de P2 x P! sur P!. On définit ¥ dans (X)’ x P! par le dia-
gramme cartésien:

¥ c (X) xXP!
l o l (gee’) X Idyp
Z Cc P2 X P!

On notera A le morphisme composé de X — Z et de \: Z — P!, On
remarque que A~1(z) = e’ "1 (g " (L,)) x {¢t}.

Soit A un point de L N |y~'(0)| qui est singulier sur |y ~1(0)|.
Soient £, ..., £, les droites projectives de |y ~1(0)|, duales de tan-
gentes exceptionnelles, qui passent par & et soient Cy, ..., C; les com-
posantes de (Proj | Cx|” qui passent par . Comme dans la démonstra-
tion de I'équivalence de 1) et 2) on fait la remarque suivante:

(1.4.45) Onae’~Y(h) = {(I1, h), ..., (s, h)} ol les [; sont les
génératrices de Cx,o duales des tangentes 4 |y ~'(0) | en A.

Si /;, pour un i entre 1 et k, est une génératrice exceptionnelle
duale de £, le point (/;, k) est limite quand ¢ tend vers 0 des points
(liy k) o b, = L, N £;. Or le point k., quand ¢t # 0 est assez petit,
est un point non singulier de |y ~X(0)|. D’aprés le cas transversal vu
plus haut, A='(#) = e’ (g (L,)) x [t} est de dimension 1 en (/;,
h., t), quand ¢ # O est assez petit. Or (/;, h, 0) = lim,~o (/;, k., t)
appartient 4 A ~'(0). La semi-continuité de la dimension des fibres de A
donne que A~!(0) est de dimension 1 en (/;, A, 0). Ceci montre que
e’ "1 (g71(L,)) est de dimension 1 en (/;, &) et que I'image par 5 du germe
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(e’ ~Y(g'(L,)), (I, h)) est une composante de la partie verticale du lieu
critique qui est tangente a /;. Dans le cas ot /;, pour un j entre 1 et k,
n’est pas une génératrice exceptionnelle, /; est une droite du contour appa-
rent de I'application tangente a 7 en 0 restreinte 4 | Cx,o | . Comme ci-dessus
on montre que e’ ~!(g7!(L,)) est de dimension 1 en (/;, k) et I'image
par n du germe ((e’ ~'(g ~!)(L,)), (/;, h)) est une composante de la partie
verticale du lieu critique qui est tangente a /;. Ceci montre que, si / est
une génératrice exceptionnelle de X en 0, pour toute projection locale 7:
(X, 0) — (C?, 0) de degré m(X, 0), [ est tangente au lieu critique de .
Les autres tangentes du lieu critique qui ne sont pas exceptionnelles
sont les tangentes au lieu singulier et les droites du contour apparent
de la restriction a | Cx,o| de I'application tangente & 7 en 0. Ces derniéres
droites ne sont plus tangentes au lieu critique d’une projection voisine.
Ceci démontre 'équivalence de 1) et de 3).

L’équivalence de 1) et 4) est démontrée dans [9] (théoréme (2.3.7)
et remarque (2.3.8)).

La preuve de I'équivalence de 4) et S) repose sur le résultat suivant:

(1.4.4.5) Lemme.  Soit f(t1, ..., tk, x, y) = 0 léquation d’une
hypersurface réduite X de C* x C? (considérée comme une famille de
courbes planes (que I'on suppose toutes réduites) paramétrée par C*,
au voisinage de 0 € C* x C?) et soit o: X — C la restriction d X d’une
submersion A: (C* x C2, 0) — (C, 0), telle que (o« ~'(0) contienne le
lieu singulier ¥ de X, que I'on suppose réduit @ C* x {0}. Alors si le
couple de strates (X — L,L) satisfait la condition A, de Thom au voisi-
nage de 0 on a: I'hypersurface X est équisinguliere le long de C* x {0}
au voisinage de Q.

Démonstration. Considérons la projection 7: X — C* x C définie
part;em = t;(1 <i < k) etu o 1 = «. Nous allons montrer que le
lieu de bifurcation A, de « est réduit 4 C* x {0}. S’il n’en était pas
ainsi, soit A; une composante de A, qui n’est pas Ck x {0} et soit
p € A;. Puisque le lieu singulier est C¥ x {0}, dr ~1(Ta;p) est un hyper-
plan de C* x C2 tangent & X en au moins un point ¢ du lieu critique
C. de 7. L'intersection de ce plan avec I'espace tangent T',—1(y()) . €st
nécessairement transversale pour ¢ € X — ¥ assez proche de 0 (car
sinon T, p coinciderait avec I'hyperplan de C* x C paralléle 4 C* x {0}
et passant par p, pour tout p assez proche de 0 ce qui est absurde).

Ainsi, dn"X(T'p; ;) N Ty-1(4().c) coincide avec I'image inverse par
dm de l'intersection de Ta,, avec I'hyperplan paralléle 4 C+ x {0}
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passant par p. Cette image inverse est de dimension k. On remarque
qu’elle est verticale dans la projection de C¥ x C? sur C¥ x C définie
par la projection de C* x C? sur C* et A. En effet c’est aussi I'image
réciproque par I'application tangente a cette projection de I'intersection
de Ta;p et de I'hyperplan parallele & C* x {0} passant par p. Ceci
montre que quand p tend vers zéro [dr (T, ,)] N Ty-14(y), tend
vers une limite qui ne peut pas contenir C* x {0}. Ceci contredit la
condition A, de Thom pour (X — X,X) en 0. Donc il faut que A, =
C* x {0}, ce qui d’aprés le critére discriminant de O. Zariski (cf.
(1.2)3)) implique I'équisingularité.

Remarque (1.4.4.6). Le lemme précédent admet la réciproque
partielle suivante: si I'hyperplan dA ~'(0) n’est pas dans le cone tangent
a4 X en 0, si X est équisinguliére le long de L en 0, la condition 4, de
Thom est satisfaite pour (X — I,X) sur un voisinage de 0 dans I. En
effet choisissons les coordonnées x et y pour que A(t1, ..., tk, X, y)

= x. La condition A, de Thom pour (X — I,X) en 0 s’exprime alors
en disant que dans I'algébre locale Ox, on a:

Vaf/aonX'O(af/at,') >1 pourl <i <k

(ceci résulte de la définition de la fonction d’ordre 75/5,.05, cf. [22] et
[14]; comparer ce résultat avec la remarque 3.10 de [22] et [13]).

Or I'équisingularité de X le long de L en 0 équivaut a 2) de (1.2),
i.e. le nombre de Milnor des courbes de la famille X est constant. Dans
3.10 de [22] ceci se traduit par:

V(of/0x,3f/ay)- Ockxc2,0(0f/0t;) > 1pour 1 <i <k
Par restriction a4 X le 7 ne peut qu’augmenter d’ou:
P (af/oxaf70y)-0x,00f/0t;) > 1pourl <i <k
La transversalité de x implique que |df/dx| < C|df/dy| avec C > 0
dans un voisinage de 0 dans X. Or ceci se traduit (cf. [22] et [14])

par 9f/dx dans Oxo est entier sur df/dy-Oxo. Les propriétés de la
fonction d’ordre 7 (cf. [22] et [14]) impliquent alors:

V(af/ax, af/ay)-Ox.0 — Vaf/ay-Ox.0

d’ot la condition A, de Thom pour (X — Z,E) en 0.
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Montrons maintenant que le lemme (1.4.4.5) donne: 4) implique
5) dans le théoréme de (1.4.4). Dans (1.4.3) nous avons vu qu’en tout
pointx,de ¥, — {0}, ot X, = ¢ ~1(0), (%, x,) est isomorphe a (X’ x C,
(o, 0)), I, étant le point de e ~1(0) qui représente la droite Ox,.

Pour démontrer 4) implique 5), d’aprés la formulation de S) il
suffit de considérer un point x, non singulier dans X,. Si X’ n’est pas
équisinguliére en /, le long de e~!(0), X n’est pas équisinguliére en x, le
long de X,, 4 cause de la structure de produit. Le lemme (1.4.4.5)
montre alors que (X — Xo, X.) ne satisfait pas la condition A, de Thom
en x,.

Montrons que 5) implique 1). Soit x un point de/ x {0} — 0, non
singulier sur |¥, — {0}|. Si ¥, — ¥, ne satisfait pas la condition A,
de Thom en x, il existe une suite de points (x,).x de ¥ — ¥o qui tend
vers x pour laquelle la suite de plans Tx,(¢ ~'(¢(x,))) converge vers un
plan T qui ne contient pas T.(|X,|). Cette suite de points donne une
suite de points (x,’).en de X qui tend vers O telle que la suite des plans
tangents T',’(X) tende vers T et la suite de droites Ox,’ tende vers
I = Ox. Le plan T contient / et n’est pas tangent & |Cx,|. Ceci n’est
possible que si / est une tangente exceptionnelle. Ceci achéve la démon-
stration du théoréme de (1.4.4).

Remarque (1.4.4.7). Dans le cas ou (X, 0) a une singularité
isolée en 0, en vertu du 4) du théoréme (1.4.4.1) et de la remarque S de
(1.2), les génératrices singulieres de |Cxo| sont nécessairement excep-
tionnelles (comparer a [5], theoreme (3.1)).

2. Surfaces Sans Tangentes Exceptionnelles. Dans ce paragraphe
nous allons étudier les surfaces sans tangentes exceptionnelles. Dans le
cas des surfaces avec singularité isolée ou celui des surfaces dont le cone
tangent est réduit, les surfaces sans tangentes exceptionnelles se défor-
ment équisinguliérement sur leur cone tangent. Nous donnerons des
exemples de surfaces sans tangentes exceptionnelles dont le cOone tangent
n’est pas réduit.

(2.1) Cas d’un cone tangent réduit.
(2.1.1) THEOREME. Supposons que le cone tangent Cx,ode X en 0
soit réduit. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes:

1) la surface analytique X n’a pas de tangentes exceptionnelles en 0.

2) la déformation de (X, 0) sur son cone tangent ¢: ¥ — D (cf.
1.4.1 ci-dessus) est équisinguliére en 0 le long de (0} x D dans ['un des
sens suivants:
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a) la partie non singuliére de 'espace X' obtenu par éclatement
de {0} X D dans X satisfait les conditions de Whitney le long de sa
Dpartie singuliere.

b) La partition suivante de X: (X — Sing %, Sing ¥ — {0} x D,
0 x D) est une stratification de Whitney de X%.

c) (définition de Zariski) Pour une projection linéaire assez générale
w: X — C2 x D compatible avec ¢ et la projection C2 X D — D, notant
Ar le discriminant de &, on a: A, est une famille de courbes planes
équisinguliéres le long de {0} x D.

Démonstration. Montrons que 1) entraine 2) a). Examinons
d’abord le cas ot Proj Cx., est une courbe non singuliére (i.e. Cx est
en fait un cOne avec une singularité isolée).

Soit x, € X, — {0}. La propriété A, de (X — ¥,, ¥X,) en x, montre
que (%, x,) est non singulier. D’aprés la structure de produit de ¥ au
voisinage de x, (cf. (1.4.3)), X’ est non singulier en /,, point de P2 qui
représente la droite Ox,, et transverse 4 ce P2. Ceci est vrai en tout
point du diviseur exceptionnel de X’. On obtient donc en éclatant
(0) x D dans X un espace analytique non singulier ¥’ tel que le mor-
phisme composé ¥’ — ¥ = D soit une submersion d’espaces analy-
tiques non singuliers, que pour chaque ¢ € D le morphisme ¥, — ¥,,
induit sur les fibres de X’ et ¥ au-dessus de ¢, soit une résolution des
singularités de X, et que 'image inverse de {0} x D C ¥ dans ¥’ soit
égale & Proj Cxo x D et donc analytiquement triviale au-dessus de D
(résolution simultanée forte cf. [20]). Dans ce cas oil Proj Cx, est non
singulier, on a donc bien 2) a). (Comparer ces résultats a ceux de [22]
Chap. 11, 2.7, et de [12] Cor. 2.4).

(2.1.1.1) Supposons donc que Proj (Cx,) soit singuliére en /,.
Comme la génératrice /, de Cxo n’est pas une tangente exceptionnelle,
on a vu dans [9] (remarque (2.3.8)) que /, est nécessairement tangente
4 une union ¥, de composantes irréductibles en 0 du lieu singulier £
de X. Si cette union X;, des composantes irréductibles de T tangentes a
I, en O est non singuliére, en tout point x, # 0 de [, x {0}, le lieu
singulier & de X est non singulier-en x,,.

Soit H un plan de dimension 2 dans C? tel que H x D coupe
l, X {0} transversalement en x,. L'intersection de H X D avec X est
une famille de courbes planes paramétrée par D dont le lieu singulier
est @ N (H x D). Remarquons que H x {0}, étant transverse a / X
{0} dans C3 x {0}, n’est pas limite de plans tangents a X, quand ¢ tend
vers 0 Il en résulte que les limites des droites tangentes aux courbes



440 LE DUNG TRANG ET BERNARD TEISSIER

X. N (H x D) quand ¢ tend vers 0 sont les tangentes 4 ¥, N (H x D).
Si nous projetons X N (H X D) sur C x D par une projection dont
I'axe est transverse a X, N (H x D) d’aprés ce que I'on vient de voir le
discriminant de cette projection coincide avec I'image du lieu singulier
© N (H x D). Ce discriminant est donc non singulier en 0 et d’aprés
le critére discriminant de O. Zariski (cf. (1.2) 3)), cette famille de courbe
¥ N (H x D) est équisinguliére en x, le long de son lieu singulier & N
(H x D). D’aprés la structure de produit de (¥, x,) (cf. (1.4.3)) I'éclaté
X' de X est équisingulier en /, le long de la transformée stricte de X,
par I'éclatement e: X’ — X. Ainsi dans le cas ou X, est non singulier,
nous avons bien 2)a) a cause de (1.2) 5).

Il nous reste a montrer que sous nos hypothéses, X, est bien non
singulier en 0.

Soit E: Z — U x D I'éclatement de U x D le long de {0} x D.
Soit X’ la transformée stricte de X. On note Ey: ¥’ — X I’éclatement de
X le long de {0} x D, induit par E. On rappelle que Z = Z, x D ou
Z, est I'éclaté de U en 0. On a également E~!1({0} x D) = Proj (Cx.o)
X D. On appellera /y, ..., /i les points singuliers de Proj Cx,o (qui est
réduit par hypothése). On note Ay, ..., Ak les discriminants de Proj
Cx,() en 11, ey Ik (Cf. (13.31))

Nous allons montrer que sous nos hypothéses, ¥ en 0 et ¥’ en les
points (/;, 0) ( =1, ..., k) ont leur courbe polaire par rapport a t = 0
vide (cf. [8]). Nous verrons par un argument topologique que ceci im-
plique la non singularité¢ de X,/ = 1, ..., k).

Montrons que I'hyperplan ¢ = 0 n’est pas limite d’espaces tangents
a X en 0. D’aprés un résultat de [22] (chap. 1 (2.9)) ceci est équivalent
a montrer que 3F/0t est entier dans Oy sur I'idéal (9F/dx, dF/dy,
0F/03z)0x0. Remarquons que I'hypothése qu'il n'y a pas de tangentes
exceptionnelles implique que chaque composante du diviseur excep-
tionnel de I'éclatement dans X de I'idéal (0F/dx, 0F/dy, dF/dz)Ox
s’envoie surjectivement sur D par le morphisme composé de I'éclatement
et de ¢: ¥ — D. En effet la propriété A, de Thom pour ¥ implique que
le diviseur exceptionnel de la transformée stricte de X, coincide avec la
fibre au-dessus de 0 du diviseur exeeptionnel de I'éclatement précédent
(on utilise bien siir (1.3.2)). En utilisant I'argument de [22] (chap. 2
(3.2)) (cf. Aussi [20]), App. II) on montre que pour tout g € Oy, qui
donne un germe g € Oz, pour ¢ assez petit, on a:
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avec
JOx = (3F/0x, dF /3y, 0F/3z)Ox
Comme on a pour tout ¢ # 0, ¢ € D:
Y10z 0.,(0F/0t) > 1

a l'aide de [22] (chap. 2 (3.6)) car ¥.; — {0} x D satisfait la con-
dition A de Whitney en tout point de {0} x D — {0} puisque la famille
X est analytiquement triviale au voisinage de (0, ) avec ¢ # 0, on obtient:

(2.1.1.2) Vsoyo(OF/01) > 1

ce qui exprime que ¢ = 0 n’est pas limite d’espaces tangents & ¥ en 0.

(2.1.1.3) Ceci entraine qu’en un point de /, x {0} — {0} (¢ = 1,
.+, k) le lieu singulier de X est transverse a t = 0. D’apreés la structure
de produit de X en un point de ¥, — {0} (cf. (1.4.3)) on obtient que la
transformée stricte de la partie Xy, du lieu singulier de X qui est tan-
gente 4 /; a la méme multiplicité que L, et que Proj Cxen /;.

(2.1.1.4)  Un autre conséquence de ce que ¢ = 0 ne soit pas limite
d’espaces tangents 4 X en 0 est que I'éclatement de (9F/dx, AF/dy,
0F/0z, 0F/0t)Ox a une fibre au-dessus de 0 qui est de dimension 1.
L’éclatement de I'idéal (0F/0x, dF/dy, dF/dz, dF/ot) dans U x D a
donc une fibre au-dessus de 0 de dimension au plus égale i 2. Ceci en-
traine d’aprés un argument de [4] (2.2. p. 329 et 330) que la courbe
polaire de X relativement a ¢+ = 0 est vide. Ce qu’on peut aussi vérifier
trés facilement par un calcul direct.

Considérons maintenant une projection p de U x D sur V x D,
ou V est un ouvert de C2, induite par une projection p,: U — V. Soit
7 la restriction de p a X. On note D(x) le discriminant de 7, qui est
une surface de V' x D. Quand p est assez général, remarquons qu’en
tout point de {0} x D la multiplicité de D(x) égale m(m — 1) ou m
est la multiplicit¢ de x en 0. En effet cette multiplicité en (0, ¢) est le
discriminant de la courbe image inverse par m d’une droite générale
de V x D passant par (0, #). Si ¢ # 0 il suffit de considérer une droite
de la forme L x {t}. Comme le cOne tangent est réduit, le germe de
courbe 7 ~!(L x (¢}, (0, 1)) a le type d’équisingularité de m droites qui
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passent par 0 et distinctes. Le discriminant d’une telle singularité
(ordinaire) vaut m(m — 1). D’autre part on a vu dans (1.4.4.4) que les
composantes du lieu critique d’une projection locale assez générale
d’une surface sur C? autres que celles du lieu singulier sont tangentes
aux génératrices exceptionnelles, aux droites du contour apparent de la
restriction de I'application tangente de Zariski de cette projection au
cOne tangent. Par conséquent, si p est assez générale, I'espace critique
de 7 est composé du lieu singulier de X et de m* surfaces non singu-
lieres qui contiennent {0} x D et m* génératrices de ¥,. En fait m”
égale le degré de la courbe duale de Proj Cxo. La formule de Pliicker
(cf. [7] ou [20] Appendice 2 remarque (2.5)) nous donne:

k
"=mm — 1) — <§1A’

ol A; est le discriminant de Proj Cxo en /;. Soient L;V, ..., X les
composantes analytiques de Xj; en 0 et soient v1;, ..., v, leurs multi-
plicités respectives. On considére une section de X en un point non
singulier de X, proche de 0 par un plan transverse a £,". Soit A;"" le
discriminant de cette section en ce point. La contribution de I'image
de X, dans le discriminant d’une projection sur C?2 transverse a L,
est v,A;". La contribution totale du lieu singulier dans le discriminant
d’une projection de (X, 0) sur (C?, 0) transverse a ce lieu singulier est
donc: X, »,A,"".

On obtient donc que la multiplicité du discriminant d’une pro-
jection assez générale de (X, 0) sur (C?, 0) égale ¥;»,A;\) + m>.

D’ou:

Tt~

A;

1

k
(2.1.1.5) L ZyaV=
i=1=1
Par un argument de semi-continuité on obtient en fait:
ri .
(2.1.1.6) 'El viA Y = A
i=

(2.1.1.7) Ceci entraine avec le résultat de (2.1.1.3) que le germe
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de surface (X', /;) n’a qu'un nombre fini de limites d’espaces tangents
en /; d’apreés le théoreme (1.3.4).

Appelons Fi(x', y’, z’, t) = 0 I'équation de la transformée stricte
X’ au voisinage de {/;} x D. Nous remarquons, de facon analogue au
cas de X, que ¢+ = 0 n’est pas limite d’espaces tangents a X’ en (/;, 0).
En effet on peut stratifier X’ par sa partie non singuliére, son lieu singu-
lier moins sa partie dans ¢ = 0 et {/;} x D, la partie du lieu singulier
de ¥’ dans t = 0 moins {0}, {/;} x D — {0} et {0}. Ceci donne une
stratification de X’ qui satisfait a la condition A ,.;. Comme dans le cas
de X, chaque composante du diviseur exceptionnel de I'éclatement de
I'idéal (0Fi/dx’, dF1/dy’, dF1/3z')0y s’envoie surjectivement sur D
par le morphisme composé de I'éclatement E; et de ¢. On termine
comme on a fait dans le cas de X et on trouve que 0F,/d¢ est entier
dans Oy, 0) sur (3Fy/dx’, 0F,/dy’, 0F/98z")O0y ;0. Par un raisonne-
ment analogue a (2.1.1.4), comme la fibre de I'éclatement de (3F/dx’,
oF/dy’, OF/3z’, 8F/0t)Oy est de dimension 0, la fibre au-dessus
de 0 de l'éclatement de (0F:/dx’, dFi/dy’, dF/3z’, 0F:/3t) dans
(Z, (i, 0)) a au plus la dimension 1. Dans ce cas on obtient donc par
un argument de [4] (2.2, p. 330) que la courbe polaire de ¥’ relative-
ment a (¢t = 0) est vide en (/;, 0).

Soit V; x {0} une boule fermée de Z, x {0} de centre (/,, 0) et de
rayon ¢ > 0 assez petit définie a I'aide des coordonnées locales x’, y’,
z’, t. Pour N assez petit et pour tout # € D, (V; x {£}) N {F; = A} est
la fibre de Milnor de ¥,” en (/;, ¢) (cf. [16] ou [10] théoréme (2.3)):
ceci résulte de ce que tous les X,” pour ¢t € D, ¢t # 0, sont isomorphes
avec X’ par l'isomorphisme: (x’, y’, z’, t) — (x’/¢, y’, z’, 1). Donc
si pour ¢ > 0 assez petit les sphéres S.. X {1} de Z, x {1} centrées
en (0, 1), avec 0 < ¢’ < ¢, coupent transversalement ¥; = X x {1}
dans Z, x {1}, S¢ X {t} coupe transversalement X, dans Z, X {¢}
pour toutt # 0,t € C, || = 1.

La fibre de Milnor de X,” en (/;, 0) est difffomorphe au produit
de la fibre de Milnor de Proj Cx, en /; et d’'un disque de C, car X, est
un cylindre (cf. (1.4.3)). La caractéristique d’Euler de cette fibre de
Milnor est donc 1 — u; ol u, est le nombre de Milnor de Proj Cxen ;.

La fibre de Milnor de X,” en (/;, t) pour ¢ # 0 a une section géné-
rique difféomorphe a la fibre de Milnor de Proj Cx, en /;. Comme la
courbe polaire de X’ relativement a ¢ = 0 est vide, le résultat de [8]
montre que la fibre de Milnor de X, a la caractéristique d’Euler de
celle de X,’. Celle-ci égale donc 1 — pu;. Or d’aprés [8], ceci n’est
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possible que, si la courbe polaire de X,” en (/;, ¢) par rapport a x’ = 0,
équation locale du diviseur exceptionnel de Z, X {¢}, est également
vide. Ceci implique immédiatement que

,El Vjilv‘im = u(Proj (Cx,0), 1),

ol u ;¢ est le nombre de Milnor de la section plane de X par un plan trans-
verse ¢ X, en un point non singulier de X, voisin de O. D’apres [11],
ceci n’est possible que si7; = 1 et »;; = 1. Donc X, est non singuliére en 0.

Nous avons ainsi démontré I'implication 1) entraine 2) a) du thé-
oréme (2.1.1).

Montrons que 2) a) entraine 2) b). D’aprés (2.1.1.2) on a la con-
dition A de Whitney pour la partie non singuliére de ¥ le long de {0} x D
en 0. La condition B de Whitney provient du lemme de Whitney
(cf. [25] ou [S]), du fait que ¢ donne une déformation triviale des
cOnes tangents de X, en (0, #) et que 'on a la propriété¢ A, de Thom.
Le lieu singulier étant equisingulier le long de {0} x D d’aprés la
démonstration ci-dessus, on a la propriété de Whitney le long de {0}
x D, et, pour la partie non singuliére de X le long du lieu singulier en
dehors de {0} x D, on a en fait équisingularité en codimension 1 et on
conclut grace a (1.2) S).

Remarquons que 2) b) entraine 2) a) parce que 2) b) entraine 1).
En effet si on a une stratification de Whitney comme dans 2) b) les
limites d’espaces tangents de ¥ en O sont les plans qui contiennent
T,({0} x D) et un plan tangent au cone tangent Cxo. Ceci montre
que les limites d’espaces tangents a X en 0 ne sont que les plans tangents
au cOne tangent.

Enfin 2) c) entraine 1) parce qu’'un cbOne n’a pas de tangentes
exceptionnelles et I'équisingularité du discriminant le long de {0} x D
d’une projection linéaire assez générale de X sur C2 x D implique que
pour ¢ # 0, ¥, n’a pas de tangentes exceptionnelles (cf. (1.4.4.4)). En
fait 1) entraine 2) c) puisque 'on a vu dans la démonstration de 1)
entrafne 2) a) que pour toute génératrice / singuliére sur Cxo la partie
L, du lieu singulier de X en 0 tangente a / est elle-m&me non singuliere.
Le discriminant d’une projection générale de X sur C? X D est la réunion
de m¥ + k surfaces non singuliéres contenant {0} X D non tangentes
entre elles, ol m" est le degré de la courbe duale de Proj Cxo et k le
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nombre de génératrices singulieres de Cxo. Ce discriminant est évi-
demment équisingulier le long de {0} x D. Ceci achéve la démonstra-
tion du théoréme (2.1.1).

(2.2) Cas d’une singularité isolée

(2.2.1) THeoreEME. Soit (X, 0) C (C3, 0) un germe de surface a
singularité isolée en 0. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) La surface éclatée X' — X est équisinguliére le long de la courbe
le=1(0)].

ii) Le cone tangent Cx.o de X en 0 a une singularité isolée en 0.
(et donc e~1(0) est une courbe réduite).

iii) Le nombre de Milnor p® de (X, 0) et celui p¥ = m(X, 0) — 1
de sa section par une droite générique satisfont I’ égalité

p® = (g3

iv) La déformation ¢: ¥ — D de X sur son cone tangent (cf. (1.4.1))
est équisinguliere au sens de la résolution simultanée forte de ([20])
(ou dans I'un des sens équivalents 2) a), 2) b), 2) ¢) du théoréme (2.1.1)).

v) L'éclatement e de l’idéal maximal de (X, 0) est une résolution
des singularités et |e~'(0) | est non singulier.

vi) La surface (X, 0) n’a pas de génératrice exceptionnelle, i.e. la
fibre v =Y(0) de la modification de Nash v: X — X de X est exactement
la courbe duale de | Proj Cx,|.

Démonstration. Montrons i) implique ii). On remarque que dans
I'éclatement E,: Z, — U de U de centre {0}, on peut calculer le nombre
de Milnor de X en 0 de la facon suivante: soit 7' un voisinage tubulaire
du diviseur exceptionnel £, ~1(0) dans Z,; soit 7', un voisinage tubulaire
du diviseur exceptionnel de X’ dans Z,. On considére { foE, = N} N
(T—T,) = Yiet{foE,= X} N T, = Y,quand N\ # 0 est assez petit.
La fibre de Milnor de X en 0 est isomorphe & Y; U Y,. Par conséquent
la caractéristique d’Euler de la fibre de Milnor F de X en 0 vaut:

x(F) =1+ pX, 0) = x(¥Y1) + x(Y2) — x(Y1 N Y2)

On peut montrer que I'on a: x(Y; N Y2) = 0. De plus Y est homéo-
morphe a un revétement de E,71(0) — E,~'(0) N X’ de degré m(X, 0)
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= m, multiplicit¢ de X en 0, le cone tangent réduit de X en 0 est un
cone sur une courbe plane non singuliére de degré d on a:

X (E,710) — E,7'0NX)=14(d—1)d—2)

Donc: x (Y1) = m(1 + (d — 1)(d — 2)).

On remarque que Y, est une fibration sur E,~1(0) N X’ =
Proj Cx. localement triviale de fibre homéomorphe a la fibre de Milnor
d’une courbe non réduite composée d’'un germe de courbe (C’, 0) et
d’une courbe non réduite d’ensemble sous-jacent non singulier (D, 0)
compté avec la multiplicité m et ayant un nombre d’intersection avec
C’ égal a k en 0. En effet soit k la multiplicité de | Cx.o|. On a:

kd =m

Soit € la courbe section de (X, 0) par un plan assez général de C3
qui passe par 0. Cette courbe a d tangentes distinctes et I'union C des
composantes de C ayant la méme tangente a la multiplicité /. La courbe
(C’, 0) a le type d’équisingularité en 0 de la transformée stricte de C
par E,. On a donc la relation (cf. [17] appendice, ou [29]).

p1=p(C’, 0) = u(C, 0) — k(k — 1)
D’autre part:
x(Y2) = x(Proj |Cxol) - x(F”)

ol F’ est la fibre de Milnor de (C’ U D) en 0.
Calculons x(F’). Soit x™g = 0 une équation locale de C’ U D
en 0. En utilisant les résultats de [8], on trouve:

X(F')—m—m(C’,0)= —(m + 1)k — u(C’,0) — m(C’, 0) + 1
D’ou:

XF)=—p,—mk+1—k + m.
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Comme
x(Proj [Cxo|) =2 — (d — 1)(d — 2)
On obtient
x(Y2))=Q2—(d—1)d—2)1—p—mk —k+ m)
Donc:

14X, 00=m+ md— 1)d —2)
+mk+pi+k—m—1)(d—1)d—2)—2)

La formule de [17] (Appendice) (ou [29]) donne pour un plan
D de C? assez général:

pP=puXND, 0)=puC 0)=mm—1)+dy,—(d— 1)

Donc:
_ pP—=—mm—1)+d—1)
p1= d
On a alors:
pX, 00 po

pXNPO @
= (;1,(2’)‘1<m + m(d — 1{d — 2)

p@—mim—1)+(d—1)
d

+<mk+

+k—m—1)((d—1)(d—2)—2)—1>
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Or m = kd. On peut donc écrire:

kd + kd® — 3kd? + 2kd + (k?d*+ u®
p®  —k**+ kd — 1+ kd — kd*>)(d — 3) — 1
p® - p®

3kd + kd® — 3kd* + p@(d — 3) + 2kd?
— 6kd —d+ 3 — kd®>+ 3kd?* — 1

2
”'()

— 3kd + p®d — 3) + 2kd> —d + 2
p®

_3 2 —
_ kd+2k(zi d+2 . _,
I

Or on a toujours (cf. [22]1): u@ = (m — 1)2 = (kd — 1)2. Donc comme
m > 1:

u®  2kd?— 2d — (3kd — 3) B d—1
u = (kd — 1)2 td=3t T
2d — 3 d—1
T (kd — 1) (kd—1)2+d 3
_2Ad— 1) d—1 1 _
_kd—1+(kd—1)2 kd—1+d 3
Or
2((1—1)Szet d—1 _ _ 1 _ di-—k <o
(kd — 1) (kd — 1)2 kd — 1 (kd — 1)2
D’ou:
3)
b d—1
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Or on a toujours

=kd — 1 (cf. [22] Chap. (2.1))

D’ou:
0=((k—1d

ie. k=1.

L’équivalence de ii) et iii) est faite dans [22] Chap. 2 (2.7).

L’implication iii) implique iv) résulte immédiatement de la descrip-
tion de ¢ dans (1.4.1).

L’implication iv) donne v) est immédiate, car I'éclatement de 0 dans
un cone a singularité isolée est une résolution des singularités, I'hypothése
de résolution simultanée implique qu’il ne peut pas y avoir de tangentes
exceptionnelles, et en vertu de la remarque (1.4.4.7), |e~1(0)| est non
singuliére.

v) implique vi) résulte de I'équivalence de 1) et 4) dans le théoréme
(1.4.4.1).

Enfin vi) implique i) provient aussi du théoréme (1.4.4.1).

Nous remercions J. Giraud de nous avoir signalé une imprécision
dans I’énoncé du théoréme (2.2.1).

(2.3) Quelques exemples

(2.3.1) La queue d’aronde, discriminant de la déformation semi-
universelle de X* = 0 d’équation:

256x3 — 27y* — 128x%z% + 144xy?z + 16xz* — 4y2z3 = 0

n'a pas de tangentes exceptionnelle et son cbne tangent n’est pas
qu'un nombre fini de limites d’espaces tangents en 0: car dans [18]
(5.5.1)) on démontre que sa modification de Nash est sa normalisation
qui est lisse. On remarque aussi qu’une section plane générique passant
par 0 a le type d’équisingularité de x> + y* = 0 et qu'une section plane
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générique proche de 0 mais ne passant pas par 0 est:

On remarque que dans ce cas le cone tangent de la queue d’aronde est
donné par x* = 0 et n’est pas réduit.
(2.3.2) La surface d’équation

@2 +y2+2)2425=0

n’a pas de tangentes exceptionnelle et son cone tangent n’est pas
réduit. Les tangentes au lieu critique d’une projection générique con-
tiennent les génératrices du contour apparent du cOne tangent dont la
contribution de chacune dans la multiplicité de I'espace critique est 2
parce que la section plane générique passant par l'origine de cette
surface a le type d’équisingularité d’une courbe plane composée de
deux cusps transverses:

On montrera dans un prochain article que I'union des composantes du
lieu critique d’une projection générique dont la tangente est une géné-
ratrice non exceptionnelle a le type d’équisingularité de I'union des
composantes d’une section plane générique ayant la méme tangente.

La contribution du lieu singulier au lieu critique peut étre calculée
égale a 10 dans ce cas et on trouve ainsi qu'il ne peut pas y avoir de
tangentes exceptionnelles, car la contribution totale de I'espace critique
est 14 = 10 + 2.2.
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