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Limites d'espaces tangents en g6om6trie analytique 

L~ Dr3NG TRANG et BERNARD TEISSIER 

Introduction 

Le th~me de ce travail est la structure de l'ensemble des directions limites en 
un point singulier x d'un espace analytique complexe X des espaces tangents h X 
en des points non-singuliers. C'est un ensemble algEbrique projectif puisque c'est 
la fibre ensembliste au dessus de x de la modification de Nash de X (voir 1.4). 
Diverses caractErisations de cet ensemble ont EtE donnEes dans des cas 
particuliers, d 'abord numEriques dans ([36], Chap. 2), puis gEomEtriques dans 
[6], [18] et [23]; en fait nous 6tudions, pour un plongement local (X, x) c (C N, 0) 
donnE, la fibre du morphisme conormal r : C(X)---~ X, oh C(X) c X x #N-~ est 
l 'ensemble des couples formEs d'un point y de X et d'une direction limite en y 
d'hyperplans de C N tangents ~ X, et r e s t  induit par la premiere projection. 

La structure gEomEtrique de I'inclusion I r - t (x) l  c {x} x #N-1 determine celle 
de la fibre au-dessus de x de la modification de Nash (voir 1.4). 

Un des principaux rEsultats de ce travail, annonc6 dans [42], et dans [19] pour 
le cas des hypersurfaces, est que l'on peut determiner gEomEtriquement la fibre 
ensembliste Ir-l(x)l au moyen des c6nes tangents en x aux varidtEs polaires 
locales de X en x que nous avons introduites et EtudiEes dans [22]. Cette 
determination fournit un moyen de calcui assez efficace de cette fibre, (voir 
l 'exemple donne en appendice) alors qu'~ notre connaissance il n'en existait 
aucun. Nous prouvons en fait un rEsultat bien plus gEnEral de dualitE projective 
locale (ThEor~me 2.1.1) pour un espace rEduit Equidimensionnei X le long d'un 
sous-espace non-singulier Y tel que (X ~, Y) satisfasse les conditions de Whitney 
introduites dans [47], oh A ~' dEsigne la partie non-singuli~re de X. Les 
composantes irrEductibles de Ir-~(Y)] sont Y-duales (au sens d'une dualit6 
projective relative au-dessus de Y) de certains sous Y-c6nes du cEne normal 
(Voir [11]) de Y dans X. La donnEe de ces Y-c6nes 6quivaut ~ celle de la partie 
fixe, i.e., indEpendante de la projection, des c6nes normaux de Y dans les 
variEtEs polaires locales de X le long de Y. 

En fait, nous montrons que cette Y-dualit6 caractErise les conditions de 
Whitney. 

Nous mettons ainsi en Evidence une famille de sous-c6nes du c6ne normal de 
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X le long d'un sous-espace r6duit Y, que nous appelons l'aur6ole de X le long de 
Y. Lorsque Y est non-singulier, cette aur6ole permet de decider si X satisfait les 
conditions de Whitney le long de Y (Voir 2.1.5 ci-dessous), et si c'est le cas, cette 
aureole permet de determiner les limites aux points de Y d'hyperplans tangents 
X ~ (Voir 2.2.1). Nous pensons que cette aureole est un objet gEomEtrique 
important, ce qui est confirmE par le fait qu'elle a un bon comportement par 
section hyperplane gEnErique et projection. Le corollaire (2.3.2.2) montre 
comment ce bon comportement par section hyperplane gEnErique nous a permis 
de comprendre les propriEtEs particuli~res du point de vue de l'6quisingularitE de 
la famille des sections hyperplanes d'un m~me germe d'espace analytique 
complexe (cf. [44], Appendice), rest6es jusqu'ici mystErieuses pour nous. 

En chemin, nous Etudions la gEomEtrie de la spEcialisation d'un germe 
singulier sur le c6ne normal d'un sous-espace fermE dans le cas oO celui-ci est 
non-singulier; cette construction, due dans un cadre gEnEral h Gerstenhaber ([3]) 
et ayant connu de nombreux avatars (voir 1.6) a une gEomEtrie compliqu6e 
intimement reliEe ~ la structure des limites d'espaces tangents du germe aux 
points du sous-espace. Cette gEomEtrie, dans le cas particulier experimental des 
surfaces, Etait le principal objet d'Etude de [23] e t a  EtE utilisEe aussi pour Etudier 
les conditions de Whitney par V. Navarro Aznar dans [28]. 

Nous utilisons systEmatiquement ici le langage des sous-variEtEs Lagran- 
giennes homog~nes du cotangent, dEja usuel en mEcanique et en analyse. Dans la 
premiere partie, nous essayons de donner une base solide ~ l'utilisation de ce 
langage dans la thEorie gEomEtrique des singularitEs complexes, qui est relative- 
ment rEcente (Voir cependant [13], [20] et [34]). En particulier, nous obtenons la 
caractErisation suivante (cf. Proposition 1.3.8) des conditions a) et b) de Whitney 
pour ()t ~ Y): dans ~c(x) l'idEal qui dEfinit l'intersection C(Y) fq C(X) est entier 
sur l'idEal qui d~finit r-~(Y). 

Nous remercions C. Sabbah pour avoir dEcelE une erreur dans une premiere 
version. 

w Pr~liminaires 

1.1 NOTATIONS. Dans ce texte, C N d6signe l'espace affine complexe de 
dimension N, pN-1 l'espace projectif complexe des doites de C N passant par une 
origine fix6e qui sera un point x, ~N-~ l'espace projectif dual dont les points sont 
les hyperplans de C N passant par x; pour tout Y-c6ne C c Y x C N de sommet Y, 
on notera P(C) le sous-ensemble correspondant de Y x pN-1 et pour tout 
sous-ensemble V de Y x pN-~ on notera Y(V) le c6ne de sommet Y 
correspondant. 
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Si X est un espace analytique complexe, ~Tx dEsignera son faisceau structural, 
IX[ l'espace rEduit ou ensemble analytique sous-jacent, et X ~ l'ouvert des points 
non-singuliers de X. Pour un sous-espace Y de X, nous noterons Cx, r le c6ne 
normal de X le long de Y, (Voir [11]), qui est le c6ne tangent de Zariski Cx,x de 
X quand Y est un point x �9 X et l'espace tangent Tx.x de X en x, six �9 X ~ 

1.2. Espace conormal relatif (Cf. [41], [8], [15]) 

1.2.1. Etant donne un espace analytique complexe Z sans singularitEs et de 
dimension pure, on notera ~, :T*(Z)---)Z le fibre cotangent de Z, et pour un 
sous-espace analytique complexe non-singulier Y de Z, on notera T~,(Z) c T*(Z) 
le fibre conormal de Y dans Z; c'est une sous-variEtE de T*(Z) invariante par les 
homothEties des fibres des z~ z. 

Dans le cas off Z = C N, le fibre cotangent est trivial, et isomorphe h la 
projection C N x ~N_._) CN, Off ~N est l'espace des formes affines sur C N s'annulant 

l'origine. D'autre part, T~,(C N) est l'ensemble des paires (y, ~.) oO y �9 Y e t  
:t �9 ~N s'annule sur respace tangent Ty Y de Yen y. 

1.2.2. Rappelons que T*(Z) est muni de la 1-forme de Liouville o: qui, ~ un 
vecteur tangent v ~ T*(Z) au point (z, ~.), associe Z(d~z(V)) oO dfrz est la 
diffErentielle de Z~z en (z, ~.). Pour tout sous-espace analytique complexe 
non-singulier Y de Z, la 1-forme a s'annule sur tout vecteur tangent h T~,(Z); 
autrement dit, T~,(Z) est une sous-variEtE conique Lagrangienne. 

1.2.3. On appelle fibre projectif cotangent et l'on note ZCz: PT*(Z)---)Z le 
fibre obtenu en projectivisant les fibres du fibre cotangent, et espace conormal 
projectivisE de Y dans Z le sous-espace PT~,(Z) de PT*(Z) obtenu en 
remplaqant les fibres coniques de T~,(Z) par les variEtEs projectives correspon- 
dantes. Nous dirons encore que ce sont des sous-variEtEs Lagrangiennes de 
PT*(Z); 

Rappelons le tr~s utile rEsultat suivant (Voir [30] w [13]): 
Toute sous-variEtE Lagrangienne irrEductible de PT*(Z) est l'espace conor- 

mal pro!ectivisE de son image dans Z par ZCz. 
1.2.4. Nous allons Etendre ces notions simultanEment au cas relatif et au cas 

d'espaces singuliers (Voir [41], Chap. 2, w et [8]): 
1.2.4.1. Soit f:X---~S un morphisme d'espaces analytiques rEduits, dont 

toutes les fibres sont purement de dimension d et tel qu'il existe un ouvert 
analytique Xo de X, dense dans X et sur lequel la restriction de f a toutes ses 
fibres lisses. Supposons de plus que X soit un sous-espace analytique fermE d'un 
espace p : Z ~ S lisse au-dessus de S et que f soit la restriction de p /~ X (cette 
h3~pothEse est toujours vErifiEe localement sur X). Notons frp:T*(Z/S)---~Z le 
fibre cotangent de Z relatif/~ p, dual du fibre tangent relatif/~ p dont la fibre 
au-dessus de z �9 Zes t  l'espace vectoriel des vecteurs tangents en z/~ la fibre de p. 
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D'apr~s un th6or~me de Remmert  [32], la fermeture dans T*(Z/S) de 
l'espace conormal de X0 dans Z relatif h p e s t  un sous-espace analytique 
complexe ferm6 r6duit T~ws(Z/S) de T*(Z/S). L'application ~o induit un 
morphisme fcI:T~/s(Z/S)---~X que l 'on appelle morphisme conormal de X/S 
dans Z / S. 

Localement sur Z, on peut identifier p h la premiere projection S x U---~ S, off 
U est un ouvert de CN; on peut alors identifier T~ws(Z/S) ~ l 'ensemble des 
couples (x, q0), ot~ x e X et q0 est une limite de formes lin6aires sur C N s'annulant 
sur des espaces tangents aux fibres de f e n  des point lisses de f. 

Comme plus haut, on peut projectiviser les fibres et dEfinir le morphisme 
conormal relatif projectivis6 r I : Cr ( X ; p ) ---> X, ofa CI ( X ; p) = ~z T ~ws( Z / S ). 

Le plus souvent, p sera fix6 et l 'on notera T~(X) au lieu de T~/s(Z/S) et 
Cf(X) au lieu de Cf(X;p). Enfin, quand le contexte sera clair, on omettra 
souvent "projectivis6". 

1.2.4.2. Dans le cas ofa f est la restriction de la premiere projection p ~ un 
sous-espace ferm6 X de S x U, ofa U est un ouvert de C N, on a T*(S x U/S) = 
S x U x ~N, et Ct(X ) est la fermeture dans S x U x DSN-1 de l 'ensemble des 
couples (x, H)  oO x ~ X0 et H est un hyperplan de C N contenant l 'espace tangent 
en x ~ la fibre de f .  On notera dans ce cas 3.I : C I ( X ) ~  ~N-1 la restriction ~ Cr(X ) 
de la projection S x U x ON-I__.~ ~N-~. 

Un point de Cr(X ) est un couple ( x , H )  ofa x ~ X  et H est une limite 
d'hyperplans de C N tangents aux fibres de f, c'est-h-dire contenant l 'espace 
tangent ~ la fibre de f,  en des points lisses de f tendant vers x. 

Dans la suite nous appellerons hyperplan tangent ~ la fibre de f e n  x un 
hyperplan H de C N tel que (x, H)  appartienne ~ CI(X ). I1 est Equivalent pour un 
hyperplan d 'etre  tangent aux fibres ou de contenir une limite d'espaces tangents 

aux fibres. 
1.2.4.3. Si de plus S est un point, on notera encore T~(U) l 'espace 

T~ls(S x U/S), C(X) l 'espace Cr(X ), et r:C(X)---~ X le morphisme conormal. 
On notera 3.: C(X)---~ ~N-1 le morphisme 3.f. 

1.2.5. Rappelons (voir [30], w qu'un sous-espace analytique rEduit W de 
T*(Z) est dit Lagrangien s'il est purement de dimension dim Z et si la 2-forme 
co = dtr, diff6rentielle de la forme de Liouville, s'annule en tout couple de 
vecteurs tangents ~t la partie lisse W ~ de W. Si W e s t  homog~ne, c'est-~-dire 
conique pour les homoth6ties des fibres de T*(Z), il est 6quivalent de dire que la 

1-forme cr s 'annule sur les vecteurs tangents ~ W ~ 
Soit p:Z---~ S un morphisme lisse; nous dirons de m~me qu'un sous-espace 

analytique r6duit W de T*(Z/S) est p-Lagrangien (ou S-Lagrangien lorsque 
aucune confusion n'est ~ craindre) si les fibres du morphisme q = p  o ~p I W sont 
purement de dimension 6gale ~ la dimension dimp Z des fibres de p et si la 
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diffErentielle tOp de la 1-forme de Liouville relative c% de T*(Z /S )  s'annule sur 
tout couple de vecteurs tangents en des points non-singuliers au sous-espace 
rEduit sous-jacent aux fibres de q. 

Si W est p-homog~ne, c'est-~-dire conique par rapport aux homothEties des 
fibres de T*(Z /S ) ,  on voit, comme ci-dessus, qu'il revient au m~me de demander 
que crp s'annule sur tout vecteur tangent aux fibres de la restriction de q h Wen 
des points non-singuliers des fibres rEduites. Dans ce cas, on peut encore 
projectiviser dans les fibres, et chaque sous-espace p-Lagrangien homog~ne 
donne un sous-espace du fibre cotangent relatif projectivisE PpT*(Z/S) ,  sous- 
espace que nous appellerons encore p-Lagrangien ou S-Lagrangien. 

Remarquons que l'image d'un sous-espace analytique fermE rEduit p- 
homog~ne de T*(Z /S )  est un sous-espace analytique ferm6 de Z d'aprEs un 
ThEor~me de Remmert et Grauert puisque c'est l'image du sous-espace Pp(W) 
qui est projectif au-dessus de Z. 

PROPOSITION 1.2.6 (Principe de spEcialisation Lagrangienne). Soient 
p : Z---~ S un morphisme lisse oft S est r~duit, et dont toutes les fibres sont purement 
de dimension N, et soit W un sous-espace analytique fermF r~duit de l'espace total 
du fibr~ cotangent relatif Yrp: T*(Z/S)---~Z. Supposons que les fibres de W 
au-dessus des points gdn~raux des composantes irr~ductibles de S soient purement 
de dimension N = dimp Z. Posons q = p o Yrp t W. 

A) Si toutes les fibres de q sont purement de dimension N, dtant donnFe une 
1-forme diffErentielle cr sur T* (Z /S )  relative au morphisme compos~ T*(Z/S)--~ 
Z---~S, s'il existe un ouvert analytique dense V de S tel que trs s'annule sur 
Iq - l ( s ) l  ~ pour s ~ V, trs s'annule sur I q - ' ( s ) l  ~ pour tout s ~ S. 

B) Les conditions suivantes sont dquivalentes : 
1) Le sous-espace W de T*(Z /S )  est p-Lagrangien 
2) Toutes les fibres de q sont purement de dimension N e t  il existe un ouvert 

analytique dense V de S tel que pour s ~ V, la fibre q-~(s) soit rFduite et soit une 
sous-vari~t~ Lagrangienne de (p oYrp)-l(s) = T*(Z(s)) .  

Si de plus W est p-homog~ne, ces conditions sont ~quivalentes glla suivante: 
3) Toutes les fibres de q sont purement de dimension N e t  chaque composante 

irrdductible Wi de W e s t  ~gale ~ T}, /s(Z/S),  oft Xi = Yrt,(Wi). 

Prouvons d'abord: 

LEMME 1.2.6.1. Pour tout s e S et toute composante irr~ductible Di de 
[q-l(s)l, il existe un ouvert analytique dense Ui c D~ tel que U, soit contenu dans 
D O et que tout (couple de) vecteur(s) tangent(s) ?t Ui en w e Ui soit limite de 
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(couples de) vecteurs tangents en des points non-singuliers ~ des fibres voisines de 
q-l(s). 

Preuve du Lemma. L'assertion est locale sur W, donc sur S e t  Z. DEmontrons 
d 'abord le Lemme dans le cas of 1 S = D, disque unite de C. Le sous espace 
Iq-l(s)l de W est de codimension 1 et d'apr~s ([38]), chaque composante 
irr6ductible Di de [q-l(s)l contient un ouvert analytique Ui en tout point duquel la 
normalisation est une resolution simultanEe forte de W le long de /9,-. Ceci 
implique en particulier que le morphisme de normalisation n:~'---> W a la 
propriEtE suivante: 18' est non-singulier au voisinage de n-l(U/) ,  le morphisme n 
induit un isomorphisme au dessus du complEmentaire de Ui dans un de ses 
voisinages dans W et le morphisme n-~(U~)---> Ui induit par n est Etale. I1 suffit 
donc de prouver que tout (couple de) vecteur(s) tangent(s) ~ n-l(U~) est limite de 
(couples de) vecteurs tangents aux fibres de q o n. Dans une carte locale sur W au 
voisinage d'un point w ' � 9  n-l(ui),  le morphisme q on est de la forme v k of 1 v e s t  
une coordonnEe locale sur W, v = 0 est une Equation locale pour n-t(Ui) et k est 
un entier >0.  Le rEsultat est alors Evident. 

Ramenos le cas gEnEral au cas ofa S = D. On se place au voisinage d 'un  point 
w �9 W e t  l 'on choisit un chemin/~ : (D, 0)---> (W, w) tel que h(D - 0) soit contenu 
dans l 'ouvert  image rEciproque par q de l 'ouvert V c S. Posons h = q o/~ et 
faisons le changement de base par h:D--~S. Le morphisme qo:lW ~ DI-->D 

satisfait encore l'hypothEse 1) d'apr~s i'hypothEse d'EquidimensionalitE des fibres, 
et lqEl(s)[ = [q-l(s)[ pour s �9 h(D).  [] 

A) rEsulte immEdiatement du Lemme par continuitE. Prouvons B): 1) 
implique Evidemment 2). Prouvons que 2) implique 1): il rEsulte du Lemme par 
continuitE que si 2) est vErifiEe, pour tout s �9 S, la diffErentielle tOp de la forme de 
Liouville relative C~p s'annule sur tout couple de vecteurs tangents en tout point 
d'un ouvert  analytique dense de chaque composante irrEductible de tq-~(s)l, 
donc sur tout couple de vecteurs tangents a Lq-~(s)l en un point non-singulier, 
c'est-~-dire que W est p-Lagrangien. 

Prouvons que 2) implique 3): pour s e V, considErons l 'ouvert dense Ui(s) c 
W,(s) formE des points ofa le morphisme frp :W~(s)--oX~(s) est une submersion 
d'espaces lisses; la reunion pour s �9 S des Ui(s) est un ouvert dense de W~. Soient 
x �9 et v un vecteur tangent h X~(s) en x. Soit (x, Z) un point de 
~pl(x)  N Uz; I1 existe un vecteur tangent t ~ W~(s) en (x, ~.) tel que ds = v. 
Puisque W e s t  Lagrangienne, on a 0cp(t)= ) . (v )=  0, ce qui signifie que (x, ~.)�9 
T~(p), donc par adherence W,(s) c T*x,/s(Z/S)(s). Comme W,(s) et T~v,/s(Z/S)(s) 
ont la mEme dimension, on a l'EgalitE W,.(s) = T~,/s(Z/S)(s) pour s e V, donc par 

adherence W/= T~,/s(Z/S). 
Enfin 3) implique immEdiatement 1) �9 
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Remarques. a) I1 y a Evidemment un rEsultat analogue dans le fibre cotangent 
relatif projectivisE, montrant que ses sous-espaces p-Lagrangiens irrEductibles 
Pp(W) sont les Cf(X;p) ,  o~ X est l'image de W par :rp et f = p  [ X. 

b) Dans le cas ofa Z e s t  S x pN et p la premiere projection, nous dirons 
qu'une sous-variEt6 p-Lagrangienne W du fibre cotangent relatif projectivisE 
S x p~v x ~ met en S-dualitE projectives ses images X et 2~ dans S x Pu et 
S x ~ t  respectivement. On prendra garde que pour des s e S sp6ciaux, cette 
definition peut ne pas coincider avec la definition de la dualitE projective de X(s) 
et ,~(s), si W(s) a des composantes irrEductibles dont l'image est immergEe dans 
X(s) ou ,r  

c) I1 rEsulte de la proposition que, si Wes t  p-homogEne et si la condition 2) 
est satisfaite, pour tout s e S, la fibre rEduite Iq-~(s)l est une sous-variEtE 
Lagrangienne homog~ne de T*(Z(s)), donc est reunion d'espaces conormaux h 
des sous-espaces analytiques rEduits des fibres Xi(s). 

Le rEsultat sur la spEcialisation des espaces conormaux est dfi 
indEpendamment ~ Fulton-Kleiman-MacPherson dans [2] et ~ Sabbah dans [33] 
(voir aussi Henry-Merle-Sabbah dans [8] (Cor. 4.2.1)), et S. Kleiman a dans [16] 
donne une demonstration algEbrique du principe de spEcialisation dans le cas 
p-homog~ne, valable en toute caractEristique, et l'a utilisE pour dEmontrer une 
formule sur l'EnumEration des contacts (Voir aussi [15]). 

La remarque selon laquelle la spEcialisation Equidimensionelle de variEtEs 
Lagrangiennes reste Lagrangienne avait dEj/~ EtE utilisEe par Kashiwara dans [14]; 
comme le rapporteur nous l'a signalE, la preuve de la Proposition 5.6 de [14] est 
analogue ~ celle de 2 ) ~  1). Mais ce n'est que rEcemment que l'on a rEalisE sa 
grande utilitE dans le cadre qui nous int6resse ici. Le second auteur avait suggErE 
de l'utiliser pour expliquer plus conceptuellement le cas particulier Y = {x} du 
ThEor~me 2.1.1 ci-dessous, ainsi que le Corollaire 4.2.1 de [8]. 

d) Puisque T~/s(Z/S) est une adherence, le morphisme q est sans ~s-torsion 
et par consequent, les conditions de la proposition sont automatiquement 
satisfaites lorsque W = T~/s(Z/S) et S est une courbe non-singuliEre. 

COROLLAIRE 1.2.7. Soit X un sous-espace analytique fermg de Z satis- 
faisant les conditions de 1.2.4.1. Notons q :CI(X)--->S le morphisme compos( 
f ~ ~I" S i f  est propre ou si X est un voisinage assez petit de l'image d'une section o 
de f, il existe un ouvert analytique dense U de S tel que pour s e U, la fibre q-l(s) 
coincide avec l'espace conormal de X(s) dans Z(s) �9 

1.3, Stratifications 

DI~FINITIONS 1.3.1. Soit X un espace analytique complexe rEduit. On 
appelle partition analytique complexe de X une partition localement finie 
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X = UXo, de X par des sous-espaces analytiques complexes X:  de dimension pure 
de X dont la fermeture X:  et la fronti~re X:  - X:  sont analytiques ferm6s dans 
X; les X:  sont appel6s strates de la partition. 

Une partition analytique complexe est une stratification analytique complexe 
de X si chaque Xo~ est non-singulier. 

Une partition analytique complexe est compatible avec une famille localement 
finie { T, } de sous-espaces analytiques de X si chaque T~ est r6union de strates. 

Une partition poss~de la propri6t6 de fronti~re si elle est compatible avec la 
fronti~re de chaque strate. 

Etant donn6e une partition analytique complexe X:  de X, il lui est 
naturellement associ6e une filtration analytique complexe 

X = F o = C = ' ' ' = F , = F , + I = . . .  

de X, c'est-a-dire une suite dEcroissante de sous-ensembles oO chaque F+ est un 
sous-espace analytique ferm6 de X rare dans F~_ ~; F~ est la r6union des adh6rences 
dans X des strates de dimension inf6rieure ~ celle de F,-_I. Inversement, h une 
telle filtration on peut associer la partition de X compos6e des composantes 
connexes des diff6rences F~- F~§ Une filtration F est plus fine qu'une filtration 
F' si la partition correspondant ~ F est compatible avec les F]. 

1.3.1.1. Soit A une sous-vari6t6 Lagrangienne homog~ne de l'espace cotan- 
gent T*Z  d'un espace analytique non-singulier Z (ou une sous-vari6t6 Lagran- 
gienne du projectivis6 PT*Z). A la d6composition en composantes irr6ductibles 
A = [._.J A t de A correspond une filtration de Z telle que F~ soit la r6union des 
images de dimension ~< di des Aj, or les d i parcourent la suite des dimensions 
effectivement atteintes, do>d~ > . . . .  Nous appellerons cette filtration la A- 
filtration de l'image de A dans Z. 

1.3.2. Nous supposerons connues les conditions a) et b) de Whitney (mais 
1.3.9 ci-dessous en donne une version) et le concept de stratification de Whitney 
d'un espace analytique complexe r6duit X, introduit par H. Whitney dans [47] et 
caract6ris6 de diverses mani~res dans [41] et [21] (voir aussi [7]). Rappelons 
seulement que la condition a) de Whitney est le cas particulier, of~ S est un point, 
de la condition a I de Thorn d6finie ci-dessous. 

1.3.3. Le concept de stratification a 6t6 6tendu aux morphismes par Thom 
[45] (Voir aussi [25]). Nous fixons ci-dessous notre terminologie. 

DI~FINITION 1.3.3.1. Etant donn6 un morphisme analytique complexe 
f : X---~ Y, nous appellerons f-partition analytique de X la donn6e d'une famille 
localement finie {Xo~}____de so__us-espaces analytiques de dimension pure de X tels 
que pour chaque re, X~ et X~ - X~ soient des sous-espaces analytiques ferm6s de 
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X, que la famille des composantes connexes des X,, soit une partition de X et 
enfin que la restriction de f h chaque X,~ soit de corang constant. Nous dirons 
qu'une f-parti t ion est une f-stratification si les strates X,, sont des espaces non 
singuliers et que, chaque lois qu'une composante connexe d'une partie X,~ 
rencontre l 'adh6rence d'une partie Xa, elle est enti/~rement contenue dans cette 
adherence. 

Une partition de f e s t  la donn6e d'une f-parti t ion de X et d'une stratification 
{Ya} de Y h strates connexes telles que pour chaque tr, il existe /3 tel que 
f ( X ~ )  = Y~. Une stratification de f est une partition de f qui est une f -  
stratification de X. 

Une stratification de f e s t  plus fine qu'une autre si les filtrations de X et Y 
correspondant ~t la premiere sont plus fines que celles correspondant h la seconde. 

1.3.4. Soient N un entier, X et S deux espaces analytiques complexes r6duits, 
tels que X soit un sous-espace analytique ferm6 de S • U, off U est un ouvert non 
vide de C N. Supposons que la restriction f : X---> S ~ X de la premi/~re projection p 
satisfasse les conditions de 1.2.4. Soient T et F deux sous-espaces analytiques 
non-singuliers de X ~ fermeture et fronti~re analytiques tels que F soit contenu 
dans T et que les restrictions f I T et f I F  soient de corang constant. ConsidErons 
les sous-espaces analytiques ferm6s Cil~(ff ) et C/I~(T ) de •T* (S  x U / S )  et ie 
morphisme :tp : PT*(S • U / S ) - - , S  x U (cf. 1.2.6). 

DI~FINITION 1.3.4.1. On dit que ie couple (T, F) satisfait ia condition a I de 
Thom en un point t e F si l'on a l'inclusion: 

CtIy(T ) N :r~-'(t) c CIli-(F ) N :r~-'(t) 

On dit que (T, F) satisfait la condition a r de Thom si elle est satisfaite en tout 
point t E F. 

On dit qu'une stratification (X~) de X satisfait la condition a I si elle satisfait la 
condition de fronti6re et si tout couple de strates (X, ,  Xt~ ) tel que I'on ait 
Xt~ c X~, satisfait la condition a I. 

Remarque .  Cette d6finition est 6quivalente a celle de Thom dans [45] (Voir 
[13]). 

On dit que le morphisme f :X--~ S peut 6tre stratifi6 avec la condition a t s'il 
existe une stratification de f satisfaisant @. 

L a  proposition suivante est une version conormale d'un rEsultat de Hironaka 
([10] w Theorem 2), et est exprimEe dans le langage des variEt6s polaires 
relatives par Sabbah dans [33], Th. 1.3.1. 
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PROPOSITION 1.3.5. a) Dans la situation de la Proposition 1.2.6, si l'espace 
conormal relatif T~(X) d'un sous-espace analytique X de Z muni de f =p I X  
est p-Lagrangien, pour tout point s de S, toute stratification de la fibre X(s) 
satisfaisant la condition a) de Whitney et compatible avec la q-a(s)-filtation (au 
sens de 1.3.1.1) de la fibre X(s) a la propri(t~ que la partie lisse de ( X - X ( s ) )  
satisfait la condition a r le long de chaque strate. 

b) Inversement, si une telle stratification existe pour une fibre X(s), les 
conditions (quivalentes de la Proposition 1.2.6 sont satisfaites par l'espace 
conormal T~X au voisinage de q-l(s). 

Dt~MONSTRATION. Montrons que la q-l(s)-filtration (F~) a la propri6t6 
annonc6e. Nous allons travailler dans l'espace conormal relatif projectivis6; 
posons r 1 = J r p I G ( x ) ,  q = p o r  I e t  soit {X~} une stratification de X(s) 
satisfaisant la condition a) de Whitney et compatible avec les F,-. Soit X~ 
F~ - F/+I une strate; nous devons montrer l'inclusion x,7~(Xo~) ~ C(X~), ofa C(X~) 
est l'espace conormal de X~ dans Z(s). Or, les composantes irr6ductibles Aj de 
q-t(s) que rencontre KT~(X~) ont la propri6t6 que leur image, qui est 
irr6ductible, contient une strate X, dense satisfaisant la condition a) le long de 
X~, ce qui donne r71(X~) N A~ c C(X~), d'o~ finalement l'inclusion rTl(X~) 
C(Xo~) qu'il fallait d6montrer. 

Prouvons b): S'il existe une stratification de X(s) le long des strates de 
laquelle X satisfait at, les inclusions r~a(X~) ~ C(X~) impliquent que q-l(s)  est 
contenu dans une r6union finie de varift6s Lagrangiennes de dimension N, donc 
est de dimension N. �9 

COROLLAIRE 1.3.5.1 (Hironaka [10], voir aussi [8]). Dans la situation de la 
Proposition 1.3.5, si S est une courbe non-singuli~re, il existe une stratification de 
X par des strates sur lesquelles f est de rang constant et telle que pour tout couple de 
strates ( X~, Xt~ ) tel que l'image de Xt~ soit un point, la condition a I soit satisfaite. 

OBSERVATION 1.3.5.2. Soient f : X ~ S  un morphisme analytique com- 
plexe comme en 1.3.4, o?a S est une courbe non-singuli6re, F et T deux 
sous-espaces analytiques de X ~ fermeture et fronti~re analytiques, tels que f (F)  
soit un point, que l'on ait l'inclusion F c T et que f [ T satisfasse les conditions de 
1.2.4.1, h savoir que f [ T ait toutes ses fbres de dimension pure et qu'il existe 
dans T u n  ouvert analytique dense T0 sur lequel f [ T soit lisse. Supposons que 
l'on ait l'inclusion CyI~(T ) N srpl(F) c CtI~(F ). Pour toute stratification (T~) de F 
satisfaisant la condition a), tout couple de strates (T, T~) satisfait la condition a I. 

En effet, on a l e s  inclusions: CyI~(T)N srp~(T~)c Crib(if)N srTt(T~) d'apr6s 
l'hypoth~,se, et Crl~(ff ) N ~-1(T~) = CrI~(T~) Iq ~tp~(T~) puisque l'image de F est 
un point et que la stratification (T~) de F satisfait la condition a). 
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DI~FINITION 1.3.6. Si un couple (T, F)  v6rifie les hypoth6ses de 1.3.5.2, 
nous dirons encore qu'il satisfait a r. 

Par analogie avec les conditions de Whitney strictes introduites par Hironaka 
([11]), on peut introduire une version stricte de la condition a r, qui est une 
g6n6ralisation de la condition c) de ([43], 2.5 et [39] w comme il est expliqu6 
dans l 'appendice de [44] (voir aussi [8], 1.1): 

DI~FINITION 1.3.7. Soient f:(Z,O)---~(S,O) un morphisme d'espaces 
analytiques complexes r6duits, dont la restriction ~ un ouvert analytique dense 7-.o 
de Z e s t  lisse ~ fibres de dimension pure d, et soit Y un sous-espace analytique 
ferm6 non singulier de Z tel que f ] Y soit une submersion sur un sous-espace 
analytique ferm6 non-singulier de S. Soit Z c S x C Nun plongement local tel que 
f soit induit par la premi6re projection. Nous dirons que le couple de strates 
(Zo, Y) satisfait la condition w s e n  un point 0 de Y s'il existe un voisinage U de 0 
dans Z et une constante C tels que l'on ait pour tout y e U O Y e t  tout z e U n 7-.o 
l'in6galit6: 

dist (Tv(y(y)),y, Tz(y(z)),z) <~ C dist (z, Y) 

ofi la premi6re distance est la distance angulaire dans la grassmanienne (voir [11], 
w ou [41], Chap. 3, w ou [8], w et la seconde est la distance pour la m6trique 
induite sur S x C N par un plongement local S = C'. 

Cette condition ne d6pend pas des plongements (voir [8]) et l 'on peut en 
particulier supposer que Y est plong6 lin6airement dans C r • C N. 

Cette condition peut 8tre traduite en une condition alg6brique sur l 'espace 
conormal relatif: 

P R O P O S I T I O N  1.3.8. Reprenons la situation de 1.3.7 et notons C r ( Z ) c  
S x C N x ~ - 1  l'espace conormal relatif. Soient Zo un ouvert analytique dense de 
Z sur lequel f est lisse et 0 un point de Y. Les conditions suivantes sont 
~quivalentes : 

i) Le couple de strates (Zo, Y) satisfait la condition w sen O. 
.ii) En tout point de ~71(0), l'id~al I d~finissant l'intersection Cs(Y ) n Cs(Z ) est 

entier dans ~?cr(z) sur l'id~al J d~finissant r i l (Y ) .  

Remarque. On a toujours l'inclusion J c I. Le couple (Z0, Y) satisfait a r en 0 
si et seulement si on a l'6galit6 des racines V~ = V~, et la proposition ci-dessus 



Limites d'espaces tangents en g6om6trie analytique 551 

montre que (Zo, Y) satisfait w I si et seulement si on a l'6galit6 des fermetures 
intEgrales ] = L 

Dt~MONSTRATION: La question est locale sur Z et S, et nous pouvons 
supposer que S est un sous-espace ferm6 de C ~. 

Choisissons des coordonn6es locales w~ . . . . .  Wr pour C ~ telles que f ( Y )  soit 
d6finie par w~ = w2 . . . . .  w~ = 0, des coordonn6es y~ . . . . .  Yt, w~+~ . . . . .  w~ 
pour Y, des coordonn6es yl . . . . .  y,, Zt+l . . . . .  ZN pour C Net  enfin un syst~me de 
coordonnEes homog~nes (b~:. �9 �9 : b,:a,+~ :. �9 �9 :aN) de ~u-~. L'id6al d6finissant 
r / l ( Y )  dans CI(Z ) est engendr6 par (w~ . . . . .  w~, z~+~ . . . . .  zN)~?c~z). 

Remarquons que l 'espace Cr(Y ) N CI(Z ) est contenu dans r /~ (Y)  et que dans 
chacun des ouverts U~ de Cr(Z ) d6finis par la condition ak 4= 0, l'idEal d6finissant 
C I ( Y ) N C I ( Z )  dans Cr(Z ) est engendr6 par (wl . . . . .  w~, Z,+l . . . . .  zN, 

bl/ak . . . . .  bt/ak). 
La distance de l'espace T tangent en 0 ~ la fibre Y(0) ~ l'espace tangent en z 

la fibre f -~ ( f ( z ) )  est le supremum des distances de T aux hyperplans tangents en 

z a f - l ( f ( z ) ) :  

dist (T, TzcItz)).~) = Sup dist (T, H)  
H ~  Tz(f(zD,z 

o~ H d6signe un hyperplan de C N. 
Si H e ~N--1 a pour coordonn6es ( b  1 : "  �9 �9 : bt :at+l :" " �9 :aN), on a: 

( IE b,r/il ) 
dist (T, n ) =  ~?U~o ~ IIr/ll (E Ib,12+ Z lakl2) 1/2 

Prouvons que i) entralne ii): la condition i) est l 'existence d'un voisinage W de 
0 dans Z et d 'une constante positive C tels que, pour tout point (z, H) e Cr(Z ) of a 
z appart ient / i  W e t  H a pour coordonn6es homog~nes (b~:. �9 �9 :b, :at+l :" �9 �9 :aN), 
on air l'in6galit6: 

Sup ( I~ bi dy, l ) 
ar~r-to) lldyll (E IbilZ+ F~ laklZ) 1/2 ~<Cdist(z,  Y) 

ofl T d6signe l 'espace tangent en 0 h la fibre Y(0). Ceci implique que les bi sont 
nuls sur r /~(Y) ,  qui est donc contenu dans la r6union des ouverts Uk. Prenant 
t ous l e s  dy~ nuls sauf un, on en d6duit aussit6t que tout point de r /~ (W)  fq Uk 
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poss6de un voisinage V dans CI(Z ) tel qu'il existe une constante C' telle que 
pour (z, H)  e V, on ait, pour 1 ~< i <~ t: 

ibak C t  . . . ~ , . . ~< .Sup(Iw~l, Iwsl, Iz,+,l, Iz~l) 

ce qui Equivaut, d'apr~s ([41], Chap. 1, 1.3) ~ la relation de dependance intEgrale 
cherchEe. 

Prouvons que ii) entraine i): l 'hypoth~se implique que les b~ sont tous nuls sur 
CI(Y ) N CI(Z), qui est donc contenu dans la reunion des Uk, et que sur Uk, les 
fonctions bl/ak . . . . .  bt/ak dEfinissent des ElEments entiers sur l'idEal 
(w~ . . . . .  w~, z,+~ . . . . .  zN)CTcrcz) en tout point de rf~(Y) r Uk, donc aussi entiers 
dans V fq Uk, o~ Ves t  un voisinage de r f l (Y)  dans CI(Z ). Puisque iciest propre,  
l'image de V par x r contient un voisinage ouvert  W de Y dans Z. 

Si H � 9  ~N-l a pour coordonnEes (bn:" �9 - :b , :a ,+ l : .  �9 ":aN), on a: 

Sup ( IE bir/il ) t Sup Ibil 
,~T-~0~ 11,7il (E Ib~12+ E lakl2) 1/2 ~ i E  Ibil2+ E taktZ) '/2 

D'apr~s ([41], Chap. 1.3), la dependance intEgrale implique que pour tout 
point (z, H )  de V, il existe un voisinage V(z, H) de (z, H)  contenu dans un des 
Uk et une constante C(z, H) >! 0 tels que, pour 1 ~< i ~< t: 

b~ <~ C(z, H) Sup (IWll . . . . .  Iwsl, Iz ,+l l  . . . . .  IZNI) 

Soit K un voisinage compact de 0 dans Z contenu dans W; d'apr~s la propret6 
de r I, le compact x i t ( K )  est recouvert par un nombre fini V1 . . . .  , Vm de 
voisinages de la forme V(z ,H)  auxquels sont attaches des constantes 
C1 . . . . .  Cm. On pose C = t Sup C;. Si z e s t  un point de K, pour tout hyperplan H 
tangent ~i la fibre f - l ( f ( z ) ) ,  on a donc dist (T, H)  ~< C dist' (z, Y), oO la distance 
dist' (z, Y ) = S u p ( I w l l  . . . .  , Iwsl,  Iz ,+ l l  . . . . .  IzNI) est Equivalente a la distance 
induite par la mEtrique de C r x C N. �9 

Remarque 1.3.9. Rappelons que dans le cas o~ S est un point, il est prouv6 
dans ([41], Chap. 5) que le couple de strates ()t ~ Y) satisfait les conditions a) et 
b) de Whitney en un point 0 e Y si et seulement si il satisfait la condition w) en 0, 
donc au voisinage de 0. 
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1.4. Modification de Nash 

Soit f :X--*S un morphisme satisfaisant les hypotheses de 1.2.4.1. I1 existe 
donc un ouvert dense X0 de X sur lequel le module f2~ des diff6rentielles relatives 
est localement libre. Supposons que son rang soit constant sur cet ouvert, donc 
6gal ~ d = dime X. Soit g : G ~ X la grassmanienne des quotients localement libres 
de rang d de 12} (Voir [4]). Le ~Tx0-module localement libre f2~ [Xo d6termine 
une section o de g au-dessus de X0. D'apr6s un th6or6me de Remmert ([32]), 
l'adh6rence dans G de l'image de o est un sous-espace analytique ferm6 de G. 

Dt~FINITION 1.4.1 (Voir [39], [10], [40]). On appelle modification de Nash 
de X relative ~ f la restriction v I de g ~ l'adhErence Nr(X ) de l'image de o 
dans G. 

L'image de la section o est l'ouvert dense vf-l(Xo) de Nr(X) et le morphisme 
v r induit un isomorphisme analytique de vT~(Xo) sur Xo. Ce morphisme est 
propre puisque g l'est; c'est donc une modification de X. 

1.4.2. Supposons maintenant X plong6 dans S x C N, ce qui est toujours 
possible localement. Considgrons le morphisme yy de X0 dans la Grassmanienne 
G(N, d) des d-plans de C N qui ~ x e Xo associe la direction de l'espace tangent en 
x ~ la fibre de f passant par x. L'adh6rence dans X x G(N, d) du graphe de )'rest 
un sous-espace analytique de X x G(N, d) d'apr~s le thEor6me de Remmert d6j~ 
invoqu6. Muni de la projection sur X induite par la premiere projection du 
produit X x G(N, d), il est X-isomorphe ~ NI(X). On peut donc identifier Nr(X ) 

l'espace analytique form6 des couples (x, T) e X x G(N, d) off x est un point de 
X et T une direction limite en x d'espaces tangents aux fibres de f e n  des points 

non-singuliers. 
Dans ce cas, on notera encore Yr le morphisme Nr(X)~ G(N, d) induit par la 

seconde projection, et on l'appellera morphisme de Gauss relatif. 

OBSERVATION. On sait (voir [7]) que la bonne position par rapport aux 
sous-espaces lin6aires de ~N-~ de la famille des fibres du morphisme conormal 
relatif au-dessus d'un sous-espace Y de X n'implique pas celle de la famille des 
fibres de la modification de Nash relative par rapport aux vari6t6s de Schubert de 
la Grassmanienne, mais la vari6t6 lri~(x)l des limites en x d'hyperplans tangent 
aux fibres de f d6termine la vari6t6 IvTX(x)l des limites en x d'espaces tangents 
aux fibres de f, et inversement; en effet, l'isomorphisme analytique naturel de la 
grassmanienne t~ des (N-d-1)-plans de ~N-t sur la grassmanienne G des 
(d-1)-plans  de pN-i identifie l'espace des espaces projectifs pS-d-i  contenus 
dans r i l ( x )  avec la fibre Ivi~(x)l de la modification de Nash. 
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1.5. Varidt~s polaires 

Dans [22], on a introduit les variEtEs polaires locales et dans [40] et [41] les 
variEtEs polaires locales relatives. Pour la commodit6 du lecteur, nous rappelons 
les principaux faits les concernant,  et renvoyons ~t loc. cit. pour les 
demonstrations. 

1.5.1. Soit f:X---)S un morphisme satisfaisant les hypotheses de 1.2.4.1 et 
1.3.2. Soient ~ = {0 = DN c DN-1 c "  �9 �9 ~ Do = C N} un drapeau de sous-espaces 
vectoriels de C N e t a  = (al . . . . .  ad) une suite d'entiers. ConsidErons le sous- 
ensemble ( r , (~)  = {T e G(N, d) /d im (T fl Dd+a,-i) >>- i}. C'est la variEtE de Schu- 
bert associEe ~t a et 5~. Par un argument de transversalitE (cf. [41], Chap. 4, Prop. 
2), on prouve que pour  tout a, il existe un ouvert  de Zariski dense U, de l 'espace 
des drapeaux de C N tel que pour ~ e U,, l 'espace ) ,71(0,(~))  O v71(Xo) soit un 
ouvert  dense de l),71(cr,(~))[ et que ce dernier soit vide ou purement de 
codimension E ai dans NI(X ). 

Darts l'Etude des espaces conormaux n'intervient que le cas oh a = ak = 
(1, 1 . . . . .  1, 0 . . . . .  0) avec k fois 1. 

Dt~FINITION 1.5.2. On appeUe variEtE polaire locale relative associEe ~ a et 
le sous-ensemble analytique complexe de X image rEduite par v r de 

)/;l(ora(~)). Dans le cas ofa a = ac, on note cet ensemble analytique Pk(f; ~) et 
comme il ne depend que de Dd_k+l, o n  le note aussi Pc(f; Od-k+l).  

1.5.3. Dans ([41], Chap. 4, w th. 3.1), il est prouv6 qu'il existe un ouvert de 
Zariski dense Uk c_ U,, de la grassmanienne des sous-espaces de codimension 
d - k +  1 tel la multiplicit6 en x de Pk(f;Dd-k+l) soit ind6pendante de 
Dd-k+l ~ Uk, et ne d6pende que du type analytique en x du morphisme f. 

Par abus de langage, nous parlerons souvent de " la"  vari6t6 polaire relative 
pour signifier une vari6tE polaire relative assez gEnErale, i.e., associEe ~ un 

Dd_k + 1 a s s e z  gEnEral. 
Si l 'on consid~re la projection p:C N---) C d-c+1 de noyau Dd-k+l assez gEnEral, 

et la projection : t : S  x CN--~S x C d-k+1 qui s'en dEduit, l 'adhErence dans X de 
l 'ensemble des points critiques de la restriction de :r ~ X0 coincide avec la variEtE 
polaire relative associEe h Dd-k+l. 

1.5.4. Dans le cas oh S est un point, les variEtEs polaires relatives sont 
appelEes variEtEs polaires locales (absolues), et notEes Pc(X, X;Dd-k§ OU 
Pc(X;Dd-k+~). Pour designer une variEtE polaire assez gEnErale, on Ecrira 
Pc(X, x) ou mSme seulement Pc. 

On peut penser ~ P, comme adherence dans X de l 'espace critique de la 
restriction ~ )t ~ d 'une projection linEaire assez gEnErale p:CN---~Cd-k+~; on 
Ecrira donc aussi la variEtE polaire correspondante Pc(X; p).  
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D'apr~s ([22], 4.1.8), le morphisme du c6ne tangent Cpk,o dans C d-k+x est fini, 
donc, par sp6cialisation sur le c6ne tangent et le th6or~me de pr6paration de 
Weierstrass, le morphisme de Pk dans C d-k§ est fini. Si la vari6t6 polaire Pk n'est 
pas vide, son image dans C d-k§ par la projection p qui sert ~ la d6finir est une 
hypersufface r6duite que nous appellerons image polaire de dimension d -  k de 
X. Si la vari6t6 polaire est vide, nous dirons que l'image polaire correspondante 
est vide. 

L'image polaire est appel6e dirimant dans [8]. 

1.5. 5. Vari#t~s polaires et espace conormal 

Repla~ons nous dans la situation de 1.5.1, et soit Dd-k+~ un sous-espace 
vectoriel de C N de codimension d -  k + 1. Notons L d - k c  ~N-I le sous-espace 
projectif des hyperplans de C N qui contiennent Dd-k+V On peut caract6riser les 
vari6tfs polaires de la faqon suivante (cf. [41]) Chap. 4, 4.1.1 ou [8] 3.2.1(c)): 

1.5.5.1. Si Dd--k+a est assez g6nfral, l'image r6duite par le morphisme 
conormal relatif K r de l'image inverse de L d-* par le morphisme 3. s (d6fini au N O 
1.2.4.2) est 6gale a la vari6t6 polaire Pk(f; Dd-k+l): 

[rr( A~ x( La-k) )l = Pk(f  ; D d-k + ,) 

Pour cette raison, nous noterons parfois la vari6t6 polaire de X associ6 h p 
sous la forme PL(f) ,  OU m~me simplement PL, pour indiquer sa d6pendance par 
rapport au sous-espace L = L d-k c ~N-1 des hyperplans contenant Kerp. 

PROPOSITION 1.5.5.2. Pour tout k, 0 <~ k <~ d, le morphisme 

r l  [ l . t l (La-*):2.y~(L d-k)--~ Pk(f  ; Dd-k+,) 

est une modification pourvu que D d - k +  1 soit assez gs 

Preuve. Posons PL = Pk(f ;Da-k+l) ,  et notons ZL:CI(PL)"*(ZN-1 le mor- 
phisme associ6 ~ la construction de l'espace conormal de PL; l 'ensemble des 
points z de pO N X ~ ofa Tp,(i(z)).z + Dd-k+l n'est pas un hyperplan est contenu 
dans une variEt6 polaire relative qui est l'image par la modification de Nash 
relative v t de l'image inverse par YI d'une variEt6 de Schubert de la Grassmani- 
enne qui est rare dans ceile qui d6finit PL. Comme dans Loc. cit., on utilise le 
thEor~me de transversalit6 de Kleiman pour montrer que pour une projection 
assez g6n6rale, cette vari6t6 polaire est rare dans PL. En tout point z de cet 
ouvert de pO N X o dense dans PL (voir [41], Chap. 4, 1.3.2) o/a Tpt .([(z)) ,  z + 
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Dd-k+~ est un hyperplan de C u, cet hyperplan coincide avec Tx(rt~)).~ + Dd-k+~, 
et est l 'unique hyperplan tangent ~t X(f(z) )  en z contenant Dd-k+~; cela dEfinit 
en ce point la section cherchEe de tc I [ ,~-t(La-k), dont l'image est contenue dans 
AZ~(La-k), ce qui achEve la demonstration. �9 

1.6. Sp6cialisation sur le cone normal 

Etant  donnEs un espace analytique X et un sous-espace analytique ferm6 Y de 
X dEfini par l'idEal coherent  J de ~x, le cone normal de X le long de Y est par 
definition l 'espace Cx.v = Specan (grflTx) oft grj~x dEsigne la 6v-alg~bre graduEe 
de presentation finit (~k~OJk/J ~+~ (Voir [11]). Le cone normal Cx, res t  donc 
naturellement muni d 'une projection analytique sur Y, dont les fibres sont des 
cones, et contient Y comme "section nulle". 

Si Y est non-singulier en y, on peut choisir au voisinage de y un plongement 
de X dans un ouvert  U de C N et une retraction analytique complexe r : U---, Y. 
Ensemblistement, ICx, vl peut ~tre identifiE au voisinage de y avec le cOne des 
iimites de sEcantes xr(x) quand x tend vers un point de Y voisin de y (Woir [11]). 

La construction de la spEcialisation sur le cOne normal est essentiellement due 
Gers tenhaber  ([3]) dans le cas local. Elle a EtE redEcouverte plusieurs fois (voir 

[371, {1]). Nous suivons ici la presentation de [37], auquel nous renvoyons pour 
des demonstrations dEtaillEes. 

Soient ~ un anneau et: 

~ = ff~O =) ffl~l 2D ~ 2  Z3 �9 " " 23 ~ .  =3 ~ i + i  =)  . . . 

une filtration dEcroissante telle que ~ ~ ~, .  Posons ~ = �9 pour i ~< 0. 
1.6.1. ConsidErons l 'anneau graduE (AlgEbre de Rees gEnEralisEe) R~ = 

~ i ~  ~ v  -i c r v-I] .  Dans d'assez nombreux cas, et en particulier quand ~ est 
une algEbre analytique et ~ = J '  pour un ideal J de �9 la O'-algEbre R~. est de 
presentation finie. Si nous nous restreignons au cas oft • est une atg~bre 
analytique et donc contient C, le morphisme compose C[v]--~R,~ d~duit des 
inclusions C [ v ] c ~ 3 ~ v ] c R ~  est plat. Lorsque R~ est une r de 
presentation finie, on peut construire l'espace analytique X = Specan (R~) et un 
morphisme plat f : X---, C, qui est de plus muni d 'une section o : C ~ X qui pique 
le point marque dans chaque fibre. On vErifie facilement que pour tout v ~ 0, le 
germe en a(v) de la fibre f-~(v) est isomorphe au germe (X, x) correspondant "~ 
~, tandis que f - l ( 0 )  est isomorphe ~ l'analytisE du c6ne correspondant au gradu6 
gr~ O associE ~t la filtration ~.  Dans le cas oft ~ est une filtration J-adique, ce 
morphisme rEalise donc une spEcialisation de (X, x) sur le germe en x du cone 
normal dans X du sous-espace dEfini par J. Dans ce cas, nous noterons ~Tj 
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l 'anneau associE ~ 0 et h la filtration J-adique ,I. Cette construction naturelle se 
globalise pour donner  une spEcialisation du couple (X, Y) d'un espace analytique 
X et d 'un sous-espace analytique fermE Y sur le couple (Cx .y ,  Y )  formE du c6ne 
normal Cx. v de Y dans X et de son sommet Y. 

1.6.2. Dans le cas d 'une filtration J-adique, on peut donner une interpretation 
gEomEtrique (Voir [23], 1.4.3) de cette construction comme ceci: notons 
Z-- -~X x C l'Eclatement dans X x C du sous-espace Y x {0} dEfini dans X x C par 
l'idEal (J, v) de 0z engendrE par J e t  une coordonnEe v sur C s'annulant en 0. On 
vErifie que le faisceau de Ox-alg~bres Rg  obtenu en faisceautisant la construction 
ci-dessus s'identifie au faisceau des fonctions analytiques, algEbriques en v, sur 
i 'ouvert X de Z o0 l'idEal (J, v) .~z  du diviseur exceptionnel est engendrE par o. 

Le morphisme f s'identifie alors au morphisme compose X c Z ~ X x C ~ C. 
1.6.3. Dans le cas local et iorsque ~ est la filtration par les puissances d 'un 

ideal J de 0 dEfinissant un germe de sous-espace non-singulier Y de X en x, l 'on 
peut aussi construire X comme ceci: 

Choisissons un plongement local (X, x) c (C N, 0), et soit I l'image rEciproque 
de J par la surjection correspondante tYc~ 0--~ 0. Pour chaque ElEment g ~ ~YN = 
0c,r posons v ( g ) =  sup { n / g  ~ I  n} et notons in / (g)  la forme initiale de g dans 
grl 0N = ~),~0 l i / I  i+1, c'est-~ dire l'image de g dans Iv~g)/F '~g)+~. 

Choisissons des Equations locales (gl . . . . .  g,)  pour X dans C N telles que leurs 
formes initiales int gi engendrent l'idEal int J de grt 0N engendrE par les formes 
initiales des 61Ements de J, c'est-h-dire l'idEal dEfinissant le cEne normal Cc~,r de 
C N le long de Y. 

Posons m~ = v(gi), choisissons des coordonnEes locales Zl . . . .  , zt, 

Z,+l . . . . .  zN de C N telles que Y soit dEfini par l'idEal 1 = (zt+~ . . . .  , zN)Oc~ 0, et 
soit X le sous-espace de C N x C dEfini au voisinage de {0} x C par les Equations 
v - " ' & ( z l  . . . . .  zt, vz,+~ . . . . .  vzN)  = O, 1 <~ i <<- k. On notera f la restriction ~ X 
de la projection sur C. Pour v ~ 0, les fibres sont toutes isomorphes ~ X par 
l 'homothEtie de rapport  v, et pour v = 0, on retrouve bien les Equations du cEne 

normal de X le long de Y. 
VErifions l'assertion de 1.6.2 dans ce cadre local; d'apr~s le Lemme 6 du 

Chapitre 3, w de [9], qui est valide sans supposer la non-singularitE du centre 
d'Eclatement, les Equations v-" 'g~(z~ . . . . .  zt, vzt+~ . . . . .  vzN)  = O, 1 <~ i <~ k sont 
prEcisEment les Equations dEfinissant, dans l 'ouvert de l'EclatE de C N x C le long 
de Y x {0} oO v engendre l'idEal engendrE par (J, v), le transformE strict de 

X x C .  

DI~FINITION 1.6.4. On appellera f :X---~ C la spEcialisation de X sur le c6ne 
normal Cx, v e n  x. Dans le cas o0 Y = {x), et donc J = m, ideal maximal de tYx, x, 

on appellera f la spEcialisation de X sur son c6ne tangent Cx, x en x. 
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La Proposition (1.3.8) a comme corollaire un avatar du Th. 3.1 de [28]: 

PROPOSITION 1.6.5. Soient X un espace analytique complexe purement de 
dimension d, Y un sous-espace non-singulier de X,  et 0 un point de Y. Soit 
f : X---)C la d~formation de X sur le c6ne normal Cx, r et X ~ la partie de X - f - 1 ( 0 )  
lisse au-dessus de C. Les conditions suivantes sont 6quioalentes : 

i) Le couple de strates ( X  ~ Y)  satisfait les conditions a) et b) de Whimey (ou, 
ce qui est (quivalent, la condition w ) ) en O. 

ii) Le couple de strates (X ~ Y x C) satisfait la condition w I en (0, 0). 

Prouvons i)@ii) :  Notons h l'isomorphisme X~176 * qui au point de 
coordonn6es (Yl . . . .  , y,, z t + , . . . ,  ZN, V) associe le point de coordonn6es 
(Yl . . . . .  y ,  VZ,+I, . . . ,OZN, V). Si (b~: . . . :b , :a t+~: . . . :aN)  est un hyperplan 
tangent h la fibre de f e n  z, l 'hyperplan (vb~ :. �9 �9 : vb, :a~+~ :. �9 �9 :aN) est tangent 
X ~ x {v} en h(z) ,  et la distance de h(z)  h Y x {v} est 6gale ~t lvl dist (z, Y x C) 
= Iv[ dist (z, Y x {v}). I1 suffit maintenant de regarder l'expression de la distance 
angulaire donn6e dans la preuve de 1.3.8. 

Prouvons i i ) f f i ) :  D'apr6s 1.3.8, la condition ii) implique que les id6aux 
d6finissant CI(Y  • C) N CI(X ) et r / I ( Y  x C) dans C:(X) ont la m~me fermeture 
int6grale en tout point de tr 0), donc en tout point de l'image inverse par r r 
d 'un voisinage de (0, 0) dans X. Par restriction au-dessus de (0, v), pour v ~ 0  
assez petit, et application en sens inverse de 1.3.8, on obtient la condition i). �9 

w C6nes exceptionnels 

2.1. Soient X un espace analytique complexe r6duit purement de dimension 
d, Y un sous-espace analytique ferm6 de X, x un point non-singulier de Y, et 
X ~ W c U c C N un plongement local en x, o~ W e s t  un voisinage ouvert de x 
dans X plong6 comme ferm6 darts un ouvert U de C N. Choisissons une r6traction 
(que nous supposerons analytique ici et dans la suite) locale r: U---)Y au 
voisinage de x et des coordonn6es locales dans r-l(0);  nous avons le diagramme 
normal/conormal de X le long de Ye t  les plongements naturels que voici, o~ tes t  
la dimension de Y e t  ot~ Wes t  abusivement not6 X: 

X x p N - 1 - , x ~ N - 1 = E y C ( X  ) ~ , C ( X ) c X •  N-1 

X x pN- l - ,  ~ E v X  e ~ X 

(*) 

oi~ r e s t  le morphisme conormal projectivis6 d6fini en 1.2.4.3, e = er l '6clatement 
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de Y dans X, ~ = ~ ,  l'6clatement dans C ( X )  du sous-espace r - l (Y) ,  et r '  le 
morphisme analytique dfi h la propri6t6 universelle de l'6clatement. Posons 

= x o ~  = e o x ' ,  et soit {D~} la famille finie des espaces r6duits sous-jacents aux 
composantes irr6ductibles de dimension N - 2  du diviseur ~ - l (y ) ,  que nous 
consid6rons comme sous-espace de Y x PN-~-'X ~N-~. Pour chaque tr, posons 
V~ = Ir'(D~)l ~ r x pN-l-~ et W~ = I~(D~)I ~ r x ~N-t. 

Remarquons que d'apr~s le Hauptidealsatz, les composantes de ~-~(Y) qui 
sont de dimension < N -  2 sont immerg6es et donc on a les  6galitEs ensemblistes 
[r = U O~, le-~(Y)l -- U V~ et tlr -- t,_J W~. 

Observations que e - ~ ( Y ) =  P(Cx . v ) ,  et que [r-~(Y)[ est, par d6finition (cf. 
1.2.4.2), l 'ensemble des limites en des points de Y d'hyperplans tangents h X ~ 

Remarque .  Le fait que (X ~ Y) satisfasse la condition a) de Whitney au 
voisinage de y e Y est 6quivalent ~ l'inclusion U W ~ ( y ) ~  {y} x #N-l-, ,  Off 
~- l -~cn~rv-1  d6signe, ici et dans la suite, l'ensemble des hyperplans de C N 
passant par y e t  contenant Tr.y. En fait lorsque Y est non-singulier au voisinage 
du point consid6r6, nous supposerons souvent Y plong6 lin6airement dans C N, ce 
qui permet d'identifier tousles  ~N-~-, 

Le r6sultat principal de ce travail relie les V~ aux conditions de Whitney pour 
X ~ le long de Y e t  ~ la structure de l'ensemble des hyperplans tangents ~ X aux 
points de Y: 

THt~ORI~ME 2.1.1. Soient  X c C u un espace analytique r~duit, Y ~ X un 
sous-espace non-singulier et x ~ Y. Les  conditions suivantes sont  ~quivalentes: 

i) Le couple de strates ( X  ~ Y )  satisfait les conditions de W h i m e y  en x. 

ii) On a l'~galit~ dim ~-~(x) = N - 2 - t, ot~ t = dim Y. 
iii) Pour  chaque ol, la composante  Do, est ~gale ?~ l 'espace conormal  relatif de 

son image V~ c Y x p N - l - t ,  et toutes les f ibres du morph i sme  r : D~---~ Y ont  la 

m~me d imens ion  au voisinage de x. 

DI~MONSTRATION. Nous allons montrer ii) ~ i) ~ iii) ~ ii); L'6quivalence 
de i) et ii) est d6montr6 dans ([41], Chap. 5, Th. 1.2 et dans [7], Th6or6me 1, p. 
579, voir aussi [8], Th6or6me 6.1), et i i i ) f f i i )  est 6vident. Prouvons donc 
i) f f  iii). Pour cela nous montrons d'abord: 

LEMME. Etant  donn3s une d3composi t ion locale en produi t  C N = Y x C N-t et 

un choix de coordonn3es  (Yl . . . . .  Yt, zt+l . . . . .  ZN; bl  :" " " : bt :at+l :" �9 �9 : aN) p o u r  
C N x ~ - 1  adaptd ?t cette d3composit ion,  notons p : ~v- l \Proj  (Y)-~, ~ N - l - t  la 

projection lin3aire associ3e ~ ce choix. Soit  L une sous-vari~t# de CNx ~v-1 
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conique par rapport aux homoth(ties de C N-' et telle que la 1-forme o; = 
bg dyi + ~ a,  dzk s'annule sur tout vecteur tangent it L ~ et que la projection 

Id(CN) x p  induise un morphisme fini L--->L~ de L sur son image L I ~  
y • CN-t•  ~N-I- , .  Alors LI est conique par rapport aux homoth(ties de C N-' 

et l'espace projectivis( de L~ par rapport iz ces homoth~ties, not(  ~(L~) 
y • pN-~-t  • ~N-~-, est une sous-vari(t( Y-Lagrangienne. 

Preuve du lemme: D'apr6s l 'hypoth6se il existe un ouvert  dense U de L~ 
au-dessus duquel le morphisme L---> Lj est 6tale. Soient ul = (x, ~,+1:" �9 �9 : ~N) 
un point de U et v~ un vecteur tangent h L~ en u~, ayant pour coor- 
donn6es (dyl . . . . .  dy,, dz,+~ . . . . .  dzN, 6,+~ . . . . .  6N). Soient u = 
(x, ~1: '"  " :~ t :~ ,§  ":~N) un point de L au-dessus de ul et v =  (dyj . . . . .  dy,, 
dz,+~ . . . . .  dZN, ~1, . . . ,  ~,, ~,+~ . . . . .  6N) un vecteur tangent h L en u, qui se 
projet te  sur vl. I1 suffit de prouver que l'on a: 

N 

ak dzk = 0 
t + l  

ce qui r6sulte de la conicit6 de L; en effet s i v  = (dyl . . . . .  dy,, dz,+~ . . . . .  dZN, 
61, �9 �9 �9 6 ,  d i t + l , . . . ,  diN) est tangent ~ L au point de coordonn6es (Yt, �9 �9 �9 , Y,, 

zt+l, . . . ,  ZN; b t : ' "  " : b t : a t+ l : ' "  ":aN), pour 3. e C * ,  le vecteur v ~= 
(dyl . . . . .  dy,, ),dz,+l . . . . .  $dzN, 61 . . . . .  di,, 6,+1 . . . . .  6N) est tangent au 

point (Yl . . . . .  Yt, ~.Z,+l . . . . .  AZN; b l : ' "  ":b,:at+l: '"  ":aN) de L et l 'on a 

N 

tr(v x) = ~ ),ak dzk + bi dyi = 0 
t + l  1 

d'o~ le r6sultat. 
D'apr6s les r6sultats 4.4.2 h 4.4.5 de [17], et de l 'appendice 4 de [34], le c6ne 

normal de C ( Y ) f q  C ( X )  dans C ( X )  est la fibre au-dessus de 0 du morphisme 
compos6 q:CI(X)---~X---~C dont la fibre au-dessus du point v e C  est une 
sous-vari6t6 qui est isomorphe a C ( X ) c C N x  #N-1 et Lagrangienne pour la 
structure donn6e par la forme diff6rentielle o~ = ~ bi dy~ + ~ ak dzk. Le mor- 
phisme q satisfait l 'hypoth6se du principe de sp6cialisation lagrangienne 1.2.6, 
B). La forme o~ s'annule donc sur la partie non-singuli6re de L = Iq-l(0)[. De 
p!us, (loc. cit.), 6tant donn6e une d6composition C N =  Y x C N-t, cette fibre 
r6duite L est conique par rapport  aux homoth6ties de C N-` puisqu'elle est 
contenue comme sous-c6ne du c6ne normal de Y x c N - ' x  #N-1 le long de 
c ( Y )  = Y x {0} x 

Par ailleurs on suppose que (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, donc 
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la condition w) d'apr~s ([41], Chap. 5). D'apr~s la Proposition 1.3.8, le 
morphisme de c6nes normaux Cc(x),co.)nc(x)---~ Cc(x),,r est fini d'apr~s les 
propriEtEs de la dependance int6grale des id6aux (voir [41], Chap. 1, w et [24]). 
Comme (X ~ Y) satisfait la condition (a) de Whitney, il en r6sulte que le diviseur 
exceptionnel D ~ E v C ( X )  est une sous-vari6t6 de Y x PN-'-~ x #N-,-~ et son 
c6ne Cc(x).,,-,(v) est une sous-vari6t6 de Y x CN-'X #/v-t-t qui est conique par 
rapport aux homothEties de C N-t et est l'image de L par la projection 
Y x C N-t x I~V-~---~ Y x C N-' x I~ vv-'-~. Le lemme ci-dessus montre alors que le 
diviseur exceptionnel D ~ E v C ( X )  est une sous-variEt6 Y-Lagrangienne de 
Y x IPN-t-~ X I~ ~ - ' -~ .  Chacune de ses composantes irrEductibles met en dualit6 
ses images dans Y x pN-t-~ et dans Y x #s- ' -~ .  �9 

Remarque. Le Th6or~me ci-dessus contient la version correcte de la mal- 
heureuse Proposition 1 de la note [40]. 

L'6quivalence de i) et iii) peut ~tre reformul6e comme ceci: 

C O R O L L A I R E  2.1.2. Le couple de strates (X ~ Y) satisfait les conditions de 
Whitney si, et seulement si, pour tout ce les images V~ et W, de D~ sont en Y-dualit( 
projective. Dans ce cas, Ir-t(Y)l est r(union des Y-duaux des V~. �9 

Remarque 2.1.2 Bis. La condition a) de Whitney pour (X ~, Y) 6quivaut 
clairement au fait que le diviseur exceptionnel ensembliste I r  
Y x IP ~ - l - t  x I~ N-t soit en fait contenu dans Y x pN- i - ,  X ~N-I- , ,  O0 ~N--t--t est 

l'espace des hyperplans contenant (i'espace tangent ~) Y. D'apr~s ce qui pr6c~de, 
si a) est v6rifi~e, la condition b) de Whitney 6quivaut ~ ce que ce diviseur 
exceptionnel soit de plus Y-Lagrangien dans Y x [pN-t-, x ~N-l-,.  

Nous verrons plus bas comment l'on peut calculer les V~. 
Lorsque Y est un point, ies conditions de Whitney sont toujours satisfaites 

(Lemme de Whitney, [47], corollaire imm6diat de 1.3.8). Le th6or~me 2.1.1 
fournit donc, pour chaque x e X, une collection de sous-c6nes O(V,) du c6ne 
tangent Cx,x, contenant en particulier les composantes irr6ductibles de ICx,xl et 
telle que: 

C O R O L L A I R E  2.1.3. L'ensemble Ir-l(x)l  C2~ N-I des limites d'hyperplans 
tangents ?, X en un point x est la r~union des varMMs projectives duales des 
V~ c ply-1. �9 

Remarque. I1 6tait connu de Zariski et Hironaka (Communications priv6es, et 
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voir [18], th. 1.2.1) que le dual du projectivisE rEduit du c6ne tangent est contenu 
dans l'ensemble des limites d'hyperplans tangents. Dans le cas o~ X est une 
surface dans C 3, on retrouve la structure de ([6]) puisque les c6nes O(V~) qui ne 
sont pas des composantes irr6ductibles du c6ne tangent sont des droites qui 
d6finissent les tangentes exceptionnelles de X en x. 

I1 est naturel d'introduire la definition suivante: 

Dt~FINITION 2.1.4. Soient X c O  Nun espace analytique rEduit et Y un 
sous-espace analytique ferm6 de X. Notons D~ les composantes irr6ductibles de 
dimension N -  2 du diviseur image inverse de Y par le morphisme EvC(X)---~X, 
et V,, leurs images dans e~l(Y). Les c6nes Y(V~,) qui ne sont pas des composantes 
irr6ductibles du c6ne normal de X de long de Y sont appelEs c6nes exceptionnels 
de X le long de Y. 

La collection des Y-vari6tEs projectives V~ contenues dans le projectivisE du 
c6ne normal de X le long de Y (ou, par abus de langage, celle des c6nes Y(V~,) 
contenus dans le cSne normal de X le long de Y) sera appelEe aureole de X le 
long de Y. Lorsque Y est un point x, on dira aur6ole de X en x. 

Remarques. 1)Parmi  les V~,, il y a les composantes irrEductibles du 
projectivis6 r~duit du c6ne normal de X le long de Y. Tous les V~ Etant contenus 
dans ce projectivisE, ils h6ritent d'une projection dans Y. 

2) Bien que les V~ puissent ~tre dEfinis pour tout Y, c'est seulement dans le 
cas oO (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney que l'on sait les relier aux 
limites d'hyperplans tangents. 

L'aurEole apparait aussi naturellement dans la deformation sur le cSne 
normal: 

PROPOSITION 2.1.4.1. Gardons les notations de 2.1, supposons que (X ~ Y) 
satisfait les conditions de Whitney et posons q = f  o r s : Cf(X)---, X---, C. Les cones 
Y(V~) sont les images ensemblistes par r s dans f-l(O) = Cx.v des composantes 
irr~ductibles de la fibre q-~(O). 

D'apr6s la proposition 4.2.2 de [17] ou l'appendice 4 de [34], le c6ne normal 
de C(Y)n  C(X) dans C(X) est la fibre au-dessus de 0 du morphisme compose 
q : Cr(X)---~ X---~ C. D'apr6s la Proposition 1.3.8, puisque (X ~ Y) satisfait les 
conditions de Whitney par hypoth6se, l'idEal dEfinissant r- l (Y)  dans C(X) a 
mEme cl6ture intEgrale que l'idEal dEfinissant C(Y)n  C(X). Par consequent le 
morphisme naturel Cccx),c(v)nc~x)-->Cqx).~-,~v) des c6nes normaux dfi 
l'inclusion des idEaux est un morphisme fini et les composantes irrEductibles de 
ces deux cones ont donc les mSmes images dans Cx.y. Par construction, le 
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projectivis6 de Cc~x),,,-,tv) est la r6union des composants D~ de 2.1, d'ofa le 
r6sultat. �9 

Par ailleurs, l'aur6ole de X le long de Y a la propri6t6 de minimalit6 suivante: 

PROPOSITION 2.1.4.2. Si (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, une 
stratification Y-conique (T,) de Ifx, vl qui satisfait la condition a) de Whitney a la 
propridM que (X ~ T~) satisfait a I pour tout �9 si et seulement si elle est compatible 
avec les Y(V~). 

Montrons que si la stratification est compatible avec les Y(V~), les hypotheses 
de la proposition 1.3.5 sont satisfaites, avec la d6formation f :X--* C de X sur le 
cone normal Cx. v. On plonge X dans C x C N et on note p la projection de C x C N 
sur C. Le morphisme f e s t  la restriction de p ~ X. On reprend les notations de 
1.3.4 a v e c  ~p:[~T*(CxCN/C)--~CxC N. D'apr~s la remarque d) suivant la 
proposition 1.2.6 le sous-espace CI(X ) de BZT*(C x CN/C) est p-Lagrangien. 
Donc, avec q = f o r f ,  la fibre Iq-1(0)I est Lagrangienne. D'apr~s la Proposition 
2.1.4.1. Si la stratification (T,) de X(0) satisfait la propri6t6 (a) de Whitney et est 
compatible avec les Y-cones Y(V~), la proposition 1.3.5 a) montre que (X ~ T,) 
satisfait a r pour tout 3. 

R6ciproquement, soit {T,} une stratification de I Cx, vJ satisfaisant a) et telle 
que (X ~ T,) satisfasse a; pour tout 3. Fixons tr. Il existe un r pour lequel 
T, N Y(V~) soit ouvert et dense dans Y(V~). Soit z un point de l'intersection qui 
est un point non-singulier de Y(V~) et done de l'espace r6duit IT~ NY(V~)I. 
Supposons que T, ~ Y(V,). Dans ce cas la dimension de T, est strictement plus 
grande que celle de Y(V,). Comme ()t ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, 
d'apr~s la proposition 2.1.4.1 et le th6or~me 2.1.1, tout hyperplan tangent 
Y(V~) en z est limite d'hyperplans tangents aux fibres de f et contient donc une 
direction limite Ten  z d'espaces tangents aux fibres de f. Comme le plan tangent 

T~ en zes t  suppos6 strictement plus grand que celui de Y(Y,) en z, il existe un 
hyperplan tangent h Y(V,) qui n'est pas tangent h T,, c'est-~-dire ne contient 
aucune direction limite T d'espaces tangents aux fibres de f contenue dans 
l'espace tangent h T,. Ceci contredit la condition a r, donc n6cessairement T, est 
contenu dans Y(V~). Ainsi chaque Y(V~) contient une strate dense, not6e T~. Si 
on a T~ N T~ = T~ fq Y(V~) :/:0, d'apr6s la condition de fronti6re T~ c T,~ = Y(V~), 
ce qui montre que {T~} est compatible avec i'aur6ole de X ie long de Y. �9 

Montrons maintenant comment le comportement de l'aur6ole de X le long de 
Y d6cide des conditions de Whitney: 
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PROPOSITION 2.1.5. Soient X un sous-espace analytique ferm( r(duit d'un 
ouvert de C Iv et Y un sous-espace non-singulier connexe de X. Le couple (X  ~ Y) 
satisfait les conditions de Whitney si et seulement si, pour chaque ix, toutes les 
fibres de la la projection Vr ~ Y ont la mdme dimension. 

D~monstration. Supposons les conditions de Whitney satisfaites. On se place 
en un point y de Y; on peut choisir des coordonnEes locales en y de telle faqon 
que Y soit plong6 lin6airement dans C Net  que l'on ait une r6traction locale 
lin6aire de C N sur Yen y, c'est h dire localement en y une structure de produit 
C N = C N - t x C  t, o0 t = d i m Y ,  et Y = { 0 } x C ' .  Soit H un hyperplan de C N 
g6n6ral parmi ceux qui contiennent Y. Utilisant la r6traction, 6crivons le 
H = H 0  x Y, ot~ Ho est un hyperplan de C N-'. D'apr~s ([41], Chap. 5, 1.3), 
(IX O HI ~ Y) satisfait encore les conditions de Whitney et par aiileurs d'apr~s 
(Loc. cit., Chap. 5, preuve de 1.2, p. 458)) nous avons un morphisme fini du 
transform6 strict IX A HI ' -  par ~ de X n H sur EyC(IX n HI) qui a la propri6t6 
que l'image de D ~ , N I X N H I ' -  dans E v C ( I X A H I )  a pour image dans 
E v ( I X A  HI) l'intersection Vr n (Y x P(Ho)). Si toutes ies fibres de V,--~ Y ne 
sont pas de la m~me dimension, on se ram~ne par sections successives au cas o~a 
la fibre g6n6rale est vide, ce qui est contredit par le fait que le morphisme de 
chaque Dr sur Y est surjectif d'apr~s la condition ii) du th6or~me 2.1.1. 

Inversement, supposons que pour chaque o~, toutes les fibres du morphisme 
V,---,Y aient la m6me dimension; ceci implique que pour chaque tr, le 
morphisme Dr---' Y est surjectif. Comme Dr est irr6ductible, I'image r6ciproque 
d'un ouvert analytique dense de Y (par exemple celui o0 (X ~, Y) satisfait les 
conditions de Whitney) est dense dans Dr. Comme dans ([41], Chap. 3, 2.3.1) on 
remarque que les fonctions "sinus de l'angle d'un hyperplan tangent a X en 
x e X ~ et de Tv.y" et "sinus de i'angle d'un hyperplan tangent ~ X en x e X ~ et de 
la s6cante xr(x)" s'6tendent en des fonctions continues sur EvC(X) .  Les 
conditions de Whitney 6tant satisfaites en tout point d'un ouvert analytique dense 
de Y (voir [46], [10], ou [41]), ces fonctions s'annulent en tout point d'un ouvert 
dense de chaque Dr, donc sur Dr tout entier, ce qui implique que les conditions 
de Whitney sont satisfaites sur tout Y. �9 

2.Z Lorsque (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, la Proposition 
suivante permet de ramener le calcul de l'aur6ole, donc celui des limites 
d'espaces tangents h X ~ le long de Y, au calcul des c6nes normaux le long de Y 
des vari6t6s polaires de X, pour iequel on dispose de m6thodes alg6briques 
effectives. 

Rappelons d'abord qu'il a 6t6 prouvr dans ([41], Chap. 5, w que si (X ~ Y) 
satisfait ies conditions de Whitney et si I'on se donne une r6traction locale 
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r :X- -*Y ,  les vari~t6s polaires de X relatives ~t r coincident avec les vari6t6s 
polaires absolues de X. 

PROPOSITION 2.2.1. Soient X un espace analytique r~duit, Y un sous-espace 
non-singulier de X tel que ( X ~ Y)  satisfasse les conditions de Whitney en x e Y. 
Choisissons un plongement local de (X, x) dans (C N, 0), une r~traction locale 
r : C N--~ Y, et identifions C N avec Y x C N-' et avec son c~ne normal le long de Y. 

Pour chaque entier, k, 0 <~ k <<- d - 1, consid~rons les projections lin#aires 
p : Y x cN-t--* Y x C d-k-'+1 qui induisent l'identit~ sur Y e t  s'~crivent donc 

p = Ide x P0. 
a) Si Po est assez g~n~rale, pour tout y ~ Y, le noyau Kerpo est transverse dans 

C N-t ~ la fibre en y du c8ne normal le long de Y de la vari~t# polaire Pk(X; p). 
b) Le cSne normal le long de Y de la vari6t6 polaire PK(X; p)  associ~e ~ une 

projection lin~aire p :cN---~ C d-k§ comme ci-dessus est la r~union des Y(VO`) de 
dimension d -  k et des vari~t6s polaires relatives de codimension j (pour la 
projection sur Y)  des cSnes Y(V, )  de dimension d - k + j d~finies par la mdme 
projection p, pour j >t 1. (Ces vari~t(s polaires sont bien ddfinies ~ cause du a)). 

DI~,MONSTRATION. Puisque d'apr~s ([41], Chap. 5, Th. 1.2, voir aussi 
[7]), les vari6t6s polaires Pk(X;p)  sont 6quimultiples le long de Y, d'apr~s 
([25], w l'assertion a) 6quivaut ~ la transversalit6 de Kerp et du c6ne tangent en 
y ~ la vari6t6 polaire P~(X;p); cette derni~re assertion est prouv~e dans [22]. 

Prouvons b): Le Y-Projectivis6 P(Ck) du c6ne normal de Pk(X;p)  le long de 
Y, est l'intersection avec e~,l(Y) du transform6 strict de Pk par ev. D'apr6s les 
r6sultats g6n6raux de transversalit6 ([41], 4.2.5, 4.3.1 et 5.2), c'est aussi l'image 
par r '  de l'intersection de la r6union des Do  ̀avec l'image r6ciproque par ~, de 
A-l(Ld-k),  Ofa L d-k est l'espace projectif des hyperplans de C N contenant Kerp. 

Nous avonc donc l'6galit6: 

O3 

IP(Ck)l = Uò  It'(Do` n (Y • PN- ' - '  X Ldo-k-t))l, 

L~-k-t  = Ld-k fq ~N-l - t  c ~N-1-,. 

Remarquons que cette derni~re intersection est transversale parce que Kerp 
est transverse ~t Y. 

La transversalit6 de Kerp0 et des Vo`(y) implique la transversalit6 des 
intersections Lot') Wo`(y) et de cela r6sulte que si dim V~ >/d - k - 1, l'image de 
Do, f3 ( Y  x pN- l - ,  x L g-k-t) est bien une vari6t6 polaire relative de Vo`, 6gale ~ V~, 
si dim Vò  = d -  k -  1. D'apr~s la Proposition 2.1.5, il suflit de raisonner en un 
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point g6n6ral de Y, et par une section transversale ([41], Chap. 3, 4.2.2) on se 
ram~ne au cas of~ Y est un point. 

Puisque L d-k est suppos6 assez g6n6ral, l'intersection de D~ avec pN-1 X L d-k 
est transversale, et est donc vide ou de dimension d - k - 1. Consid6rons les tr 
pour lesquels r'(Do` tq (PN-1 X Ld-k)) est vide ou de dimension d -  k -  1. Si 
l'image n'est pas vide, elle est contenue dans V~ et l'on a donc dim Vò >t 
d -  k -  1. Si elle est vide, Do, tq (PN-~ X L a-k) est vide donc la fibre de D~ au 
dessus d'un point de V~ est de dimension < N -  1 -  d + k = N -  2 -  ( d -  k -  1) 
d'apr~s le Th6or~me de B6zout, ce qui implique dim V , , ~ d - k - I .  
Inversement, supposons avoir dim Vò ~> d - k - 1; comme le morphisme r '  I D~ 
fait de D~ le conormal de V~ dans pN-1, l'image r'(D~ fq (pN-l x Ld-k)) est par 
d6finition une vari6t6 polaire de dimension d - k - 1 de V~, donc est vide ou de 
dimension d - k - 1 (Voir [22]). 

Remarques 2.2.1.1. 1) Apr~s la Proposition 2.2.1, on peut retrouver une 
partie de la Proposition 2.1.5, en utilisant le fait que d'apr6s ([41], Chap. 5, Th. 
1.2), si (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, les vari6t6s polaires de X sont 
6quimultiples le long de Y, et que ceci implique d'apr~s [11] ou ([24], w 
l'6quidimensionalit6 des fibres du c6ne normal de Y dans les Pk(X), dont les 
Y(V~) sont des composantes irr6ductibles. 

2) De ce que nous venons de voir et des r6sultats de ([41], Chap. 5), il r6sulte 
que les morphismes V~ ~ Ye t  D~ ~ Y sont ~ fibres de dimension constante d~s 
lors qu'ils sont surjectifs: il semble que quelque chose s'oppose ~ ce qu'ils 
pr6sentent de l'6clatement. 

3) Par contre, les morphismes D~--~ V~ peuvent pr6senter de l'6clatement. 
N6anmoins, la dimension des fibres g6n6rales du morphisme induit D~(y)---~ 
Vo`(y) ne d6pend pas de y quand (X ~ Y) satisfait la condition a) de Whitney. 

DEFINITION 2.2.2. Soient Y(V~) un c6ne exceptionnel pour X le long de Y 
et H u n  hyperplan de C N tangent ~ Y(V~). Nous dirons que__H est un hyperplan 
exceptionnel associ6 ~ V~ s'il n'est tangent /i aucun des u tels que V~ soit 
contenu dans V s. 

En un point assez g6n6ral d'un c6ne exceptionnel, presque t o u s l e s  
hyperplans tangents sont exceptionnels. Cette terminologie diff~re 16g~rement de 
celle de [6] et [23] o4 n'6tait consid6r6 que le cas ofa X est une surface et Y un 
point. 

La Proposition 2.2.1 montre que les c6nes normaux le long de Y des vari6t6s 
polaires interviennent de fa~on essentieUe dans la structure de l'ensemble des 
limites d'hyperplans tangents /~ X aux points de Y, et que ces cfnes ont des 
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composantes dependant de la projection servant a les dEfinir, et d'autres qui en 
sont indEpendantes, ce qui motive la definition suivante: 

DI~FINITION 2.2.3. Soient Y c X tels que (X ~ Y) satisfasse les conditions 
de Whitney. Les composantes de dimension d - k du c6ne normal le long de Y de 
la vari6t6 polaire de dimension d - k qui sont des Y(V~) ne d6pendent pas de la 
projection p e t  sont appelEes composantes fixes de ce c6ne normal. Les autres 
varient effectivement avec la projection, comme les variEtEs polaires projectives 
le font toujours, et sont appelEes composantes mobiles. 

Remarque. I1 est immEdiat de voir que si X est le c6ne O(V) sur une variEtE 
projective V, les variEtEs polaires de X sont les c6nes sur les variEt6s polaires de 
V au sens projectif (Cf. [31]) et n'ont aucune composante fixe/~ part X lui-m6me. 

Le rEsultat suivant precise dans le cas absolu le Corollaire 5.6 de [8] et, joint 
la Proposition 2.2.1, nous donne la structure de l'ensemble des hyperplans 
tangents aux images polaires d'un espace analytique X: 

THt~ORI~ME 2.2.4. Au ooisinage de x ~ Y c X c C  N, si (X  ~, Y)  satisfait 
les conditions de Whitney en x, pour tout k, 0 < - k <<-d- 1, l'image polaire 
A k c C  a-k+1 de la vari~t~ polaire Pk(X;p)  correspondant ? t u n e  projection 
p:CN---~C a-k+t assez g~n~rale satisfait les conditions de Whitney le long de 
l'image 1/1 =P(Y) e t a  pour aureole le long de I"1 la collection des images par 
l'application P Ifx, v l~  PCc~ .... .v, induite par p des V~ de dimension < d - k -  1 
et des composantes irr~ductibles du c6ne normal de Pk(X, p)  le long de Y. 

Dt~MONSTRATION. Soit L c ~N-t l'espace projectif de dimension d - k  
formE des hyperplans contenant le noyau de p. Notons Pc la variEtE polaire 
correspondante et At  son image dans C d-k§ On a pour AL le diagramme 
normal/conormal le long de Yl: 

E ,C(AL) C(A )cC x 

E v A  L ~ A t c C d - k + l  
el_ 

L'aurEole de At est par d6finition la collection des images par r '  des 
composantes irr6ductibles de (eL o r'L)-~(Y1). Nous allons obtenir ces composantes 

partir de la g6omftrie du diagramme normal/conormal de X c CN: 

X x P N - I - , •  ) ~,  C ( X ) ~ X x # N - ~  

X x P N _ I _ , ~ E v  X e X c C  N 
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Tout d'abord, I'application H~--~p(H) de L dans BSa-k induit 6videmment un 
isomorphisme de C(AL; C N) N (CNx L) sur C(AL), Oft C(AL; C N) est le conor- 
mal de At. dans C N. 

D'autre part, la m6me application H,---,p(H) induit un morphisme fini et 
bim6romorphe r : IX-~(L)I---, C(AL). 

En effet, le morphisme Ce,.0--~ Cc~-**,.0 induit par p est fini d'apr~s ([22], 
4.1.8), donc le morphisme PL--* At. induit parp  est fini d'apr6s ([41], Chap. 1, 5.2 
ou [22], w II est bim6romorphe puisque sinon, en prenant I'image r6ciproque 
d'un 2-plan g6n6ral de C k-d§ on obtiendrait une projection non bim6romorphe 
d'une courbe polaire g6n6rale sur son image (voir [20], 4.1.6), en contradiction 
avec ([41], Chap. 5, Lemme-cl6). (Pour une autre d6monstration du fait que cette 
projection est finie et bim6romorphe, voir [8], 4.3.6). On a donc un ouvert 
analytique dense U de Pt., isomorphe par p ~ un ouvert analytique dense /./1 de 
A L. Comme d'aprSs 1.5.5.2, le morphisme I;~-~(L)I---~Pt. induit par tc est une 
modification, l'image inverse V de U par ce morphisme est dense dans ).-~(L). 
L'application (x, H) F---, (p(x), p(H)) est un isomorphisme de V sur l'ouvert Vl 
image r6ciproque de U~ dans C(AL) par tot.. Par continuit6, on obtient le 
morphisme bim6romorphe t, qui est fini puisque la restriction de p ~Pt- l'est (voir 
aussi [8] 4.3.11). 

On construit un diagramme commutatif: 

I,~-'(,a.-'(L))l , [~.-'(L)I 

E~,C(A,.) , C(A~) 

oft les morphismes horizontaux sont induits par les morphismes ~ et ~c 
respectivement, r est le morphisme que nous venons de construire, et t le 
morphisme induir par (x, l, H)~--~(p(x), p(l), p(H)). Ce dernier morphisme est 
bien d6fini: en effet, la projection 6tant gEn6rale, ie morphisme Ce,.v--" Cc~ ~*,.r, 
induit par p e s t  fini, d'apr~s ([22], 4.1.8) qui donne la finitude pour les c6nes 
tangents, les conditions de Whitney qui d'apr/~s ([41], Chap. 5, Th. 1.2), donnent 
l'6quimultiplicit6 de PL le long de Y, et ([24], w qui permet de passer grace 
l'6quimultiplicit6 du c6ne tangent au c6ne normal. L'application l~--~p(l) est 
donc bien dEfinie. L'isomorphisme ci-dessus entre U et U~ induit par p montre 
que l'image de [CeL.rl dans Cc,~-*+,.v, est [C,~,.r,], et donc que ~ est bien d6fini, fini 
et. bim6romorphe. 

Nous retrouvons ainsi le fait prouv6 dans ([22], 5.1.3.2) que ~ est le 
morphisme tr~insform6 strict de r par d, c'est-~-dire que [d-~(~.-l(t)) I est le 
transform6 strict de A-~(L) par ~. 

Notons DL le diviseur image r6ciproque de Y1 dans Ev, C(AL) par eL = eL ~ rL; 
c'est l'image par ~ de DL = U(Do, fq (Y x pN-,-i  x L)) oft les D, sont ceux de 
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2.1.1. Comme L e s t  assez g6n6ral, Y x pu- , - ,  x L e s t  transverse /i chaque Do. 
On en d6duit que les composantes de D~. sont les D~ t3 (Y x PN- '- '  X L) non 
vides; en effet, les morphismes Do ~ Y sont surjectifs, et il r6sulte du Th6or6me 
de Bertini que leur fibre g6n6rale Do(g) est irr6ductible. Les points singuliers de 
D~(g) fq (PN- ' - ' x  L) sont les points d'intersection avec PN- ' - 'X L du lieu 
singulier Z" de Do(g), et d'apr6s le Th6or6me de Lefschetz quasi-projectif, ([5], 
Theorem 2.1.2), si Les t  assez g6n6ral, l'intersection (D~,(g) -2~)r (pu- , - ,  x L) 
est connexe, donc D ~ ( g ) N ( P N - ' - ' x L )  est irr6ductible, ce qui donne 
l'irr6ductibilit6 de Do f3 (Y x PN-t-~ X L). Puisque L e s t  assez g6n6ral, et que 
toutes les fibres de D~---)Y ont la m6me dimension, les composantes de D[, qui 
sont les D~, t3 (Y • pN-,-,  X L) non vides sont aussi 6quidimensionelles au-dessus 
de II1, ce qui prouve ([41], Chap. 5, Th. 1.2) que AL satisfait les conditions de 
Whitney le long de Y, (Pour une autre d6monstration de ce fait, voir [8], Th. 
6.1). 

L'application (x,l ,H)~--~(p(x),p(H)) d6finit un morphisme analytique 
I~-'(Z-'(Z))l~ Ey,(AL) 6gal ~ la composition de ~" et K~. L'aur6ole de AL le long 
de 111 est donc form6e des images par ce morphisme des Do f-1 (Y x IP N- ' - '  x L) 
non vides. Montrons que les images par p des V~ de dimension ~<d - k - 1 sont 
des composantes de cette aur6ole. Pour cela, il sutfit de remarquer que le 
morphisme Do f3 (Y x pN-t-1 X L)---) V~ est surjectif si et seulement si la dimen- 
sion de V~ est <~d- k -  1, et que cette surjectivit6 entralne que l'image que 
l'616ment correspondant de l'aur6ole de AL est l'image de V~. Les images des 
Do f3 (Y x pN-t-, • L) correspondant aux autres V~ sont ies images par p des 
composantes irr6ductibles de P(Cp,..y) d'apr~s la Proposition 2.2.1. �9 

Dans la situation de 2.2.4, nous dirons par abus de langage que l'aur6ole de 
AL le long de II, est l'image par p de l'aur6ole de X le long de Y. 

Nous sommes maintenant en mesure de prouver l'6nonc6 "dual" de 2.1.5. 

COROLLAIRE 2.2.4.1. Soient X un sous-espace analytique ferm~ rdduit d'un 
ouvert de C Net Y un sous-espace non-singulier connexe de X. Le couple (X  ~ Y) 
satisfait les conditions de Whitney si et seulement si, pour chaque re, toutes les 
fibres de la la projection W~ ~ Y ont la m~me dimension. 

Dt~MONSTRATION. Si toutes les fibres ont la m~me dimension, les 
morphismes W,,--+ Y sont surjectifs, donc aussi les morphismes Do ~ Y ce qui 
implique les conditions de Whitney d'apr6s la remarque 2.2.1.1, 2). 

Supposons avoir les conditions de Whitney le long de Y, et qu'un morphisme 
W~ ~ Y n'ait pas toutes ses fibres de m~me dimension. Soient 6 la dimension de 
la fibre g6n6rale et 60 > 6 la dimension de la fibre sp6ciale au-dessus de x e Y. 
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Choisissons une projection g6n6rale p : CN---~ C a-*+~, oft bo >I N - 1 - d + k > 6. 
Soient zi l'image polaire correspondante et Y~ l'image de Y par p. Comme dans la 
preuve de 2.2.4, on a le  diagramme commutatif: 

I~-'(A-'(L))I , IX-'(L)I 

Ey, C(A) , c ( a )  

oft z et r sont des morphismes finis et bim6romorphes; les composantes de 
W~, f3 L sont des composantes irrEductibles de x- l (Y)  f3 ,~-~(L). Le morphisme 
envoie les composantes irr6ductibles de D~ tq d-l(L) sur celles de W~ fq L. Le 
morphisme ~ envoie les composantes irr6ductibles de D~N~-~(L)  sur des 
composantes du diviseur image inverse de Y~ dans E ~ C ( A )  et, comme W~ A L, 
celles-ci ne s'envoient pas surjectivement sur Y~, ce qui contredit le ThEor6me 
2.2.4 et ([41], Chap. 5, Th. 1.2). �9 

Nous pouvons r6sumer les r6sultats du th6or~me 2.1.1, la proposition 2.1.5, la 
remarque 2.2.1.1, 2) et le corollaire 2.2.4.1, avec les mSmes notations, par: 

PROPOSITION 2.2.4.2. Soient X un sous-espace analytique ferm~ rdduit d'un 
ouvert de C N e t  Y un sous-espace non-singulier connexe de X. Les conditions 
suivantes sont 6quivalentes : 

1) Le couple ( X  ~ Y)  satisfait les conditions de Whitney; 
2) Pour tout tr, la projection V~ --~ Y est surjective (resp. toutes les fibres de la 

projection V~---, Y ont la m~me dimension); 
3) Pour tout or, la projection Wo, ---, Y est surjective (resp. toutes les fibres de la 

projection W~--~ Y ont la mdme dimension); 
4) Pour tout tr, la projection D~---, Y est surjective (resp. toutes les fibres de la 

projection D~---, Y ont la m~me dimension). �9 

Rappelons la Proposition suivante (Voir [8], 4.3.12): 

PROPOSITION 2.2.5. Soient X c C Nun espace analytique rgduit purement de 
dimension d, x un point de X,  k et k '  deux entiers tels que 0 <~ k <~ k'  <<, d - 1, 
p :cN----~ C d-k+l  u n e  projection lingaire g~ndrale et pl:C d-k+l---~ C d-k'+l une autre 

projection lin~aire g~ngrale. Posons p '  = p l o p  et notons Ak et A k, les images 
polaires associ~es ?l p e t  p'  respectivement. Au  voisinage de l'image de x par p' ,  
l'image polaire de dimension d - k '  associde par pl ~ l'image polaire A k est ~gale fi 
l'image polaire Ak,. 



Limites d'espaces tangents en gr analytique 571 

DEMONSTRATION. Soient L e t  L'  les sous-espaces de pN-1 formOs des 
hyperplans contenant les noyaux de p e t  de p'  respectivement. Nous avons vu 
dans la preuve de la proposition pr6cOdente que le morphisme H~-*p(H)  induit 
un morphisme fini et bimOromorphe I::IA-1(L)I--~C(AL). L'image par 1: de 
IA-I(L')I est 6gale a IC(AL)nXZI(L~)I ,  ofJ AL est le morphisme naturel 
C(AL)__. ~ pd-k  et L~ est l'espace des hyperplans de C d-k§ contenant le noyau de 
pl. Soit A~ l'image polaire de Ak dans C d - k ' + l  associOe h p~; toujours d'apr~s ce 
qui prfc~de, le morphisme L'I---~ d-k' dOfini par H~--~p~(H~) induit un mor- 
phisme fini et bimOromorphe IC(AL)NAZ~(L'OI--~C(AO. D'autre part, on a 
6videmment une inclusion AL, CA~, comme on le vOrifie en un point non- 
singulier de AL,. Enfin, le diagramme suivant, of~ les fl~ches verticales sont des 
morphismes propres et bimOromorphes, commute: 

~-~(L') , IC(A,) n Z;'(L')L 

1 1 

l 1 
At. ~ ~ A I 

l'inclusion est doric une 6galitO. �9 

On retouve ainsi le fait que pour k ~< k', l'aur6ole de AL, le long de l'image de 
Y par p '  est l'image par Pl de l'aurOole de AL le long de 1"1. 

2.3. Pour 6tudier le comportement de l'aur6ole par section hyperplane, nous 
avons besoin de prOciser des conditions gOomOtriques sur une projection p non 
nOcOssairement gOnOrique suffisantes pour que l'on puisse obtenir une description 
analogue ~t celle de 2.2.1 du cone normal de la variOt6 polaire associOe ~t la 

projection p: 

PROPOSITION 2.3.1. Soient X C C N un espace analytique r~duit 

6quidimensionel, Y un sous-espace non-singulier de X tel que X ~ satisfasse les 

conditions de Whitney le long de Y e n  un point x ~ Y. Soit H u n  hyperplan de C N 

passant par x et non tangent ?z X. 
Pour tout entier k entre 0 et d - 1, il existe un ouvert de Zariski dense U de 

l'espace des projections lin~aires p :C N-'-~ C d-k+l dont le noyau est contenu dans H 

tel que pour  p ~ U, la vari~t~ polaire associ~e ~ p soit vide ou de dimension d - k, 

et que le r~duit de son cone normal le long de Y soit constitu~ des Y(V~) qui sont 
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de dimension d - k  et des P/(Y(VtO;p)=Y(P/(Vt~;p)), oft les P/(Vt~;p) sont les 
varidt#s polaires au sens projectif de dimension d - k relatives ~ la projection p des 
VtJ de dimension >d - k. 

Dt~MONSTRATION. Fixons au voisinage de x une stratification de Whitney 
de C(X) compatible avec chaque W,, ainsi que r-~(x) et une r6traction analytique 
r:cN---~ Y. Comme H n'est pas tangent ~ X en x, il n'est tangent ~ aucun Y(V,0 
d'apr~s 2.1.1, et en particulier, H n Y(V, 0 est de dimension dim Y(V,~)- 1. 

Constatons l'existence d'un ouvert dense U de I'espace des projections dont le 
noyau est contenu dans H tel que pourp e U, le dual projectif L c ~u-~ de Kerp, 
espace des hyperplans contenant Kerp, soit transverse dans #u-i  aux strates 
contenues clans r - t ( x ) ,  que Kerp n Y(V~) = {0} pour tousles Y(V~) de dimen- 
sion < - d - k ,  et que KerpnY(P/(Vt~;p))={0 } pour tous ies P~(Vt~;p) de 
dimension d - k. 

Remarquons que l'hypoth6se que p est dans U sutiit pour pouvoir appliquer 
l'argument d6montrant la Proposition 2.2.1, b), car L sera alors transverse 
au-dessus d'un voisinage de x aux strates contenues dans K-I(Y), et l'on pourra 
appliquer le Lemme de transversalit6 de ([41], Chap. 3, 5.2) h L et au morphisme 
~v:EvC(X)--* C(X),  et achever la d6monstration comme en 2.2.1. �9 

L'aur6ole se comporte bien par section hyperplane g6n6rale: 

Rappelons que si la forme initiale dans le gradu6 grv (Tv d'une 6quation de H 
dans C u n'y est pas diviseur de 0, on a identification canonique du cSne normal 
Cxnn.vntt avec le sous-espace de Cx.v d6fini par la forme initiale le long de Y 
d'une 6quation de H, sous-espace que nous noterons Cx.v N VH. C'est le cas en 
particulier si H n'est pas tangent ~ Cx.v. Nous noterons t :•(Cx, v ) n  P ( Y H ) ~  
P(CIxnHt.vnH ) l'identification correspondante apr6s projectivisation. 

THI~ORI~ME 2.3.2. Soient X c C N un espace analytique r(duit purement de 
dimension d, et Y un sous-espace non-singulier tel que (X ~', Y) satisfasse les 
conditions de Whitney en un point y e Y. Soit Hun  hyperplan de C N passant par 3' 
et qui n'est pas tangent b V e,  v; alors on a: 

i) L'hyperplan H n'est tangent ?t aucun des Y(V,,) constituant l'aur~ole de X le 
long de Y. 

ii) L'intersection X~ A H est, au voisinage de y, la partie non-singuli~re de 
X n H et satisfait les conditions de Whitney le long de Y n Hen  y. 

iii) L'identification t identifie la famille des IV,~ n P(vH)I non vides ~ l'aur(ole 
de IX n HI le long de Y O H. 
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Dt~MONSTRATION. i) est une cons6quence imm6diate du Th6or~me 2.1.1. 
On a l'inclusion 6vidente (X n H) ~ c X ~ n H. L'ouverture de la transversalit6 

implique que H est transverse ~ X ~ en tout point assez voisin de y, et que cette 
inclusion est une 6galit6 (Voir [36], w Ceci prouve la premiere partie de ii) et 
l'6galit6 IPk(X;p)  n HI = Pk(IX n HI;p)  pour tout k et toute projection p dont le 
noyau est contenu dans H et au demeurant assez g6n6rale. 

La seconde partie r6sulte de ([41], Chap. 4, 5.1, 5.3.1, et Chap 5, Th. 1.2) ou 
de l'argument suivant, qui prouve aussi iii) d'apr~s 2.1.5: d'apr6s 2.3.1, les 
vari6t6s polaires de X associ6es ~ des projections assez g6n6rales parmi celles 
dont le noyau est contenu darts H ont pour composantes fixes de leur c6ne 
normal les Y(V~) de la bonne dimension. Comme H n'est pas tangent au c6ne 
normal le long de Y de ces vari6t6s polaires, on a pour chaque k 6galit6 entre 
l'intersection avec YH du c6ne normal de Pk(X; p) le long de Yet  le c6ne normal 
le long de Y n H de l'intersection avec H de Pk(X;p). D'apr~s 2.2.1, l'aur6ole de 
IX O HI le long de Y n H est la famille form6e des I Vo~ n ~(YH)I non rides. �9 

Remarque. Puisque (X ~ Y) satisfait les conditions de Whitney, d'apr~s ([41], 
Chap. 5, 1.2.1), la condition que H ne soit pas tangent ~ X en x est en particulier 
v6rifi6e pour tout hyperplan appartenant ~ un ouvert dense de l'espace des 
hyperplans contenant Y (que nous pouvons supposer plong6 lin6airement). 

COROLLAIRE 2.3.2.1. Soient c un entier et E un sous-espace vectoriel de C N 
de codimension c qui est intersection de c hyperplans tll  . . . . .  Hctels que Hi ne soit 
pas tangent ?~ IX n Ha n 1-12 n �9 �9 �9 n Hi-ll pour 1 <<- i <- c. Alors la multiplicit~ en x 
des vari~t~s polaires Pk(IX n El) est ~gale ~ celle des vari~t~s polaires Pk(X) pour 
O < ~ k < ~ d - c - 1 .  

Cela r~sulte aussit6t du Th~or~me 2.3.2 et de la Proposition 2.2.1, b). �9 

Le th6or~me 2.3.2 nous permet maintenant d'obtenir ce qui est d'apr6s [36] et 
[44] une g6n6ralisation de l'6nonc6 "/u constant entralne /a* constant pour les 
sections hyperplanes d'une m~me hypersurface" de ([44], Appendice): 

COROLLAIRE 2.3.2.2. Supposons Y plongs lindairement dans C N. Soit U 
l'ouvert de Zariski dense de ~SN-I form6 des hyperplans non tangents ~ X en x, et 
soit E c U x C N la restriction ~ U du fibr~ tautologique de ~N-~, dont la fibre 

au-dessus d 'un point  est l'hyperplan correspondant. Posons X = E n (U x X )  et 
Y = E n (U x Y)  c X ,  et notons :r :X---~ U la projection. Soient Uo l'ouvert dense 

de U form~ des hyperplans transverses ?t Y e t  U= le ferm~ analytique de U form~ 
des hyperplans contenant Y. Notons o la section U---~ Y qui pique le point x dans 

chaque fibre. Pour 6 = O, ~, le couple de strates (l~r-~(U~)l ~ ~-~(U~)n Y) 
satisfait les conditions de Whitney au voisinage de o( U~). 
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DI~MONSTRATION. Rappelons d'abord que d'apr~s ([41], Chap. 5), pour 
tout H e U, le couple (IX A HI, Y fq H) satisfait les conditions de Whitney en x. 

D'apr~s (loc. cir., Chap. 2, w si nous choisissons des coordonn6es pour C N 
teUes que H soit d6fini par zl = 0, et des 6quations f~ = 0 (1 <~ i <~ m) pour X, le 
fait que H soit dans U est 6quivalent h l'6nonc6 suivant: 

Dans ~x.x, l'id6al engendr6 par les mineurs jacobiens de rang c = N -  d, of a 
d = dim X, des fonctions f~, au d6nominateur desquels z~ appara~t, est entier sur 
rid6al engendr6 par les autres mineurs. 

Si l'on se restreint h l'intersection V de U et de l'ouvert affine de #N-1 oO les 
hyperplans ont pour 6quations z~ = ~ aizi et si l'on 6crit F~(az . . . . .  aN, 
Z 2 , . . . ,  ZN) pour f/(• aizi, z2 . . . .  , z~), les Fi = 0 sont les 6quations de :r-l(V) 
dans V x C N. D'apr~s (loc. cit.), pour chaque Z le fait qu'un hyperplan ~ ~ , ia i  ----" 0 
de V x C N ne soit pas limite d'hyperplans tangents h ~r-~(V) est 6galement une 
condition de d6pendance int6grale sur les mineurs jacobiens des F,-, et l'on v6rifie 
facilement que c'est une cons6quence de la condition pr6c6dente. On peut it6rer 
ce r6sultat ~ l'intersection de plusieurs hyperplans de la m~me forme. 

Puisque d'apr~s (loc. cit., Chap. 5), les conditions de Whitney se ram~nent 
une question d'6quimuitiplicit6 des vari6t6s polaires, et puisque pour chaque 
H e U, les vari6t6s polaires de tX f3 HI sont 6quimultiples le long de Y A H et 
puisque enfin, d'apr~s la transversalit6 que nous venons de voir, cette multiplicit6 
est bien celle des vari6t6s polaires de X, l'ensemble des points de :t-I(u~) N Y ofi 
elles ne sont pas satisfaites est, au voisinage de o(U~), un ferm6 analytique de la 
forme :r-l(A) tq Y ofa A ~ U~, pour 6 = 0, ~. 

Pour montrer que A est vide, on peut supposer le contraire et restreindre tout 
la situation au-dessus d'une droite D de U~ qui ne rencontre zi qu'en un point 0 et 
qui est la trace sur U~ de l'intersection d'hyperplans de #N-1 dont les images 
r6ciproques dans V x #N-t satisfont, toujours parce que V e s t  dans U, les 
conditions de transversalit6 itSr6e de 2.3.2.1: pour montrer que A est vide il suffit 
de montrer que I~r-l(D)l satisfait les conditions de Whitney le long de ~t-~(D) fq Y). 
Soit t une coordonn6e locale sur D e n  0; le mSme argument de d6pendance 
int6grale que plus haut montre que l'hyperplan t = 0 de D x C N n'est pas limite 
d'hyperplans tangents ~ i~t-l(D)l au voisinage de o (D) .  

Le Th6or~me 2.3.2 montre alors que d'une part, pour tout point H, e D 
l'aur6ole de ~t-l({H~}) le long de ~-l({H/}) f3 Y est l'intersection avec {H,} x C N 
de l'aur6ole de rc-t(D) le long de Jr- l(D)A Y, qui est non-singulier puisque D 
est dans U~, et que d'autre part l'aur6ole de ~r-t({H~}) le long de ~t-~({H,}) ~ Y 
est la collection des I V~ ~ Htl non vides. Le corollaire r6sulte alors de 2.1.5. �9 

COROLLAIRE 2.3.2.3. Si H ~ C N n'est  pas tangent ?~ X en x, p o u r  tout k 
entre 0 et d - 1 ,  il existe un ouvert  dense V de l'espace des projections 
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p:cN---~C d-k+1 dont le noyau est contenu darts H tel que pour p e V ,  
multiplicit# de Pk ( X ; p)  soit la multiplicit~ d' une vari~t~ polaire Pk gdnErique. 

Cela rEsulte aussitEt de 2.3.2.1. �9 

/a 

Remarques. 1) REcemment, Smith et Varley ([35]) ont utilisE le cas Y = {x} 
du ThEor~me 2.1.1 de fa~on tr~s ingEnieuse pour determiner la structure du cEne 
tangent du discriminant de la famille des hypersurfaces projectives de degrE d de 
pN ou du diviseur thEta universel. 

2) I1 ressort du travail de Mostowski [27] sur les stratifications Lipschitziennes 
que certaines des composantes fixes des variEtEs polaires sont fixes ~ un ordre 
Elev6 qui contient de l 'information gEomEtrique importante. 

Appendice: Calcul d'un exemple 

Soient a, b, c, d quatre entiers tels que 2 ~ a  < b <c  <d ,  et considErons 
l'hypersurface (X, 0) c C 4 d'Equation: 

x ~ +yb + z c + w a =0.  

Appliquons notre mEthode pour calculer I'ensemble des limites en 0 d'espaces 
tangents ~ X. 

I1 faut d'abord calculer les Equations des variEtEs polaires P2 et P1 de 
dimensions respectives 1 et 2. 

Soient tr, fl, y, 6 et tr', fl', ),', 6' deux suites de nombres complexes assez 
gEnErales. La variEtE polaire P~ est la surface d'Equations: 

xa + yO + zC + wa =O et trx~-l + flyb-l + yZ~-~ + Ewd-] =O 

et P2 est la courbe intersection de/'1 avec l'hypersurface d'Equation 

tr,xa-1 .+ fl,yt,-1 + y,zC-I + 6,Wd-1 = 0 

L'idEal des formes initiales pour la filtration m-adique de l'idEal dEfinissant PL 
contient x a-I et yb-l(f lx - try). Comme nous savons d'apr~s [36] et [44] que la 
multiplicitE de /'1 en 0 est #(z)+/~(1) = ( a -  1)b, ces deux ElEments engendrent 
l'idEal initial. La composante fixe du c6ne tangent de Pt est donc ensemblistement 
le plan x = y = 0. De fa~on analogue, puisque nous savons que la multiplicitE de 
P2 en 0 est #(3) +/~(2) = (a - 1)(b - 1)c, nous vErifions que l'idEal initial de l'idEal 
dEfinissant P2 est engendrE par (x a-t, yb-1, zC-~(Ux + Wy + Tz)), oCa U, W, T 
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sont des fonctions non constantes de o~, fl, y, 6, o~', fl', y' ,  6'.  La composante 
fixe est donc la droite x = y = z = 0. 

Ainsi, l'espace des limites en 0 d'espaces tangents ii X est le plan projectif de 
dual du point x = y  = z = 0 de p3 (alors que le dual du c6ne tangent est un 

point de ce plan). Ceci signifie qu'un hyperplan ~x + Icy + Az + ~rw = 0 de C 4 est 
limite d'espaces tangents si et seulement si ~r est nul, ce qui confirme les r6sultats 
de [44]. Nous  encourageons le lecteur ii 6tendre les calculs au cas a ~< b ~< c ~< d. 

L'effectivit6 du calcul repose sur la relative facilit6 avec laquelle on trouve les 
6quations du c6ne tangent des vari6t6s polaires, et donc leurs composantes fixes, 
grfice aux calculs de bases standard. Dans l'exemple ci-dessus, nous avons pu 
simplifier ces calculs grace it des informations sp6ciales, mais ils sont en principe 
effectifs en g6n6ral. 
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