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I - FAMILLES DE COURBES 

Dans 

c o r r e s p o n d a n t  

p a r  " r 6 s o l u t i o n  

c o m p l e x e s .  Dans  

l e s  f i b r e s  s o n t  

c e s  b t u d i 6  d a n s  

( " t r ~ s  f a i b l e " ,  

c e t  e x p o s 6  e t  l e  s u i v a n t ,  on va  d o n n e r  p l u s i e u r s  d 6 f i n i t i o n s ~  

d e s  p r 6 o c c u p a t i o n s  d i f f 6 r e n t e s , d e  ce que l ' o n  p e u t  e n t e n d r e  

s i m u l t a n 6 e "  ( d e s  f i b r e s )  d ' u n  m o r p h i s m e  d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  

c e t  e x p o s 6 - c i ,  on s ' i n t 6 r e s s e  p l u s  p a r t i c u l i ~ r e m e n t  au c a s  ou 

d e s  c o u r b e s ~  c a s  d a n s  l e q u e l ,  a l a  d i f f 6 r e n c e  du c a s  d e s  s u r f a -  

l ' e × p o s 6  s u i v a n t ,  on a une c o n d i t i o n  de r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  

e l .  c i - d e s s o u s )  ne d 6 p e n d a n t  que  de l a  g 6 o m 6 t r i e  d e s  f i b r e s  

ce  q u i  i m p l i q u e  que  l ' o n  ne p e u t  e s p 6 r e r ,  s i  e l l e  n ' e s t  p a s  s a t i s f a i t e  p a r  un 

m o r p b i s m e ,  a m e n e r  c e l u i - c i  ~ l a  s a t i s f a i r e  a p r e s  un c h a n g e m e n t  de b a s e  " t u a n t  

la monodromie". 

§ 1. LES DEFINITIONS 

Nous n o u s  r e s t r e i g n o n s  d a n s  c e s  e x p o s 6 s  a d e s  g e r m e s  de m o r p h i s m e s  

p l a t s  f :  (X~O) ~ (Y,O) d ' e s p a c e s  a n a l y t i q u e s  c o m p l e x e s ~  d o n t  l a  f i b r e  

(X ,O) = ( f - l ( o ) , o )  e s t  un ge rme  d ' e s p a c e  r 6 d u i t ,  e t  o~ de p l u s  (Y,O) e s t  n o n -  
o 

s i n g u l i e r .  I 1  e s t  e n t e n d u  que  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  de f ( i - e - ~  d e s  f i b r e s  

de f )  s i g n i f i e r a  en  f a i r  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  d ' u n  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  

de f .  

Commen$ons p a r  r a p p e l e r  ce  q u ' e s t  une  r 6 s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  

d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  c o m p l e x e  r 6 d u i t  : 

1 . 1  D 6 f i n i t i o n  1 : Une r 6 s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t 6 s  d ' u n  e s p a c e  a n a l y t i q u e  

c o m p l e x e  r 6 d u i t  X e s t  un m o r p h i s m e  ~ : ~ - X  v 6 r i f i a n t  

1) ~ e s t  un m o r p h i s m e  p r o p r e ,  e t  i l  e x i s t e  un f e r m 6  a n a l y t i q u e  r a r e  A c X  

t e l  que  ~ i n d u i s e  un i s o m o r p h i s m e  X -  ~ - I ( A ) - ~ - ) X -  A 

2) X est non-singulier. 

Remarque  : Un m o r p h i s m e  ~ v 6 r i f i a n t  s e u l e m e n t  1) e s t  a p p e l 6  m o d i f i c a t i o n  

p r o p r e  de X~ e t  e s t  n $ c e s s a i r e m e m t  s u r j e c t i f .  

1 . 2  D 6 f i n i t i o n  2 : S o i t  f :  ( X , O ) ~  (Y,O)  p l a t  a f i b r e s  r 6 d u i t e s ,  a v e c  Y 

r ~ d u i t  On d i r a  que  f admet  une  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n b e  t r e s  f a i b l e  s i  p o u r  

t o u t  r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t ,  i l  e x i s t e  un m o r p h i s m e  ~ : X ~ X ,  m o d i f i c a t i o n  

p r o p r e  de X, e t  t e l  que  de p l u s  : 

TF1) Le m o r p b i s m e  compos6 p =  f o ~ : X - - Y  s o i t  une  s u b m e r s i o n  a n a l y t i q u e ,  

i . e .  p l a t  e t  t e l  que  p o u r  t o u t  y E  Y, l a  f i b r e  X = p - l ( y )  s o i t  n o n -  
Y 
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s ingu l i~ r e .  (En p a r t i c u l i e r ,  s i  V e s t  non-s ingu l ie r ,  ~ es t  une rbso lu t ion  des 

s i n g u l a r i t 6 s  de X.) 

TF2) Pour tout y E Y, le morphisme indu i t  X -X e s t  une r6so lo t ion  des 
Y Y 

s i n g u l a r i t 6 s  de X . 
Y 

~.s ~ _ £ ! ~ e ~ _ ~ k ~ } £ ~  

1 . 3 . 1  S o i t  0o l ' a l g ~ b r e  d ' u n  germe de c o u r b e  a n a l y t i q u e  r 6 d u i t e  (Xo,O) 

e t  s o i £  Oo l a  f e r m e t u r e  i n t 6 g r a l e  de 0 ° d a n s  s o n  anneau  t o t a l  de f r a c t i o n s .  On 

a p p e l l e  d i m i n u t i o n  de g e n r e  a s s o c i 6 e  ~ l a  s i n g u l a r i t 6  de ( X o , O ) ,  e t  l ' o n  n o t e  

5(Xo,O)  l ' e n t i e r  

5 (Xo 'O)  = dime Oo/Oo 

qui  e s t  b i e n  d ~ f i n i ,  p a r c e  que X ~ t a n t  r ~ d u i t e ,  son  u n i q u e  p o i n t  s i n g u l i e r ,  
0 

p o u r  un r e p r ~ s e n t a n t  a s s e z  p e t i t ,  e s t  OE X , e t  donc le  s u p p o r t  de ~X /OX 
o 

0 o 

e s t  r ~ d u i t  ~ OEX o,  ce qu i  i m p l i q u e  que ~ o / O o  e s t  un C - e s p a e e  v e c t o r i e l  de 

d i m e n s i o n  f i n i e .  P l u s  p r ~ c i s ~ m e n t  e n c o r e ,  s o i t  ~o le  c o n d u c t e u r  de ~o darts 0 e 

i . e . ,  ~o = {aE~o / a .  O o C O o  ] = Ann O ( O o / O o )  ( c a r  1 E ~ o ~ o C O o ) ; a l o r s  ~o 
o 

contient une p u i s s a n c e  de l ' i d ~ a l  maximal  de 0 ° . 

Pour  une  c o u r b e  X r 6 d u i t e  n ' a y a n t  q u ' u n  nombre f i n i  de p o i n t s  s i n g u l i e r s ,  on 
o 

p o s e r a  

6(x ) = E 5 ( X o , X )  
O 

xEX 
o 

l a  somme ~ t a n t  f i n i e  p u i s q u e  en un p o i n t  x non s i n g u l i e r  de Xo, on a 5(Xo,X)  ~ 0  

( e t  r 6 c i p r o q u e m e n t ) .  

1 . 3 . 2  Th~or~me 1 : S o i t  f : (X~O)~ (Y,O) un germe de morph i sme  p l a t  ou (Y,O) 

e s t  un germe d ' e s p a c e  a n a l y t i q u e  n o r m a l  e t  od ( f - l ( o ) , o ) =  (X ,0 )  e s t  un germe 
o 

de c o u r b e  r 6 d u i t e .  Les  c o n d i t i o n s  s u i v a n t e s  s u r f  s o n t  ~ q u i v a l e n t e s  : 

1) Tou t  r e p r ~ s e n t a n t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  de f admet  une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a -  

n~e t r ~ s  f a i b l e .  

2) Pour  t o u t  r e p r ~ s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de f ,  on a 5(X ) =  5(X ,0 )  p o u r  t o u t  
y o 

y E Y. 

De p l u s ~  l a  r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n b e ~  s i  e l l e  e x i s t e ~  e s t  n ~ c e s s a i r e m e n t  l a  n o r -  

m a l i s a t i o n  n :  X ~ X  de X. 

D ~ m o n s t r a t i o n  : 

A) D ~ m o n s t r a t i o n  d a n s  l e  c a s  o~ (Y,O) e s t  n o n - s i n g u l i e r  de d i m e n s i o n  i : 

Nous a l l o n s  en f a i t  d S m o n t r e r  l a  : 

P r o p o s i t i o n  : S o i t  f : (X,O) ~ (E,O)  un germe de m o r p h i s m e  p l a t  d o n t  l a  f i b r e  
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(Xo,O) e s t  une  c o u r b e  r b d u i t e .  S o i t  n : X ~ X  l a  n o r m a l i s a t i o n  de l a  s u r f a c e  X 

e t  s o i t  p = f o n :  ( ~ , n - l ( o ) ) ~  ( E , O ) .  

P o s o n s  (X) = p - l ( o ) .  
o 

On a : 

P o u r  t o u t  r e p r b s e n t a n t  s u f f i s a m m e n t  p e t i t  de f : 

1) p e s t  p l a t .  

2) ~ (X)o  ) = 5(X o) - 5(Xy)  ( y E  ~\[0]) 

D ~ m o n s t r a t i o n  : P o s o n s  R = O C ,  O= C ! v ]  e t  A=OX,  0 . f f a i r  de A une  R - a l g ~ b r e  

p l a t e  e t  r b d u i t e ,  e t  l a  f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  ~ de h d a n s  s o n  a n n e a u  t o t a l  de 

f r a c t i o n s  e s t  O ~ , n _ l ( o )  . P a r  n o s  h : F p o t h e s e s ~  OXo~O= A / v . h  e s t  une  C - a l g ~ b r e  

r ~ d u i t e  de d i m e n s i o n  1, e t  donc  n o u s  a v o n s  v . h =  ~1 fl " ' "  N ~ r  ou c h a q u e  ~ i  e s t  un 

i d e a l  p r e m i e r  de h t e l  que dim h / ~ i  = 1. 

De p l u s ~  d ' a p r ~ s  l e s  t h ~ o r ~ m e s  d ' e x i s t e n c e  ( B o u r b a k i ,  h l g .  Comm. V I I ,  § 1 . 6 ,  

P r o p .  10 e t  V, § 2 . 1 ,  C o r .  2) p o u r  c h a q u e  ~ i  i l  e x i s t e  un i d b a l  p r e m i e r  ~ de 
i t e l  que  dim h--/~ = 1 e t  ~[  N A= ~ i '  e t  de p l u s ,  on a v - ~ c ~ N  - . .  N ~ r ,  

d~o~ v . ~ N  h c v . h  e t  l ' i n c l u s i o n  i n w ~ r s e  ~ t a n t  ~ v i d e n t e ,  n o u s  a v o n s  f i n a l e m e n t  : 

v.:~-N A = v.A 

Maintenant, nous avons 

Lemme ( P r o p r i ~ t ~  u n i v e r s e l t e  de l a  n o r m a l i s a t i o n )  : S o i t  A un a n n e a u  c o m m u t a t i f  

u n i t a i r e  r ~ d u i t ,  e t  s o i t  ~ s a  f e r m e t u r e  i n t ~ g r a l e  d a n s  son  a n n e a u  t o t a l  de 

f r a c t i o n s .  S u p p o s o n s  que  l e  c o n d u c t e u r  ~ =  {dC h / d h c h ~  ne s o i t  p a s  n u l .  

h l o r s ~  ~ t a n t  donn~ un m o r p h i s m e  T : A~ B ou B e s t  un a n n e a u  r S d u i t  i n t ~ g r a l e m e n t  

c l o s  d a n s  s o n  a n n e a u  t o t a l  de f r a c t i o n s ,  s i  ~ ( ~ )  c o n t i e n t  un ~ l ~ m e n t  non d i v i -  

s e u r  de 0 d a n s  B~ i l  e x i s t e  une  u n i q u e  e x t e n s i o n  ~ : A ~ B  de T ~ ~ .  

A 

A -- .>- B <p 

D ~ m o n s t r a t i o n  : C h o i s i s s o n s  dE ~ c  h t e l  que ~ ( d )  ne d i v i s e  p a s  0 d a n s  B. 

P o s o n s  p o u r  t o u t  a E 

~ ( a )  ° ( d ' a )  
= - ~  E T o t ( B )  ; 

~ ( a )  e s t  e n t i e r  s u r  ~ ( A ) c B  p u i s q u e  a e s t  e n t i e r  s u r  A, e t  donc  ~ ( a ) E  B. 

L ' u n i c i t 6  e s t  c l a i r e .  
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Nous appliquons ce lemme au morphisme compos~ 

A ~ A/v.A ~ A/v.A 

e t  n o u s  n o u s  s o u v e n o n s  p o u r  c e l a  du f a i r  que le  l i e u  s i n g u l i e r  de X e s t ,  p o u r  

un r e p r 6 s e n t a n t  a s s e z  p e t i t  de f~ f i n i  s u r  E d ' a p r ~ s  le  th6or~me  de p r 6 p a r a t i o n  

de W e i e r s t r a s s ~  le  f a i r  que l a  f i b r e  s p 6 c i a l e  (Xo,O) e s t  a s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e ~  

e t  l e  t h6o r~me  de B e r t i n i  l o c a l .  A i n s i ,  t o u t  module  s u p p o r t 6  p a r  t S i n g  XI e s t  

un OE,O-mOdule de t y p e  f i n i ~  ce qu i  i m p l i q u e  que ~ /A  e t  A/~ s o n t  des  C{v}-modu-  

l e s  de t y p e  f i n i ,  ou ~ e s t  l a  f e r m e t u r e  i n t 6 g r a l e  de A dans  son  anneau  t o t a l  

de f r a c t i o n s ~  e t  ~ l e  c o n d u c t e u r  de ~ dans  A. 

De c e c i  n o u s  d 6 d u i s o n s  q u ' i l  e s t  i m p o s s i b l e  que ~ c ~ i  p o u r  un c e r t a i n  

i ,  c a r  s i n o n  n o u s  a u r i o n s  une s u r j e c t i o n  A / ~  A/~ i e t  A/~i  n ' e s t  s ~ r e m e n t  p a s  

un E [ v } - m o d u l e  de t y p e  f i n i  p u i s q u e  A/~i  = A/~i  ® E e s t  un anneau  de d imen-  

s i o n  1. 

n 

Ceci  n o u s  m o n t r e ,  gr~tce au lemme d ' 6 v i t e m e n t ,  que ~ ¢  U= ~i  e t  donc 
i 1 

que l ' i m a g e  de ~ darts ~ n ' e s t  p a s  fo rm6e  de d i v i s e u r s  de O. Nous p o u v o n s  

m a i n t e n a n t  a p p l i q u e r  le  lemme~ qui  n o u s  donne une f a c t o r i s a t i o n  

/X 
A ~ A/v.A 

e t  p u i s q u e  v . ~  va s u r  O, en f a i t  n o u s  a v o n s  un d iagramme c o m m u t a t i f  

A/v.  A 

A/v.A-- ~ A/v.A 

Nous s a v o n s  que i e s t  i n j e c t i f  c a r  v . ~ N A =  v .A,  e t  en f a i r  ~ e s t  i n j e c t i f  a u s s i ,  

c a r  p o u r  c o n s t r u i r e  ~ ,  n o u s  a v o n s  comme d a n s  l e  Iemme, c h o i s i  un 61@merit 
r 

d E E -  U ~i  ~ un 616ment  a E ~  t e l  que ~ ( a )  =O s a t i s f a i t  donc d . a E  v.A e t  donc 
i=1 

aE v.~ puisque d ~ u ~  . Nous obtenons ainsi l '6gal i t6 : 
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dime A/v.A/A/v.A = dim C A/v.A/~/v.7+ dim~ A/v.A/A/v.A 

e t  p u i s q u e  A/v.A=O..o~O,A l e  t e r m e  de g a u c h e  e s t  5 ( X o , O ) .  

Nous remarquons maintenant que puisque v.~N A = v.A, ~/A est un ~{v}-module sans 

torsion, donc fibre de type fini, et son rang est n~cessairement 5(X ) puisque, 
Y 

toujours d'apres le thboreme de Bertini, pour v ~ O assez petit, siy E C est le 

point de coordonn6e v, (X) est normale et (X) ~X est la normalisation • 
Y Y Y 

(Autrement dit, on a toujours r~solution simultan6e tres faible au-dessus 

d'un ouvert analytique dense de l'espace des parametres) or, ~/A ~tant E[v}- 

l i b r e ,  on a 

dim C A/v.A/A/v.A = rang de ~/A = 5(X ) 
Y 

P u i s q u e  l e  d i a g r a m m e  e o n s t r u i t  p l u s  h a u t  n o u s  i n d i q u e  a u s s i  que  A / v . A  e s t  a u s s i  

l a  f e r m e t u r e  i n t & g r a l e  de h / v . h  d a n s  s o n  a n n e a u  t o t a l  de f r a c t i o n s ,  on a b i e n  

f i n a l e m e n t  : 

6 ( x  ) = s ( ( Y )  ) + 5 ( x  ) 
o o y 

e t  p u i s q u e  ~ / A  e s t  ~ [ v } - l i b r e ,  que A e s t  ~{v}-plat, 7 e s t  b i e n  ~ [ v ] - p l a t ,  i . e .  

p =  f o n e s t  un m o r p h i s m e  p l a t ,  e t  l a  p r o p o s i t i o n  e s t  d 6 m o n t r ~ e .  

Remarquons que la proposition implique le thbor~me dans le cas 

(¥,0) = (C,O), puisque si 5(Xo,O) = 5(X ), pest un morphisme plat eta fibre non 
Y 

singuliere, donc es% une submersion d'espaces lisses. La dbmonstration donne 

aussi bien s~r que (~) ~X est la normalisation, donc que (X) ~ X est une 
o o y y 

r ~ s o l u t i o n  d e s  s i n g u l a r i t t s  p o u r  c h a q u e  y E E. 

B) P a s s a g e  au c a s  ou (Y,O) e s t  un e s p a c e  n o r m a l  q u e l c o n q u e  ( d 6 m o n s t r a -  

t i o n  a i m a b l e m e n t  communiqube  p a r  M i c h e l  R a y n a u d ) .  

S o i t  f :  (X~O)~  (Y,O) un m o r p h i s m e  p l a t ,  ou Y e s t  r ~ d u i t ,  e t  ou 

( f - l ( o ) , o )  e s t  r ~ d u i t  de d i m e n s i o n  1. (Comme d ' h a b i t u d e ,  n o u s  r a i s o n n o n s  s u r  un 

r e p r ~ s e n t a n t  " s u f f i s a m m e n t  p e t i t "  de f ,  e n c o r e  n o t 6  f :  X ~ Y . )  P u i s q u e  ( f - l ( O ) , O )  

e s t  ~ s i n g u l a r i t 6  i s o l 6 e ,  l e  s o u s - e s p a c e  c r i t i q u e  de f e s t  f i n i  a u - d e s s u s  de Y 

( t h 6 o r e m e  de p r 6 p a r a t i o n ) .  R a p p e l o n s  que  f 6 r a n t  p l a t ,  xE  X e s t  c r i t i q u e  p o u r  f 

s i  e t  s e u l e m e n ¢  s i  i l  e s t  s i n g u l i e r  d a n s  s a  f i b r e .  On p e u t  donc  t r o u v e r  

hE F(X,~x) tel que : 

h x sot% non-diviseur de z ~ r o  dans OX~ x pour tout xE X , 

Q Le diviseur D d&fini par h contienne le sous-espace critique de f e% soit 
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f i n i  s u r  Y. 

La p l a t i t u d e  de f entra*ne a l o r s  que liD : D .  Y e s t  auss i  plat~ e t  comme i l  e s t  

f i n i ,  on peut d 6 f i n i r  le degr6 d de D au-dessus  de ¥, qui n ' e s t  au t r e  que le 

r a n g  du Oy-modu le  l i b r e  f~O D (= 0 D vu comme O y - m o d u l e ) .  

Remarquons  m a i n t e n a n t  que  p o u r  t o u t  yC ¥, l e  c o n d u c t e u r  de ..~Y =(~X d a n s  0 X 
Y Y Y 

(ou X = f - l ( y ) )  d 6 f i n i t  un s o u s - e s p a c e  de X c o n c e n t r b  aux p o i n t s  s i n g u l i e r s  de 
Y Y 

Xy, e t  donc p a r  l e  th6or~me  des  z 6 r o s ,  i l  e x i s t e  un e n t i e r  Ny t e l  que 

N 
h ( y )  Y'(~X 5 0 X  oa h ( y ) =  h . O  X b i e n  s ~ r .  

Y Y Y 
M a i n t e n a n t  p a r  l i s s i t ~  g ~ n ~ r i q u e ,  i l  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i q u e  r a r e  F c ¥  t e l  

que s i  yE Y-F on a i t  ~ = (X) (ou n : X - X  e s t  l a  n o r m a l i s a t i o n  e t  (~)  = p - l ( y ) ,  
Y Y Y 

05 p =  f *  n)  e t  SxIX = { X  o~ ~X d 6 s i g n e  l e  e o n d u c t e u r  de (~X dans  0 x • 
Y 

Y 
On v ~ r i f i e  a i n s i  (en  se  r e s t r e i g n a n t  e n s u i t e  ~ X x F ~ F )  que l ' a p p l i c a t i o n  qu i  

Y N 
Y f a i r  c o r r e s p o n d r e  l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  N t e l  que  h ( y )  Y. (3~COv e s t  c o n s t r u c -  yC 

y ~ y  Y 
t i b l e  s u r  Y, donc l o c a l e m e n t  b o r n 6 e .  S u i t  N= Sup N 

yEY Y 

on p e u t  donc s u p p o s e r  que h v ~ r i f i e ,  en s u s  de 

@ h ( y ) . ~  ~ o  x pour y ~ Y .  
Y y 

En r e m p l a ~ a n t  h p a r  h N 

e t  ~ 

C o n s i d 6 r o n s  m a i n t e n a n t  l e  f a i s c e a u  ~ de OX-mOdules 

= 0 X - e I @ 0 X • e 2 / e  1 -  h . e  2) 
7 

e t  r e m a r q u o n s  i m m 6 d i a t e m e n t  que d ' a u t r e  p a r t  l e  morph i sme  c a n o n i q u e  0 x -  

e n v o y a n t  1 s u r e  1 e s t  une  i n j e c t i o n  de OX-modules  e t  que d ' a u t r e  p a r t  l e  conoyau  

de e e t t e  i n j e c t i o n  e s t  i s o m o r p h e  ~ 0 D .  0 x e t  0 D 6 r a n t  t o u s  deux des  O ¥ - m o d u l e s  

p l a t s ,  ~ e s t  un O y - m o d u l e  p l a t o  

R e m a r q u o n s  a u s s i  que  l e  m o r p h i s m e  de OX-mOdules 

: ~ ~Tot 0 x 

1 
d 6 f i n i  p a r  T ( e l ) =  1, g ( e 2 )  = ~ e s t  i n j e c t i f  e t  i n d u i t  donc un i s o m o r p h i s m e  s u r  

son  image ~ c T o t  0 X .  De m~me p o u r  t o u t  yE Y, on a un m o r p h i s m e  ~ ( y ) ~ T o t ( ~  x ) 
Y 

p u i s q u e  h ( y )  n ' e s t  d i v i s e u r  de 0 dans  aucune  f i b r e ,  e t  ce morph i sme  e s t  e n c o r e  

une i n j e c t i o n  d o n t  l ' i m a g e  s e r a  n o t r e  ~ ( y ) -  On a ,  g r a c e  ~ l a  d ~ f i n i t i o n  de h : 

(~X c ~ ( y )  p o u r  t o u t  yE Y 
Y 

Pour  chaque  yE Y, on p e u t  donc c o n s i d ~ r e r  l e  q u o t i e n t  
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~ ( y )  -~ %(Y ~ x  ~(Y y y Y 

e t  d ' a p r e s  n o t r e  h y p o t h e s e  "6 c o n s t a n t "  e t  l e  f a i t  vu p l u s  h a u t  que  O D e s t  

l i b r e  de r a n g  p s u r  Oy~ n o u s  v o y o n s  que p o u r  t o u t  yE Y~ X ( y )  e s t  un q u o t i e n t  

de OD(y) qu i  e s t  de d i m e n s i o n  d - 5 .  

C o n s i d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  l e  morph i sme  g y :  G y - Y ~  g r a s s m a n n i e n n e  des  

q u o t i e n t s  l o c a l e m e n t  l i b r e s  de r a n g  d - 6  du O¥-modu le  0 D o gy a l a  p r o p r i ~ t b  

que p o u r  t o u t  yE Y~ g - l ( y )  s t i d e n t i f i  e ~ l a  g r a s s m a n n i e n n e  des  q u o t i e n t s  de 

d i m e n s i o n  d - 5  de l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  de d i m e n s i o n  d OD(y ) .  

h i n s i ,  p o u r  chaque  YE ¥,  n o u s  o b t e n o n s  un p o i n t  a y e  g y l ( y )  c o r r e s p o n d a n t  

~(y). 
S o i t  Zy-- U ~ • U t i l i s a n t  £ nouveau  l e  f a i r  q u ' i l  e x i s t e  un ferm~ a n a l y t i q u e  

YEY Y 

r a r e  F c Y  a l ' e x t ~ r i e u r  d u q u e l  l a  n o r m a l i s a t i o n  commute aux f i b r e s ,  on p e u t  

v o i r  que Z e s t  un s o u s - e n s e m b l e  c o n s t r u e t l b l e  de G, 

M a i n t e n a n t  i l  f a u t  r e m a r q u e r  que t o u t e s  l e s  c o n s t r u c t i o n s  f a i t e s  j u s q u ' a  

p r 6 s e n t  s o n t  c o m p a t i b l e s  aux c h a n g e m e n t s  de b a s e  Y ' - ¥  (Y' r 6 d u i t )  e t  en p a r -  

t i c u l i e r  que G¥, = G × Y ' ,  Z¥, = Z ¥ × Y '  c G¥, ,  e t c .  Or n o u s  a v o n s  d6 j~  t r a i t ~  en 
Yy y 

h) le  c a s  05 ( Y ' , O )  = (C,O) e t  vu d a n s  ce c a s q u e  l ' o n  a v a i t  C~X =C~X(y), e t  que 
Y 

l ' o n  p o u v a i t  c h o i s i r  h t e l  que h.O~Xc_C~ x , i . e .  C~XC ~ e t  f i n a l e m e n t  que l ' o n  

/C~X/O x - -  e s t  d a n s  p o u v a i t  d 6 f i n i r  un Oy-modu le  p l a t  }C=o D ( p u i s q u e  C~X/O x O E - p l a t  

ce c a s  comme n o u s  l ' a v o n s  vu)  t e l  que  K ( y ) = C ~ D ( y ) / % . / C ~ X y  p o u r  t o u t  y e  Y. 

A i n s i ,  d ' u n e  p a r t  n o t r e  c o n s t r u c t i o n  e s t  c o m p a t i b l e  aux c h a n g e m e n t s  

de b a s e ,  e t  d ' a u t r e  p a r t  l o r s q u e  ( Y , O ) =  ( ~ , 0 ) ~  Zy e s t  en f a i r  l ' i m a g e  d ' u n e  

s e c t i o n  ( a n a l y t i q u e  c o m p l e x e )  u n i q u e  de g y .  ( D ' a p r ~ s  l a  p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  

de l a  g r a s s m a n n i e n n e  d ' u n  f a i s c e a u  c o h 6 r e n t  de m o d u l e s . )  Ceci  m o n t r e  que d a n s  

l e  c a s  g 6 n 6 r a l ~  n o t r e  d iagramme : 

z ( ) G y  

g 

a l a  p r o p r i 6 t 6  que t o u t  a r c  a n a l y t i q u e  t r a c 6  s u r  (¥ ,O)  se  r e l i v e  de f a g o n  u n i -  

que en un a r c  a n a l y t i q u e  de G¥ c o n t e n u  d a n s  Z. Comme p a r  a i l l e u r s  Z e s t  c o n s -  

t r u c t i b l e  d a n s  G¥~ on en d 6 d u i t  que q :  Z--Y e s t  un hom6omorph i sme ,  e t  que  Z e s t  

en f a i r  f e rm6  d a n s  G. I1  e x i s t e  donc un s o u s - e s p a e e  a n a l y t i q u e  f e rm6  r 6 d u i t  

Z c G  ( d o n t  l ' e n s e m b l e  s o u s - j a c e n t  e s t  Z I )  t e l  que q :  Z - ¥  s o i t  un h o m ~ o m o r p h i s -  
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me. S i ¥  e s t  normal~  on en d 6 d u i t  q u e e n  f a i r  q e s t  un i s o m o r p h i s m e  a n a l y t i q u e  

e t  donc que Z e s t  en f a i r  l ~ image  d~une s e c t i o n  d de g¥,  qu i  c o r r e s p o n d  p a r  

l a  p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  des  g r a s s m a n n i e n n e s  d e s  f a i s c e a u x  c o h ~ r e n t s ~  ~ un 

q u o t i e n t  ~ de O D ( l o c a l e m e n t  s u r  Y) t i b r e  de r a n g  d -  6. 

K= K e r ( O D ~ )  e s t  donc un s o u s - O y - m o d u l e  de ~D ~ l i b r e  de r a n g  6, e t  t e l  que 

p o u r  t o u t  yE Y~ on a i t  

/ 
K(y)  = (~Xy/OX/  dans  OD(y) 

Y 

C o n s i d ~ r o n s  m a i n t e n a n t  l e  s o u s - O ¥ - m o d u l e  ~ de ~ c  T o t ( O  x)  d b f i n i  p a r  ~ =  Ker 

ou • est le morphisme compos~ 

. . J  

b 
e s t  form6 des  616ment s  de qu i  p e u v e n t  s ' 6 c r i r e  dans  l a  fo rme a + ~  ( a , b E O x ,  

i . e .  F(X~Ox))  de t e l l e  f a~on  que a ( y )  + ~ @  T o t ( O  x ) a p p a r t i e n n e  en f a i t  
Y 

(~X ou a ( y )  = a .O  x ~ e t c .  On en d 6 d u i t  que ~ e s t  en f a i t  un s o u s - a n n e a u  de 
Y Y 

T o t ( O  X) c o n t e n a n t  OX' e t  comme i ]  e s t  c o n t e n u  d a n s  ~ qu i  es% un OX-mOdule de 

t y p e  f i n i ,  ~ C ~ X .  

Pa r  a i l l e u r s ,  l e  m~me a r g u m e n t q u ' e n  A) n o u s  p e r m e t  d ' a p p l i q u e r  l a  

p r o p r i 6 t 6  u n i v e r s e l l e  de l a  n o r m a l i s a t i o n ~  p o u r  o b t e n i r  un d iagramme c o m m u t a t i f  

/ \ 
y y 

qu i  n o u s  s u f f i t  p o u r  m o n t r e r  que O ~ X ~  , donc f i n a l e m e n t  ~ = ( ~ X .  

Comme ~ e t  ~ s o n t  p l a t s  s u r  Oy, i l  en e s t  de meme de ~ ,  e t  de p l u s ,  on a 

P?~/O X = K 

ce qui  m o n t r e  que p o u r  t o u t  yE ¥~ on a 

O~x : (O~x)(y) 
Y 

doric a n o u v e a u  n o u s  a v o n s  mon t r~  que p : ~ X~Y e s t  un m o r p b i s m e  p l a t  e t  

f i b r e  l i s s e ,  donc l e  r ~ s u l t a t  a n n o n c ~ .  D 

R ~ c i p r o q u e m e n t  s o i t  f : ( X , O ) ~  (Y,O) p l a t  e t  ~ f i b r e s  r b d u i t e s  de 
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d i m e n s i o n  1 a d m e t t a n t  un  r e p r 6 s e n t a n t  t e l  q u e  l e  m o r p h i s m e  c o m p o s 6  

p =  f o n : X n - ~ X - Y  s o i t  p l a t  e t  ~ f i b r e s  l i s s e s .  A l o r s  l ' i n v a r i a n t  5 d e s  f i b r e s  

de  f e s t  c o n s t a n t .  En e f f e t ~  l ' a p p l i c a t i o n  Y ~  ~ ~ d 6 f i n i e  p a r  y -  5(X ) e s t  
Y 

c o n s t r u c t i b l e  s u r  Y, e t  on  v 6 r i f i e  f a c i l e m e n t  q u e  l ' o n  p e u t  s e  r a m e n e r  p a r  c h a n -  

g e m e n t  de  b a s e  au  c a s  ou  ( Y ~ O ) =  ( ~ , 0 ) .  On p e u t  a l o r s  r e m o n t e r  l a  d 6 m o n s t r a t i o n  

de  A)~ e n  u t i l i s a n t  l e  f a i r  q u e  v . ~ N  A = v . A  p o u r  m o n t r e r  q u e  l a  p l a t i t u d e  de  

s u r  Oy i m p l i q u e  c e l l e  de  ~ / A .  

C o r o l l a i r e  : S o i t  Y un  e s p a c e  a n a l y t i q u e  n o r m a l ,  e t  s o i t  X c Y ×  ~ N  s o u s - e s p a c e  

f e r m 6  t e l  q u e  l e s  f i b r e s  de  f =  P r l I X :  X ~ Y  s o i e n t  d e s  c o u r b e s  p r o j e c t i v e s  r 6 d u i -  

t e s  c o n n e x e s .  A l o r s ~  i l  y a 6 q u i v a l e n c e  e n t r e  : 

1) l a  f a m i l l e  f :  X - Y  de  c o u r b e s  p r o j e c t i v e s  a d m e t  ( l o c a l e m e n t  s u r  Y) 

u n e  r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r ~ s  f a i b l e  d o n n 6 e  p a r  l a  n o r m a l i s a t i o n ,  i . e .  

p = f o n : X" ----u X --.->Y 

f a i t  de  ~ u n e  f a m i l l e  p l a t e  de c o u r b e s  ( p r o j e c t i v e )  non  s i n g u l i e r e s  ( ~ )  
Y 

2)  La c a r a c t 6 r i s t i q u e  d ' E u l e r - P o i n c a r 6  t o p o l o g i q u e  X t o p ( X y )  e s t  ( l o c a l e -  

m e n t  s u r  Y) i n d 6 p e n d a n t e  de  y 6  Y- 

D 6 m o n s t r a t i o n  : 1 ) ~  2)  e s t  c l a i r  c a r  p e s t  e n  f a i t  a l o r s  u n e  f i b r a t i o n  d i f f 6 -  

r e n t i a b l e .  

P o u r  m o n t r e r  l a  r 6 c i p r o q u e ~  r e m a r q u o n s  q u e  

X t o p ( X  ) = - 2 g ( ~ y )  + 2 r  
Y Y 

ou r y  d 6 s i g n e  l e  n o m b r e  de  c o m p o s a n t e s  c o n n e x e s  de  ~ y .  

Des  r 6 s u l t a t s  c l a s s i q u e s  de  c o h o m o l o g i e  c o h 6 r e n t e  n o u s  d o n n e n t  ( c f -  " F a i s c e a u x  

a l g 6 b r i q u e s  c o h 6 r e n t s " ,  e t  " G r o u p e s  a l g 6 b r i q u e s  e t  c o r p s  de  c l a s s e s "  de 

J . P .  S e r r e )  : 

- 1 ) +  ~ ( x  ) 1) P a ( X y )  = g ( X y ) -  ( r y  Y 

2)  p u i s q n e  f e s t  p l a t ~  l e  g e n r e  a r i t h m 6 t i q u e  P a ( X y )  q u i  i n t e r v i e n t  d a n s  

1) e s t  i n d 6 p e n d a n t  de  X 
Y 

On d 6 d u i t  a l o r s  de  l ' h y p o t h ~ s e  de  2)  q u e  6 (X ) e s t  c o n s t a n t ~  e t  on  a p p l i q u e  
Y 

] e  r 6 s u l t a t  p r 6 c 6 d e n t  a p r ~ s  a v o i r  l o c a l i s ~  au  v o i s i n a g e  de c h a c u n  d e s  p o i n t s  

s i n g u l i e r s  d ' u n e  f i b r e  de  f~ e n  r e m a r q u a n t  q u e  l a  p r o p r i 6 t 6  de  " r 6 s o l u t i o n  

s i m u l t a n 6 e  p a r  l a  n o r m a l i s a t i o n "  e s t  e n  f a i t  l o c a l e  s u r  X. 

R e t e n o n s  d o n c  q u e  p o u r  l e s  f a m i l l e s  de  c o u r b e s ,  l ' e x i s t e n c e  d ' u n e  

r 6 s o l u t i o n  s i m u l t a n 6 e  t r e s  f a i b l e  ne  d 6 p e n d  q u e  de  l a  g 6 o m 6 t r i e  d e s  f i b r e s .  



Exemple s  : 

1) La f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  : X c E 2 x E  

¢ 

2 3 2 ou X e s t  d ~ f i n i  d a n s  E2= ¢ ( x , y ~ v )  p a r  y - x + vx = 0 e s t  a 5 c o n s t a n t  (= 1) 

e t  p o s s ~ d e  une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r ~ s  f a i b l e .  

2) E t a n t  donn~ un germe de c o u r b e  p l a n e  i r r ~ d u c t i b l e  (Xo~O) donn~ p a r a m ~ t r i -  

quement  p a r  x ( t ) ,  y ( t ) ~  on p e u t  c o n s i d ~ r e r  l a  f a m i l l e  de c o u r b e s  p l a n e s  d ~ c r i t e  

p a r a m ~ t r i q u e m e n t  p a r  

( x = x ( t ) + a v . t  
(~)  ~ ( ~ , ~ ) E  ¢2 

( y = y ( t )  + ~ v . t  

I1  e x i s t e  une h y p e r s u r f a c e  HcE2~  d ~ p e n d a n t  de x ( t )  e t  y ( t ) ,  t e l l e  que s i  

( a , ~ )  E E 2 -  H~ p o u r  r o u t e  v a l e u r  v de v a s s e z  p e t i t e  e t  non n u l l e ~  l a  c o u r b e  
o 

X v d ~ c r i t e  p a r  (* )  p o u r  v =  Vo a p o u r  s e u l e s  s i n g u l a r i t ~ s  5(Xo~O) p o i n t s  
o 

d o u b l e s  o r d i n a i r e s  d i s t i n c t s  ( t e n d a n t  v e r s  0 quand  v ~ 0 ) .  La f a m i l l e  de 
o 

c o u r b e s  p l a n e s  a i n s i  d ~ c r i t e  a une r ~ s o l u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r e s  f a i b l e ~  qu i  e s t  

p r ~ c i s ~ m e n t  s a  donn~e s o u s  fo rme p a r a m ~ t r i q u e .  Ce r 6 s u l t a t  s ' ~ t e n d  s a n s  mal 

aux g e r m e s  de c o u r b e s  r ~ d u c t i b l e s .  

[ P o u r  des  d ~ t a i l s ~  c f .  : "Su r  d i v e r s e s  c o n d i t i o n s  n u m ~ r i q u e s  d ' ~ q u i s i n g u l a r i t ~  

des  f a m i l l e s  de c o u r b e s ,  e t  un p r i n c i p e  de s p ~ c i a l i s a t i o n  de l a  d~pendance  

i n t ~ g r a l e " ~  t i r a g e  du C e n t r e  de Maths .  de l ' E c o l e  P o l y t e c h n i q u e  No M208.0675~ 

J u i n  1 9 7 5 ) . ]  

3) S o i t  s u n  e n t i e r ~  on p e u t  c o n s i d ~ r e r  l a  f a m i l l e  de c o u r b e s  d 6 c r i t e  d a n s  

E 3 × E  ( Z o , Z l , Z 2 ~ V )  p a r  : 

f 2 3 
i z - z ° + vz 2 = 0 

2 s+2 
z 2 - z  ° z 1 = 0 

E l l e  p o s s ~ d e  une r ~ s o t u t i o n  s i m u l t a n ~ e  t r ~ s  f a i b l e ,  e t  l a  f i b r e  s p ~ c i a l e  e s t  

l a  c o u r b e  monomia le  donn~e p a r a m ~ t r i q u e m e n t  p a r  Zo= t4~ z ]  = t6~ z2 = t 2 s + 7 '  a l o r s  

que p o u r  v ~  O~ l a  f i b r e  X c o r r e s p o n d a n t e  e s t  l a  c o u r b e  p l a n e  d ' ~ q u a t i o n  
Y 

( z ~ -  z ~ ) 2 -  v2zS+o 2z1= O. 

ELa t h ~ o r i e  d ' o u  e s t  t i r 6  c e t  exemple  se  t r o u v e  d a n s  l ' a p p e n d i c e  au c o u r s  de 

Z a r i s k i  s u r  l e s  m o d u l e s  de b r a n c h e s  p l a n e s  ( P u b l i c a t i o n  du C e n t r e  de M a t h s . ) . ]  


