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INTRODUCTION

En cherchant a définir une “bonne” notion d! "équisingularité",
Zariski a €té amené [10] & définir ce qu'il appelle la "saturation" d'un
~ ——
anneau local : 1'anneau saturé & d'un anneau A contient celui-ci et est
contenu dans son normalisé A, et pour un anneau complet intégre de dimen-
sion 1, la donnée du saturé équivaut 4 la donnée des exposants caractéris-

tiques de Puiseux de la courbe algéhroide correspondante,

Dans le cas des algébres analytiques complexes, i1l est bien

connu gue l'algebre normalisée A coincide avec l'ensemble des germes de

fonctions méromorphes borndes en module; parmi les algeébres intermédiaires
entre A et A, l'une s'introduit alors assez naturellement : c'est Ialge~

bre des germes de fonctions méromorphes continues au sens de Lipschiiz.

Nous nous proposons d'étudier cetie algébre, d'abord formellement (§1),

puis géométriquement (§2), et de démontrer (833 et 5) gu'auw moins dans le

g
A

cas des hypersurfaces, elle coincide avec 1c saturd de Zariski. Au 94,

nous montrons comment dans le cas d'une courbe véduite,mais non nécessai-

rement irréductible, les constructions dez 8% 1 et 2 feournissent une sui-

te d'exposants fractionnairves(définie intrinsdquement, cans rélérence 3

aucun systeéme de coordonnée), qui généralise la suite des exposants caragc-

téristigues de Puiseux d'une courbe irréductible, Enfin,au 56, nous retrou-

vons tres simplement le résultat de Zariski d'aprés lequel 1'éguisatura-

tion d'une famille d'hypersurfaces implique leur ‘“éguisingularité topo-
logigue ™ ( nous obtenons méme d'ailleurs 1' "équisingularité lipschit-

zienne", réalisée par une déformation lipschitzienne de l'espace ambian‘t)oS

E

Tous les raisonnemenis reposent sur 'a technigue des "édclate-

ments normalisés" ( rappelée dans les "Préliminaives"), et nous remercious

le Professeur H.Hironaka qui nous 1l'a enseignée.



PRELIMINAIRES .,

(RAPPELS SUR LA TECHNIQUE DES ECLATEMENTS NORMALISES
ET LIS MAJORATIONS DE FONCTIONS ANALYTIQUES).

P.0 CONVENTIONS : Dans ce qui suit les anneaux sont commutatifs, unitai-

res et noethériens, un anneau A est dit normal s'il est intégralement fer-
mé d - : son anneau total de fractions fot (A). Un espace analytique (X,Bk)
est dit normal si en tout point x € ¥, & est normal. On notera A la

X, x
fermeture intégrale d'un anneau A dans tot (A4),

P,1 PROPRIETE UNIVERSELLE DE LA NORMALISATION,

Soit n : X = X la normalisation d'un espace analytique X :

X = Specanxﬁk s ou QX est une Gk -algebre finie vérifiant (Gk)x = Gk’x
Proposition : Pour tout espace analytique normal Y i X au-dessus de X,

tel que l'image par f d'aucune composante irréductible de Y ne soit conte-

nue dans N = Supp @X/ek (sous—espace analytique des points de X ol Bk

H
n'est pas normal), il existe une factorisation unique

f
Yo——>

b

b

Preuve
a) Version algébrique.

Soit ¢ ¢+ A~ B un homomorphisme d'anneaux.

Soient (g%)izl,..,k les idéaux premiers de 0 dans B,

On suppose
i) B est normal
ii) cPni([}O P c5(4) L= 1,440,k
ou CA(A) désigne le conducteur de A dans A :

c1(a) = {g € AleR = 4},
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Alors, il existe une factorisation unique

A
/ N
A \§§ B
¢

En effet, par le lemme d'évitement, il existe g € CA(A), tel gue
g€ @wi(g%) i=1,...,k , ce qui entraine que @(g) n'est pas diviseur de
0 dans B. Pour tout h € A , on pose :

?Ef;&l € tot (B)

=1
~—~
]

o(g)

mais h étant entier sur A, ¢(h) est entier sur ¢(4) donc sur B,

Donc @(h) € B et @ est la factorisation cherchée. L'unicité est évidente

b) Version géométrigue.

Soit Y % X wérifiant les conditions de 1'énoncé. Les conditions de
1'énoncé restent vrai localement en y € Y puisque si @al(N) contient
localement une composante irréductible de Y, i1l la contient globalement,

On en déduit que 1'homomorphisme local
& —
X, 1(y) Y,y

satisfait les conditions de la version algébrigue,

D'ou factorisation unigque
&g
X, f(Y)

. N
gxsf(Y) — 8Y5Y

et par la cohérence de &k y, l'existence et l'unicité du morphisme cherché.

P 2 PROPRIETE UNIVERSELLE DE L'ECLATEMENT (voir [2]).

IL" Il
Soit X <= Y deux espaces analytiques,c} 1'Tdéal de Y dans X. Il

existe un unique espace analytique % L > X au-dessus de X tel que



i) nqi(Y) est un diviseur de Z, i.e. aiﬁz est inversible,
ii) pour tout morphisme T £ x tel que é?eﬁT soit inversible, il existe

une factorisation unique :

p ..Bl(e) o o
X

le morphisme Z L x s'appelle éclatement de X le long de Y. On rappel-
an—i(Y) egt un

le que © est biméromorphe, propre et surjectif et que =

isomorphisme sur X - Y .,

P.3 PROPRIETE UNIVERSELLE DE L'ECLATEMENT NOBMALISE.

Proposition : Soient Y&~> X +tels que X' soit normal 3 1'extérieur de Y,

Alors, pour tout morphisme T Lz X tel que

i) T soit normal

i1} ﬁ%oﬁT soit inversible,

il existe une factorisation unigque :

P Blf@i i
-~ H

“Z
nomw
?
X

Preuve ¢ Il suffit de vérifier que la factorisation T E=-};£~5?-2> 7 vérifie

les conditions de P.1 . Puisque n|Z~E_1(Y) est un isomocrphisme, Z—HHI(Y)
est normal et il suffit de vérifier que 1'image de chaque composante irré-
ductible de T rencontre Z—nql(Y)e Mais 1'image réciproque de ﬂql(Y) par
Bl(@) est un divisgeur par hypothése, T étant normal, ce diviseur ne sau~

rait contenir aucune compogante irréductible.

P.4 ECLATEMENT NORMALISE ET FERMETURE INTEGRALE D'UN IDEAL.(voir aussi [4]
Chap.LI).

Soient A 1'algébre analytique d'un germe d'espace analytique X,

I un idéal de A, Y>> X 1le sous-germe correspondant. On sait que




1'éclatement du germe Y dans le germe X est l'objet en variétés projecti-
n

= \ TN E p e B = © 17,

ves Z Proj,E associe a 1l'algébre graduce E 2y
L, .. - - - D

1 — f =
Le normalisé de Z peut s'éerive Z = Proj, B , avec B >0 I

(o pour un idéal de J de A, on a défini

k

3 = {he tot(a)] ;.9 j2€J2,..,jkEJ AN jihk"1+=.,+jk - 0}

idéal de A appelé fermeture intégrale de 1'idéal J dans A.)

Comme objet au-dessus de X, Z = Proji E. Mais E étant une A-algébre

graduée de type fini, il existe un entier positif s tel que l'algébre gra-
duée E(S)m nfo "% soit engendrée par ses éléments de degré 1 : Els)= 1%

Mais alors Egs): (Is)n, et comme l'on sait qu'il y a isomorphisme canonigus

7 = Proj—E(S), on voit que :

L'éclatement normalisé 7 de I dans A, muni de sa fléche canonigque

dans ﬁ, coincide avec 1'éclatement de fg dans A .

Proposition i) : I et T engendrent le méme Idéal de & , i.c. 18 = Tez .

Preuve : E est un E-module de type fini donc pour N assez grand I,IN=IN+1

or T.IN c IN+1

d'ot 1'on tire
. T,
() 105 . I6y < 165 . 165

1 -
Maisg gi: N = k.s, IA.BE = (Is)k,BE , ce dernier idéal dtant inversible, on

peut simplifier par T BZ dans (*). D'ou Tﬁi < Iﬁ? ; @t l'inclusion inverse

-z

est évidente,

Proposition ii) : I coincide avec l'ensemble des éldments de A gui définis-

sent une section de I.G% .

Preuve : Si f & i, f définit évidemment une section de Tﬁﬁ . Mais iﬁﬁ :IG%
d'apres la proposition i), Réciproquement, supposons gue £ € A définisse
une section de Iﬁﬁ i en écrifgnt ce que cela signifie dans des ouverts
affines E(gk) < 7, ou g € IS, on lrouve gqu'il doit exister des entiers

K - H
Wy tels que : f.gkk € IS(IS) ko



Soit (gk) une famille finie de générateurs de 1°. Eour N assez grand,
tout mondme de degré N dans les g, contiendra 1l'un des gkk en facteur, de

sorte que: _ _
(Y e 1. (1%,

c'est~a~dire, en choisigsant une base (ei) de (IS)N :

fe, =% a..e., a., & 1,
i i3 7 j ij

d'ou i'on déduit, puisque A peut &tre supposée intégre,
det(f.9 - ]Iaijl]) =0,

qui est bien une équation de dépendance intégrale de f sur I,

P.5 THEOREMES DE MAJORATION,

Théoreme Ml' (bien connu, veir par exemple [1]).

Soient A une algdbre analytique complexe, X le germe associé. Pour
h € tot (4), les deux propriétés suivantes sont équivalentes
i) h € A

ii) h définit sur Xred un germe de fonction bornée en module.

Théoréme Mae

Soient A une algdbre analytigue complexe, X le germe associé,
1= (xl,.a,x ) un idéal de A, Z 1l'éclatement normalisé de I dans X. Pour

h € tot(A), les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

l) h € I.G'Z'
ii) h définit sur ¢4 un germe de fonction majorée en module par
Sup‘xil (3 un facteur prés).
Preuve
Lemme : Soient A un anneau local noethérien, I = (xl,.,,xp) un idéal de

A gui est principal. Alors I est engendré par un des XiCconséquence facile

du lemme de Nakayama).



Ainsi, Z est recouvert par des ouverts en nombre fini dans chacun

desquels un des x, engendre I.G% .

Pour montrer gque wjjﬂ——— est borné sur X, il suffit de montrer qu'il

Suplxil _
I'est sur chacun de ces ouverts puisque 7 —> X est propre et surfectif-
s P » - h
Dans 1l'ouvert on X engendre I.ﬁi ' h borné équivaut a

Sup‘x.| lxi‘
i

borné et l'on est ramené au théoréme 1.

Corollaire M2 (dtaprés P.4)

Pour h € A , les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) h €
ii) h définit sur Xred un germe de fonction majorée en module par Suplxi|

(3 un facteur pres).



I. CARACTERISATION ALGEBRIQUE DES FRACTIONS LIPSCHITZIENNES.

Soit A une algébre analytique complexe réduite, et soit A sa
normalisée (A est une somme directe d'algdbres analytiques normales,donc
intégres, une par composante intégre de A). Considérons 1'idéal
IA=1<er(A@K - A®34)

¢ A

-~ + L] . - .
ol 1'on a symbolisé par ® 1liopération sur les algébres gui correspond

%)

au produit cartésien des espaces analytiques.

Définition 0., Nous appellerons "saturde lipschitzienne™ de A l'algibre :

1={f€fxif®1w1®f€a}

ol TA désigne la"fermeture intégrale" {au sens de P.4) de 1'idéal IAe

~

Théoréme 0. A est l'ensemble des fractions de A gui définissent des ger-

mes de fonections lipschitziennes sur le germe d'espace analytigue X asso~

Preuve. Remarquons d'abord que toute foncticn lipschitzienne est locale-
ment bornée, et l'ensemble des fractions borndées de A constitue l'algébre
normalisée A (P.5, théoréme Ml), Ceci dit, en désignant par X la somme
disjointe de germes d'espaces analytiques normaux associée a l'algébre A,
la condition de Lipschitz |f(x) - f£(x')]| s € Sup zi~z!ii pour un élément
f € A équivaut 2 dire que sur X x X la fonction f81 - 1®&F est bor-
pée en module par le supremum des modules des zi,®11 - 1®zi, ol (zi)

- désigne un systéme de générateurs de 1'idéal maximal de A. Or, 1l'idéal

, engendré par les z,;91- 18>zi n'est autre que 17idéal IA défini ci-des

dessus. Le théoréme 0 est donc une simple application de P,3, Coroll. M2.

#) La notation ® est choisie pour rappeler le "produit tensoriel complété"

i

R

, qui interviendrait si 1'on travaillait "dans l'algébroide" au lien

de travailler "dans l'analytique".



—~

Corollaire 0., A est une algébre locale (donc une "algébre analytique").

—~

En effet, étant intermédiaire entre A et A, 1'algebre A est une
gomme directe d'algébres analytiques. Si cette somme comprenait plus d'un
terme, 1'élément 1S 0% ... D 0 de’l définirait sur X un germe de fonec
tion égale a 1 sur au moins 1'une des composantes irréductibles de X et &
0 sur une autre de ces composantes. Mais une telle fonction ne saurait

€tre continue sur X, ni a fortiori lipschitzienne.

La construction géométrique suivante, qui découle de P.4, jouera

un rdle fondamental dans la suite : au germe d'espace analytique X, on

\T[X
X x

o1 EX désigne l'objet en variédtés projectives sur X x X , obitenu par

associera le diagramme cartésien :
X

X

)
¥« X C:::__>
X

éclatement de centre X % X suivi de normalisation (c‘est—éndire EX est
X
1'éclatement normalisé de 1'idéal I, qui définit X x X dans X x X}; Dy es
X

le "diviseur exceptionnel”, image réciproque de X x X dans EXA D'apreés P
' X

la condition :

f®1-13f¢ IA

~

qui définit A est équivalente a :

(f®1-1®f)!DX:0.

o~ ~

Autrement dit, le germe X associé a l'algébre analytigue A n'est autre gqu




%)

le conoyvau de la double filéche canonigque.

Dy =3 X

Ce germe d'espace analytique X sera appelé "saturé lipschitzien" du germe

X.

I1 est facile de voir que la construction faite localement se glo-

halise : c'est bien connu pour les objets E D gui proviennent d'écla-

X’ X’
tements et de normalisations; de méme pour X : il est facile de définir

sur un espace analytique X = (]X],HX) le faisceau.gk:des germes de frac-

tions lipschitziennes, et de vérifier qu'il s'agit d'un faisceau cohé-

rent de O —modules(comme sous~falsceau du faisceau cohérent & ) ; on dé-

finit ainsi un espace analytique X = (lX‘ U ) appelé "saturé 11psch1t21en

de X = IX],GX , dont l'espace topologique sous-gacent |X| coincide avec
celui de X (en fait, le morphisme canonique X —» X est bi-méromorphe &

inverse lipschitzien, donc c'est un homéomorphisme).

Question 1 : L'inclusion & < A était évidente dans 1'interprétation

transcendante : "toute fraction lipschitzienne est bornée"

Mais si l'on s'intéresse a d'autres objets que des algébres analy-
tiques, par exemple & des algébres de séries formelles, on n'a plus qS
raisons de faire jouer un rdle particulier a A dans la définition de A :
par exemple, on pourra définir, pour toute extension B de A dans son an-

neau total de fraction, la "saturée lipschitzienne de A dans B" :

1(8):{f63]f®1-—1®f6m)}

~~
avec Iy(p) = Ker(B% B~ Bi B)

la guestion se pose alors de savoir 8i l'on a encore l'inclusion A(B)CZA '

#) On a donc un morphisme canonique :

DX-—é .
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IT. INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU DIVISEUR EXCEPTIONNEL DX : COUPLES DE

POINTS INFINIMENT VOISINS SUR X.

Chaque point de D;ed (espace réduit du diviseur exceptionnel DX)
pourra s'interpréter comme "couple de points infiniment voisins" sur X.
Aux différentes composantes irréductibles TD§ed de D;ed, repérées par 1l'in
dice =, correspondront différents "types" de points infiniment voisins.
L'image dans X de T‘D;ed (par l'application canonique Tn;ze% Dy = XX )

est un germe de sous~ensemble analytique irréductible X X, que 1'on

pourra appeler "lieu de confluence des points infiniment voisins de type

t", Parmi les types de points infiniment voisins , il convient de distin-

guer les "types triviaux", dont les lieux de confluence sont les composan—
tes irréductibles de X : un TDied “trivial" aura pour point "générique"

un couple obtenu en faisant tendre deux points de X vers un méme point

lisse de X, Tous les autres types ("non triviaux") ont des lieux de con-
fluence constitués de points singuliers de X : par exemple, nous verrons
tout & l'heure que toute hypersurface a pour lieux de confluence non tri-

viaux les composantes de codimension 1 de son lieu singulier,

Que deviennent dans ce contexte les fractions lipschitziennes ?
Nous avons vu au §1 qu'une fraction lipschitzienne était un élément f € A

tel que (f® 1 - 1@ £) I DX = 0 . Mais, puisque DX est un diviseur de

l'espace normal E cette condition sera satisfaite partout si seulement

X’
elle 1’est au voisinage d'un point de chaque composante irréductible de ce

diviseur; ou en langage intuitif : "pour vérifier la condition de Lipschit

il suffit de le faire pour un couple de points infiniment voisins de cha~-

gque type"

~ encore n'avons-nous pas a nous inquiéter des types triviaux, pour les-

quels la condition est trivialement satisfaite pour tout £ € A ( remarquon:

d'ailleurs que les "D, triviaux sont réduits).

X

Nous en déduisons le :

Théoréme 1 : Une fonction méromorphe localement bornée sur l'egpace anagly-
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tique complexe X est localement lipschitzienne en tout point si seulement

elle 1'est en un point de chaque lieu de confluence 'X v

Pour nous faire une premidre idée (tris grossiére) de 1'allure des

TD;ed, regardons leurs images dans l'espace EX défini en éclatant 1'idéal
IA dans X x X ; 1'espace EX gqui nous intéresse en réalité est le normalisé
-~ L)

de Ey, mais Ey a une interprétation géométrique plus simple : clest 1'ad-

hérence dans X x X X PN_l du graphe de l'application

Pt (Tx X -X%x %) e—>p V-1
X

qui & tout couple (E,%') hors de la diagonale associe la droite de coor-

données homogénes
-zl - -1 . » 1
(zl Tt ZgTRL b ees 3 ozy ZN) )

ol (zl,zz,...,zN) désigne une base de 1'idéal maximal de X .

A -~
Nous noterons 2 E, ~ V1 1. morphisme qui s'en déduit, et
A - - i~
AN DX - PN 1 la restriction de 2 au-dessus de X x X (ces morphismes dé-
X
A

. _ . I

pendent du choix de la base =z "(Z1’22""ZN) ). La fibre DX,X du "divi

A
seur exceptionnel” DX au~dessus d'un point *) x € X est une somme disjoin-

te d'un nombre fini de variétés algébriques (autant que X x X a de points
X

- Al
au-dessus de x) qui s'immergent dans PN 1 par l'application %! DX L Ten
1

A
particulier, si x est un point lisse, D n'est autre gue l'espace projec

Lz
tif P! associé & l'espace tangent & X en x.

~
Par composition avec les morphismes finis EX - EX (normalisation)

#) Ici, comme a d'autres endroits, nous faisons 1'abus de langage d'iden-

tifier le germe X & un de ses représentants.



kA
et Dy - DX’ on déduit de 2 et %' des morphismes

B .
ot By - P

E‘ﬁ’iDX:D w 1P

ot 7' jouit de la propriété suivante

Ba restriction & DX X,fibre de DX gu~dessus de x%X, est un morphisme fini.
3

Corollaire : 5i X C GN est de dimension pure n, les lieux de confluence 'X

sont de dimension au moins égale & 2n-N,

En effet, d'aprés la finitude du morphisme ci-dessus, dimDX XsN—1§
3 |

TDred de D, aura dans X une

de sorte gque chagque composante irréductible ¥ X

. T . .
image X de dimension :

dim X = dim DEY - (n-1)

- (en-1)-(N-1) = 2n-N .

Cas particulier des hypergsurfaces : N = n+l, donc les lieux de confluence

sont de dimension au moins égale & n~1. Les seuls lieux de confluence non

briviaux sont les composanteg de codimension 1 du lieu singulier de X

-de plus, les fibres TDX < des TDX non triviaux s'envoient sur PN_i par
b

des morphismes finis (surjectifs par raison de dimension).

le donc ainsi :

Ve Y H . rd .
Théoreme 1 : Une fonction méromorphe sur une hypersurface analytique com- |

|

(

|

J

|

- | !
Le théoreme 1 dans le cas particulier des hypersurfaces se formuni
|

|

|

|

plexe X est localement lipschitzienne en tout point si seulement elle

1'est en un point de chague composante irréductible (de codimension 1) de

son lieu polaire,

Multiplicité du diviseur TDX .

, . - Tared C _
En un point générique du diviseur DX y celui~ci est un diviseunr

lisse de 1l'espace lisse Ey. Soit s son équation locale irréductible.
L'Idéal du diviseur non réduit TDX est alors localement de la forme (sn(Tb,

o u(r) est un entier positif, la "multiplicité du diviseur TDX "
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TII. FRACTIONS LIPSCHITZIENNES RELATIVEMENT A UN PARAMETRAGE.

Soient R < A une sous-algébre analytique de A, et S le germe d'es-

pace analytique associé. En considérant X comme un "espace analytique rela-

tif" sur S, on est conduit & une construction analogue & celle du §1, avec

le produit X x X remplacé par le produit fibré sur S, ce gui domne un

diagramme @

X

IX/S . Tx/s
X x X X

P

X X
X s

permettant de définir 1' "algébre des fractions lipschitziennes relative~

ment a 3 "

A o{reil(f®@1-181)|D . =0}

X/

dont l'interprétation géométrique est donnée par l'analogue "relatif" du

Théoreme 0O

Théoréme 0 "relatif"

~

AR est 1'ensemble des fractions de A qui satisfont a une condi-

tion de Lipschitz

[£(x) = £(x')| s € Sup|z -2l
1
pour tout couple de points (x,%x') pris dans la méme fibre de X/s (avec la

méme constante C pour toutes les fibres).

R , évidente dans 1'interprétation

~ ~
Notons 1'inclusion ACA
4 ' . . . - .
géométrique. Formellement, cette inclusion peut aussi se déduire de l'exis
tence d'un "morphisme" du diagramme "relatif" ci-dessus dans le diagramme

"absolu" du § 1



R - .. P
"?X Z FX
R P
.' | ‘ /”/ i
Dajs o By f
\:i J'
Xox X oo, X« X o, Ko X
£ 5
onn la f£léche ~—--—-- > egt délinie par la propriété "universelle" de 1'écle

tement normalisé {cf P.3 en notant bien que X x X est normal,

Nous supposerons dorénavant que X est de dimension pure n, et nous

nous intéresserons au cas ol R est un "paramétrage" de A, c'est-a-dire

1talgebre régulidre G{zl,z2,,.,zn} engendrée par un "sysiéme de paramé-
tres" de A (n-uple d'éléments tels que 1'idéal engendré dans A contienne
une puissance de 1'idéal maximal). Autrement dit X = S est un morphisme
fini de X sur un espace euclidien de dimension égale & celle de X.

Soit =z = (21,22,9.,ZN) un systéme de générateurs de 1'idéal maximal de A,

et considérons-en n combinaisons lindaires

(aZ)l = 8,1121 g a127:2 + swa. + aINZN

(az)2 T 8gq%y *Bgofg T ot Agyiy

(az)n T 8n1%1 T Bpafa T ores T ANy
( i € ¢).

L'ensemble des a pour lesquels G{(az)l,(az)g’..,(az)n} est un pars
métrage de A forme évidemment un ouvert dense de l'espace L§ de toutes
les matrices N x n . Nous dirons plus généralement qu'une famille P de

paramétrages est "générique" si, pour tout systdme z = (21,22,.,,ZN) de

générateurs de 1'idéal maximal de A, 1l'ensemble des matrices a pour les-

quelles @{(az)l,(az)g,.,,(az)n} € ¥ contient un ouvert dense de Lg .

Nous nous proposons de démontrer le

Théoréme 2 : Pour toute famille générique © de paramétrages,

A
ey




11 résulte de ce théoréme que les deux questions suivantes admettent

des réponses identiques

~

Question 2 : L'égalité A = AR est-elle vraie génériquement {(c.h.d. pour

une famille générique de paramétrages R }?

~

Question 2': AR est-elle générigquement indépendante de R 7

Nous verrons qu'au moins dans le cas des hypersurfaces la réponse a

ces deux questions est oui.

Preuve du théoréme 2.

~ —~

Nous avons déja vu que A C AR pour tout R. Réciprogquement, donnons~

nous une fonction r e AR ; appartient-elle & A 7

RESP
Considérons dans EX la famille de diviseurs irréductibles constituée
par les TD;ed et par les composantes irréductibles de {f®1 - 1®f = 0}.

T ..red

Désignons par T A l'ensemble des points de DX gui :

f
10) n'appartiennent & aucun autre diviseur irréductible de la famille

ci-dessus

20) sont deg points lisses de TD§ed et de EXG
Comme EX est normal, donc non singulier en codimension 1, TAf est
un ouvert dense de Zariski de TD§ed, En tout point w £ TAf , Lvidéal leo-

cal de TDX dans EX est de la forme (SM(T)), ot s est une fonction coordon-

née d'une carte locale de EX’ et u(t) un entier = 1 ( la"multiplicité du
diviseur" TDX) ; quant & la fonction f®1 - 18F , elle est de la forme

viT N . B
us , ou u est une unité de l'anneau local de EX au point w, et v(z) wun

entier =2 0,

Tout se raméne done (cf.$2) & démontrer gue vit) = pl+) pour tout T.

: ' ~ ) . 2 N '
Soit alors S le germe associé 3 un paramétrage REF, et désignons par

34 3
i j ) 1! lication ca-
EX/S resyp. DX/S 1'image dans EX de EX/S resp DX/S (par applicatior

~~--> E. définie au début du paragraphe). Par définition,

nonigque EX/S X
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3 3+ +*

D./o = E > i E
/S EX/ N DX de sorte que si EX/S contient wn point we' A X/b sera

donné dans EX/S’ au voisinage de ce point, par 1'idéal (s“’(’f V.51 cet

*
idéal n'est pas zéro, c.a.d. si EX/S n'est pas inclus dans DX’ la condi-

tion de Lipschitz relative :

(21 - 181) | =0

Dy /s
%
implique que la fonction (f81 -13f) | EX/S est divisible par su(T) au voi-

sinage de w,
Ecrivant 81 - 18f = usv(f), et remarquant que u, wunité de EX’ reste§

2
une unité aprés restriction a EX/S’ on en déduit bien que v{v)} 2 p(x)

En cours de route, il nous a fallu admettre gu'il existait un R € ¥

tel gue,pour tout type T non trivial, EX/S rencontre TAf et ne soit pas

T .
inclus localement dans Af » Pour nous en assurer, et donc pour terminer

la démonstration du Théoréme 2, il nous suffira de démontrer le

Lemme 1. Pour tout ouvert dense de Zariski 'A < TDred(
mé de points lisses pour TD§ed et lisses pour EX’ il existe une famille

générique de paramétrages R pour lesquels l'application EX/S E, rencon-

non trivial), for-

tre A en au moins un point w et est en ce point une immersion transverse

. T
a A

(la condition d™immersion transverse” est évidemment plus forte gque ce que

nous demandions, mais va s'avérer plus maniable),

Soit z = (21’22’“"ZN) un systéme de générateurs de 1'idéal maximal
de X, et notons 'z * TDied ~ P¥1 14 vestriction du morphisme z : EX-*¥N“1

du §2. A tout paramétrage R(a) = E{az)l,(az)g,.‘,(az)n] défini par une

—_ = \ .
matrice a € L§ , associons le (N-n-1)-plan PN 1 1(a) - Ph 1, sous~esgpace

projectif associé au noyau de la matrice a.

"Lemme 2, Pour que I'application EX/S(a) ~ EX passe par le point w ETA, et

80it en ce point une immersion transverse 3 A, 1l suffit que l'appli~
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_ N T . ' #) . I
gcatlon Tz : TA —- Wh 1 soit "effectivement transverse" )a Ph 1(a) au

point w,

Preuve du lemme 2,

Comme "% est la restriction de 1'application ¥ : E_ - pY- 1 la trans-

X *
versalité de "% implique la transversalité de %,
m-—l([PN-n— 1(

Done % a} est une sous-variété lisse 3 n dimensions de E

X H
. T : ) . . .
qui coupe A iransversalement suivant une sous-variété lisse 3 n-1 dimen-

— J e 17 e
sions ¥ 1(Ph n 1(&)). En particulier, la premidre est 1'adhérence du com~

plémentaire de la seconde, c.h.d. 1'adhérence de sa partie située hors du
diviseur exceptionnel, Or, en dehors du diviseur exceptionnel, 1la fléche

de droite du diagramme commutatif

EX/S(a)

(sur) (150)

iV AV
X

est un ilsomorphisme (puisque X XX est normal), tandis gue la fléche de
3
gauche est surjective, de sorte que 1'image EX/S(a) de la fléche supérieure

*) La phrase : "l'application est transverse en w" exprime l'une des deux

éventualitéds suivantes :

0 . . .
1°) w s'envoie en dehors de la sous-variété considérée ;

0 . s ' . . .
2°) w s'envoie dans la sous-variété considérée, et 1'image de l'application
tangente au point w est un sous-espace vectoriel transverse a l'espace

tangent de cette sous-variété.

Nous dirons que l'application est "effectivement transverse en w "

$1 c¢'est la seconde éventualité qui est réalisée.
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s'identifie 3 X x X , c.a.d. 2 %,—1(ZPN-n_

s{a)

exceptionnel, cette dgalité :

1(&)). Vraie en dehors du diviseu

Brs(ay =¥ W)

est donc vraie partout, par raison d'adhérence.

3t
Il reste seulement 3 démontrer que EX/S(a) - EX/S(a) est un isomoxy-

phisme (au voisinage de w) mais cl'est évident, car il s'agit d'un germe
de morphisme entre deux variétés lisses de méme dimension , qui envoie
un diviseur lisse de l'une sur un diviseur lisse de 1'autre, et est un

isomorphisme en dehors de ces diviseurs.

Gridce au Lemme 2 ainsi démontré, nous pourrons considérer le Lemme

comme une simple conséquence du :

Lemme 3. Il existe un ouvert dense de matrices a € Lg pour lesqguelles

: . T - . . -n=-1, -
:l'application 7o A @N 1 est effectivement transverse a PN n 1(a) en
‘au moins un point w € A,
Preuve du Lemme 3.

Fabriquons une stratification de Tbied telle que chacun des ensem-

bles analytiques suivants soit une union de strates

, fibre(réduite)de Tpred au-dessus de 1l'origine 0 € X ¢

oy T,.red
1°) 'D X

X,0

20) le complémentaire de l'ouvert de Zariski 'A. Désignons par W la stra-

te maximale de cette stratification (évidemment W C Ta) et par Wé la stra-
> d
te maximale de l'une quelcongue des composantes irréductibles de TD;GD
*

Nous supposerons que la stratification a été choisie assez fine pour gue
la "propriété a) de Whitney" [5] soit satisfaite ponr tous les couples de

strates (WO,V), ot V parcourt 1' "étoile" de Wh. Dane ces conditions, il
résulte de 1l'Appendice que si 1'application o TDied - PNHl a sa res-
triction & Wo effectivement transverse 3 PN_H—l(a)

ey un point w W
) 0
5 N—n-—I(

fa prestristion a W osera effectivement transverse 3 P a) en au moins

un point w € W voisin de W o



Or, nous allons démontrer le :

lemme 4. Il existe un ouvert dense de matrices a € Lg pour lesquelles

. . ~ N . . o N-n-
l'application K WO : WO - P\ ! est effectivement transverse a P = 1(a)
en au moins un point WOE Woo
Preuve du Lemme 4.

. . . . T red

Comme T est un type non trivial, 1'image de la projection DX - X
ezt de dimension = n-1, de sorte gue la dimension de la fibre
TD§ei devra 8tre au moins n (car dimTDQEd = 2n~-1}. Or, on sait (§2) que

. . Ty . . Tnred . C .1z .
1Tapplication Z restreinte a DX o egt un morphisme fini. Considérant

2

N-‘ - S e re . . . .
dansg P ! la variété algébrique de dimension 2 n, image d'une composante
deTD§e§ , et 1'ouvert dense de Zariski de cette variété, image de 1'ensem-

H

ble des points de WO ot le morphisme est un isomorphisme local, nous

voyons donc que le Lemme 4 se raméne au

Lemme 5. Etant donné dans l'espace projectif PV une variété algébrique
de dimension = n et un ouvert dense de Zariski de ceite variété, liensem-
ble des {N-n-1)~plans de PN~1 qui rencontrent cet ouvert en au moins un

point lisse, et le rencontrent transversalement en ce point, contient un

ouvert dense de la Grassmannienne.

La preuve de ce Lemme sera laissée au lecteur.

Récapitulons:

Lemme 5 =—=> Lemme 4= Lemme 3

Lemme 2}=—~> Lemme 1 =—— >

le théoréme 2 est démontré,




Remarque 2.

Les raisonnements du §2 se généralisent sans difficulté au cas
"relatif" : ainsi on a, pour toute sous-algébre analytique RC A , la
notion de "lieu de confluence relativement & R", et 1'analogue relatif
du théoréme 1. Si R est un paramétrage de A on voit, par un argument
calgué sur celui du §2, que la dimension des lieux de confluence relatifs
admet la méme borne inférieure 2n-N que dans le cas absolu ; en particu~
lier, les lieux de confluence d'une hypersurface X relativement & tout
paramétrage sont les composantes de codimension 1 du "lieu singulier
relatif" de X, c'est~a-dire de l'ensemble des points de X ol le morphisme
fini X ——> 8 n'est pas une submersion de variétés lisses; on en déduit

le

Thé oréme 1H relatif :

S0it X «—> 8 un morphisme fini d'une hypersurface analviigue

complexe sur une variété lisse de mbme dimension. Alors une fonction

méromorphe sur X est localement lipschitzienne relativement & S en tout

point de X si geulement elle l'est en un point de chaque composante irré-

ductible {de codimension 1) de son lieu polaire,




- 922 -

1v, CAS PARTICULIER DES COURBES PLANES,

Soient Xc&iizimz un germe de courbe analytique plane réduite,

Z EX - P1 le morphisme correspondant au germe d'immersion (x,y) (§2).

: 1 . .
Soit U 1l'ouvert dense de P~ complémentaire des directions des tan-

gentes de X

Soit uw € U, Au prix d'un changement linéaire de coordonnées, on peut

supposer gue u correspond & la direction de {x=0}. On prend comme coordon-
. 1 . .
née locale v dans P” au voisinage de u 1l'inverse de la pente dans ces

) Id
coordonnées,

red

n % Mw), |0}

X
. . . . 0 o red
est un isomorphisme, E, est lisse, et EX EX/S(u)X DX o

Propogition 1. Dans un voisinage de tout point w € D

X

Preuve : Hemarquons d'abord gue pour |v| et ‘t|,(et édvidemment !Xi et ]yl),
asgsez petits,la droite x-vy = t reste non tangente a X, donc si x et ¥y

sont non nuls, coupe X en des points tous distincts,

Soit F<€(Xx X - 3‘{5& X) P le graphe de 1l'application définie

au §2. On considdre 1'application (P, P', v)ra{x(P)}-vy(P),v) : rtoye wpt |

(en remarquant que par définition X(P)uvy(P) = x(P')—vy(P')),Ye g'étend |
A

en une application méromorphe EX.Xlgw x pt , qui est évidemment bhornée,

donc s'étend localement en un morphisme unigue EX—iaﬁ x Pl (tout cela est
fait au voisgsinage d'un point w de %ul(u) sur EX)° |

Il est facile de vérifier , et d'ailleurs évident géométriquement,%
gue ¥ est a fibres finies. De plus, il est clair par la remarque du début ‘
que ¥ est non ramifié i l'extérieur de {O}XPI. Le lieu de ramification est

donc {O}XPI (2 moins qu'il ne soit vide),

Ainsi, le champ de vecteurs ,9_ de € xPl est tangent au lieu de

v %)

ramification de ¥. Il se reldve donc (voir [8],Théoréme 2) “en un champ

#)0n peut aussi le voir par un raisonnement analogue & celui du Lemme 6,

§6 ci-aprés,
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de vecteurs holomorphe sur I'espace normal EX' L'intégration de ce champ

de vecteurs munit E., localement au point w€ Dy N E_l(u), d'une structu-
- - 1

re de produit EX = l(u)x b 1(EO]XW ).

Mais, d'une part, on peut maintenant appliquer le Lemme 2 du $¢3 ce

qui montre que %_1(u) = EX/S(u) au voisinage de w, d'autre part, toujours

d'aprés la remarque faite au début,'%mi(u) ne rencontre aucun TDX pour un

type T trivial,

On conclut en remarquant que puisque I'origine, seule singularité
éventuelle du germe X, est le support de tous les lieux de confluence 'X
non triviaux, on a

T

v {o}xpt) - u Dy .

T non trivial

. ' . . rl e
Corollgire (v01r §2) Dans cette situation,l'éguation de DX/S(u) dans

dans E_.

| ra .
EX/S(u) est l'éguation de DX X

On va maintenant étudier la situation relative :

(Xa}") 9

Y

o

C
X) lprl
S = €

en supposant que {x = 0} n'est pas tangente a X en 0.

On notera X, les composantes irréductibles de X, n leurs multipli-
cités,

Pour un anneau local de dimension 1,1'éclatement normalisé d'un
idéal est un anneau régulier qui n'est autre gue le normalisé . Ainsi,
EX/S =X % X. On calcule facilement les composantes irréductibles de EX/S
et le morphisme EX/S - S grace aux lemmes suivants, aprés avoir remarqué
qu'une composante irréductible de EX/S a pour projections un couple de

composantes irréductibles de X.



Lemme 1, 8i mor = PePecoms (na,na,) y soit ¢ & €{x} - €{s] donné par
oot .
o(x) = ¢ . L'ensemble B des €{x}-homomorphismes

1/n 1/n
¢f x a} 2 ¢f{x / aT}
¢f x}
9 n 11 '
s'identifie a I'ensemble des couples {(B,B') € ¢ A 21 , B o1 3

par la loi

> ¢f ¢}

(‘ 1/n maa,/n05

x Y91 b—e> g s
1/n m n
1®X/O:I e leaal/ al
1/ncr 1/

n
t
(les (B,B‘) correspondent aux couples de déterminations de (X , X . ))°

Si l'on munit B de la relation d'éguivalence : bl ~ b2 s S1 bj
et b, différent par un ¢{x}~automorphisme de €{s} (c'est 1'éguivalence des
couples de déterminations "modulo la monodromie“), l'ensemble B/w a

(na’na') é¢léments,

I/n l/n 1/m
Lenme 2! ¢ x a} ® ¢fx a,} = & ¢fx oot
¢ x} B/

}

avec les fléches évidentes,

Le lemme 2 peut se démontrer a 1'aide de la propriété univer-
selle de la normalisation & partir du lemme 1 dont la démonstration est

laissée au lecteur.

int 114 : | S
Nous pouvens maintenant caleculer 1féguation de DX/S dans X/$
En un point d'une composante irréductible de EX/S’ 1'idéal de

Ji(7)

T . , _
DX/S est engendré par y @ 1 - 1® y = a

, (ou a_ est une unité de

¢{s}), qui peut s'interpréter comme la différence yaﬁ(x) - yd18|(x) des
développements de Puiseux de Yy et Vo calculés pour les "déterminations"

1/n 1/n .
(BsB') de (x %, x  ©

correspondant & la composante irréductible



choisie :
yOCB(X) - y(x;S|(X) = aBB!X

1/Gn

( ou a5 est une unité de C{x aa'}) et a =a et u(f,pg') = plx).

Dans le cas particulier ou X est irréductible, de multiplicité n 2

I'origine, on déduit de ce qui précéde gue la suite des n(+v) distincts

(pour T non trivial) rangée par ordre croissant coincide avec la suite

( 1111 IIl2 m
4 oo pp P e o HWMJLE»BJ'
L1 12 1" g
mi
ot les U sont les exposants caractéristiques de Puiseux,
1G L

On revient maintenant a EX ot DX : Si TDX est une composante irréduc
tible de DX’ on a vu au §2 que ngDX était un morphisme fini,et il résul-
te de la proposition 1 que son lieu de ramification est au plus formé des
directions des tangentes aux composgantes irréductibles Xa et Xa' corres-

pondant a TDX .

Proposition 2.

i) Si XOC et XU ont méme tangente,deg EETDX = 1, de sorte gue le nombre de

types T correspondants au couple (a,a*) est (n%,na!);

f

, ont des tangentes distinctes.,deg EITDX = (ng,n

ii) Si X et X
o o
n'y a qu'un seul type T,

. . 1 . .
Dans le premier cas soit r € [P” la direction de la tangente commune.

. 1 . vl PR
Puisque P ~{r] est contractile, tDX - %2 {r) est un fibré trivial sur
P —{r]c Ce fibré est connexe puisque TDX est irvéductible, c'est donc un

revétement de degré 1,

I.e second cas est plus délicat. Soient ry et r, les deux directions

tangentes. Soit u € Wl—{rl,rg}, £l faut montrer gue 1l'on peut joindre

. : . i T
deux points quelcongues de EX/S(u) par un chemin contenu dans DX et
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évitant ﬁ_l(rl) U ":5,-1(1"2)s On peut s'en convaincre en regardant deux cou-
ples de points (Pa,Pa,),(Qa,Qa,) on PG, € Xa—{()}, P :Q,, € Xal—{O}
situés sur une méme droite de pente u, proches de l'origine; il est possi-
ble de passer continument du couple (Pa’Pa‘) auw couple (Qd’Qa') de telle
fagon que la pente des droites joignant les couples intermédiaires reste a

distance finie de r, et r

1 . Il reste a voir que le passage a la limite se

2
fait bien.




V. SATURATION LIPSCHITZIENNE ET SATURATION DE ZARISKI.

Soit R < A un paramétrage de l'algébre analytique complexe A, et
soit X - S le germe de morphisme d'espaces analytiques associé, Zariski
définit [10] entre fractions de A une relation de "dominance” gui, tradui-
te en termes transcendants, peut se formuler ainsi
"f dmine g par rapport a R" (f > g) si, et seulement si, pour tout cou-

R
ple gﬁ(x), gBT(x) de "déterminations" distinctes de g, considérée comnme

fonction "multiforme" de x € 8§, le quotient :

fB(x) - fﬁ,(x)

gB(X) - gﬁ,(X)

est borné en module, ol fB(x) et fﬁ'(x) désignent les"déterminations cor-

respondantes" de f,

Une extension B de A dans son anneau total de fractions est dite "saturée
par rapport_a R" si toute fraction qui domine un élément de B appartient

\au BU

L'algébre "saturée de A" {par rapport a R) est définie comme la plus

petite algébre saturée contenant A,

Question 3 ¢+ Y a~-t-il un rapport entre 1l'aleebre saturée au sens de Zaris-

ki et 1'alpebre AY définie au §3 7

Dans le cas particulier des hypersurfaces, A = Rly], on voit faci-

lement que la saturée de Zariski coincide avec 1'ensemble des fractions

qui dominent y , c.a,d. dang ce cas avec l'algéhre KR des fractions lips-

chitziennes relativement au paramétrage R.

Dans le cas de la codimension guelconque, A = H[yl,yg,oao,yk], aussi
bien la saturée de Zariski que la saturée lipschitzienne sont plus compli-
quées a définir, et la réponse a la question 3 ne nous semble pas facile

a donner,
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Dans un certain nombre de cas, incluant le cas des hypersurfaces,

Zariski sait démontrer que sa saturde est indépendante du paramétrage

cheisi pourvu gque celui-ci soit générique. On obtient par conséquent dans
le cas des hypersurfaces une réponse affirmative aux questions 2 et 2! du

§3. Plus précisément, on a le

Théoréme 3. Soit A 1'algébre analytigue complexe d'un germe dthypersurface
X, et considérons la famille (générique) © des paramétrages définis par

une "direction de projection” "transverse a X”(c,éed, n'appartenant pas au

céne tangent)en un point générique de chaque composante irréductible de
R

codimension 1 du lieu singulier. Alers, pour tout R € P, A = A" = saturée

de Zariski.

En effet, cette famille P de paramétrages est celle pour laguelle

Zariski démontre 1'invariance de sa saturation ( [10}, théoreme 8,2).
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VI.EQUISATURATION ET EQUISINGULARITE LIPSCHITZIENNE,

Dans tout ce paragraphe, la notion de "saturation" utilisée est la

saturation lipschitzienne, dont nous venons de volr qu'elle coincide avec

la saturation de Zariski dans le cas des hypersurfaces,

Soit r ¢ X —> T une rétraction analytigque d'un germe d'espace
analytique complexe réduit X sur un germe de sous-variété lisse T [ m—
Désignons par XO = r_l(O) la fibre de cette rétraction au-dessus de 1'ori-

gine 0 € T,

Définition 1. Nous dirons que (X,r) est équisaturé le long de T si 1le

~

germe saturé X admet une structure de produit

~

X=X x0T
0
compatible avec la rétraction r (¢.a.d. dont la deuxidme projection est

X X LT ),

Théoréme 4,

(X%,r) équisaturé le long de T ===

(X,7) topologiquement (et mbme Lipschitsniennement)

trivial le leong de T.

Par "trivialité topologique”, nous entendons la propriété suivante
P q 3

pour tout plongement

L

s
H——
"

. . N A .
de la rétraction r dans une rétraction r d'espace euclidien, la paire
N-p

X

(GN,X) est homéomorphe & un produit (C

T . XO X T), de fagon compati~;
ble avec la rétraction rN; |

par "trivialité lipschitzienne"”, nous entendons gque l'homéomorphisme ci~

dessus est lipschitzien ainsi que son inverse,
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Preuve du Théoréme 4.

Seit (tl,t ,...,tp) un systéme de coordonnées locales sur T. Utili-

2
sant la structure de produit X = Xo x T , désignons par Vi le champ de

vecteurs de X dont la premiére projection est nulle et la deuxiéme projec-

tion égale a 2 . Si A désigne 1l'algébre de X, V, est une dérivation de
dt,
~ I~ 1

A~

A dans A, donc définit par restriction tne dérivation de A dans A. Donnons-
nous un plongement de X dans GN, c,a.d. un systéme de N générateurs de

1'idéal maximal de A, soit :

1

(Zl’z2""’ZN~p ,y 1 or,tz

or,n.,,tpor)

(par changement de coordonnées, tout systéme peut se ramener a cette for-

. . . . s es X
me) . Vj?1, Viéz,..., vizpr sont des fonctions lipschitzienn su ’

et peuvent donc s'étendre en des fonctions By 40 85 grreers gi,N—p
’ H

lipschitziennes dans tout @N. On dispose ginsi dans &N, pour tout

i=1,2,...,p, d'un champ de vecteurs lipschitzien :
g S + — + g 9 + —g-
i, 1 i,2 i,N-p 3
azl 822 ézN_p tl

. S
qui est tangent a X et qui se projette sur le champ de vecteurs — de T.
ot
i

Etant lipschitziens, ces p champs de vecteurs sont localement intégrables,

et leur intégration réalise la trivialité topologique de X.




EQUISATURATION RELATIVE.

Nous allons maintenant définir une notion relative d'équisatu-

ration. Soit X/S un germe d'espace analytique "relatif & un paramétrage"”,

consistant en la donnée d'un germe d'espace analytique réduit X, de dimen
sion pure n, et d'un germe de morphisme fini X —> S sur un germe de wva-

riété lisse S de dimension n, Soit

r : X/8 —> 7

une"rétraction analytigue de l'espace analvtique relatif X/S sur une

sous-variété lisse T " : nous entendons par la la donnée d'un diagramme

commutatif :
identité

— v han ey
——

Notons XO/S0 1'espace analytique relatif, image réciproque du

point 0 € T par cette rétraction.

Définition 1 "relative", Nous dirons que (X/S,r) est équisaturé le long

de T, si le germe d'espace saturé relatif’§s/8 admet une structure de pro-
duit
S

N —————d {
fw]

compatible avec la rétraction r.

Dans le cas ol X est une hypersurface, il résulte immédiatement du

Théoreme 3 (§5) que 1l'équisaturation de X/8, ("équisaturation relative™)

lorsque S est un paramétrage gén rique, implique 1'éguisaturation de X

("équisaturation absolue").



Question 4. : Inversement, 1l'équisaturation de X implique-t-elle 1'exis-

tence d'un paramétrage générique S tel que X/S soit éguisaturé ?

Il serait intéressant de savoir répondre 2 cette guestion, car
le travail de Zariski donne de nombreux renseignements sur la notion

relative d'équisaturation.

Nous supposerons dans toute la suite gue X est une hypersurface.

Soit B = €¢{=z ’22’°°"Zn} un paramétrage de A, On peut écrire :

1

A=RI[y]l =R[Y) / (£)

(y = classe résiduelle de Y modulo f) ol f est un polynome en Y, unitaire,
réduit, & coefficients dans R. Le discriminant réduit de ce polynome en-
gendre dans R un idéal qui ne dépend que de A et de R, et gque nous appelle-

rons "idéal de ramification" du paramétrage R. Nous noterons £ & S le

sous-espace défini par cet idéal : ce sous-espace sera appelé "lieu de

ramification” de X/S .

Définition 2. Nous dirons que {X/S,r) est "3 lieu de ramification trivial

le _long de T", si la paire (S,Z) admet une structure de produit

¥ =2 x T
3}
IR
S = So x T

compatible avec la rétraction r.

Théoréme 5 {Zariski). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

pour une hypersurface :

i) (X/S,r) est équisaturé le long de T ;

ii) (X/S,r) est 3 lieu de ramification trivial.

De plus, ces deux propridtés impliquent la trivialité topologi-

gue de l'hypersurface X le long de T.
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Remarquons que dans le cas d'un paramétrage générigue, ou 1'équisa-
turation "relative" implique 1'équisaturation "absolue", la fin du théore
me 5 est un simple corollaire de notre théoreme 4. Mais Zariski démontre

le théoréme 5 pour un paramétrage quelcongue.

Nous nous contenterons ici de démontrer 1'implication ii);:@)i), re

voyant a Zariski [10] pour le reste du théoréme.

Lemme 6,

Toute dérivation de l'anneau R dans lui-méme gui laisse stable 1'i-

I " kl » - . .
déal de ramification s'étend canoniguement en une dérivation du saturé

relatif AR dans lui-m8me.

Preuve du lemme 6.

Puisgue A est! fini sur R, toute dérivation
V : B —> R admet une extension canonique dans l'anneau des fractions de
A (explicitement, on a :

n

af af

Vy:—(E%Vzi)/w_mu ).
i=1 aZ_; C)y

Il s'agit de démontrer que dans 1'hypothése du Lemme, Vg € AR pour

tout g € AR . Or, le lieu polaire de tout g € A est évidemment inclus
af

dans le lieu singulier de X, donc, dans le lieu des zéros de —c—— .
3
Ecrivant Y
n
3
Vg=-a~g-vy+.§1-—&w. )
oy =13, *

1

nous en déduisons que le lieu polaire de Vg est inclus dans le lieu des

s a ’ . . Fe -
zéros de °f . Pour vérifier que Vg £ AR , i1 suffit donc (Théoréme 1H
Ay
relatif, fin du §3) de le vérifier en un point générique de chaque compo-

; . . . - . . of
sante irréductible (de codimension 1 évidemment) du lieu des zéros de -—,

Sy

i



- . ; . . .
Soit "X une telle composante irréductible, restreinte a un petit

voisinage d'un de ses points ; pour un choix générique du point, on pourra

supposer gue 3

3 . N .
10) X est lisse, et la restriction a SX du morphisme X ———> 5 est une

immersion;

2%y Sx . (x{z)red, ot ZC S désigne 1'image de X, c.a.d. le lieu de
ramification du morphisme X ~——> 5 ;
red S red

o} Y ) 3 A 5 B
37) le revétement fini DX/S > "X est étale, c.a.d. que DX/S est

une somme digjointe de composantes TD;?; isomorphes a SX4

D*apres 10), 5 est un diviseur lisse de S, et 1'on peut choisir dans

S des coordonnées locales {x,t tg,.,q,tn_i) de fagon que X soit une équa-

1!
. - 0 . i
tion locale de ce diviseur. 2 ) signifie gue x ne s'annule pas en dehors

de SX“

Localement, dans S, le sous-module des dérivations qui laissent sta-

- ’ 3 a + e a a
ble 1'ideéal (x) de ramification est engendré parx — et par les -
3 x 3t
i
, . ) dg dg .
11 suffit donc de démontrer que les fonctions x —= et —=- sont lips-
dx ot
1
chitziennes relativement a S,
.y oo T red 2
Considérons, au voisinage d'une des composantes DX/S du revéte-

ment étale de 30), 1'espace EX/S’ gu'on pourra suppeser lisse. La fonction

x est bhien définie sur EX/S (par composition avec le morphisme canonique

EX/S —> X x X —> 8), et en vertu de 2°) elle ne s'annule pas en dehors
S
de D;?g ; elle est donc de la forme x = sm(T), ol s est une équation irré-
T red

ductible du diviseur lisse DX/S . D'autre part, 1'idéal du diviseur non

’ . T ’
réduit DX/S est engendre par :

"oy =y®1-18y=a(t) NC

ot a_ doit 84Lre une unité de 1'anneau ${t1,t2,0.,tw_1}, puisque Tay ne

\ T red
g'annule que sur DX/S .
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On a donc pour tout v un développement en puissances croissantes de

Xl/m(T)

(comparez au §4)

Tﬂy = g (t) Xu(r)/m(7)+

et une fonction g sera lipschitzienne relativement & S si, et seulement
si, pour tout T le développement de T&g en puissances fractionnaires de

¥ n'a pas de termes d'ordre inférieur a u(r)/m(x). Soit donc g une telle

fonction :
Tag - b (1) (/)
On a :
Ta(x2L) - x> (ag) = x ufe). h_(t) Lele) /mle))-1,
Ox dx miT
et 1

TA( og ) = a (TAg) _ ahr(t) Xu(r)/m(T) P

. ot, at
i 1 i

de sorte que xéui et 28 sont encore des fonctions du méme type,
dx ati

¢c,a.d. des fonctions lipschitziennes relativement & S, et le lemme 6

est démontré.

Preuve de 1'implication ii)==>i) (Théoréme 5).

Choisissons dans S des coordonnées locales

(X1’X2’°"X ; tl,tz,..,tp) compatibles avec la structure de produit

n-p
S0 x T, Le champ de vecteurs S est tangent au lieu de ramification
3
ty
o = XO x T , donc d'aprés le Lemme 6, il se reldve en un champ de vecteurs

Vi holomorphe sur XS. L'intégration de ces p champs de vecteurs
VI,V2,,..,VP réalise la structure de produit cherchée sur XS.
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SPECULATIONS SUR L'EQUISINGULARITE.

e .

On aimerait trouver une "bonne" définition de la notion 4! "équi

singularité de X le long de T ", satisfaisant si possible aux deux proprié:

tés suivantes

(17) l1'équisingularité implique la trivialité topologique :

(0z) l'ensemble des points de T ou X est équisingulier forme un

ouvert dense de Zaricski.

~

Lt'équisaturation satisfait & (T?) (Théordme 3 ci-dessus), mais

ne satisfait a (0%Z) gue dans le cas ou codimX T = 1 (équisaturation d'une

famille de courbes = équisingulariité) : dans le cas général, on peut trou-

ver des X ——> T tels gue X ne soit équisaturé *) en aucun point de T.

Zariski a proposé [ 6] [7 ] une définition de 1'équisin-
gularité des hypersurfaces qui généralise 1'idée de trivialité du lieu de
ramification : l'hypersurface X est "équisinguliére" le long de T, si pour
un paramétrage "générigue” le lieu de ramification 5 est “équisingulier"
le long de (1la projection de) T -comme la codimension de T dans L est
inférieure d'une unité & sa codimension dans X, on obtient bisn ainsi une

définition du mot "équisingulier”, par induction sur la codimension,

Cette définition satisfait bien & (0Z), mais on ne sait pas

démontrer (TT).

Dans le cas ot T coincide avec le lieu singulier de X (famille

d'espaces analytiques & singularités isolées), Hironaka a trouvé un crite-

re d'équisingularité gqui satisfait & la fois a (TT) et (0Z) . Ce critére

*) Nous pensons ici & 1'équisaturation "relative®, caractérisée (Théoreéme
4) par la trivialité du lieu de ramification. Mais vraisemblablement, la
notion "absolue" d'équisaturation revient & peu prés au méme -—n'ag-t-on

pas envie de répondre oui a la Question 4 7
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est défini [3] en termes d'éclatement normalisé d'un idéal (& savoir : le
produit de 1'idéal de T par 1'idéal jacobien de X). La trivialité topolo-

°

gique se démontre comme ici en intégrant un champ de vecteurs #*}, mais :

¢ Y N - , .
1) au lieu d'étre Lolemorphe sur X, ce champ de vecteurs est différentia

o . ra A r . . I
ble () sur l'espace éclaté X (éclatement normalisé de 1'idéal men-

tionné ci-dessus) ;

0 . " . L. N . . R . .
2") au lieu d'étre lipschitzien sur X, c.a.d. de satisfaire a une 1néga111
de Lipschitz pour ftout couple de points dans X » X, ce champ de vec-
R . ~ - Fd T4 : - - « '
teurs ne satisfait & une inégalité de Lipschitz que pour les couples

de points danse T x X .

H a . -~ - . . S
Peui-8tre la solution générale du probléme de 1'éguisingularite
. . . , N4 7 sat
fera~t-elle intervenir des anneaux de fonctions de ce type (%3 dans un

espace éclaté, "faiblement lipschitziennes" en bas) ?

e

¢) Cf. H. Hirounaka (nen publié),
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APPENDIGE : STRATIFICATIONS, PROPRIETE a) DE WHITNEY ET TRANSVERSALITE .

Une "stratification™ d'un espace analytigue {réduit) X est une

. 7
partition localement finie de X en variétés lisses connexes appelces

"strates", telle gue

10) l'adhérence W de toute strate W soit un espace analytique (irréducti-
ble)

20) le bord W = W-W de toute strate W soit une union de strates.

On appelle "étoile" d'une strate W l'ensemble des strates gui ont

W dans leur bord.

Soit (W , W) un couple de strates, avec W & 3W. On dit que ce cou-

ple vérifie la propriété a)de Whitney en un p01nt X, € Wo gi pour toute

suite de points X, € W +tendant vers X 1 de fagon gue 1'espace tangent
TX'(W) admette une limite , cette limite contient l'espace tangent T (WO)
(o; suppose X plongé localement dans un espace euclidien, de fagon a pou—
voir réaliser les espaces tangents comme sous-espaces d'un méme espace veo-
toriel; la propriété a) de Whitney est indépendante du plongement choisi).
Pour tout couple de strates (WO,W) d'une stratification, il existe un

ouvert dense de Zariski de points de WO o1 la propriété a) de Whitney est

satisfaite [H5]. On peut donc "raffiner" toute stratification en une strati-
fication telle gue la propriété a)} de Whitney solt satisfaite en tout peint

pour tout couple de strates.

Proposition. Soit (X,x ) un germe d'espace analytique complexe, stratifié,

tel que les couples de strates (W ,W) satisfassent a la proprlete a) de

Whitney, ou WO désigne la strate gui contient X, et W n'importe guelle
strate de 1'étoile de Woo Seit ¢ 1+ X —> ¢™ un germe de morphisme tel que

@lWO soit effectivement transverse & la valeur 0 au point X . Alors, pour

toute strate W, @LW est effectivement iransverse & la valeur 0 en au moins

un point de W arbitrairement voisin de X,e




Preuve,

La transversalité de @1W en tout point voisin de X est une consé-

gquence évidente de la propriété a) de Whitney pour le couple (WO,W)O I1
reste seulement & démontrer la transversalité "effective”, c.a.d. a démon-
trer gue (@|W)"1(O) n'est pas vide. Or, (@|W)-1(0) est un sous~ensemhble
analytique fermé de W, non vide (puisqu'il contient le point XO), et donné

par m équations : il est donc de codimension € m . Si (@IW)ni(O) était

vide, cela voudrait dire que ¢W contiendrait au moins une strate W' telle
que (@lW’)wi(O) soit non vide et de dimension % dim W - m. Mais., d'un
autre c¢8té¢ la transversalité de @IW' implique que (@[W’)wl(O) egt une
variété lisse de dimension dim W'~ m, donc de dimension < dim W-m, d'ou

contradiction.

Remarque. On aurait évidemment pu, dans 1'énoncé de la Proposition, rem-

placer la transversalité par rapport & la valeur 0 par la transversalité

N . . m
par_rapport a une sous-variété lisse de €

|
|
1
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