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X  X I X . L a  Figure luivante facilitera l'ulage, &  donnera une idée 
plus claire de cette regie. D ivilez l'Elpace 
Angulaire A B C  en petits Quarrés ou Pa- B  
ralellogrammes égaux, dans lelquels vous 
inlcrirez x  ôc ^  lelon leurs D im enlions, 
comme vous le voyez. Quand on vous 
proposera une E q uatio n , marquez tous 
les Paralellogrammes qui correspondent 
par leurs Dim enlions à tous les Tonnes A  
de l'Equation ; puis appliquez une Regie 
à l'A ngle du Paraleliogramme le plus bas à main gauche de tous les 
Paralellogrammes marqués , laites tourner cette Regie julqu'à ce 
qu'elle touche un ou plus d'un Paraleliogramme marqué à main 
droite, fans qu'elle quitte celui qui eR à main gauche ; prenez ces 
termes que la Regie touche, &  en les égalant à zero , tirez-en la 
quantité qu'il faut écrire au Quotient.

X X X .  Par exemple pour tirer la R acin e^ de l'Equation j"*—
X ̂

-4- y  4̂ —  y ^ x ^ *  -+- 6 ;H xi -+-%*x4 = 0 ,  je  marque les Paralello
grammes aulquels les termes de cette Equation appartiennent de la 
Note  ̂ , puis j'applique la Regie D E  au plus bas Paraiellogram-
nte marqué à main gauche , &  
je  la lais tourner à main droite, 
julqu'à ce qu'elle touche un ou 
plus d'un autre Paraleliogram m e 
marqué ; je vois que ceux qu elle ^  
touche appartiennent à x 3 , x^y* 

je prensdonc dans l'Equa
tion les Term es de ces Dim en- ^  
lio n s, fqavoiry^ -—  y ^ x^ y t -4-  
6 ^ ^ x i, &  je les égale à zéro ; &  pour avoir une Equation plus fim- 
p le , je fa isy:=vt/<% xceq ui en lubliituant me donne v" —  yv^-4-6 
= : 0 ,  dont les Racines + V ^ x  &  +  v^a^x me donnent chacune à 
mon choix le premier Term e du Q uotient, &  cela félon la R aci
ne de cette Equation que j'ai deflein de tirer.

X X X I .  Si l'Equation propofee étoityt —  ^y*-4-p^x*— x) =  o, 
je choHirois.— ly t-t-p A x* , d o n tje tire rai-4- 3 xp o u rlep rem ierT er- 
me du Quotient.

(Extrait de "La Méthode des fluxions par Isaac NEWTON;
traduit par M. de BUFFON; chez DEBURE l'Aîné, MDCCXL).
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1.1

Dans ce travail? nous présentons et étudions un ensemble de 
notions qui constitue une généralisation? au cas d'un germe d'espace 
analytique complexe quelconque? de la construction du polygone de New
ton d'un germe de courbe plane.

Rappelons brièvement quelques points importants de cette cons-
2truction : soit (X?0)c:({E ?0) un germe de courbe plane. Si l'on choi-

2sit des coordonnées (w?z) sur (E ? et une équation f = 0 pour X? on peut 
d an s le dével o p peine n t

f = X c   ̂ (C . e oa?b a?b

2 2 / considérer l'ensemble des couples (b?a) $ N c R  tels que C ^0. On+ 2 a?b
obtient ainsi un essaim A(f)/  ̂ de points de R  . L'ensemblet [ 2 (s,w) f +

( p + R  ) a une enveloppe convexe? ligne brisée le séparant

2de l'origine (0?0) € R  . C'est le polygone de Newton de f dans les coor
données (z?w). On vérifie facilement qu'il ne dépend pas du choix du

 ̂ 2 , générateur f de l'idéal définissant X dans (E en 0? et qu'il ne dépend
en fait que du choix d'un germe de courbe lisse (W?0) comme axe des w<

2et du choix d'une rétraction r : ((E ?0) (W?0) . Classiquement? le poly
gone de Newton décrit une méthode par approximations successives pour 
le calcul des racines de l'équation f(z?w) = 0  comme fonctions multifor
mes de w. (Nous renvoyons le lecteur au limpide exposé de Newton partiel
lement reproduit en frontispice).

Si nous supposons X analytiquement irréductible à l'origine? 
un certain nombre de faits importants se manifeste : tout d'abord?
dans ce cas? le polygone de Newton n'a qu'un seul côté? quel que soit 
le choix de coordonnées. (Traditionnellement? on exclut les côtés qui 
coïncident avec l'un des axes de N ). La pente du côté du polygone de 
Newton peut s'écrire ou d est un nombre rationnel? dont un peu
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d'expérimentation montre qu'il peut servir à mesurer le contact de X 
avec l'axe W choisi (relativement à la rétraction choisie). En fait, 
dès que l'on a trouvé (W,r) tels que d soit > 1 ? d ne dépend plus de 
la rétraction choisie. De plus, si l'on choisit (W,r) tels que d soit

le plus grand possible, on trouve que d = —  où (m^,n^) est le premier

exposant caractéristique de Puiseux de X, qui est connu pour être un
2invariant du type topologique du plongement (X,0)c((t ,0). Enfin, si

r = ï i
L"U

"*1est la partie entière de —  , r est exactement le nombre de

modifications (ou éclatements) de centres ponctuels qu'il faut faire 
avant de parvenir à un germe de courbe ayant une multiplicité stricte
ment inférieure à celle de X en 0.

Ainsi, le polygone de Newton décrit non seulement un processus
d'approximation, mais contient déjà, dans des coordonnées bien choisies,

2des invariants de la singularité de courbe plane (X,0)C((Ü ,0) qui sont 
d'une importance fondamentale non seulement du point de vue de la réso
lution des singularités mais aussi du point de vue de l'étude topologi
que. Le fait que le polygone de Newton doive jouer un rôle dans la ré
solution des singularités tient à ce que trouver des solutions de 
f(z,w) = 0) de la forme z=(p(w^^) revient à construire une uniformisan
te locale t de X en posant w=t*\ Le fait qu'il donne un invariant du 
type topologique de la singularité est un phénomène profond, maintenant 
bien compris dans notre cas particulier grâce aux travaux de Zariski 
sur l'équisingularité des courbes planes, mais qui demeure mystérieux 
en dimension supérieure à 1, (Et l'on ne peut même pas formuler de 
question, faute de vocabulaire. Notre travail apporte, nous l'espérons 
du moins, quelques notions qui seront utiles de ce point de vue).

Enfin, le fait que le polygone de Newton mesure le contact 
entre W et X est une découverte de Hironaka, La motivation initiale du 
travail présenté ici a été la démonstration de théorèmes sur la "conti
nuité du contact" dans la théorie du contact de Hironaka (cf. [5], [6]),
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théorie qui est une des clefs de sa méthode de résolution des singula
rités .

Avant de décrire la construction générale, faisons quelques 
remarques de nature technique sur le polygone de Newton d'une courbe 
plane :
Tout d'abord, le point singulier étant fixé, nous associons un polygone 
de Newton à la situation décrite par le diagramme

— *  u,

V-W

( le choix de W (axe des w) et de r revient au choix d'un tel diagramme) 
Si nous supposons que r \û) n'est pas une composante de X, le théorème 
de préparation de Weierstrass nous dit que nous pouvons choisir pour 
l'équation de X (après choix d'une coordonnée locale z sur r ^(0))

f(z,w) = z**̂ + a ..(w)z*** + . . . + a (w) = 0m- 1 o

ou m est le nombre d' intersection de X avec r ^(0), ou encore la mul
tiplicité de X Q r  "̂ (0).
Si nous supposons que l'espace tangent T  ̂ n'est pas contenu dans

r (0 ) , 0

le cône tangent à X en 0, c'est-à-dire que r "̂ (0) est transverse
à X, ou comme nous dirons plus rapidement, que r est transverse (ou que 
A est transverse), m est la multiplicité de X en 0.
On constate alors que le polygone de Newton a la forme suivante : 

a 'h

0
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Il est clair que la donnée du polygone de Newton est équivalente à la
donnée des pentes de ses différents côtés, et des points d'intersection
des supports de ces côtés avec l'axe des a. (m,m^,...) m correspondant

- 1à la multiplicité de X Q r  (0) en 0. C'est sous cette forme que nous 
allons généraliser le polygone de Newton. Les pentes des côtés seront 
les "tropismes critiques" du § 3, et la généralisation des points 
(m,m^,...) sera la collection des "fonctions de Samuel anisotropes" 
du § 4.

Notre méthode dans le cas général va être l'analogue de la 
construction suivante dans le cas des courbes planes : W et r étant
fixés, on regarde pour chaque d $ [ 0 ,+œ] la plus petite valeur de

a + ̂  donnée par un couple (a,b) tel que C^ ^ 7̂ 0 * Géométriquement ceci
2 1 revient à pousser dans R  les droites de pente , en partant de

celle passant par l'origine, jusqu'à ce que l'on soit arrêté par un
point de A(f),  ̂ . On note v,(f) (d ordre de f) la valeur de a + ir( z, w) d d
ainsi obtenue.
On considère 1'équation quasi-homogène :

(*) in (f,A,d) = in (f,d), . = 3  ' C  ̂ z^w^ = 0o ' o ' (z,w)  ' a,b
a+^=v^(f)

comme définissant un cône quasi homogène ^ (qui en réalité habite 
dans un "espace tangent anisotrope"). On étudie la variation de l'équa
tion (M) avec d, et l'on s'aperçoit qu'elle est localement constante 
son R* - (d^,...............les d^^Q correspondent aux côtés du polygo
ne de Newton est pente du i-ême côté).

i
D'autre part, les ^.(ï) correspondent aux points d'intersection du
support du i-éme côté du polygone de Newton avec l'axe des a. Ce sont

d-aussi des multiplicités attachées aux quasi-cônes ^  . Aussi nous 
allons considérer, à la place du polygone de Newton, des objets géo
métriques, les cônes tangents anisotropes , qui nous permettent,y X
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en étudiant leur variation en fonction de d, et leur multiplicité (qui 
sera en realité remplacée par la fonction de Samuel anisotrope) d'obte
nir toute l'information que contient un polygone de Newton.

Ce point de vue présente différents avantages : dans le cas
général, on se heurte en effet à deux difELcultés principales, qu'il 
permet de surmonter simultanément.
D'une part l'espace analytique X singulier en x n'est plus défini par 
une seule équation, d'autre part, son lieu singulier n'est plus réduit 
au point x. Une fois introduite la notion de polygone de Newton en un 
point x^X, il faudra donc étudier sa variation lorsque x se déplace 
dans le lieu singulier de X. Pour ce faire, nous pouvons utiliser les 
propriétés de cohérence du faisceau structural d'un espace complexe, 
et les théorèmes de Cartan. De notre point de vue, on s'aperçoit que 
l'on peut attacher un polygone de Newton à tout diagramme d'espaces 
analytique s

X c-------* Z

W

où X et W sont des sous-espaces de Z et r est une rétraction de l'immer
sion de W dans Z, en tout point x de XQWy sous la seule hypothèse que 
r soit lisse en x (et non plus W et Z lisses). C'est une telle situa
tion géométrique que nous appelons une bonne installation (cf. ch. I,
§ 1, 2) et notons A .

Dans le chapitre I, nous définissons et étudions les proprié
tés des objets géométriques cônes normaux anisotropes et faisceaux de 
jets anisotropes que nous associons à une installation A. Au § 1 , on 
trouvera leur définition. On remarquera qu'elle est indépendante de 
tout choix de coordonnées et de tout choix d'un système de générateurs
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de X sur Z en x. Au § 2, nous construisons des isomorphismes canoniques 
qui vont nous permettre de comparer entre eux les cones normaux aniso
tropes pour les différentes valeurs de d^ [0 ,co]. Ceci nous permet au 
§ 3 de définir les tropismes critiques de l'installation A le long d'un 
sous-espace Y de W Q X  au point x. Lorsque Y = (x) ces tropismes critiques 
nous donnent, comme il l'a été explique plus haut les pentes des cotes 
de notre polygone. Le fait qu'on puisse également définir des tropismes 
critiques de A le long de Y en x s'avère essentiel pour 1'étude de la 
variation des tropismes critiques de A en y quand y varie sur Y dans un 
voisinage de x. Au § 4, nous introduisons les fonctions de Samuel ani
sotropes, qui sont les analogues des points d'intersection des supports 
des cotés du polygone de Newton avec l'axe des a. Ce sont les H. (d.) 
où (d^,...,d^) est l'ensemble des tropismes critiques de A en x.
A ce point, nous avons défini notre polygone de Newton généralisé, asso
cié à l'intallation A en x ^ X Q W .

F- .  t « ,  .H  .  ̂ "  ; R
Xflr (x),x W,x A,x

(W n'étant plus lisse en x, il est naturel de faire figurer sa fonction 
de Samuel en x dans le polygone de Newton). Il est déjà remarquable 
qu'ici les résultats sur toutes les fonctions de Samuel anisotropes, 
nous permettent de démontrer un résultat sur les fonctions de Samuel 
ordinaire (cf. cor 4 2 5.Ç?est un critère numérique de platitude du mor
phisme C^ -̂ Ĉ y ^ (ou ^ (resp. C^ est le cône tangent à X (resp. 
W) en x.
Au § 5, nous introduisons une notion de transversalité anisotrope. De 
notre point de vue, la notion de transversalité de la fibre r ^(x) à X 
en x dans Z (espaces tous 3 singuliers) s'exprime le plus simplement 
en disant que le morphisme des cônes tangents d(r)X) : C^ x
plat. Nous généralisons cette notion aux cônes normaux anisotropes le 
long d'un sous-espace Y de W Q X  en un point x\ (Nous avons ici toujours 
en vue l'étude de la variation du polygone le long de Y). De plus nous 
obtenons toute une série de conditions équivalentes (théorème 5.1) de 
nature technique très variée. Au § 6, nous montrons que la transversa
lité est stable par changement de base.
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A partir du § 7, nous entrons dans le vif des difficultés signalées 
plus haut. Le § 7 montre comment l^on peut determiner des systèmes de 
générateurs pour 1^idéal définissant X dans Z en x (les hases standard 
normalisées de [5]) et nous trouvons un procédé permettant de calculer 
le 1er tropisme critique d. à partir des développements de Taylor^ 9 X
des générateurs. On pourrait sans doute aussi montrer que les fonctions 
de Samuel sont aussi calculables? mais nous ne 1^avons pas fait ici.
Aux § 8? 9 et 10? on introduit un ensemble de résultats de finitude 
qui permet de résoudre la deuxième des difficultés qui se présentent 
dans le cas général. Il s^agit de construire de belles stratifications 
d^une installation? et de montrer qu^elles nous permettent de décrire 
le comportement des lorsque x varie dans un sous-espace Y contenu
dans une strate. On trouve ici en particulier notre "suite exacte de 
cônes" qui exprime comment? dans des hypothèses de platitude et de 
lissité assez faibles? les cônes tangents à X (où les ) pour x ^ Y

9 X
se recollent en une famille plate sur Y? qui est agréablement reliée 
au cône normale de X le long de Y. Cette suite exacte de cônes a? même 
dans le cas des cônes ordinaires? de nombreuses applications qui forment 
le sujet de 1^Appendice. On recommande d?ailleurs vivement au lecteur 
de commencer la lecture de ce travail par ^Appendice? ou certaines des 
idées concernant les stratifications apparaissent plus clairement? 
puisqu^il est rédigé entièrement dans le cas isotrope (ou ordinaire).
On y trouvera d? autre part des résultats en caractéristique p<°°.
Les résultats du § 11 sont 1^aboutissement de tous les résultats des 
paragraphes précédents. Le résultat principal est le théorème 11.6.1? 
qui relie le comportement du plus petit tropisme critique d. aux stra-9 X
tifications déjà construites.

Au chapitre II? on étudie le comportement d^une installation 
par modification? surtout en ce qui concerne la fonction de Samuel or
dinaire. On y démontre en particulier d^une manière simple? dans le § 1? 
le fait que la fonction de Samuel diminue au sens large dans une modi
fication permise? (théorème de Bennett en géométrie algébrique)? et des
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résultats precis sur ce qui se passe quand cette fonction de Samuel ne 
diminue pas strictement,

Dans le chapitre III? on introduit une généralisation de la 
notion de contact maximal de Hironaka (cf. [6]), qui est une des no
tions les plus importantes de la théorie du contact. Le résultat prin
cipal est le fait que si une installation A a le contact maximal?
la strate de Samuel de X est localement contenue dans celle de W, Ceci 
généralise un résultat montré par Hironaka dans le cas où W est lisse.

Au chapitre IV, nous utilisons le fait que notre définition 
suffisamment générale des installations nous permet l'étude locale? du 
point de vue des installations? de n'imprte quel morphisme d'espaces 
analytiques. Nous en tirons en particulier un critère numérique de pla
titude d'un morphisme f : X -* W en un point x^X? et un résultat analo
gue pour la platitude tangentielle (i.e. celle de df : Ĉ . ^ --^^x f(x)^
en x. Nous y montrons aussi que la platitude tangentielle entraîne la 
platitude.

Bibliographie complémentaire :

[11] Newton : "Traité des fluxions ...,  voir Frontispice.

[12] V. Puiseux : Recherches sur les fonctions algébriques, Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, 1ère série, t. XV.
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C H A P I T R E  0

RAPPELS ET CONVENTIONS

(Les références sont S.G.A. I, II, E.G.A. I, II, IV et [4 ]).





0 . 1

0.1.1 Définition : Soient Y un espace analytique, & une Oy'Algèbre. On
dit que & est une (3y-Algébre graduée si l'on s'est donné une décompo
sition :

G = 3 G

où 1) G est un ^-Module :p, Y
2) il existe A? sous-monoïde discret de R^, tel que G^ = 0 si

H ̂  A ;

3) G. = ;

4) G . . G c G  pour H-, € 6 ̂  *p. ̂ p,2

On appelle G la composante homogène de degré p, de G.p<

0.1^2 Définition : Soit G une (3y-Algèbre graduée. On dit qu'elle est de
type fini si pour tout y de Y, il existe un voisinage ouvert U de y, 
un entier m, une structure de (3y)U-Algébre graduée sur
pour laquelle les composantes homogènes sont des (3y]U-Modules cohérents, 
une suite exacte de Oy)U-Modules :

Oylu[T^...,Tj-4L> G ] U - ^ 0

([) étant un morphisme gradué de OytU-Algèbres graduées, de degré 0 
(i.e. envoyant la composante homogène de degré p, de
sur celle de G[U, pour tout p. 6 R^) .
On dira que  ̂ est une présentation de G au voisinage de y.
Considérons maintenant K = Ker<{j . C'est un OŸ]U[T^,...,T^]-Idéal homogène 
On notera sa composante homogène de degré p..
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0.1.3 Definition : Soit G une Oy'Algèbre graduée. On dit qu'elle est de
présentation finie si elle est de type fini et si pour tout y de Y, il 
existe une présentation de G au voisinage de y, dont le noyau Ker^ 
soit engendré par un nombre fini de sections globales de 

en tant qu'idéal.

0.1.4 Définition : Soit Y un espace analytique. On dit que C est un Y-cone
si C est Y-isomorphe au Specan d'une Oy'Algèbre graduée de présentation 
finie.

0.1.5 Définition : Soit G une Oy-Algébre graduée, soit d un nombre réel
strictement positif. On note

^ G  - æ G . .

C'est une Oy-Algébre graduée égale à G en tant que (3y-Algêbre puisque 
la multiplication par d est un isomorphisme de R* sur R* . Mais uu 
élément de degré ]i dans ^*^G a le degré p,d dans G.

0 .1 . 6 Définition : Soit G une Oy^Algébre graduée. Nous appellerons G-Module
gradué un G-Module M muni d'une décomposition

M = e M
p€JR ^

(noter que M peut être gradué en degrés négatifs), telle que

a) M =0 si n^AU(*A) (où A est le monoîde correspondant à G) ;

b) G M c M  pour tous dans R  (on pose G = 0 pour
^1 ^2 ^1*^2 1 <5 p.

H < 0  par convention).
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0.2.1 Definition : Soit Y un espace analytique. On dit que E est un Y-fibré
vectoriel trivial si E est Y-isomorphe au Specan de l'Algèbre symétri
que d'un (3y-Module libre &. La structuré de Y-cône d'un tel fibre n'est 
pas nécessairement celle provenant de la graduation où chaque élément 
d'une base de & a le degré 1. La structure de Y-groupe analytique sur 
un tel fibré sera toujours la structure usuelle (i.e. provenant du mor
phisme <3 : & —  ̂̂  Œ &, 3(f)=fQf).

e?

0.2.2 Définition : Parmi les Y-cônes, (0) désigne Y considéré comme Y-cône.

0.3 Imme rsions régulière s.

0.3.1 Soit i : Y —-^X une immersion d'espaces analytiques, soit x^Y. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

1) i est une immersion régulière en x ;

2) I = Ker((Lr — ) est engendré par une suite régulièrex X, x Y, x c= f  &
d'éléments pour 0^ ^ y

3), I^/l^ est un 0^ ^"module libre, et le morphisme canonique

Y, x x

est un isomorphisme;
A ^4) soient X" = S p e c ^  ^ , Y" = SpecOy ^  ̂ i" : Y" --^X" est une

immersion régulière.

0.3.2 Soit M un A-module muni d'une filtration par des A-modules (M^)
telle que M^ = M. Soit grM le A-module gradué associé. Soient
(f^, .,. .,f ) une suite d'éléments de A, I l'idéal de A engendré par i m
(fi,...,f ). Posons pour k ^ O  i m

+ I M^_ ̂ + ... + 1^



0.4

et désignons par gr' M le A-module gradué associé à cette nouvelle fil
tration.
Si la suite est grM-régulière y 1'homomorphisme canonique
de A-modules gradués

y : gr M<a A/l[T.,, . .. ,T 1 ^  gr
A A m ' M

est un isomorphisme.
(Soit x$M^ représentant d'un élément x de gr My et Ea^T^ avec a^$A 
un représentant d'un élément homogène Ea^T^gA/l[T^y...yT^]y y est 
défini par :

m(X\ ^ r-a , - i,,k+!a)+l Yv(x(g)Ea T ) = Ex a f modulo M' ' ' ).' (X (Xa

0.4 Platitude.

0.4.1 Soient A un anneau nœthérien, I un idéal de A? M un A-module. On
suppose que pour tout idéal H de A, le A-module %(g)M est séparé pour

A
la topologie 1-adique (i.e. M est idéalement séparé pour la topologie 
1-adique). AlorSy les conditions suivantes sont équivalentes :

1) M est A-plat ;

2) M/lM est A/l-plat et le morphisme canonique

M/lM Q g r ^ A — gr^M
A/l ^

est un isomorpjisme ;

3) M/lM est A/l-plat et Tor^(M,A/l) =0.

On peut appliquer ce critère en particulier si A est un anneau local 
et M un A-module de type fini.
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0.4.2 Critère de platitude parfibres

Soient f : X —^ Y, h : Y — ^ S des morphisme d'espaces analytiques. 
Soit x g X ; y=f(x) et s = h(y). Soit X^ (resp. Y^) la fibre de h ° f 
(resp. h) au-dessus de s. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) h : Y — ^S est plat en y et f : X — ^Y est plat en x ;

2) h ° f : X —^S est plat en x et f : X^ >̂Ŷ  est plat en x.

0.5 Théorème de finitude de Cartan (cf. T4]).

Soient Y un espace analytique complexe, M un O^-Module cohérent. 
Toute suite croissante (M^) de sous-(3y-Modules cohérents stationne 
localement sur Y (c'est-à-dire que tout y $ Y  possède un voisinage ouvert 
U tel que pour k^k^(U) ) et en particulier, la réunion
des est une(3y-Module cohérent.





C H A P I T R E  I

THEORIE DES INSTALLATIONS ET 
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^s t/26 rasz^ZZ TngJZtatZpTi"

FF7?MÆ MFL7JLLF W^bz/ DZ(?A:̂  2/2. 32)

L^--?Ai§^Ayx_pE_^Ts ^  co^s No^ux ANisoiRoî s

Dans tout le debut de ce paragraphe9 d est un nombre reel su
périeur ou égal à 1 .

1.1 Definition : Soient i : Y-*V? j : V-* X des immersions fermées. Soit P
(resp.^,) 1̂  Idéal cohérent de 3^ définissant j (resp. j ° i). Soit [i un 
réel non négatif.

On appelle n-iéme voisinage infinitésimal de j 0 i (par abus de 
langage? de Y dans X) de tropisme d dans la direction de i (i.e. V) le 
sous-espaee analytique de X défini par le 3^-Idéal cohérent
^a+b/d>p.^ ° remarque qu^il s^agit en fait d^une somme finie)

i dOn note 3.^ . [ni son faisceaux d^Anneaux.J ° 1

/ X \1.2 Définition g On note gr]V?d ] la 3^-Algêbre graduée :
\ Y  ;

e /s  p "^ -

\ a+b/d^p. /  a+*b/d>p

ou la multiplication est induite par celle de 3 ^ .

1.3 Remarquons que si p . ^ N + ^ N ,  la composante homogène de degré
p. de cette Algèbre est nulle? de sorte qu^il n?existe qu^une infinité 
dénombrable de composantes homogènes non triviales. De plus? N + — N
est un fermé discret de R  dont tout sous-ensemble non vide admet un plus 
petit élément. Les raisonnements par récurrence sur le degré )j, sont donc 
bien fondés. Tout élément }j. a un successeur unique n*, s^il est non nul 
un prédécesseur unique n .
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1.4 Proposition : Soit G une Oy-Algèbre graduée de type fini. Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

i) G est une (3y-Algébre graduée de présentation finie

ii) Pour tout R* ? G^ est une Oy-Module cohérent.

Démonstration : i) => ii) . Pour tout y de Y, il existe un voisinage
ouvert U de y, une suite exacte (de Oy]U-Modules)

0 -.K-* (3 y]U)[T^...,Tj-^G]u ^ 0

(]j étant gradué de degré 0, pour tout ngR*, la suite (de Qy]U-Modules)

0-.K -+(3JU)[T.,,...,T ] - G  [U-+0 H Y' *- 1' m u

est aussi exacte. D'autre party es^ un O^jU-Module
cohérent. Finalementy K étant engendré par un nombre fini de sections de 
((3y]U)[T^y...yT^] qu'on peut supposer homogènes, on montre par récurrence 
sur n que K est un 0^[U-Module de type fini. (C'est possible à causer 1
de la condition 2) de la définition 0.1.1) . sous-Modute de type fini d'un
Module cohérent est donc cohérent, ainsi que G l u  et G'i H

ii) => i) . Nous allons utiliser ici le théorème de 
Cartan-Oka rappelé en (0. ). G étant de type fini, en tout point y
de Y, il existe un voisinage ouvert U de y et une suite exacte :

O ^ K  -t (Oytu) [T^, . . . ,Tj  ̂  G]u-t 0

et pour tout R* ? est un i3y[U-Module de type fini. Considérons 
l'Idéal K de (Qy[u)[T^,...,T ] engendré par Q K , . 2) Déf. 0.1,1

assure qiie cette somme est en fait finie ; est donc engendré par un
nombre fini de sections. De plus, si a' g u., K , cK et K = U K

Il suffit donc de montrer qu'au voisinage de tout point dans U, il exis
te u. tel que K = K .

H
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On ne peut appliquer directement le théorème de Cartan-Oka
aux K o car ((Y^[U)[T^9...9T 1 n^est pas le faisceau structural d^un p. Y' 1 m
espace analytique. Néanmoins? on sait que Ux^=Specan((3y!^)[T^9...9T^]. 
Désignant par G le conoyau de 1^inclusion de K dans
G^ est une 3y[U-Algêbre de presentation finie9 dont le Specan? C^? est un

?sous-espace analytique de Ux(B^ défini par un Ideal coherent de (3
æ Ux<t"*

que nous appellerons . Pour tout x de U? il existe un voisinage V de 
x dans Up un voisinage Q de 0 dans Æ*** et un reel p tel que 
K ̂  j Vx H ̂  Kp j V x Q dés que p ^ p .  (L̂  application du théorème de Cartan 
est licite  ̂ à cause de 2) Déf. 0.1.1? il existe au plus une infinité
dénombrable de K qui puissent être différents) . Mais les C . étant des

 ̂ ^ ! m ^ t m ^U-côneSc nécessairement? on a K , V x (ï = K V x Æ et aussi ̂ p'' ' p '

C^, [Vx C^]Vx C", donc G^, [v= G^]v et K^, [Y = K^]v dés que n' ^ n.

1.5 Corollaire : gr est une Oy-Algébre graduée de presentation finie.

/ X \
Demonstration : Pour simplifier? nous poserons G=gr V?d). G quotient

\ Y / ^
de 2 O^-Modules cohérents est un (^.-Module cohérent? donc aussi un 
Oy-Module cohérent. Il suffit donc de montrer que G est une 3y-Algèbre 
graduée de type fini. Pour cela?on observe que 1^homomorphisme canoni
que de 3y-Algébres :

Syrn̂  Gi <8 Sym^ G^/-— >̂Gt/d

est surjectif.
Comme G^ et sont des 3 y-Modules de type fini? pour tout y de Y? il
existe un voisinage ouvert U de y? des 3 y!u=Modules libres et 
de type fini s^envoyant surjectivement respectivement sur G^ et 
Identifiant Syrn̂  j^L^à (<3y]U)[T^,...,T^], Sym^ à

((̂ y! et munissant (Oy ] U) . . = ? , T^, . . . , T^] de la gra
duation qui donne à le degré 1, à le degré l/d, on
obtient la présentation g

(3 y]u)[T^...,T^ , T^...,T^]-4 G]U^ 0

cherchée,
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1.6 Definition : On appelle cône normal de X le long de Y de tropisme d
dans la direction de V (ou de V-tropisme d), l'espace analytique relatif 
au-dessus de Y :

^X Y " Specan gr(y,d]
,Y

Si Y est un point réduit, on dira comme d'habitude tangent au lieu de 
normal.
1.5 permet cette definition d'après [3 ] expose 9.

2
1.7 Un exemple : X=(t , V=(t, Y=(o). Choisissons des coordonnées (z,w)

2sur Æ telles que V soit défini par P= (z). Le [i-ième voisinage infini-
2  ̂tésimal de (0) dans Œ de tropisme d dans la direction de (t est défini

par l'Idéal engendré par les monômes z^w^ tels que a + b/d>]n.

gr (t,d s'identifie à un polynôme homogène de degre )j. étant une
\[o)/

somme de monômes z^w^ tels que a + h/d = jj,.

1.8 Remarque : On a toujours grfv,lj = gr X = (B
\ Y  ̂ n^N

1.9 Remarque : On peut étendre les définition 1.1, 1.2, 1.6 au cas où les
immersions de Y dans V et de Y dans X ne sont plus fermées, car il

i
s'agit de notions dont la définition est de nature lôcale.

Nous considérons maintenant des espaces analytiques au-dessus 
d'un espace analytique S.
Soit jsV-tXune immersion, A:V-+VxV l'immersion diagonale,

S
ô'(j) : V x V -* V x X 1' immersion IdVxj et ô(j)=6 '(j) <> A *

S S S

1.10 Définition : Soit R* y on appelle p.-ième (^.-Algèbre de jets rela
tifs de X/S de tropisme d dans la direction de V et on note 
l'Anneau de [j.-iéme voisinage infinitésimal de ô(j) de tropisme d dans 
la direction de A? muni de la structure de (3^-Algèbre induite par la
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1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

{projection : Vx X-*V
S

Definition : Soit i : Y -*V une S-immersion. On définit pour pg R* ,

Si ]j,^<H29 ^x/S s^envoie naturellement dans (Y) de sorte

que (P^y^^(Y))  ̂ est un système projectif de Oy-Algêbres.

Définition : Soit ^ g N + l / d N ,  On pose? pour  ̂= 0?

pour ]i/0? gr^P^g(Y) =Ker (P^g^(Y) ^ P̂ . ^^(Y)). On munit :

g r p M ( Y )  = e gr^pï^(Y)
/ p $ N + l / d N  ^

de la structure de Oy-Algébre induite par la multiplication de Q y ^ x
S

Etant donné le diagramme commutatif :

Y L-T.V — ^— ^X -
t '

1 11 k 1 h 0

. 1 ? .S'

où i? j? î ? sont des immersions? on obtient des morpHsmes canoniques

l^(grP^(Y))-.grP^^, .

l*(gr^,dj)-*gr^'/d! .

Si les diagrammes 0 et I sont cartésiens? 1.13 est un isomorphisme.
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1.17

1.18

Si h est plat et si les diagrammes I et II sont cartésiens, 1.15 est un 
isomorphisme.

Lemme : Soit j :V-+X une S-immersion fermée. Si f :V-*S le morphisme
structural de V admet une section s, est canoniquement isomor
phe à l'Anneau de )j.-ième voisinage infinitésimal de j ° s de tropisme d 
dans la direction de s, muni de la structure de (3g-Algèhre provenant 
du morphisme structural g : X-* S.

Démonstration : Par définition f ° s=IdS et les diagrammes

V -*X

111 qg IV

V --- -— * V x V -r-r; .-\*V x X
A S 6'<J) g

III et IV sont cartésiens. Le morphisme canonique de (3̂ .̂  ̂ .-Algèbre
S

est un isomorphisme et donc aussi le morphisme de O^-Algèhre 

Or le diagramme

Vx X — = ^ X
S

t "
V ---- * s

est cartésien. On vérifie alors facilement que

Pl* ° P2 = ° S*
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1.19

1.20

et s" ° Pn,, s P 2 =

et on obtient en appliquant s" à 1'isomorphisme précédent^ un isomorphis
me de (3g*Algêbre :

Lemme : Soit i s Y-*Y une S-immersion fermée. La (3y-Algèbre P^/^^(Y)
est canoniquement isomorphe à 1  ̂Anneau du {i-ième voisinage infinitesimal
de 1^immersion ô(j c i) 2 Y-*YxX de tropisme d dans la direction de

S
6 (i) sY-^YxY muni de la structure de (3-Algèbre provenant de la pro-

S
jection de Y x X  sur Y,

S

Demonstration : Considérons le diagramme ;

De 1.13^ on obtient un isomorphisme de (3y^y-Algêbre s
S

H^Y x Vp d 
^ S 

9<2 X/S Yx X/Y
S

Mais la projection q̂  : YxY-^Y admet ô(i) pour section  ̂ diaprés 1.18
8

on a donc un isomorphisme canonique de Algèbre s entre
n^YxYyd

6 (i)^(Py^ ) et lLAnneau du {i-ième voisinage infinitésimal de 6 (j° i)
S ' -de tropisme d dans la direction de 5(i). muni de la structure de 

Algèbre provenant de p^. Or q^  ̂5 (1) = 1 . Ceci achève la démonstration.

Corollaire 2 On a ^x/S  ̂  ̂^X'S^^°
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1.21

1. 22

1.23

1.24

En effet, c'est l'Algétre du [i-ième voisinage infinitésimal de dans
V x X muni de la structure de O^-Algébre induite par : V x X-+V.'
S v  ̂ S

^ x  X 
S

YxVydj sont canonique-

_ \ Y  _ _
ment isomorphes. ë^^^/g(Y) est une Oy-Algêbre graduée de présentation
finie.
Immédiat de 1.19 et 1.5.

Corollaire : Les (3y-Algébres gr^J/g(Y) et gr

CoroHàire : Pour tout R^ , ^X/'s'*^^ ^  Oy-Module cohérent.

En effet, de 1.4 on déduit que ër^^^g(Y) est un (3y-Module cohérent.
On conclut par récurrence sur n € N  + l/d N , en remarquant que

S**

Définition : Pour des raisons de continuité qui apparaîtront dans la
suite, on pose

/ ^ \ V,œgrrv,œ! = gr^gr^X et = Specangr^gr^X.

Précisons que la graduation Y-adique sur gFyX est celle associée à la 
structure de Oy-Module de gr^X.

Dans la suite, nous considérerons souvent la situation suivan 
te : X-tZ une S-immersion et W-*Z une S-immersion possédant une ré
traction r et nous nous intéressons aux sous-espaces Y de WQX.

Définition : On appelle S-installation la donnée d'une S-immersion :
X-*Z, d'une S-immersion j : W^Z, d'une S-rétraction r : Z-+W de j. Pour 
simplifier les notations, un tel objet sera noté A/S = (X,Z,W;r).
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Un morphisme ()j : A^/S^ -*A/S est la donnée de morphisme : X' -*X,
Ẑ  -*Z, -̂ W, Ŝ  -^S rendant commutatif les diagrammes évidents. On ob
tient ainsi une catégorie fihrée au-dessus des "Espaces analytiques", 
notée "^installations".

1.25 Soient A/S une S-installation, f : S' -*S un morphisme. On note :

AxS' la S'-installation (XxS',ZxS',WxS',rxIds') .
S S S s s

On note 6 (A/S) la S-installation((WnX)xX, (WflX)x Z,(WnX)xW, Id(WQX)xr)
S S S S

Pour simplifier 1^écriture, on pose ô(r) = Id(WflX)xr.
S

Nous allons associer à une installation des cones normaux ani- 
W sotropes et des faisceaux de jets anisotropes pour des tropismes d allant
a de 0 à oo (bornes comprises) .

1.26 Définition : Soient A = (X, Z,W;r) une S-installation, d un élément de
R* = Y un sous-espace analytique de WQX. On pose :

gr A ÿ 0 = gr gr . X .
Y r (Y)flX

Pour 0 < d ̂  1,

g r y  A ; °= = g f y  g ? w  n x  X

1.27 Proposition : Pour tout d$ gPyA ÿ ^ Oy-Algètre graduée
de présentation finie.
CM est immédiat au vu de 1.5 .
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1.28

1.29

1.30

1.31

1.32

Définition : Soient (X, Z,W?r) une S-installation, d un élément de
R^ , Y un sous-espace analytique de WQX. On appelle cône normal de A 
le long de Y, de tropisme d, l'espace analytique relatif au-dessus de Y :

C ^ Y  = Spe c a n g ^ A y d  .

Si Y est un point réduit^ on dira tangent au lieu de normal.

Remarque : Soit A une S-installation. Pour 0 <d<ly C ^  ne depend que
- 1 d ,de la trace de r (Y) sur X. Pour l<d^oo^ C^ ^ ne depend pas de la ré

traction r de l'installation. Pour d = 1 ̂ C^ y " ^ X  Y dépend ni de 1 ' un
ni de l'autre.

2 2Exemple s Soit A= (Æ ?(C ^?P^) et Y= (0̂ ). Choisissons des coordonnées 
2((zyw) sur (t telles que (ï soit défini par l'idéal P=(z). Pour d g [ 0yco]y 

gr^A? d = (t[ẑ w] . Si d / ü  et d/oo^ un polynôme homogène de degré }i est 
une somme de monômes z^w^ tels que a + b/d=p,.

Définition s Soit 0 < d < œ  $ soit A/S=(XyZ^W^r) une S-installation.
Soit R^ . On appelle }i-iéme (3^^-Algèbre de jets relatifs de A/S de

tropisme d et on note :
Si 0 < d ^ l y  l'Anneau du (djj.)-ième voisinage infinitésimal de W Q X  dans
(WQX) x X  de tropisme l/d dans la direction de S
[(id(WflX)xr) ^(WnX)]fl[(WflX)xX] muni de la structure de (3̂ -̂ -Algèbre 

S S ^
induite par la projection p^s (WQX) xX-^ WQX.

Si 1, d«., '

Définition : Soit i s Y-^WQX une S-immersion. On définit^ pour R^\

Elles forment un système projectif de Oy-Algèbres.
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o1.33 Definition : Soit p. € N  + l/d N  . On pose, pour [i = Oy gr P^g(Y) = Oy ÿ
pour p.

gr^P^(Y) , K . r { P ^ ( Y ) ^ P ^ ( Y ) )  .

On munit :

grP^/ (Y) = e gr*M/s(Y)
^  p.$N+l/dN ^

de la structure de (^"Algèbre induite par la multiplication de ^(wpx)xX
S

Etant donné Y : A'/S' -+A/S un morphisme d'installation et un diagramme 
commutatif :

Y
A

r>wnx

k

Y' — A— *W' n X'

où k provient canoniquement de Y et i et i' sont des S-immersions, on 
obtient des morphismes canoniques :

1.34

1.35

1.36

 ̂ A/S^ A' /s*

A' /S'

l^(gr^A^d)-,grY, A'?d'

1.37 Si A'/S' = Ax S' , le morphisme figurant dans 1.34 est un iso-
S

morph isme.
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1.38 Lemme : Soit A/S= (X,Z,W;r) une S-installation. Si f : WQX-tS le mor
phisme structural de W Q X  admet une section s, est canonique
ment isomorphe, si 0<d ^ l ,  à l'Anneau du dp.-iême voisinage infinitesimal 
de j o s : S-+X (où j : WQX-+X est l'immersion canonique) de tropisme l/d 
dans la direction de r \s) QX?
si l^d<co à l'Anneau du (i-ième voisinage infinitesimal de j o s : S-*X 
de tropisme d dans la direction de s : S-^WQX,
muni de la structure de (3g-Algébre provenant du morphisme structural 
g : X-* S.

Démonstration : 1) 0 < d ^ l .  Les diagrammes

s - 1r* ( S) n X  -̂--- *.x

wfi x — *un (wn x) x x — s.(wn x) x x
s s

r'*(S)

wn x-. w

u  * ( w n x )  x z 
s

Id(WH X) x rS
wn x — **(wn x) x w 

s

sont cartésiens.
Le morphisme de (3^^-Algèhre

j . S A/S

est un isomorphisme
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Or le diagramme

(WQX) x X 
S

P l

W Q X

est cartésien, ün a alors s p ^   ̂Pjg" ^  ̂  ^  ^
s^ o  ̂Pg = 3^ e f^ @ = g^. On obtient donc en appliquant s^ à 1"iso
morphisme precedent? un isomorphisme de (3g-Algêbre :

2) l^d<oo. On applique 1.18.

I°39 Lemme  ̂ La (3y-Algèbre canoniquement isomorphe :
si 0 <d^l? à l''Anneau du (d{jL)-ième voisinage infinitesimal de 1  ̂immer
sion ô(j o i) g Y-^YxX de tropisme l/d dans la direction de

-1  s[[Id Yx r) (Y)] flYxX ,
S S

si l<d<cop à 1 ̂ Anneau du n-iëme voisinage infinitésimal de 1  ̂immersion
ô(jei) °Y -^Y x X de tropisme d dans la direction de Yx(WQX)? muni de 

S S
structure de 0^-Algèbre provenant de la projection de Y x X  sur Y.

 ̂ S

Démonstration : 1) 0<d<;l s soit q p 2 Yx(WflX)-*WnX. Remarquant
S

que Y x ( W Q X ) = Y x W D Y x X ?  de lo37? on déduit un isomorphisme :
S S S

4̂/pP-? pH J d
^2^ A/S YxA/Y '

S
Mais la projection q̂  : Yx (WQX) -#Y admet ô(i) pour section. Diaprés

S
1.38 on a donc un isomorphisme canonique de Oy*Algèbre entre 
ô(i)^(Py^^^/y) et 1 ̂ Anneau du dp,-iéme voisinage infinitésimal de ô(j ° i)
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de tropisme l/d dans la direction de [(IdYxr) ^(Y)]flYxX. Or
S " S

qg o ô(i) = i.

2) l^d<co : on applique 1.19.

1.40 Corollaire : Les O^-Algèbres graduées grP^^(Y) et gr^YxAyd sont

canoniquement isomorphes. Ce sont des Oy-Algèhres graduées de presenta
tion finie.

1.41 Corollaire : Pour tout R* ? ^  (3y*"^odule cohérent.

x-R

§ 2. INSTALLATIONS AMBIANTES

2.0.1 Définition : Soit Z/S un espace analytique relatif et soit j : W-+Z 
une S-immersion. On dit que j est une r-immersion en xgWyS^il existe 
un voisinage ouvert U de x dans Z et une rétraction r : U-+UQW de 
jjunW:UnW-+U lisse qui soit un morphisme de S-espaces analytiques. 
C^est une r-immersion s^il en est ainsi pour tout x de W.

2.0.2 Lemme : Soient isY=*Wy j:W-*Z des immersions. Soit x un point de Y. 
Soit P (resp. Q) 1? idéal de ^ associé à 1̂  immersion j (resp. j ° i).
Si j est une r-immersion en i(x), pour tout couple (a?h) d"entiers non 
négatifs^ on a :

pa ̂  Qa+b ^ pa Qb

Démonstration s Posons R=(3ry . Soit R le complété de R pour la topo- 
logie définie par son idéal maximal, P, Q les complétés de P, Q pour 
cette même topologie. On sait que : ( P ^ n Q ^ ^ ) 0 R  = P^QQ^*^

et que : P^ . Q**g)R = P^ . Q \
R
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R étant un R-module fidèlement plat,? il suffit donc de montrer le même 
lemme après completion (c-à-d passage à la situation géométrique algé- 
broïde). Conservons pour simplifier les notations initiales dans ces 
nouvelles hypothèses, j étant une r-immersion en i(x)^ nous avons alors 
R = R/P[ [ z^<? . . . y ] et P - Soit 0 = R/P. Il existe un idéal
F de 0 tel que? en tant que %-module Q=F(B(z^<?...pZ^)=F@P. Par suite^ 
si a ̂

^ a + b ^ a + b  ̂  pa+b-1 ^ pb+1 pa-1 + p^

et

^a+h^^a^^h ^a ,^a+b ^a+b-1 ^ T-,h+l ^ a - 1 .  ̂ ,̂aQ Q P C Q . P + (F + F  . P + . . . + F  .P ) fl P

Soit f= E .̂f. + + p^^^  ̂ Nécessairement^ pour j Aj ̂ a-19

A^N ^
pour [Aj^ap f^gF^^^. Un tel élément n" est dans P^ que si

f A = 0 pour tout A tel que [A] ^a-1. Il est alors dans F^*\p^^Q^*^.P^ .
Finalement^, Q P^c . P^ .

2.0.3 Définition : Soit à/S= (X^Z^W^r) une S-installation. Soit x un point
de WQX. On dit que ^/S est une bonne installation en x̂  si r est lisse
en x. On dit que ^/S est une bonne installation^ si c^est une bonne ins
tallation en tout x de WQX.

2.0.4 Définition 2 Soit ^/S= (X<?Z<,Ŵ r) une S-installation. Soit x un point
de WQX. On dit que ^/S est une installation lisse en x? si ̂ /S est une
bonne installation en x et si W est lisse au-dessus de S en x. On dit
que ^/S est une installation lisse^ s" il en est ainsi en tout x de WQX.

On remarque que dans ces conditions Z est lisse au-dessus de 
S en x $ WQ X.

Nous allons maintenant étudier la variation des C,*^ en fonc-âpY
tion de d.
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2.1.1 Lemme : Soient i : Y-+ W, j : W-* Z des immersions. Soit x un point de Y<,
tel que j soit une r-immersion en i(x). Soit d un reel >1.

Il existe sur le germe en x de gr W,d une structure de 0^ -algèbre
\Y/

bigraduée

gr fw, tu <g) <% = Œ F ,
Y / ( ^  (n,a)$R+xN

une fonction ?

<x : ((p,a) $ R*x N  ; F^^/ (0) N 

un isomorphisme de 0^ -algébrè bigraduèe :ï y X

i*;" ' ^  ̂  ̂  <?y, x * ̂ Y  ^  <̂ Y, x

tel que

.Wyd,^ . a(u..a) a ̂  ^ ^
Oy

Démonstration : Soient R, P, Q comme en 2.0.2. Soient :

= E.+b/d^ ^^a*b/d>,  ̂  ̂

F - paQ<x(H!&) +y , P̂ ' Q^'/s / P̂ ' Q '̂Ha a'+b'/d>p  ̂ a'+b'/d>p

oùâ(p<,a) = inf(b;b$N, a + b/d ̂  p) .
F est un sous -module de F , qui est non nul si et seulement sipa Yyx p ^
a(p,a) = d(p - a) . On pose donc : <x(p,a) = d(p - a) . Considérons mainte
nant les morphisme s :

(p : P^

4- : -,gr°^'^ gr^Z 0 ^

^Y '
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où (p est l'homorphisme canonique surjectif et (p est induit par le mor
phisme canonique P^-+grpR. ^ est également surjectif. Comparons leurs 
noyaux :

^ T-,a-d(u.-a)^^Ker T , P Q " E ^ / ^ P  9

Ker^ = p = * Q ^ ^ - ^ n P ° ^  + P " Q ' ' ^ * ^ ^  .

On a Ker ([i c K e r  y :
En effet, soient f ^ K e r  f = f ^ +  fg où f ^ 6 Q ^ ^  o,)+l f ^ g p

1 1On remarque que a + (d(p-a)+l) = p+-j>p. D'autre part,

Or, d'après le lemme 2.0.2 :

a+1

pa+1 ̂  pa. ̂ d(p-a) ^ pa+1 ̂  p^ ̂  ̂ d(p-a)+a ̂  pa+1 ^ ̂ d(^-a)+a ̂  pa+1 ^d(p-a)-l

et

a + l + ^ - a - l / d  = }i + l- l / d > ^  

car d > l .  D'où l'inclusion annoncée.

On a Ker ç c  Ker ^ :
Soit f $ K e r  <p. Ecrivons f = Sh+k/d>^^hk °" ^ h k ^ ^ '
Soit = où [ ] désigne la partie entière.

Si a=0, alors du = [dpj et f g D (P + c Ker (}). Sinon,
f^gqLdul + l^ p ^  q[dp] p pomme [ d p ] > d p -  1,

l+[d)i] . l / d > l  + (dp, - l)-^=}i + l- l/d>!i . On peut donc écrire :
h kf = E ^ ^  h+k/d>)j,^hk ^ h k ^ ^  ° ^ ° Supposons qu'on sache montrer que

^ = ^ 1  h+k/d>pShk °u ë ^ € P  . Q 

pour un certain 1 tel que l ^ l < a - l .  Alors :



Or l + l+[d(p.-l)]/d> l+l+(d(n-l)-l)/d = n+l-l/d>p.. Par recurrence 
on obtient donc que :

-kou $ P . Q .

Avec f = E= ̂  ga k>d(^-a) ak , on a f ̂ g P^ . Qd( p,-a) +1 n-t-1et f - f $ P . Finale- a
ment, f $ Ker (}).

Lemme : Les hypothèses sont les mêmes qu'en 2.1.1. Le germe en x de
1 ? homomorphisme canonique :

est un isomorphisme.

Démonstration : Diaprés (0.4.1), il suffit de remarquer que 1^immer
sion de W dans Z étant une r-immersion en x (idéntifié à i(x)), 
gr^Z 0 (3̂y ^ est une (3̂  ^-algèbre de polynômes. Par conséquent c'est

un (3^ ^-module plat.

Lemme : Soient i : Y-+ W, j : W-* Z des immersions fermées. Soit r : Z -4 W
une rétraction de j lisse. Soit d réel <1 (et >0) .

Il existe sur une structure de Oy-Algèbre bigraduée

une fonction
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un isomorphisme de O^-Algêbres bigraduées :

Z
.r"^(Y),d ^^grfr ^(Y),l/d)-*gr gr  ̂ Z 

Y ' \ Y / Y r" (Y)

te 1 que

.r **lY)yd,^ . P(^yh) h ^
i Y ^  < 7,̂ = gr gi* j Z .Y r (Y)

Demonstration : Soit P' (resp. A ) 1?Ideal de ^  associe à l'immer-
-1 ^sion de r (Y) (resp. Y) dans Z. Comme dans la demonstration de 2.1.2,

on va d'abord montrer que pour tout couple (a,b) d'entiers non négatifs :

= p'^ «2.̂  .

Comme en 2.0.2, il suffit de montrer la même égalité pour les germes de 
ces Idéaux en tout x$Y. Soit R = (3̂  ^ , P' (resp. P), (resp. Q) l'idéal 
de R associé à l'immersion de r"^(Y) (resp.W) (resp,Y) dans Z. De même, on a 
ramène à la situation géométrique algébroïde. On a alors 
R = R/P[ [Zj,,...,z^]] et P=(z^,...,z^). Soit F=Q/P. On a P'=F.R et 
Q = Fe P.
Soitf =

Nécessairement,pour tout A, f^gF et pour A tel que jA] ^a+b, 

f^$ !̂ ! inclus dans P'^ . . Par conséquent,

Q&^p,b ^a+b^p,b ^a

Passons maintenant à la construction de 1'isomorphisme :
Soit F' = E P'^*<3^/ E P'̂ <%.̂ . C'est la }i-ième composante homo- 

 ̂ a+b/d^p, /  a+b/d>]i
gêne de l'Algèbre qui nous intéresse.
SoitF' = P ' ^ . a ^ ' ^ +  E P ' ^ ^ /  E P'^a**

 ̂ h+k/d>)i / h+k/d>n
où = inf(a ; a g N  a + b/d^n).
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F' est un sous (3,.-Module de F' , qui est non nul si et seulement si Ht Y H
)3(p,b) = n-b/d. On pose donc }3(iJ.,b) = n-b/d.
On considère maintenant les morphismes :

m' : _ F'
 ̂ pb

: P ' ^ P ^ ^ ^ g r ^ ^ ^  gr\, Z 
Y r" (Y)

où (p est l'homomorphisme canonique surjectif et (}/' induit par

P'^-grp. O-Z '

Ker y' = p t ^ ^ P ^ ^ )  ^ g p'^gh
h+k/d>p.

Ker ^  .

On montre comme dans 2.1.1 leur égalité.

2.1.4 Lemme : Les hypothèses sont les mêmes qu^en 2.1.3. L^homomorphisme
canonique :

P :[gPw^ 3) 3y] 8 gryW-+gr gr Z

est un isomorphisme.
Ow Oy Y r (Y)

Démonstration : Indiquons d^abord comment on 1^obtient. r étant lisse^
le morphisme canonique 0 Oy-^gr^r *̂ (Y) provenant du diagramme

commutatif

W

Y --->r'^(Y)

est un isomorphisme.
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De même, celui gr^W g <3  ̂ -*61*1 Z provenant du diagramme
3y r (Y) r (Y)

r'"̂ (Y) ---- -̂Z

est un isomorphisme, car r est plat.

Considérons maintenant le diagramme cartésien

r'*(Y)

%  Y r'*(Y) x CW,Y

Il fournit un homomorphisme

-1 -1 gr r (Y)<gigr^W-^gr^, r (Y)xC
^ W,Y Y

qui est un isomorphisme, toujours car r est lisse. Mais, souvenons-nous
que C = r ^(Y) x C et que nous considérons sur gr  ̂ Z la

Z,r (Y) Y r" (Y)
structure de (3  ̂ -Module. gr gr Z n'est donc autre que

r" (Y) Y r(Y)
gr̂ , r (Y) xC^, ^ vu comme (3^-Module. Nous obtenons donc P et le fait

^W,Y y '"'i ^
que c'est un isomorphisme.

2.1.5 Corollaire : Soient i : Y-+W, j : W-*Z des immersions. Soit r : Z-*W une
retraction de j lisse. Soit A= (Z,Z,W;r) l'installation IdZ, j ; r asso^ 
ciée à j et r. Soit  ̂] W = (W, W, W ; Id W) 1'installation Id W, Id W ; Id W 
restriction de ^ à W. Soit d g [ 0 ,œ].



Le morphisme canonique de Y-cône s

' A - L ' A   ̂ Y]

est un isomorphisme,

Démonstration : Le morphisme dont il s^agit est celui obtenu à parti
de Id^ et la retraction ^-*A]w(r,ryIdW) par le procédé (1.36). Pour 
d>l, on a établi des isomorphismes canoniques (lemmes 2.1 . 1 et 2.1 .2)

gry A;d = gr ̂ W, dj gry gr^ Z ; gry &] W^d = gr dj A gry gr^ W = gry W 

gr^Ayd = gr^dj-t gr^gr^Z =

et finalement

a : [gr^Z<gt(3y] 8 gryW-.grygr^Z .

Pour d<î, on a de même des isomorphismes canoniques (lemmes 2.1.3 et 
2,1.4)

gr A?d = ^-*grfr ^(Y),l/d)-*gr gr Z ;
\ Y ' Y r (Y)

gryA ]w^d = ^^gr^Y,l/dj gry gry W = gryW 

gr^A?d = ^^gr^l/dj-.gr^gr^,Z = gr^Z

et finalement

P : [ g r ^ Z 0 O^] 8 gr W-.gr gr . Z .
Oy Y r"^(Y)

Pour d=ly on utilise le lemme 0.3,2 . Localement autour de tout y de
on peut écrire Z = Wx(t^y la rétraction r s'identifiant à la 1ère proje 
tion. Comme toujours^ il suffit de vérifier que le germe en tout point 
y de Y du morphisme considéré est un isomorphisme. Il suffit même de 1
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faire après completion. Soit R = ̂  , 0 = 0^ , R = ̂ E[z^,...,z^]]. Soit
P=(z^,...,z,), soit Q l'idéal de R définissant Y autour de y, P' celui 
, - 1définissant r (Y). On vérifie que P+P' =Q. Comme on a vu en 2.1.4,

g r p , R = g r Q y p O ^ R / P '  = grQ^/pO^R/Q[[z^,...,z^]] .

La suite z^,...,z^ est donc grp, R régulière. Il s'ensuit que

Y  ̂ë^pt R<gR/P[z^ .. -*gi*QR

est un isomorphisme. Compte-tenu du calcul de grp, R, on obtient un 
isomorphisme :

grq/pO 0 R/Q[[z^...,z^]](g)R/PrZ^...,Z^]-,gi-QR
R/ Q R

et comme :

R/Q[[z^...,Zj.]](8 R/P= R/Q et que g r p R =  R/P[Z^,...sZ^] ,
R

ceci n'est autre que 1 'isomorphisme annoncé.

2.1.6 Remarque : Pour d>l, le morphisme de 2.1.5 est indépendant du choix 
de la rétraction r lisse de j.
En effet tous les isomorphismes figurant dans 2.1.1 et 2.1.2 possèdent 
cette propriété. Toutes les rétractions possibles induisent le morphis
me canonique (3^y-*gr^Z de gr^W-+gr^Z, par suite, elles induisent toutes
le morphisme canonique gr^W-^gr^gr^Z de gr^gr^W-^gr^gr^Z.
Dès que d^l, ceci n'est plus vrai.

2.1.7 Remarque : Pour tout d$[*0 ,col l'espace analytique sous-jacent à Cd à] W, ï
est C,., v , celui sous-jacent à C x Y est C^ x Y .W, Y AyWy Z),W^
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Si d/o,œ dans l'isomorphisme :

iyA,d:gr W ^ [ g r  Z 0 ( 4 ] ^ g r  A^d
3y

si <p ̂  gy^ w et $ gr^ Z , 1 ' image de <p 0  ̂  0 1 a le degré a + h/d. On dit
qu un element gr^W 0 [gr Z 0 (3y] est d-homogéne, si son image par

(3y (3̂
1 isomorphisme de 2.1.5 est un élément homogène de gr̂ .A!<l . De ce qui 
precede, il resuite qu'un tel élément est de d-degré p, si on peut 
1 écrire E <p . 0 <{j . 0 1 avec <p . $ gr W  ̂ $ grt?* Z avec a . + h . /d = p.î  ̂  ̂ i ï i W i l

 ̂°  ̂ et notation : Soient i : Y -+ W<? j : W-* Z des immersions.
Soit, r : Z-*W une rétraction de j lisse. Soit A = (Z, Z, W; r) l'installa
tion IdZ, j y r. Soit f une section de (3g non nulle.
Soit P (resp. P') (resp. =2.) l'Idéal de l'immersion de W dans Z, (resp. 
r (Y) dans Z) (resp. Y dans Z). On pose :

Vy(f;A,d) = sup(pg]R^ , , p^4^ si l<dgc=a+o/d^jn

C est le d-ordre de f le long de Y relativement à 1 ^installation A. 
CMest un element de N + l / d N .
Si d= ly on le note souvent simplement Vy(f) puisqu^il ne dépend ni de
W ni de r (conformément aux notations usuelles).
On remarque que Vy(f;A,c)=v (f).
n ' . Vy ( f ? d)
On définit iny(f^A?d) = image de f dans gr y A<?d si 0 <d<oo.
C est la d-forme initiale de f le long de Y relativement à 1 ^installa
tion A.
Si d = îp on le note aussi (conformément aux usages) inyf .
On définit également l^œ et la 0-forme initiale.

iny(f;A9°°) = inyin^f

in (f^AyO) = in in  ̂ f .
Y r^ (Y)
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(Ici iiLy signifie la forme initiale relaüye à filtration Y-adique des
Modules gr^Z d'une part et gr  ̂ Z d'autre part).

 ̂ r (Y)

2.1.9 Notation : Où l'on voit enfin apparaître le polygone de Newton I

Plapons-nous dans la situation de 2.1.5. Soit y un point de Y et soit

- lr (y) étant non singulier, choisissons des coordonnées z^,...,z^ sur 
r ^(y) au voisinage de y et écrivons = Le germe
de gr^yZ en y s'identifie alors à(3^y[Z^,...,Z^[) en posant Z^=in^z^ 
et 2.1.7 nous fournit un isomorphisme :

gry W[Z^ ...,Z^] -tgry A;d

pour tout d $ [ 0 ,co].
AEcrivons le développement de f en série de z f= E , f. z

AgN
Soit A(f;A)=%P,<x) $ N ^ ;  3 A € N ^  tel que ]Al=a et Vy(f^) =
(Vy(fA) =Vy(f^^ A[W,1).
Soit E(f;A) = (v$ v$A(iÿA) + .
Soit F(f;A) l'enveloppe convexe de E(f;A)? P(fyA) la partie de la fron
tière de F(f^A) qui n'est pas contenu dans les 2 axes. C'est le poly
gone de Newton de f par rapport à A .

Nous allons maintenant voir comment les ordres et formes ini
tiales introduits en 2 .1 . 8 apparaissent à partir de ce diagramme.
Soit d/û. Soit I(d,{i) (resp. I^(d,p.)) l'idéal de engendré par lesA  ^ ? yf^z tels que [A] + Vy(f^)/d^p (resp. >p).
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Si f = Ef^z^, Vy(f;A,d)=sup(ü$lR''*,, f$I(d^)).

Soit L R^^ : a + p/d=v^(f^A?d). L  ̂ est ainsi obtenu àd? I ï ^91
partir de F(f^A)* est la trace sur R  de la droite de pente - l/d
contenant au moins un point de F(f;A) teBe que F(f^A) soit contenu dans 

2la region de R  limité par elle-même et ne contenant pas 1 ^origine des 
coordonnées dans R  . Sous cette forme géométrique y on peut étendre la 
définition à Pour l<d<oo ^
[i A,d] *̂ (in (f;A?d))= ^ in f

A$N\(Vy(f^),tA])€L^

( iiiy  ̂̂ A^ ̂  ^  ̂ *
- 1 . At-iy A ; ̂  1 (iïî (fyA?°°)) — S j. i^y ^

A$N :Vy(f^) = Vy(in^f) ,  ̂]A[)gL^^

[iy^îO] ^(iny(fî^,0))= s . inyf. Z

2.1.10 Remarque : Dans toutes les constructions précédentes? on peut rempla
cer le germe de 1^installation A en y par 1 ^installation algébroïde 
associée?sans changer les objets obtenus. Au besoin nous supposerons
les anneaux locaux complets.

2.1.11 Définition : Soit A/S= (X?Z?W^r) une S-installation. On dit que c^est
une installation ambiante en x? si elle est bonne en x et si le germe 
en x de 1^immersion de X dans Z est 1^identité. On dit que c^est une 
installation ambiante s^il en est ainsi en tout point de W.
Tous les cônes anisotropes d^une installation ambiante ont donc même 
espace analytique sous-jacent. Seule varie la structure de cône choisie 
dessus,

2.1.12 Notation : On écrira simplement (Z) au lieu de 1 ^installation ambian
te triviale (ZyZ,Z^IdZ),

-K -K- -K -R
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3.0.1 Soit A=(X,Z,W^r) une bonne installation en yg X Q W .  A A on
associe fonctoriellement l'installation ambiante en y? A.= (Z,Z,W;r).
On vérifié aisément que, pour tout sous-espace Y de W Q X  contenant y, 
le morphisme canonique :

p d d
A,Y-*<%Y

ê st une immersion (pour tout d g [ 0,œ]).
Diaprés 2.1.7, le germe en y de 1'homomorphisme canonique

c j T - C w . Y ^ Z , * ^ ]

est un isomorphisme. Ceci permet de comparer les germes en y des diffé
rents C %. quand d varie de 0 à °o. Rappelons-nous que d'après 2.1.6,A y Y
cette comparaison est indépendante de la rétraction lisse de y figurant 
dans A dès que d>l.

3.0.2 Par définition, la suite de (3y-Modnïes :

(0)-*3n(AyAyd)-*grYA?d-*grYA,d

est exacte.
On notera aussi souvent ^^(AyA?!) :^Y(X,Z) .

3.0.3 Lemme : Dans la situation de 3.0.1 et 3.0.2,1e germe en y de
gnY^yj^yd) est engendré par les inY^^yd) où f parcourt l'ensemble des 
germes en y de section de l'idéal ^ d e  définissant l'immersion de X 
dans Z (au voisinage de y).

Démonstration : Soit R = (3̂, 9 P (resp. P') (resp. Q) (resp. J) l'idéal
? y - 1de R associé à l'immersion de W (resp. r (Y)) (resp. Y) (resp. X) dans Z
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au voi sina^e de y. Soient A = R/J, P = P + j/jy P? = P̂  + j/j? Q = Q/J. Ce
sont respectivement les idéaux de A associes à 1̂  immersion de WQX, 
r \y) QXy Y dans X. Par definition gny(A?A?d) 0 (3̂- est le noyau du

3y
morphisme : 
si 0 <dgly

si l<d<œ,

si d = 0 <
qa p,b/p,b+tAa+l p,b^p,btl^ ^ Q".P^/F'^^*.P'"/P'"^

(a?b)$N^ / (a,h)€ï^

si d = œ,

æ ,Q".p'/p"^/Q"^.p^/p^*- æ , Q " . p * / p ^ W ^ . ? / p " ^  .
(a,b)$N ' (a/b)^N /

Il suffit maintenant de se reporter à la definition des formes initia
les 2 .1 .8 .

3.0.4 Remarque : Les notations sont celles de 3.0.3. Si ^1?°*°?^ est un
système de sections de ^  tel que
3n^(4 ^A'd) 0 ^Y,y " ( ^ Y ^ l   ̂ ^  , ^^Y^m ' A?**)) pour une valeur

3y
de dUE[0 ,œ], alors

^ = (  f f  )0y 1 m
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Demonstration : Soit Alors il existe ^1 ?--*?^ dans gr^^yd
tels que

in^.(f^yd) = E A_̂ in^(f^;Ayd) .
i=l,. . . ,m

On peut alors relever A. en h. dans (3̂  si d^O.co. en H. dans  ̂ 1 1  Z,y z ? ?  i
gr̂ , Z 0 (3 si d = oo, en H . dans gr.* Z 0 ^ i s i d = 0

^  r* (Y) 3_., r" (Y),y
r (Y)

et 1 'on a :

Vy(i - E f ̂ d) > Vy(f ; A, d) si 0 < d <œ

Vy(in^f-EH. in^f^) >Vy(in^f) si d = =

v^( in , f - y H. in i f.)> v^( in , f) si d = 0 . 
r* (Y)  ̂ r (Y)  ̂ r" (Y)

On conclut dans les 3 cas en montrant que
=J.O-^ =(f^,...,f )(3r,̂ ? ce qui entraîne la même égalité avant<7y Z,y 1' ' m Z,y ' ^

complétions puisque ^  y  fidèlement plat sur (3^ y *

3.0.5 Remarque : 3.0.4 ne comporte par de réciproque.

3.0.6 Convention : Dans toute la suite, comme dans 2.1^9^ nous choisissons des
coordonnées z^,...,z^ sur r \y), nous identifions par :

iy^'d ' "  '^t^ "* eiyA?** .

Nous écrirons donc ^ny(A;.A;d) au lieu de [iy-A^d] ^(gny(A).A)d) , 
iny(f;A?d) au lieu de [iyA?d] *^(iny(f ^Ayd)).

3.1.1 Dans 2.1.9, nous avons défini le polygone de Newton de
i$(3ry par rapport à A. Dans ce paragraphe, nous allons étendre c ̂? y "
notion à un idéal J de (3  ̂y. H  s^agit de comparer l^s ^ny(&,^,d)
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quand d varie. Les lemmes qui suivent nous y préparent.

Les hypothèses sont celles de 3.0.1, les notations celles de 
2.1.9, 3.0.3 et 3.0.6. Dans toute cette section, pour alléger récritu
re, on écrira in(f,d) au lieu de iny(f ̂  A.,d), on écrira également v(f,d) 
au lieu de Vy(f y A?d) .

3.1.2^ Lemme : Soiênt 0 ^d^<dg<oo et supposons que ^ny(Ay^ydg)c:gïiY(^yAyd^)
au voisinage de y. Si :

%' o A$N ^]A[=0C^,degF^=p^ 

appartient à 3**Y^'— il existe f tel que Mp g = in(f,d^) et
o o

v(f,dg)=vg = a^ + pydg.

Si d^ = ooy le même résultat reste vrai en remplaçant^ par son complété,

Démonstration : Nous allons prouver ce lemme par récurrence sur \?g .
Si 0<dg^l, le plus petit Vg possible est 1, si l<;dg^co, c^est l/dg,
si dg = oo, c^est 0. Dans ces trois cas, tout ^^1 9^

= in(f,d^) convient.P ,a  ̂ 1*̂o o
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En général, soit g€^- , g= E tel que in(g,d^)=M- ^ .Soit
y AgN ^o' o

v^ = K^ + P^/d^ = v(g,d^) si d^^O, si d^ = 0. Soit p. = v(g,dg). On a
p.gVg. Si on a l'égalité, c'est fini. Si p<v^, soit P^ le plus petit
p pour lequel il existe A$ tel que v^(g.) = p, (v-y(g.),]Aj)  ̂L

ï  A  ï  A  U g ,  g

Soit la valeur de [A] correspondante et T^=P^ + (X̂ /d̂  si d^/O,
= si d^ = 0. On a Comme chaque com
posante d^-homogéne (voir 2.1.7) de in(g,dg) appartient à 3Hy(AyA<?d^), 
en particulier :

Mo = E , in^g.Z^ .
^l'"l A€N^[A)=a^,VY(g^)=P^

Par hypothèse de récurrence, il existe ̂ ^$^y ^el que ^ = in(h^,d^)

et v(h^dg) = p.. Posons g^ = g - ĥ, , g^ y y in(g^yd^) =  ̂ et

v(g^,dg) Si v(g^y^g) recommençons avec g^ la même construction
qu'avec g. On détermine Pg , o^' ^2 (Xg<a^ . Au bout d'un nombre fini
d'opérations, on trouvera donc tel que in(g^,d^) =ML ^  ,

y ^ô'^o
v(gkyd^)>[i, puisfej y tel que in(f,d^)=Mp  ̂ etv(f,dg)=Vg.

^ ô' o
Supposons maintenant d g = c o .  Comme ci-dessus, étant donné un g, on cons
truit y , g^ 6 ^y . Si v(ĝ ,,co) = on construit Pg , Kg , Tg ,
^2 y = ^  sorte que

^ T g  ^  ^2 ^ 1 ^ ^ 2^^2h^ $ si d̂  ^ 1, si 0 < d̂  < 1, $ M si d̂  = 0. La suite ̂ i ^yy Jt ^?y i ^
g^ est donc une suite de Cauchy de ^  . Si g -limg^, g €^y y 

1 1=in(g yd^) et v(g ,oo)>p,. On conclut alors comme plus haut.
o' o

3.1.2^ Lemme : Soiet 0 <d^<dg<co et supposons que ^ny(AyAyd^)d3^y(AyjAydg)
au voisinage de y. Si  ̂ =E + F Z^^gr W[Z^,... ,Z ]

Po'^o A$*r, ]A]=K^, deg]F^=p^

appartient à ^n^ ( A ? A,? dg) , il existe fg^y tel que ^ =in(f,dg) et

v(f,d^) = Vi = a^ + P,/di.
Si d^ = 0, le même résultat reste vrai en remplaçant ^y par ^y et en 
posant v(f,0)=P^.
La démonstration duale de la précédente est laissée aux soins du lecteur.
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3.1.3^ Lemme : Les hypothèses sont celles du lemme 3.1.2^. Pour Ogd^gdgdg<co

3Hy(A,.^,dp) ^ ^ (̂ y ^.C^}ny(A,^,d^) $& (3y .
 ̂ Oy 'y Oy ^  ^y ^

^ ADemonstration : Soient d, d^<d<d^ et f€l!- . Ecrivons f = E 4.^A^  ----  1  ̂ Jy ^
Considérons in(fyd^). Il existe y (}3?(x) € L   ̂ comme au lemme 3.1.2^ ̂ p y (X 0-2 y I
tels que Mg iny(A,A,d^) et in(f,d^) = E M

PyOC pcx

''ï'^a

^2 ' ̂ pot

Après ce lemme, il existe donc -fpg€(jy ^{3a* ^^^pa '
v(fp^,dg)=v(f,dg). Par suite, M^^=in(fp^, d) et

SiiyfAyA'dg) ^ f
(X;



Considérons maintenant in(f,d). Soit P̂  le plus grand P pour lequel il
existe A $ N ^  tel que Vy(f^)=P, (Vy(f^),]A]) (EL^ Soit la valeur
de ]A] correspondante et ^2 " ^ o ^ ^ o ^ 2 * peut supposer v(f,dg)=Vg.
Sinon v(f,dg) <Vg . Soit P^ le plus petit p pour lequel il existe
A$ tel que Vy(f^) = P^ ? ^ Y ^ A ^  '  ̂  ̂ f* valeur de
, , A]A) correspondante., Soit M- =E + * C'est

A€N^, ]A]=a^Vy(f^)=p^

un élément de in^(^,^,d^) et appliquons lui le lemme 3.1.2 . Il existe
^  Y  l

hi $ ̂  tel que M^ = in(h^,d^) et v (h^,dg) = v(f? dg). D'où

v(h^,d)>v(f,d) et posant f ̂ = f - h^ , ^^ € ̂ jy ? in(f,d) = in(fd) et 
v(f^pdg) ^v(f,dg).Si v(f d g )  = v(f,dg) , on recommence avec f ̂ la même 
construction qu'avec f. On détermine (Kg, Pg et ^  dg<ooy on
trouvera donc au bout d'un nombre fini d'opérations ^^€^y 
in(f,d) = in(f^,d) et v(f^,dg)>v(f,dg). Si dg = °o, la suite de
Cauchy converge dans vers un élément f^ ayant les mêmes propriétés. 
Dans tous les cas, on peut doue supposer v(f,dg) =Vg .

AA Mp = E , in^ 2* ? on peut appliquer alors le
*0 ^ 0  A$N^, Vy(f^)=p^,]A]=K^

lemee 3.1.2^. Il existe fel que Mg = in(g^,d^) = in(g^,d) et
oy ^o^o

v (g^, dg) = Vg et on a, si in( f, d) / Mg  ̂ , in(f,d) = in(g^,d) + in(f-gy,d)
ô̂  o

On recommence avec f-g^ la même construction qu'avec f et finalement 
on montre que in(f,d) g iny(A?^?d^) :

Lemme : Les hypothèses sont celles du lemme 3.1.2^. Pour
0 g d^ ̂  d ̂  dg ̂  co

3n (AyAyd^) 0 Oy (A,A?d) 0 Oy ^ v '
O y  O y  '  y  O y

La démonstration duale de la précédente est laissée aux soins du
lecteur.
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3.1.4^ Lemme Pour 0 <d^œy il existe d'' g]0yd[ tel que y pour tout
 ̂ $ E 9 d] :

3n^(^yA?ô) 0 ^Yyy " ^
a. (X; ?y

(ce lemme s'applique au cas d = ce)

Démonstration : Soit (f^,...yf^) un système d^éléments de ^  tel que

3 n ^ ( A ?  A ^ d )  ( g )  O y  ^  =  (  .  .  .  y i n ( f ^ y  d )  y .  .  . )

a.

Sur une droite de pente irrationnelley il existe au plus un point à 
coordonnées entières non négatives. D^ou il existe d̂  g ]0?d[ y tel que 
pour tout ô$[dTyd]y in(f^yô)=in(f^yd). Ceci reste vrai si
d = oo. Dans tous les caSy gn (^y^yd) g) C^n (A?A_?d̂ ) 0 (3̂  . On

^ ay ^ (3y
peut supposer évidemment d^irrationnel. Soit y il existe alors
alors ([3 y(X ) tel que in(fyd^) =S . ^  °

° ° Ag N \  d<,g(FJ=p .lAl=a ^

d'

A in(f,d') appliquons le lemme 3.1.2^. Il existe g$Jy tel que 
in(g^d') = in(fyd') etv(gyd)=oc + p /d . Sur L , y le seul point à0 0 U y g
coordonnées entières est ([3 y06 ) si d<co. D^où in(gyd) = in(gyd^). Si
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d = Mg on a de toute fapon in(g^d) = in(g^d'). Par suite^
^ny(^^yd') 0(3^ C^}iiy(A,^,d) 0 <3y . E n  appliquant les lemmes 3.1.3^

O y  ' y  O y  ' y

et 3.1.3^, on déduit le résultat.

3.1.4^ Lemme : Pour 0 ^d<coy d^Q, il existe d"$]d,co[ tel que, pour tout
ô <g[d,d"],

gn^(A?A?d) 0 Oy = ^ny(^,^,ô) <3 Oy -
O y  O y

(Ce lemme s'applique au cas d=0).
La démonstration duale de la précédente est laissée au lecteur.

%3.1.5 Lemme : Pour 0 <[d<coy il existe d^g]d,+œ[ tel que, pour tout
ô <g]d,d"[,

3  0 y  =  3 n ^ ( A ? ^ y d " )  0 ( 3 y

O y  O y

Démonstration : Soit d^>d  ̂ considérons 13^ 11 idéal de
[ g r ^ W 0 Ov ][Zi?°°°?Z ] engendré par les éléments in(f,d') tels que 

Y ^  Y , y  i  t
U y

et pour tout ôg]d,d^[, in(f,d^)= in(f,ô). On a 
H ô) 0 0^ o D̂  autre part, si d^<d^, H (rH . Une suite

d  ï  O y  ^  ^  ^ 2  ^ 1

croissante d^idéaux dans un anneau nœthérien étant stationnaire, il
existe d" (on peut le choisir irrationnel) tel que d<d" et tel que,
pour tout ô$]d,d"], H^=H^„  ̂ pour un tel ô, on a l^inclusion évidente
H-„ci^n^(^,A,,ô) 0 0^ . Nous allons montrer 1̂  inclusion opposée.

^  Y ^  Y ,  yL7y
Diaprés le lemme 3.1.3  ̂ il suÆLt de montrer que H^Z)^ny(^,^,ô) 0 Oy

U y

pour tout ô irrationnel de ]d,d"].



36.

Soit f $ ' f = E , f, z et considérons in(f<,6) . Il existe (p ,a ) 
AgN^ ^

et soit v = a + 6 /d o *̂ôtel que in ( f ? 6 ) = E
d e g F ^ . p j A l , ^

 ̂= v ( f y d) si d/Oy v = p^y {i=infVy(f^) si d = 0 . De toute fapon,
Il s" agit de voir qu^on peut modifier f de sorte que p, = v. Si p,<Vy 
considérons in(fyd). Soit le plus petit a pour lequel il existe 
A $ N ^  tel que ]A} = (Xy (vY(f^)?]A,!)$L(dyf). Soit p^ la valeur de (3 
@@rrespondante. Soit ^ - E + , existe

Vy(f^)=p^]A]=a^ 
e > 0  tel que, si d<d+s<ôy pour tout d'$]d^d+e]y in(f,d')=M

D'ou ML $H, = H. . Il existe donc (g-, y. °.? g ) un système d'élémentspj^a^ d+e 6 1 m

de ^  tels que y pour 1  ^  i  ^  m y d  <  d  '  g  6  y i n ( g ^ y d ' ) = i n ( g ^ , ô )  et
. ..,P des éléments de fgr-.W0(3^ IfZ] tels que ' m Y Yyy-'Oy

M. E P^ in(g=,, ô)

Or 6 étant irrationnely in(g^yô) est bihomogène de degre (À^yH^) 
peut donc choisir ^  bihomogène de degre p^ = y -
Pi = Y P^A où P ^  = 0 si [A] 7̂  - et deg P ^ =  ^

So it
On

Re levons P..iA
dans (3^ y en p ^  tel que V y t p ^  " Soit finalement

Pi = E PiA ̂ et g= Y p. g. . On constate que g $ f  y in(g,ô)=M-
i—-L ? m ***



37.

et in(gyô) $ Hg . Soit = f r?gy - fj. 6 ^y y ' ih.(f̂ ô) = in(d^,ô) car
a^ + P^/ô>v(f?ô) et ^ On conclut, comme au lemme 3.1.2 .

3-l°5y Lemme : P o u r  0<d^œy il existe d'$]0yd[ tel que^ pour tout ô$[d'yd[,

^jUy(^y^yÔ) 0 (3y y ^ ^^Iy(È?^?d') 0 °
(3y Oy

La demonstration est laissée aux soins du lecteur.

3°1.6^ Lemme s Les hypothèses et les notations sont celles du lemme 3.1.5^.
Soit (f.,... .,:f ) un système d'éléments de 4 tels que, pour l<i^m, i m c y
d' < ô < d. in(f.. 5) = in( f . y d') et que f i
( in( f d') y . . . y în( d') ) = = 3^Y^ ^ Oy ^ . Alors

(in(f^yd) y ... y in(f , d) ) = in( Ay A, d) 0(3^^.-*- m ^

Démonstration : Il suffit de voir que :

jln (Ay^d) 0(3^ c(...yin(f.yd),...) .
O-y



38.

Soit ? t =  ^ * Considérons in(f,d). Soit p^ le plus petit
y A^N

p tel qu'il existe A g N ^ t e l  que Vy(f^) = py (Vy(f^)y]A])$L^ Soit
v' =a^ + P^/d' . On peut supposer d'irrationnel. D'autre part, on peut
se ramener au cas où v(f,d')=v'. S'il n'en était pas ainsi, on aurait
in(f,d')= E P^in(f^,d') où P^ = E P^^ Z^ est un élément bihomogène 

i=l,...ym A
de [gryWg) Oy y][Z]. Soit ^  ^ Y ^ i A ^ "  ^iA ^oit

3y

P^ = E P i A ^ ^ ^ Z  ' ^ ^i^i * ^ alors v(h^,d) >v(f,d) et
A  ̂ i=l,...,m

donc in(f,d) = in(f-h^,d). On conclut alors de fapon habituelle.
Maintenant que v(f,d') = v', puisque d' est irrationnel, on a :

"p  ̂ „  1 .  I .1 '"Y * A ^  -  in < f,d ') ,  E Q . in ( i . , d ')ô̂  o v^(f.)=p y A =a 1=1 ...m
1  A  O O

où Q .  = E Q  . est bihomogène dans [gr^.W 0 (3̂  ] EZ]. Comme précédemment,
 ̂ A ^  i iiy-

soientq.=EQ-AZ 6 0*̂  e t g = f -  E q.f.. On a alors
'  A 'A Z,y i=ï...rn t 1

v(EQ-t^.yÙ)^v(fyd) et v(gyd) ^v(fyd). Si l'inégalité est stricte :
in(fyd)= E Q. in(f.yd). Si il y a égalité 

i=l...m
in(gyd) = in(fyd)- E Q^in(f^yd).

i=l...m
Si nous recommençons avec g la même construction qu'avec f, le que 
nous obtenons est strictement plus petit que le précédent si d < œ   ̂ de 
sorte que l'on conclut par récurrence dans ce cas. Si d = œ, c'est en
fait plus simple. On a, pour l^i^m, in(f^yd') = in(f^^o)y mais aussi
in(f, d') = in(f yoo) .

3.1.6 Lemme : Les hypothèses et les notations sont celles du lemme 3.1.5 .
Soit (f^y...yf^) un système d'éléments de^^ tels que, pour l^i^m, 
d < 6 ^d"y in(f^yô) = in(f^yd") et que
((in(f^yd")y...yin(f yd"))=H „=gn (A?A?6) ( 3 %  . Alorsi m d ^ Y - Y , y

(in(f^,d),...,in(f ,d))=ln (A,A,d) 39 3 - ,i m ^ ï " ^ Y^yUy
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Il existe une suite finie de rationnels 0 < d ^ < d ^ < . . . < d  <œ telle1 2  s

Nous sommes maintenant en mesure de rassembler ces informa
tions .

3.2.1 Théorème : Soit A== (XyZ,W?r) une bonne installation en y g X Q W .  Soit
Y un sous-espace analytique de XQ W contenant y. On identifie? pour
tout dg [0?eo] / C à un sous-espace de C x [C x Y*] au voisinage A?Y YV?ïy Z)?W^
de y comme en 3.0.1.
Il existe une suite
que? avec d = 0. d  ̂= oo. on ait :^  ̂ o ' s+1

1) pour tout 1 ^ i^s+ 1 ? le germe de Y
indépendant de d. d
Désignons-le par C ^(i) et soit C . le germe de C en y.^ ? ï ^ y 1 ? 1 ^ y ï

^A,Y^^ = ^A,Y,o

^A,Y^^^^=^A,Y,s+i.*.
3) Les cônes C (1),...,C (s+1), C ^  ̂, . . ., C ^ sont tous^ ? ï & 9 I Ê 9 ̂  9 ̂

distincts et il n^y a entre eux aucune inclusion non triviale.

Demonstration s Soit I un ideal de 
.gr^Z (g) gr^ W (g ,0-y = gly W 8 [Z^y . . . yẐ _] .

3w ^
Soit E = ( d g [0 y oo] te 1 que A? A? d) 8 Oy = l) ° De s lemme s 3.1.3^ et

(3 ^
^ Y3.1.3 ? on déduit que E^ est un intervalle (c?d) (éventuellement vide

ou réduit à un point). Des lemmes 3.1.4^ et 3.1.4 on déduit que c est
rationnel éventuellement nul? que d est aussi rationnel éventuellement
infini. Du lemme 3.1.4,, (cas d = œ) on déduit qu^il existe d <œ tels
que 3n^(AyA?d) g) (3̂  = 0 <%- si d <d^co. De même, onY 3y Y ^  Y,y s
déduit qu'il existe d^ > 0  tel que ^ny(A,^pd) g (3y = ̂ Dy(A!A^) ^ Oy

3 y  '  y  ( 3 y

si 0^d<dj, . On remarque que d^^d^ ou bien d^^oo? d^ = 0? ce qui 
signifie que le germe de C ^  en y est indépendant de d $ [ 0?co]. Consi-

^  y Y

dérons maintenant 1  ̂ensemble des bqrnes inférieures c^ des E^ qui sont



dans [d^yd ]. Cet ensemble est fini. En effet, il ne peut admettre de 
points d'accumulation au vu des lemmes 3.1.5^ et 3.1.5 . Nous obtenons 
donc ainsi les assertions 1) et 2) .
Passons à 3). Montrons d'abord qu'il n'y a aucune inclusion non triviale
entre les cones C ^(i) pour i=ly...yS+l. Supposons par exemple qu'ilA'Y ^
existe l<l<j^s+ly tel que C (1):DC ^(j)° D'après 3.1.3 on peutA y Y & y Y
supposer que 1 et j sont des entiers consécutifs, par exemple 1 = j-1 .
Pour simplifier, désignons par 1̂   ̂ et 1̂  les idéaux les définissant dans
[gi*v W ^ I- ..Cl.. Mais I . e st bihomogêne. Soit M unY i?y J*Y J J J*̂
système de générateurs de I. bihomogènes. Choisissons et irra-

J 4{*tionnels tels que d. ^<ô^<d. ^<5^<d. et appliquons le lemme 3.1.2 .^ I J-1  ̂ J
Il existe g ^ g ^  tel que M_.^=in(g^,ô^). D'où
IjCgny(AyAyô^) =1. Par suite Ij = I_.  ̂. C'est impossible

On démontre de même qu'il n'y a pas d'inclusion dans l'autre sens.

Montrons maintenant que tous les cônes figurant dans 3) sont
distincts. D'après les lemme 3.1.3^ et 3.1.3^, il suffit de montrer
que C v ./C ^  C (i+1) pour i=l,...,s. En ef f et -si, comme

A  y Y, 1 A y Y A y Y t
ci-dessus I. est l'idéal définissant C, ^(i) si 

1 A? Y

gn ( A y A y d . )  (g)0\r =1- ? ) 0 aurait un système de géné-ï i ^  ï,y i ï i ^  Y.y
rateurs M^^ bihomogènes et il existerait f ^  g ̂  tels que

M..=in(f..yd.). ij iJ i

Mais alors on pourrait trouver e >0 tel que in(f^.,d^ + e) =M^. , d'où 
, ce qui est impossible.

Il reste maintenant à montrer que pour tout i = 1 ,...,s,
C*7 . ne contient pas ou n'est pas contenu dans un des autres cône

A , Y , i  f  f  ^

de 3). Compte-tenu des lemmes 3.1.3^ et 3.1.3 , il suffit de comparer
C . avec C ^(i) et C (i+1). Supposons par exemple que

A  y Y  ,  1  A  y Y  A  y Y

C. ^(i+l)=DC. ^ . . Soit d" = d.+e déterminé à partir de d. comme au
A y  Y  A y  Y y  1 1  ^  1

s
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lemme 3.1.5 . Alors ? pour ô g ld.,d"j),

3 3y = 3ny(A^yd") 3 3y = 
Oy 'y Oy

Il existe donc f ,f^ dans ^  tels que pour 6 $ ]d,d"], j = 1,...,m,
in(f.,ô) = in(f.,d") et que H in( f ., d") y . . . ) . Alors, d'après leJ ^ J ^ J
lemme 3.1.6 9 on a aussi : ^v^' A ?  ^ = (...,in(f.y d .)9...)*** ^ ? y
Par hypothèse^ on a ^inclusion :

H^"C3n^(A,A9d^) 3 Oy^y
Oy

Considérons sur gr^W 0 3^ [Z] la filtration Z-adique, et désignons
& 'yUy

par in- P la forme initiale d'un élément pour cette filtration
W,Y

(l'idéal (Z) définit C^y). Le gradué associé à cette filtration est 
encore g r ^ W 3  3^ [Z]* Soit f$*t ? in- (in(f,d.))=in(f,ô) pour ô

Y 3^ Y'Y <?y ^w,Y ^
assez proche de d^ et plus grand. Par suite :

in^ (in(fj,d^))e3ny(A,^,d^) 3 0y
W,Y 3Y

Ceci signifie que C d C  . Mais une telle inclusion en-
&,ï,i ^A,Y,i' W,Y

traîne l'égalité, donc aussi celle de C ^ . et celle de C .̂(i+1) dontta y Y
on a vu qu^elle était impossible.
On laisse au lecteur le soin de montrer que les 3 autres inclusions 
éventuelles sont impossibles.

3.2.2^ Proposition : Hypothèses et notations du théorème 3.2.1. Pour
i=l<,...<?s + l<? il existe ( ^ 1 ?*°-?^^ ) un système d^élémëpts de ^

tel que :

1) pour d. ^<d<d. ? l^k^m. ? in(f. ,d) est indépendant de d.
k
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2) pour d .  ̂< d < d . d) (g (3y =(...? in(f .  ̂d) , . . .) .
1*^ î i  ^ i?y ii

3) ^ 3 As y "*  ̂° ° ° ?
(3-. k

Demonstration : Supposons d^abord s + 1. Pour simplifier soit

li = ^ y P *^O.

Cet ideal étant d-homogéne pour dg]d. existe ^ Z
A

où P., est de degre P., dans gr^W 0 (3,̂ et A =ùL. tels que ik ik  ̂Y Yyy ' ' îkOy
2I^=(...yM^^y...). Désignons par la droite dans R  passant par le 

point (Pj^y 0̂ ^) dont la pente est -l/ô . Il existe d^  ̂et d! irration- 
nels tels que :

d. . < d! . < d! < d.î-l i=l i i

et que les seuls points (}3<;(X) de N  situes^ soit au-dessus de L
i- 1

et en=dessous de L
H -i

. soit en-dessous de L, et au-dessus de L., ̂ d . d!

sont ceux sur L̂, et L. (voir dessin) d .  ̂ d .î-l i
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Appliquons maintenant le lemme 3.1.2^ à avec et d ^ - d
Il existe 4ue M^^=in(f^^yd) pour d$]d!^ _^y " Mais
cause du choix de d!  ̂ et d! . on a aussi M., = i n ( f y d )  pouri-l i ik ik

i
à

d . ., < d < d . . i-l i
Si i-0 (resp. s+l)y on n^a plus besoin d̂  introduire d^ (resp.
0n applique directement les lemmes 3.1.2 (resp. 3.1.2^) avec (Oyd^) 
(resp. (d" yoo) ) .

L''assertion 3) est une conséquence immédiate des lemmes 3.1.6^ et 3.1.6

3.2.2 Définition : Hypothèse et notations du théorème 3.2.1. Soit d $ [ 0<,œ].
On dit que d est un tropisme critique de A? le long de Y? en y ^ Y
quand d=0? si les germes en y de C et de ^ x C  ̂ sont

A?X Wyï Y xnr (Y),Y
différents (C  ̂ est un sous-espace de C  ̂ qui s^identifie

XQr° (Y),Y r° (Y),Y
canoniquement a ^ x Y. On compare donc 2 sous-espaces deYv ^

C ^ x [C x Y]) quand d g ]0y œ[y si d est 1 ̂ un des d. i = l y . y s du
YV? ï y  ̂ ^ **°

théorème 3.2.1 quand d - œ  si les germes en y de C ^ et deA y 1
^ x Y] sont différents.f̂lYVy 1 y Zjy W

3.2.3 Remarque : Les tropismes critiques sont des nombres rationnels posi
tifs (éventuellement infini)  ̂ ceux qui sont strictement plus grands 
que 1 ne dépendent pas de la rétraction figurant dans A.

3.2.4 Définition : Hypothèses et notations du théorème 3.2.1. On note d. ^- AyY.y
le plus petit tropisme critique de A? le long de Y en y.

3.2.5 Proposition g Pour que d, ^ il faut et il suffit qu^il existeA ? ï ? y
(f<,y...yf ) un système d''éléments de V tel quey désignant par d̂  lei m^ fy i
1er tropisme critique non nul :

1) pour 0 ^d<dj,y l ^ k ^ m ^ y  in(f^yd) est indépendant de d avec 
in( f y d) = 1 0 Q g gr^ W 0 (gi*w ̂  Okr ) où Q, est un élément homogène
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2) pour O^dgd.,, Sn (AyA?(i) 0 (3̂ =(...,in(f ,d),...) . ̂ * /t i?y R

Démonstration s La condition est nécessaire. En effet on se souvient
(théorème 3.2.1^ 2)) que C ° =C (1). Si on se reporte à la démonstra-A ? Y ^ 9 Y
tion de 3. 2. 2 on s^aperçoit que y puisque C ^(1) est le germe en y de

 ̂ AC xC i , on peut choisir les M, = E ? . Z  de sorte que P, . soit
W,Y Xflr"*(Y),Y T< A ̂  kA

homogène de degré 0 d$ns gr^W 0 (3^ et [A] = p . est donc homogèneY Y y y Œ kUy
de degré ^ dans [Z]^gr. Z 0 (3̂  .On conclut comme dans 3.2.2K Yyy - W ïyy *

^Y
La condition est suffisante. On remarque que l^on a toujours :

C  ̂ ciC x C  ̂ au v o i s i n a g e  de y. En effety si*t désigne
A^Y W,YY Xflr" (Y),Y ^
l'idéal de <3  ̂ =*3 [Zl définissant X p r  *̂ (Y) dans r *̂ (Y) au voi-

r (Y),y Y,y
^ A ,sinage de yy f$*j^ si et seulement s^il existe f = Ef^z ^ e

f = Sf^z^ oî  f^ est l''image de f^ par la surjection canonique de (3 .̂ ^ 
sur . On a donc sY\y

l(g) iUyf = iUy(f?0) .

où 1  ̂inclusion annoncée.
Mais d^autre part gn̂ -(̂ yA,yO) 0(3^ =(...yin^(f-yO)y...). Puisque

^ 3 y Y k
in^(f^yO)=lgQ^y f^^O. Donc in̂ .(f̂ t,0)=lgin^.f^. Far conséquent : 
^n^(^y^yO) 0 (3y c in (r *̂ (Y) QX) . gr W ̂  0^^ '^^#1 y ce r. qui s assure ! ' que

Oy Oy
 ̂..D (#, g -C  ̂ au voisigagë dey.

y; Y W;Y § rh V*(Y) ,Ÿ

3.2.6 Proposition g Pour que d =œ ou que  ̂n^ait aucun tropisme criti-à? Y y y
que le long de Y en yy il faut et il suffit que g

1) W soit localement contenuy au voisinage de yy dans X ^
2) il existe dg[Oyœ] tel que ?

(M) ^A^Y " ^X au voisinage de y.



S'il en est ainsi, l'égalité précédente est vraie pour tout d g [ 0 ,œ]. 
En particulier, on a :

- 1xnr (Y), Y X,W
= C (Y) au voisinage de y.

Démonstration : Supposons d'abord que d. ^ =œ. Alors il existe
^ â'i'Y(f^,...,f^) dans tels que :

1) pour Ogd^oo, Igk^m, in(f^,d) est indépendant de d avec

in(fk,d)=Mk$3^y[Z].
2 ) pour 0 ̂  d ̂  oc, S{ny(̂ , A, d) g <3y ^ =(..., ,...). Le diagramme

a
de Newton F(f est donc comme ci-dessous (voir 2.1.9) :

'k*

Soit le degré (en Z) de . Dans f^ = Ef
"k

kA^ - ^ A - "
On obtient donc 1). De plus f^g(z) , donc in^f^ = S 

finalement
lAl-.k "

"k =
w

Pour tout d, on a donc l'égalité des cônes annoncée. En particulier
= C x C - 1A,Y W,YY Xflr" (Y),Y W, Y Y  x,W

= C x C (Y) au voisinage de y
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Réciproquement, choisissons dans ^  tels que 
(...,in^f^,...) définisse gr^X dans gr^Z=(3^[Z]., in^Ol6gr^Z)g)(3y ^

Aest non nul si et seulement si dans le développement
il existe A tel que ]A] = Dans ces conditions
in^f^0 l = in(f^,O)=M^$Oyy[Z]. On sait donc que (d'après (**)) :

ĵ n y  (  A  y A ,  ? d  )  —  ( . . . y  y .  .  .  )  c

Mais la considération du polygone de Newton de nous montre aussi que y
pour tout ô^fOycoj, M^=in(f^,6). On a donc :

^ïly(^y^yd) ($̂) ^y y  ^ ^Hy(A?,Ay^) ^^y* y  °

D'après le théorème 3.2.1, on sait qu'aucune inclusion non triviale 
n'est possible. D'où tous les C %. pour d g [ 0 ,oo]l ont même germe en y.

A  y 1

De plus, la condition 1) de 3.2.5 étant satisfaitey d ^ = oo .
A  ? ? y

3.3.1 Soient A = (X?Z,W?r) une bonne installation en y, ^ = (Z,Z,W^r)
l'installation ambiante associée? ^,]w=(W,W?W^IdW) la restriction de 
A à W. Pour tout d$[0yœ], à Y sous-espace analytique de W Q X  et à ces 
dohnéjes nous pouvons associer canoniquement une nouvelle installation :

djr est le morphisme figurant dans 2.1.5.
On peut se demander quels tropismes critiques apparaissent dans ces 
nouvelles installations. Nous allons voir qu'aucun nouveau rationnel 
n'intervient (de sorte qu'itérer la construction de 3.3.1 n'a pas d'in
térêt). Précisément? on a la proposition suivante :
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3.3.2 Proposition : Identifiant C ------" 3 d
% Y

quementyon a :

avec C x [C x Y] canoni-
W? I y ^

6
d = C si d n'est pas ùn tropisme critique /Ô ou oo

= C ( i) si d = d . et ô < d .A? Y i i

= C. (i+1) si d=d. et d.<ô AyY 1 1

= CA,Y si d = d . = ôi

Demonstration : Dans le premier cas, l'assertion est évidente puisque
un ^déal bihomogéne.

Supposons maintenant d = d^ et ô<d^ . Prenant les notations condensées 
du paragraphe précédent, pour f g ^  idéal de ^ définissant X, 
in(in(f,d.),ô) = in(f,d.-, e) pour un certain e > 0  dépendant de f.

Néanmoins, ceci appartient à ^i^fAyjAyd) pour tout d$ ]d^  ̂, d^[ . On
obtient donc l'inclusion de C ^(i) dans le cone qui nous intéresse.
Réciproquement choisissons un système d'éléments (f^,...,f^) de
satisfaisant aux conditions 1), 2) et 3) de 3.2.^ pour d^_^<d<d^ .
Alors, pour un tel d, in(f^,d) = in(in(f^,d^),ô). De 2), on déduit que
C ^(i) contient le cône que nous vouions déterminer.A y Y
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Ils sont donc égaux.
On laisse au lecteur le soin de traiter les 2 autres cas.

3.3.3 Corollaire : Soit A=(X,Z,W;r) une bonne installation en y g X Q W .
Alors c'est une bonne installation dans un voisinage de y sur XflW. 
Soit Y un sous-espace analytique de Wf)X contenant y. Il existe 0, un 
voisinage de y dans Y, tel que, si xgQ, la suite des tropismes criti
ques de A le long de Y en x soit extraite de la suite des tropismes 
critiques de A le long de Y en y
En particulier, d ^ d ^ ^ x $0 .

Démonstration : Soit d^,...,d^ la suite des tropismes critiques de ^
le long de Y en y, différents de 0 ou co. Choisissons 5<inf d.

i=1, . . . , s
et e>0 tel que 2e<inf ^i+l"^i^ * Diaprés 3.3.2,

i=l,...,s- 1

ô ^i-e
i = 1,...,s C , = C au voisinage de y dans Y.

^ i Y A,Y

En un point x de ce voisinage, ou tien d. est tropisme critique et le
* d.-e; ^o  i** ̂geï^e en x de C = C pour tout e' assez petit, est aussi

^A,Y'Y
d.-e

égal au germe en x de C^ ^ . Aucun tropisme critique nouveau n'appa
raît donc dans [d. - e,d.[[ . Ou bien d. n'est pas tropisme critique et

ô ^ile germe en x de C , égal au germe en x de C ^ , est aussiu. A? ï
"A,Y-?

d4r&égal au germe en x de C + Dans ce easy il n'y a aucun ttopismeA, Y
critique en x dans [d.-e,d^].
Par un raisonnement analogue, on construit un voisi!§age de y dans Y,
tel qu'en tout point x il n'y ait aucun tropisme critique en x dans
]d^,d.+e[ .
On déduit maintenant des lemmes 3.1.3^ et 3^1.3 un nouveau voisinage
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de y dans Y tel qu'aucun tropisme critique nouveau n'apparaisse dans 
[d^ + Eydj^^- e], i=ly...ySy et aussi dans jOyd^-e] et [d̂ +SyOo]̂  .

d^-e
En effet C ^ et C ^ y qui ont même germe en y, ont encore même ger-

a y ï  a ? Y
mey surtout un voisinage. Finalement on a construit un voisinage de y
sur lequel aucun tropisme critique nouveau different de 0 ou co ne
peut apparaître. Maintenant si 0 (resp. œ) n'est pas tropisme critique
en y, C ° et C x C . (resp. C °° et C x C )

A,i w,ï y ^(Y),Y A' *nw,i y r (Y),Y
ont même germe en y. Ils conservent aussi même germe sur un voisinage.

3.3.4 Un exemple illustrant 3.3.3 sera donne en 11.2.3.

-K M x
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4.1.1 Definition : Soient A/S=(!Xi, Z,W?r) une S-installation, x un point
de XQW, s son image dans S. Soit d $ ] 0 ,œ[.
On appelle d-fonction de Samuel de &/S en x et on note Inappli
cation de R* dang N  qui à p, associe rang^P 
Pour simplifier, on notera H ^ g  sa valeur en p,.
Si  ̂est une installation au-dessus d'un point, on notera H (d) .&,x

4.1.2 Remarque : Soit A(s) = sxA l'installation, au-dessus de s, fibre de
S

&/S. D'après 1.39, remarquant qqe xxX=xxsxX^=x!<X(s)==X(s) car il n'y
S s S s 

a pas d'extension résiduelle en géométrie analytique, on a

"A/S,x«> = =A(s),x«" '

4.1.3 Remarque : De 1.20, on déduit que :

**A/S,x^ = **X/S,x = ^X(s),x '

C'est la fonction de Samuel relative usuelle. A noter cependant qu'ici 
on la considère comme fonction de R*dans N, sa valeur en p. non entier 
est égale à sa valeur en [p.j, la partie entière de p,.

4.1.4 Remarque : On a :

**A/S x^'*^ = ^ + rangg[grxA(s);d] .
< ' v^R

(Tous les termes de cette somme sont nuls sauf un nombre fini d'entre 
eux).

)j.:d
A/S (x)
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4.1.5 Définition : Four i $ N , i ̂  1, on pose :

(d) = H ... (d) = H i (d)
A/S;x Ax<t^' /S,x A(s)x(t ,x

(voir 1.25).
Pour mémoire AxŒ^'^/S=(Xx(t^"*^, Zx<t^'^^ Wx(t^"*, rxld<t^'*^), vu 
comme S-installation.

4.1.6 Proposition : Pour i $ N ,  i^l, o n a  :

Ri / L' " " "  - - ̂ ' jeNyOgjgdp '

Démonstration : On montre tout d'abord que :
C ^ = C ^ x(t^. Si T ̂ ,T . est un système de coordonnée s
^(s)xÆ^yX A(s)yX
sur c \  la structure d-graduée sur [gr^A(s)^d][T^,...,T^] est celle
qui, à un élément Q^T^, où est homogène de degré v, donne le degré
v+ ]B]/d. Ce fait est évident si A est une installation ambiante en x
(cf. 2.1.5 et 2.1.7). On vérifie ensuite que ^n^(A(s),^(s),d) engendre
gn (A(s)x(t\ ^(s)x(t\d) dans [gr A( s) ̂ d][T]. On a alors :

hH  ̂ (n,d) = E , , rangg[gr^A(s)?d]x^
j + i-H

. ^ rane^.rer^A(s)idlxt
A(s)xtî*'*,x h$R^,j$N;h+j/dg}i

* E f ) **4 ( 3 ) j / d , d )  -

Les propriétés élémentaires des combinaisons permettent d'achever la 
vérification.

4.1.7 Pour abréger les notations dans 4.1.6, nous utiliserons le
produit de convolution. Nous remarquons que si on définit,pour une 
S-installation A/S? la fonction caractéristique en x comme l'applica
tion ^  dans N  qui à }i associe rang^,gr^A(s);d, on a ;



On rappe 1 le que (<t) = ( (t, (t, (Ü ; Id <C) .

4'*'" "i/S,x") ' ^(d) .

Ce n'est autre que 4.1.4.

4.1.10 Soit &/S une installation ambiante en x, &)W = (W) = (W, W, W;IdW),
on a

H* (d) = H* *G (d) .
A/S,x r (x),x A[w,x

= (d) * G
A]w, x r (x),x

Démonstration : D'après 2.1.7, gr^A(s);d = [gr^A]w(s)^d^Z^,...,Z^] .
On a donc

G (d) = G (d)^G
A/S,x A[w/SyX r (x),x

On en déduit les 2 égalités de 4.1.9 en remarquant que Hr  ̂ (d) estt X J , X
la fonction constante égale à 1 et ne dépend pas de d, en se souvenant 
de plus que le produit de convolution est associatif.
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4 . Ï . 8  i € N , i = l ,  .

4.2.1 Nous allons maintenant étudier la variation en fonction de
(3.3.1). Le théorème sui

vant va préciser, de ce point de vue, la proposition 3.3.2.

4.2.2 Théorème : Soient A=(X, Z,W$r) une bonne installation, x un point 
de WQX. Soit 6gl]0,co[ un réel fixé. Soit d^,...,d^ la suite des tro
pismes critiques de & en x qui appartiennent à ]0 ,œ[ .

+Sur N , ensemble des applications de R  dans N, on considère l'ordre 
produit.

dg [0,œ], de la ô-fonction de Samuel de



Il existe H^, 

* si 6 

pour l^jgi,

i+l^k^s,

avec

* si ô 

pour l^jgi,

i^k^s,

Btdans N  tel que :

: ! on ai^

de[d. ,d.^^] H

^ ^ k -  dk+ïl

C-.** ,x A,X

f =  H

(6)  ̂ = H,i+1 

- "k.i

d.. on ait :i ^

d€ [d. i , d.[ .1 - 1 .1*"

d = d.i

" ] ' k - " k ^

H  ̂ (6) ^
3. .*A,x

= H

- H. ,(di)A,x 

L =  "k+i



Démonstration : Posons, pour 1 ̂  i g s+1,

A,x (i) - % x *  ̂ Z,W W W,x
et

De 4.1.9 et 3.3.2, on déduit toutes les égalités énoncées dans le théo
rème sauf dans le cas où ô = d. , H. = H.  ̂= H. (d̂ )i ' i î+l A? x -L

# Montrons maintenant ce point : 
Ecrivons I=in (Ay,A,d.). Par définition

e q gr^wrz]
(a,b)$N ,a+b/d.gp ^ ^

- rang
(E e i l

V $ I R * y V < ) i  J

où les éléments de la forme avec [A) =a,
degP^ = h et où 1  ̂ est la composante homogène de degré v de I qui est
un idéal d.-gradué. Toujours d'après 3.3.2, C (i) est défini par 

1  A  y X  ^

l'idéal bihomogène de gr^W[*Z] engendré par les in^(P, 0) (qui
n'est rien d'autre que la forme initiale de P pour la graduation
N-adique de gr W[Z] avec N= Œ gr^W (cf. 2.1.8)) lorsque P parcourt 

* * b^l *
l'ensemble des éléments homogènes de I. Désignons cet idéal par in(I,0)
et sa composante d^-homogène de degré v par in''(1,0). Alors :

IL(p) = rangg

Soit :

3 g . 8r°W[Z]
(a,b)$N ,a+b/d.^p * "

rangg. in (1 ,0)

= gr^W[Z]] A + / e  g gr^W[Z]
/  ̂(a,  ̂ ^b)$N ,à+b/d^>p

C'est une (t-algëbre dont la longueur est H (p,d.). Si, pour v^p, ̂ A y X 1
P g 1̂  , in(P, 0) = in^ P g in (1,0), réciproquement, si M g in̂  ( î, 0) ,
M= in(P,0) où P$ I .
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Par conséquent

= W[Z]/in(I,0)+fe 9 , ^ ̂ x ^  ^(a,b)$N^,a+b/d.>n *

C'est une (t-algèbre dont la longueur est Ĥ ()i).
Mais, si A est un anneau de longueur finie, son gradue associé, grA, 
pour n' importe quelle filtration est un anneau de longueur finie et 
ces deux longueurs sont les mêmes. C'est une conséquence du théorème 
de Jordan-Hëlder. On a donc :

On montre de même que

9 Passons maintenant à la démonstration des inégalités.
Nous allons montrer que si d.<5, H. >11.  ̂.j j j+i
Ecrivons I=in ( A y ^ y d . ) .  D'après 3.3.2, C (j + 1 )  est défini par

A y  X d .
l'idéal hihomogène de gr^W[Z] engepdré par les in^ ^  ̂  ? °°)
(cf. 2.1.8) lorsque P parcourt l'ensemble des éléments homogènes de I. 
Désignons cet idéal par in(I,œ) et sa composante ô-homogène de degré v 
par in^(I,œ). Alors :

= H. (^,ô)-rang^fe 
J+ A'* c

in (I,eo)
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Soit

/ ' t ,  s — -,b)€N ,a+b/ô>p

Soit gi*(2) le gradué de pour sa filtration (Z)-adique

En effet, il suffit de voir que la (Z)-forme initiale d'un element
R + S où R $ I, S g <

(a,b)$N , a+b/ô>[i
gr W[Z] est dansa

in( I,oo) +
(a,b)gN ,a+b/ô>n

gr W[Z] , et il suffit même de se limiter

au cas où in,,?. R=in,^.. S. Mais alors, I étant d.-homogène et d. étant (Z) (Z) b J ^
inférieur ou égal à ô, R est dans Œ gr Wrzl

.b/ô>n ^a+t

On a donc, toujours d'après Jordan-HBlder

Sj+i -

De même, d'après 3.3.2, C (j) est défini par l'idéal bihomogéne deA,x ^

gr^W[Z] engendré par les in^(P, (3^^, 0) lorsque P parcourt l'ensem
ble des éléments homogènes de I. Soit in(I,0) cet idéal, in^(I,0) sa 
composante ô-homogène de degré v.



Alors

Hj (H) = (p,ô) - rangg
vg]R ,vgp

in (1,0)

Considérons maintenant gi^fA où N =  ^ gr W. On a une surjection cano-
^  ̂ b^l "

nique,

i :gr W[Z]/in(I,0) + (e q
/ Wa,b)gN ,a+b/ô>p

On en déduit finalement que : H.(p,)^lggr^A =lgA , et il
y a égalité si et seulement si (p est un isomorphisme.p
Supposons qu'il en soit ainsi. Soit P$I, dj-homogéne. Alors
P= E P* où deg P = d . (v . - [A] ) si v . est le d .-degré de P. A  A  j j j j

SoitQ = E P.Z^ e t R = P - Q .
A, lA[+deg P./ô>p

On a donc :

i n ^ R € i . ( I , 0 ) J $  g^W[Z] .
\ (a,b)gN ya+b/ô>[i /

Tous les idéaux intervenant étant bihomogênes, il existe S^$I, 
dj-homogéne de degré Vj tel que in— R=in— Ŝ, . Soit R^ = R-S^, 
v— (R^) <v— (R) . Soit P^= P - S^ . On constate que P^€ I est dj-homogéne 
de degré Vj et que P^ = Q + R^ . On recommence avec P^ la même construc
tion qu'avec P ; par récurrence sur v— (R^), on montre donc que Q est
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dans I. Puisque R = P - Q ,  on obtient donc finalement que R est dans I. 
Si donc, pour tout H.(v) = H.^(v), les considérations précéden-J J +
tes entraînent que si P ^ I  et si P$ $  ̂ gr W[Z] , P est

(a,b)$N 3 a+b/o<p. 
somme d^éléments bihomogènes, tous dans I.
Si on avait H. = H.  ̂, I = in (A?A?dJ serait donc un idéal bihomogéne. J J+l x J
De 3.3.2, il résulterait que contradictoire

On montre de même que, si ô<d. H. Hk+ 1

4.2.3 Remarque Au cours de la démonstration de 4.2.2, nous avons obtenu
le raffinement suivant. Soit d.<ô. Si, pour tout vgüR ,
H. (v) = H /  ̂(v), alors 1̂  idéal engendré par les éléments de in(A?A,?d J
J  ̂ b ^qui sont dans O p gr W[Z] est bihomogéne.

(a,b)6N  ,a+b/dgp x - a

4.2.4 Corollaire Hypothèses de 4.2.2. On a

H (ô) gH (ô) * G
A,x A]W,x

Les assertions 1) et 2) sont équivalentes

- 1Xflr (x) , x

D H (ô) = H 
A, x

(ô) * G
AiW,x XQr *̂ (x) , x

2) ô g dA,x

Hr
Hi

s

As x
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En particulier, si 5 = 1, on a :

H g H * G  
X,x W,x Xflr (x),x

Les assertions 3) et 4) sont équivalentes :

3) H = H  *G
X,x W,x

4) lgd

X,x W,x Xnr"*(x),x

A,x

Demonstration : On a toujours H  ̂ (ô) (ô) . On a déjà
------------------------------------------------------------------ c .  . 1  3 °  , 1A,x A,x
remarqué que le premier membre de l'inégalité n'est autre que -
D'autre part (3.3.1), (3̂ °̂  = dr) et (3.3.5)
C ** cC xC  ̂ . Désignant par %  l'installation
A,x W,x Xflr (x),x
(C xC  ̂ , C xC , ,C ;p^), on obtient
W,x Xflr (x),x W,x r (x),x W,x

H (6) g H (Ô) .
<3-Jx,x 3,x

Or H (ô) =H (ô) ^G  ̂ y ce qui conduit à 1̂  inégalité annon-
(3,x ^Jw,x Xflr (x),x

cée. Il y a égalité si et seulement si C  ̂ =C xC  ̂ et si,
AyX W, X  Xflr ( x ) ; X

lorsque ô n^est pas un tropisme critique, ô<d^, lorsque ô est tropis
me critique, ô = d^ . Ceci exprime exactement que 0 n^est pas tropisme 
critique, i.e. d^ ^=d^ et que 5 ̂  d^ ^ .

4.2.5 Corollaire : Hypothèses de 4.2.2. On a :

H (ô)^H (6)* G
A y X  ( W f l X ) , X  r (x),X

Les conditions 1) et 2) sont équivalentes :

1) H (6)= H (Ô)*G
A,X (WflX),x r ^(x)yX
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2) ô est supérieur ou égal à tous les tropismes critiques de A en x.

En particulier, si ô = 1, on a :

H g H * & -
X, x WQX, x r (x) , x

Les assertions 3) et 4) sont équivalentes :

3) H = H * G .
X,x WnX,x r* (x),x

4) 1 est supérieur ou égal à tous les tropismes critiques de A en x.

Démonstration : On a toujours H  ̂ (ô) g H (ô). Par définition
CA,x'" Cal*'*

(3.3.1), 3jx-(cj,t, ^1 * '  PT''

C ce x C
A y x WÜX, x r (x) , x

On peut s'en convaincre en considérant les idéaux comme dans l'asser
tion duale en (3.2.5). Remarquons aussi qu'on a une surjection canoni
que :

g r ^ w r n s  ("wrix* a
\ ^wnx,x /

(cf. 1.23 et 1.26). Mais on a aussi une surjection canonique :

= g r ^ Z 0 (t — ^ - g r ^ X  0 Æ .

x
Ces deux constatations entraînant l'inclusion annoncée. Désignant par
(3 1' installation (C x C  ̂ ,C x C  ̂ ,C ; p̂ ) , on

WnX,x r" (x),x W,x r" (x),x W,x
obtient :

H (6) g H (6)
c j x ' *  3 ,^
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Or (ô) =H (ô) ^ G   ̂ . Regroupant ces égalités et iné-
Cr? x ( WflX) , x r ( x) y x

litésy on obtient donc :

H (ô) g H (6)* G .
A,x (WnX)yX r* (x)yx

Il y a égalité si et seulement si C °° =C xC  ̂ et siy lorsque
A? X WflXy X r (X) y x

ô n'est pas tropisme critiquey ô>d^y lorsque ô est tropisme critique? 
ô = dg . Ceci exprime exactement que co n'est pas tropisme critique et 
que ô est supérieur ou égal à tous les tropismes critiques finis.

x
-R R 

R
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§_5_.__d-TRANSVERSALI TE

5.1.1 Théorème : Soient A=(X,Z,W;r) une honne installation, Y un sous-
espace analytique de WQX, x un point de Y. Soient A = (Z,Z,W; r) et 
Alw= (W,W,W; idW) . Soit d $ ] 0,<*[ un réel fixé. Soit
dr : C ^ v  morphisme canonique, dr  ̂ s^identifie alors à

 ̂ - 1r (Y),Y
Les conditions suivantes sont équivalentes :

C^Y-'CAlW.Y est plat en * ;

2) C Q dr (Y)— tY est plat en x et d ^ ,A,Y A.Y.X

3) C ^  H dr ^(Y)— ^Y est plat en x et le germe en x de & y Y
gry &] W;d

Tor  ̂ (gry A ;d,(3y) est nul ;

4) 3) + C n dr"*(Y) = C . ;
XHr" (Y),Y

5) C ^ Q dr ^(Y)— *Y est plat en x et le germe en x den ? Y
gry^,;d ^

Tor  ̂ (gryA;d,gryr (Y)) est nul ;

6) Soit Q gri W.
is=l *

C Qdr ^(Y)— ^Y est plat en x etY

3ny(A,^,d) 0 Oy 1(1 rji gry^^ d g Oy ^
^Y ' J L ^Y

[^ny(A,A, d) gryAÿd] €<<3y ^ ;
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7) C %. Q dr ^(Y)— *Y est plat en x, et pour tout pg N,A? ̂

^liy(AyjAyÙ) (g) (3y n - gryA' d (S Oy J
Oy ' . ' _

[gnytA'A'd) . . gr^A f d*) ^ <3y î
Oy '

8) Pour tout ô$[0yd]y C — ^^Atwv plat en x ;
A y ï  Â j Wy ï

9) Il existe un voisinage U de x dans Z tel que, pour tout 
6 € [0 ? d] y tout y € U H Y, C ^ y — j ̂  y soit plat en y .

10) C ^  Q dr *̂ (Y) Y est plat en x.
Ay ï

Soit ^ l'Idéal de 3^ définissant l'immersion de X dans Z 
(au voisinage de x)y et soit ^  son germe en x. Il existe 
un système d'éléments de ^  tel que

i) pour 0 ^ô<dy l^k^m, in(f^yô) est indépendant de ô avec
in(f^ , ô) = l(g)Q^$ gi*yW (g) (gr^Z <S> 3 y où est un element homogèene

(3. ChW
de gr Z 8 ;

Ow
ii) pour 0 g ô g d, ^n^( A, A, ô) =(..., i n ( , 6), . . . ) .

Si 1'immersion de Y dans W est régulière en x, chacune de ces condi
tions est équivalente à :

1 1) C %. f) dr *̂ (Y)— *Y est plat en x et l'immersion
A y ï

C ^ fi dr ^(Y)— *-C est régulière en Xy de codimension celle de Y
A y ï  A y ï

dans W en x. Si Y = Xy on a toujours :

H. x C H s H  l x (d)*G
AI"'* x<1r (*),x

Chacune des conditions précédentes est équivalente à
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12) H, (d) = H (d) * Gi. t.aj = R ] (,üj (j ^
A,x ^]W,x Xflr (x),x

5.1,2 Définition : Les hypothèses et notations sont celles du théorème 5.1.1
Si l'une des conditions 1) à 12) est satisfaite, on dit que l'installa
tion A est d-transverse le lopg de Y en x. On dira aussi parfois que r 
est d-transverse à X le long de Y en x dans Z. Si d=l, on dira trans
verse au lieu de 1-transverse.
Nous allons maintenant passer à la démonstration du théorème 5.1.1.
Elle se fera suivant le schéma logique suivant :

12) n 2) —  j 10)

11) # 1)4=3) 5) 6) 9)=>8)=*-l)[2) ^ i))+l)=^9)

f

On prie le lecteur de se reporter tout d'abord au critère de platitude 
(0 . ) qui sera appliqué avec A=gry^]W;d identifié à gr^W d'après
2.1.7, M = gr^ A;d, I = (/* .
Les lemmes qui suivent seront utilisés pour montrer les différentes 
implications.

5.1.2.1 Lemme : Soit A un anneau local complet pour la topologie définie par
son idéal maximal. Soit A[[Z^,...,Z^^[] un anneau de séries formelles. 
Soit B = A[[Z^,...,Z^]]/j un anneau quotient de A[[Z^,...,Z^]]. Soit I 
un idéal de A. Alors le A-module B est idéalement/séparé (0,..) pour 
la topologie 1-adique de A.

Démonstration : Il s'agit de montrer que, pour tout idéal O de A,
0 0  B est séparé par la topologie 1-adique. Or, on a la suite exacte :
A

a a  j J ^ O 0 A[[z]] B-*o
A A A

et, A[[Z]] étant plat sur A, Q <8<A[[Z]] =0 . A[[Z]] est un idéal de A[[Z]].
A
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Soit f $ n i ^ . Q 0 By alors il existe y pour tout n, f $ I** . G . A[[Z]] 
n A ^

te 1 que f = ̂ (f^). On a donc f^ - f ̂ $ Ker ()i = Im (p = J .G . A[ [Z]]. D' où

f € fl ( J . G . A[[Z]] + . A[[Z]] où M est 1' idéal maximal de A
n

Tout idéal de A[[Z]] étant fermé pour la topologie définie par son 
idéal maximal :

J . G . A[[Z]]

D'OÙ f = (]j(f)=0.O

5.1.2.2 Lemme : Soient A un anneau, A[Z^,...,Z^_] un anneau de polynômes,
B = A[Z^,...,Z^]/Oun anneau quotient de A[Z^,...,Z^_]. Soit N un A-module

Tor^(B,N) = T o r ^ ^ ( B , N 0 A[Z]) .
A

Démonstration : De la suite exacte (de A-modules)

(*) 0-^J-^A[Z]-3-B-*0

on déduit une suite exacte (de A-modules)

0-*Tor^(B,N)— *-J<3N-*-A[Z]3N— s-BaN-S'O
A A A

car, A[Z] étant un A-module plat, Tor^(A[Z],N) =0 .
On peut aussi considérer (-R) comme une suite de A[Z]-modules. On obtient 
alors une suite exacte (de A[Z]-modules)

0-tTor^^(B,N<g)A[Z])-*J o (N&A[Z])-,A[Z] 0 (N0A[Z])-.B 0 (N0 A[Z])-.O
A A[Z] A A[Z] A A[Z] A

carTor^^(A[Z],N0 A[Z])=O.
A

Mais d'après la commutativité et 1'associativité du produit tensoriel, 
les deux dernières suites sont identiques, ce qui prouve l'égalité 
annoncée.
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5.1.2.3 Lemme : Soient A un anneau, I et J des idéaux de A. On a :

Tor^(A/l,A/j) = m j / l .  J .

Demonstration : On a les suites exactes :

o -, I -, A -t A/l -, 0 ,

0^Tor^(A/l,A/j) — *I<g)A/j -^A<aA/j— *A/l<3 A/j— *.0
A A A

Celle-ci s'identifie à :

O-^irtJ/l.J— *-l/l.J-^A/j^-A/l + J-*.0 . 

5.Î.2.4 Lemme : Soit :

!

un diagramme cartésien d'espaces analytiques, où les flèches horizon
tales sont des immersions. Soient y g un point de Yg ? y^ son image 
dans Y^ . Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Xg— *X^ est plat en yg

2) Yg— ?Y^ est plat en y^ et l'immersion de Yg dans Xg est régu
lière en y,, avec dim X^ - dim Y^ = dim X^-dim Ŷ, .2 yg 2 yg 2 y^ 1 y^ 1

Démonstration : 1)=>2). On sait hien qu'un morphisme plat le reste
par changement de hase. D'autre part, soit A^ (resp. Ag) l'anneau local 
de Xj, (resp. Xg) en y^ (resp. yg)* H  suffit de voir que, si f$A^ est 
un élément régulier de Aj, , son image dans Ag l'est aussi. Or, la mul
tiplication par f est un isomorphisme (de A^-modules) de A^ sur f A^ .
La multiplication par f<g)I est donc un isomorphisme de A^ 0 Ag sur

Al
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f 0 Ag * Mais Ag étant plat sur A^, f A^ 0 Ag s'identifie à f . Ag 
A^ A^

Par conséquent^ l'image de f dans Ag est non-diviseur de zéro dans Ag .

2) => 1) . Passons à la situation géométrique algébroî- 
de correspondante (i.e. remplaçons tous les anneaux locaux par leur 
complété pour la topologie définie par leur idéal maximal). Ceci 
n'affecte pas les hypothèses et il suffit de montrer que Ag est plat 
sur A^ . Soit 1^ 1'ideal de A^ définissant l'immersion de Y^ dans X^

A  ̂ A Aau voisinage de y^  ̂ ^ 1 2  celui définissant Yg dans Xg au voisi
nage de yg . Soit

gr Â^-.gr

1'homomorphisme canonique surjectif.
Soit n = codim (X̂  , Y. ) = codim (X^ y Y^) .y^  ̂  ̂ yg 2 ' 2

A A A A ^Les immersions Y^-^X^ et Yg-*Xg étant régulières^ gr̂ . A^

(resp. gr̂ .  ̂ Ag) s'identifie à un anneau de polynômes

(resp. Ag/l^Ag[V^...yV^l) . On a donc :

a : Ag/l^Ag[U^...,U^]-^Ag/l^Ag[V^...,Vj

un morphisme gradué de degré 0 surjectif. Soit A la matrice n x n  telle 
que : ' a(tL)]] = A]]V̂ ]) y soit A celle obtenue à partir de A en envoyant
les coefficients sur leur image canonique dans (t — corps résiduel de 
^2 ^ 1  ̂ 2 * ^ définissant une application surjective de (t̂ dans (Ü̂  défi
nit en fait un isomorphisme. Le déterminant de A est donc nul? et celui

; A / Ade A est donc une unite dans Ag/I^Ag . a est alors un isomorphisme.
A A  ̂ ^Ceci suffit à prouver la platitude de Ag sur A^ d'après le critère

(0. ). En effet les hypothèses de 5.1.2.1 sont satisfaites avec
A=A^ et B = Âg * Ag étant l'anneau local d'un schéma algébroîde, on a 
une suite exacte



Combinant avec le morphisme A^— on obtient un diagramme commuta- 
tif :

où la flèche horizontale est encore surjective.

Passons maintenant à la démonstration des implications du 
schéma logique.

a : l)=>4)=t3), 1)=>2), l=t 7) =>6)

Appliquons, comme nous l'avons énoncé, le critère de plati
tude (0.4.1 ). Nous obtenons :

. d 
^A,Y: C ^yfldr *̂ (Y) Ŷ est plat en x ;

Or

: le germe en x du morphisme canonique

gr^/gr-yW) 0 gryA?d/V. gryA?d— *gr^gryA;d

est un isomorphisme ;

o(g : le germe en x de Tor ^  (gryAyd,(3y) est nul ;
gfyW: le germe en x de Tor  ̂ (gi*yAyd, gr^W/^^) est nul.

gr^] W^d

De en se souvenant que t̂ . gr^Aÿd est l'Idéal de gr^Aÿd définis-
- 1 H ^sant dr (Y)flC ^ dans C , que 

A  ? Y A  y Y

^A,Y " (^A,Y' ^A,Y' ^A]w,Y'

qu'enfin, pour une installation quelconque, r), et un
sous-espace tj. deU^flTC? on a défini (1.26) :
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gr, A ; 0 = gr^gr . 36
1} y r (̂î )n)c

nous déduisons qu'on a un isomorphisme canonique :

gry W 0 gry A; d/J^ gry A^d — +g r ^ ; 0 

(car grpgry Aÿd étant déjà bigradué, il s'identifie à

gPygr - 1 , a )[dr^(Y)nC^y] 

ou encore un isomorphisme canonique :

° d ° — .
- Y Y  ' Y

Or d'après 3.3.2, si d€ ]d. , d. ], C s'identifie à C ^.(i+l).i î+l d A.Y^ ^
^ Y , Y

Nous avons donc une identification canonique :

° A , Y < ^ - ^ y Y ^ Y n < ' ' ' - ' ( Y )

au voisinage de x. Mais ceci n'est possible qu'avec i = 0. En effet,
si ô $ ]d^ , ^ x engendré par des

l^Qi^ € gr^W 0 gr^Z 0 ûy 1 , où Q. est un élément homogène de
Cy L Ow ]

gr^ ̂  ^ ^ "Oy x^l' * * * '̂ t*̂  * ^  existerait donc (f

^  tels que, pour & ' € [0 ,d^[ , k=l,...,m, in(f^, 6 ' ) = 1 <gi , ce qui
entraîne que C ^(i+l)^C v(l)* ^ alors i = 0 d'après 3.2.1,3).A ; i ^, i
Ceci montre que d$ ]0,d^] et que

° A , Y < ^ C w , Y ^  ^ Y " " - - ' ' ^

est un isomorphisme au voisinage de x. Comme dans 3.2.5, ceci entraîne
à son tour que C v ^  ̂ 1 donc l'égalité.A,ï A,ï w,ï y XQr* (Y),Y



C'est que le 1er tropisme critique d ^ n'est pas nul, il vaut alorsA y I ,X
d. ( d ' o ù d ^  ^d) et que C ^fldr ^(Y)=^C ,
1 A,ï,x XHr* (Y),Y

Combinant ces résultats avec et (Xg, nous venons donc de voir que 
l)=>2) et que l)=?4)=>3).
Revenons maintenant à Appliquons 5.1.2.2 avec A = gr^W, B = gryA;d,
N=gryW/at'*P. (On a gryA;d^grYW[Z^,...,Z^]). On obtient que le germe 
en x de

gr^A;d _ *
Tor  ̂ /gr^A;^, gr^W/^* <g) grylV[Z]j

\ giyW /
est nul.
Appliquons maintenant 5.1.2.3. Ceci donne

,3ny(A,A'd) 8 <3y . gry^;a 8 Oy
' J L  ^

Nous avons ainsi obtenu l)=^7) et 7) =>6) est immédiat.

P : 6)=*5). 5)=>3)

Comme ci-dessus, la 1ère assertion est conséquence de 5.1.2.3 
la 2ème de 5.1.2.2.

Y = 3 ).?.Ü
Il suffit encore de montrer la platitude après passage aux 

complétés des anneaux locaux considérés. L'hypothèse 3) reste valable 
après complétion. Le lemme 5.1 .2 . 1 permet d'appliquer le critère de 
platitude (0.4.l).

ô : 2)=> 1 0)=> 6)

La première partie de l'assertion est la proposition 3.2.5. 
Passons à la deuxième :
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Soit f = E . f. z^ tel que f € et in-̂ (f $A,d) $ gr̂ .*W[Z] 0 OyA6N* A Ox Y ï ^  Y,:

Soit P=^^(iiïy(i;A?^))" (p^^ P^^ hypothèse). On va d^abord se ramener
au cas où, pour tout A$N^, Vy(f^)^p.

Soit Mp ^ - in^(f;^,0) ̂  gryW[Z]. C^est un élément de bidegré 
o ' o

et, si Pp<p, o(̂ + P^/d>Y'y(f^,d). Diaprés lü),i), il existe bihomo-
gènes dans gr^W[Z] 0 Oy , k=l,...,m tels que :

Oy Y'X

"p ,C ° so o k=l,...,m 

Soit le degré en Z de Q^$Oy peut écrire §

°' S A

Soit ^^A^^Wx ^  ^°Y^kA"^kA* finalement, soit
' ' k A ^ ° Z , * ' ' ' Y ( x  r f^}^,5) = a + p / 5 , p . . r

IAl=oc^-v^ ' k=l,...^n

6€[0,d], et iny( ^ a ^^L0,d[. Soit
k=l,...,m o' o

g = f - E r, f ; on a :^ k

g € ^  , iny(g;^,d) = iny(f;A,d), ^(g;A,0)sv^(f;^,o)

et s'il y a égalité, sur le diagramme de Newton de g, le point (P^,u^)



a disparu. En complétant au besoin et en passant à 't , on peut4, x j x
donc supposer comme annonce que Vy(f;^,0)= p .

Considérons encore  ̂ = iny(f;A,0). Alors + *
o o

De plus C *\y(ldr ^(Y)— ^Y est plat en x. Par changement de base,
& y I

^W,Y ^ "A,Y

est donc aussi plat en x. Mais les conditions i) et ii) entraînent que 
C^^yQdr ^(Y) = C ^ y  au voisinage de x. Appliquons maintenant

l)=>7) de 5.1.1 pour s quelconque assez petit (C ^ = C  ^). On obtientA , ï A y I

3Ry(A'A'0) ̂ 8 Oy^j 0 . gry^ ; 0

E3By(A,A,0) . gry^;0] 8 ûy ^ .

Il existe donc R. bihomogènes, k=l,.,.,m tels que

"Po o k=l,... ,m
" ER^(KX'Q^)

Soit in(f;A,d)- E
k *** 1, . .. , m

Ou bien ceci est nul, et la preuve est terminée. Ou bien c'est un ele^ 
ment de d-degré a^+P^/d. Mais alors sont ordre pour tVest strictement 
plus grand que p. On conclut donc au bout d'un nombre fini d'opérations
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1)^11). On applique 5.1.2.4 en remarquant que si l'immersion de 
Y dans W est régulière en x, il en est de même de celle de Y dans y 
et qu'elles ont même codimension.

2) <3 12) . Voir le corollaire 4.2.4.

9) => 8) . C'est évident.

1) +f2) <=> 9) . Il s'agit de voir qu'il existe un voisinage U de
x dans Z, tel que, pour y $ U Q Y ,  la condition 2) soit satisfaite avec
ô$[0,d]]. Le corollaire 3.3.3 nous permet de construire voisinage
de x dans Z tel que, si y g IL f) Y, d ^ ^d ^ ^ d ^ ô ^ O .  Au § 8 ?-L ^yl,y ÆyïyX
théorème 8.1.3,nous montrerons,indépendamment des considérations sui
vantes, qu'il existe Up voisinage de x dans Z tel que, si y $ Up H Y, 

d — 1C^ yfldr (Y)— ^Y est plat en y. Si ygU^flUgDY, le premier tropisme 
critique de A le long de Y en y étant supérieur ou égal à d>0, 
C^^yHdr ^(Y) = C^yfldr ^(Y) pour ôg[0,d]. On peut donc choisir
u  =' u^ n Ug .

5.1.3 Proposition : Soit A = (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit x
un point de WQX. Pour que r]x : X-* W soit plat en x il faut que, pour
tout sous-espace analytique Y de WDX, le morphisme canonique
Xflr *^(Y)— ^Y soit plat en x et que d ^ >0. Il suffit qu'il existe

A y Y , x
un sous-espace Y de W Q X  vérifiant ces deux propriétés. En particulier, 
il faut et il suffit que d >0.A y X

Démonstration : Si r]x : X-*W est plat en x, il en est de même de
X Q r  *̂ (Y) — ^Y qu'on obtient à partir du précédent par changement de 
base. De plus, toujours d'après (0. ), l'immersion fermée

C  x Xf)r'*(Y)
X,XDr (Y) W,Y y

est un isomorphisme au voisinage de x. De 1.2.6, on déduit que :

C ° — * C x C 1
A,Y W,Yy Xflr (Y),Y
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est aussi un isomorphisme au voisinage de x, Par conséquent (3.2„2),

Réciproquement, si d. ^ >0, C ** — *C x C ^
A,Y,* W,Y y XHr-*(Y),Y

est un isomorphisme au voisinage de x. Puisqu'on a toujours une immer
sion fermée C .  ^C x Xfli* *̂ (Y), celle-ci est alors un iso-

x,xn^* (Y) W,Yy
morphisme au voisinage de x. Le 3^ ^-module 3̂ . ^ satisfait donc la con
dition 2) du critère (0.4.1 ). Ceci subsiste après complétion.
5.1 2.1 nous assure alors de la platitude du 3^^-module 3 ^ ^  qui en
traîne celle du 3^ ^-module 3^ ^ .

5.1.4 Corollaire : Soient A = (X, Z,W^ r) une bonne installation, Y un sous-
espace analytique de WQX, x un point de Y. Soit d€ ]0,co[ . Si A est 
d-transverse le long de Y en x, le morphisme r]X: X-+W est plat en x.

Démonstration : On sait après 5,1.1 que d ^ ^ d > 0  et queA, ï y X
C  ̂ est plat en x„ Il suffit donc de voir que ceci entraîne
Xflr (Y), Y
que X H r  ^(Y)— ?Y est plat en x. Comme d'habitude, il suffit de tra
vailler après complétion.
SoientA = ̂  , A[[z^,...,z ]]=A[[z]]=0- , B  = (3 ^

^ r (Y),x Xflr (Y),x
Soient N l'idéal maximal de A, J = KerA[[z][]— ^B.
Par hypothèse, gr, . B est un A-module plat. Donc Tor^(gr,  ̂B, A/N) = 0

A[Z^,...,Z.]
et d'après 5.1.2.2, Tor  ̂ ( g r ^ B ,  A/N[Z^...,Z^])=0. Or,
par définition, la suite :

0*^3R(z) (A[[z]],J)-^A[Z]-^gr^^ B-^0

est exacte. Avec 5.1.2.3, on obtient donc que

In^)(A[[z]],J) Q N.A [ Z ]  = In^(A[[z]],J) .N.A[Z]
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Mais d'après 5.1.2.1, il nous suffit de montrer que :

Tor^ (B, A/N) = 0 .

Comme dans 5.1.2.2, on montre que ceci est égal à
Tor^^*^(B,A/Ni8)A[[z]]) et, d'après 5.1.2.3, on est donc ramené à 

A
montrer que :

JQN.A[[z]] = J.N.A[[z]]

Soit f = E f g Z ^ €  J(lN.A[[z]]. On a f^$N, pour tout a.
Soient v = v, . (f) , in,  ̂f= S f Z°̂ .

l«l-. "
On a alors :

i n ^  f e In^^ (A[[z]], J) HN. A[Z]

Il existe J et h^ 6 N.A[Z] tels que :

m
in, . f = E in, . f . x h . (z) ^  (z) i i

et on peut supposer que, si ^1 = ̂ (3) (iL), est homogène en Z de
degré v - . Considérons maintenant

= f - E h^(z) f ̂

On a g$ Jf!N.A[[z]] et (g) Par suite :

feJ.N.A[[z]] + JflN.A[[z]]n (z)^^^A[[z]]

De ceci on déduit que

f€ Q (J.N.A[[z]]+(z)^A[[z]]) 
k6N
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Or tout idéal de A[[z]] est fermé pour la topologie de A[[z]] définie 
par son idéal maximal. D'où :

f e J . N . A[[z]] .

Ceci achève la démonstration.

5.1.5 Proposition : Soit W-+Z une r-immersion. Soient X un sous-espace analy
tique de Z, Y un sous-espace analytique de WQXy x un point de Y.
S'il existe une rétraction r:Z-*W faisant de A=(XyZyW;r) une bonne 
installation) telle que r soit transverse à X le long de Y en x et que 
d^ y toute autre rétraction p : Z-*W faisant de (X,ZyW; p) une
bonne installation est telle que p soit transverse à X le long de Y en

Pour qu'il en soit ainsiy il faut et il suffit qu'il existe C un sous- 
Y-cône de Cy x Y plat sur Y en x et un morphisme ^ — Ĉ tel queYY ^ Ay ï

'x,Y  ̂c

soit cartésien au voisinage de x.

Démonstration : Choisissons d€ ]l,d ^ ? on a un isomorphisme au—————————— ——  ^ y Y y X
voisinage de x

C ^  x C .
A,Y W,Y ^ Xflr' (Y) ,Y

On a également un isomorphisme C  ̂ — *-C x Y .
r"\Y),Y Z,W ^

Soit C l'image de C . par cet isomorphisme. On détermine donc
Xflr (Y),Y
d ^ ;un isomorphisme C ^ v  ^ ^ cette fois-ci, ne dépend plus de r^ y Y Wy Y y

(2.1.6). On a donc aussi un isomorphisme (le même) :
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^ Y  ̂ ° W , Y  ^ ^

conse-Or (cf^ 5.1.1 ô) ceci ne peut avoir lieu que si y x *
quent dry ^ ^ d. ^ . Mais il lui est nécessairement égal puisque les^ A,Y,x A,Y,x
tropismes critiques strictement plus grands que 1 sont indépendants de 
la rétraction. D'autre party r étant transversey
C fi dr *̂ (Y) = C — C est Y-plat en x. Puisque dr̂  y ^
X,Y Xflr* (Y),Y A* i*x

-1 ^C H dp (Y) = C . C est donc aussi Y-plat en x. Tout ceci
XyY XQp* (Y),Y

d'après 5.1.1y 2) entraîne la transversalité de p. Il est maintenant 
fadle de voir que la condition est bien nécessairey car

' z , Y = - C ^ Y *  Cz,w* Y

et

^X,Y C .

Réciproquementy si celle-ci est vérifiéey C étant plat sur Yy le mor
phisme induit par py ^C^ est plat en x, ce qui signifie la
transversalité et dry ^ >1.A,YyX

5.1.6 Définition : (Rappel) L 5l- Soit C un cone de On appelle faîte
de C le plus grand sous-espace vectoriel E de tel quey pour tout
v$Ey la translation T laisse C globalement invariant. (Pour l'exip-v
tence d'un tel objetyvoir [ 5]).

Soient X un espace analytique, x un point de X. On appelle 
espace-tangent strict à X en x et on note T̂ . ^ le faîte de Ĉ . ^ .

5.1.7 Corollaire : Soient Z une variété analytique lisse, W une sous-variété
lisse de Z, X un sous-espace analytique de Z, x un point de WDX.
Pour qu'il existe une rétraction r : Z-*W (qui sera alors nécessairement
lisse), telle que d >1 avec A = (X,Z,W; r), il faut et il suffit queA?x
T,„ soit un sous-espace deWyX  ̂ X,x
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Toute retraction p : Z-*W est transverse à X en x.

Demonstration : C s'identifie au quotient de ^ par T̂ . ^ .

5.1.8 Proposition : Soient A=(X,Z,W; r) une tonne installation, x un point
de WQX. Pour que W soit localement contenu au voisinage de x dans X 
et que ^ s o i t  plat en x, il faut que, pour tout sous-espace analy
tique Y de W, C  ̂ — Ŷ soit plat en x et que d ^ = co (ou qu'il

Xflr (Y),Y
n'y ait aucun tropisme critique). Il suffit qu'il existe un sous-espace 
Y de W vérifiant ces deux propriétés. En particulier, il faut et il 
suffit que d =c°.y X
S'il en est ainsi, pour tout sous-espace analytique Y de W,

C  ̂ ^ ^
Xflr (Y) ,Y '

est un diagramme cartésien.

Démonstration : Si W est contenu dans X et ^ — .̂W est plat, appli
quant le critère de platitude (0.4.1 ) avec A = 0^ , M=gr X 0 (3̂  yw, x " ? x

I l'idéal de A définissant l'immersion de Y dans W, on obtient que 
1'immersion

est un isomorphisme au voisinage de x.
Comme dans la démonstration de 5.1.1 a), ceci implique que 

C = C ^(1) = c/° au voisinage de x ̂y Y ^ y Y & y Y

et que d >0. Par conséquent, d ^ = <=o (ou il n'y a pas de tropis-ei y Y , X ^ , ï , X
me critique).
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Mais on sait alors aussi y(3.2.6)y que

C 1 = C x Y au voisinage de x,
Xflr (Y) yY XyW ^

ce qui entraîne la platitude de C  ̂Y en x.
Xflr (Y) y Y

Réciproquementy si d =o° et C _  ̂ est plat en Xy
XHr (Y),Y

d'après 3.2.6, W est localement contenu dans X au voisinage de x (donc 
Y c W n X )  et

C .  , C x Y
XHr" (Y),Y X , W ^

est un isomorphisme au voisinage de x. De plus

= "w,Y ^ "x,W ^  ,

toujours au voisinage de x. Ceci nous dit exactement que le (3̂  ^-module 
gr XQ(3..r satisfait le critère de platitude (0.4.1). Après passage

/T).

à la complètiony le lemme 5.1.2.1 permet d'affirmer que le germe de 
gr X en x est un (3\,, -module plat.W Wy X ^

5.1.9 Remarque : On comparera le résultat ci-dessus à la proposition 3.2
de l'Appendice.

5*2.1 Théorème : Soit A= (XyZyW; r) une bonne installation soient Y un
sous-espace analytique de WflXy x un point de Y. Soient A= (ZyZyW; r) 
et^]w=(WyWyW; IdW) . Soit d$]0yœ[ un réel fixé. Les conditions 
suivantes sont équivalentes :
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'> °Alw,ï n est plat en x et " ^ , Y  ̂ ^ , Y

est une immersion régulière en x de même codimension que W dans Z en x;

2) ^ ] w  Y plat en x et d est supérieur ou égajL

à tous les tropismes critiques de A le long de Y en x ;

3) 2 ) ^ i ^ n c ^ y - c ^ Y  '

4) ^ ] w  Y ^ ^A^Y— plat en x et le germe en x de

gryA? d
Tor  ̂ (gfyAyd, gry^jW;d) est nul

5) Soit J<*'= e gr^Z(g)OY ?

C. i m -.r D C , — ^Y est plat en x e tAl W, Y A, Y

3n (A,A;d) ^ x n . gPy^?** *3 X(3y ' ^Y
[^n (A,A)d) . J*'. gi*yA?d] 0 (3-.Y,x '

6) ^Ajw Y ^ ^A^Y— P**^ x et, pour tout p$ N,

^ny (AyjAyd) 0 (3y n . gï*vA^ *3 <3v
(3,;

[gny(A,A, d) .J^*^.gryA;d] 0 O y  ^ ÿ
(3y

7) Pour tout ô$[d,oo], C^j^ yfl C^^y— .̂Y est plat en x et

^Alw v ^ immersion régulière en x de même codimen-jA]VVyï Ayï A?i
sion que Wdans Z en x ;
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8) Il existe un voisinage U de x dans Z, tel que, pour tout 
6 $ , tout y g Ut! Y, C ^ j ^ y d  C ^ y  — *Y est plat en y et que

y f! immersion régulière en y de même codii-

mension que W dans Z en y ;

9) Y ^ ^A^Y— ^  ^
Soit ^ l'idéal de (3̂  définissant l'immersion de X dans Z 

(au voisinage de x), et soit*j^ son germe en x. Il existe (f^y..,,f^) 
un système d'éléments de ^  tel que

i) p o u r  d<ô<oo, l<k^m, in(f^,Ô) est indépendant de ô avec
in(f^ , ô) = 1 6 gry W 0 gr^Z S où R^ est un élément homogène

de gryW ;

ii) pour d ̂  ô <ooy ^nY(A?Ay$) = (. . . ? in(f^
Si Y=Xy on a toujours

H (d) ^ H (d) * G
A,x (Wf)X),x r" (x),x

chacune des conditions précédentes est équivalente à

10) H (d) = H (d) * G i
A? x ( WflX) , x r (x) y x

5.2.2 Définition : Les hypothèses et notations sont celles du théorème
5.2.1. Si l'une des conditions 1) à 10) est satisfaite, on dit que 
l'installation A est d- l/transverse le long de Y en x ou que W est 
d-transverse à X le long de Y en x dans Z. Si d=l, on dira l/transverse 
ou transverse au lieu de 1- l/transverse ou 1-transverse.
Démontrons maintenant le théorème 5,2.1. Ceci se fera suivant le schéma 
logique suivant :
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î1)— ^3)-^2)— ^9) 8)— *-7)=^l)

\  /  , ,4 ) ^ 5 ) s ^ = 6 )  (2)^1)]+1)=^8)

Le lecteur se reportera tout d'abord à la définition d'une immersion 
régulière (0. ).

a : 1) => 3) =3 2)

Soit (z^,...,z^) un système de coordonnées sur r \x) de 
centre x. t est alors la codimension de W dans Z en x. D'autre party 
identifiant comme d'habitude g r ^ ^ d  à gi*Y^[Z^,...,Z^] et gry^]W;d à

gr^W. on constate que l'immersion de C ^ Q dans C! est définiY '  ̂ AjWyY A? Y A? Y
par l'image de l'idéal (Z^,...,Z^_) dans gr^Ayd. Cette immersion étant 
régulière de codimension ty l'image du système Z^y...,Z^ dans gr^Ayd 
forme une suite régulière pour gr^Aÿd . On a donc un isomorphisme cano
nique :

[gryA;d/(Z^...,Z^)gryA;d][Z^...,Z^]--*Si*(z) gPyA;d *

Nous en déduisons, en se souvenant que

^A,Y " ^A,Y ' * % Y  ' ^Alw,Y ' 0.3.1)

et que, pour une installation quelconque, A = W; r) et un sous-
espace ^  de on a défini (1.2.6)

= gr^ gr^^, X ,

qu'on a un isomorphisme canonique :

10)

[gry A;d/(Z^ .. .,Z^)gPy A;d][Z^ . . .,Ẑ .] — ë^y^A^Y '
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ou encore un isomorphisme canonique :

Or, d'après 3.3.2, si d€[d. , d. , C .°* s'identifie à

C (i+1). Nous avons donc une identification canonique :&yl

 ̂ ^ y. ^Z,W ^ ^

au voisinage de x. Mais ceci n'est possible qu'avec i-s. En effet, si 
èg]d^, , iny(^,^,6) ept engendré par des

1 € gry W
Oy

gr Z 8  Oy 
Oy

y où est un element homogène de gr^ W.

Il existerait donc (f^,...,f^) d a n s ^  tels que y pour ô ' $ ] d ^ , œ ] ,  
k=l,...,m, in(f^,ô')=R^g)l, ce qui entraîne que C ^ y ( i + l ) o C ^ y ( s  + l)
On a alors i = s  d'après 3.2.1,3). Ceci montre que d $ [ d  , a)[ et que

^ ^ A ] W , Y ^ A , Y ^  y

est un isomorphisme au voisinage de x.
Ceci entraîne aussi que

° A , Y < * + ' )  '  C A l Y = C m X , Y $  t ° Z , w ; Y ]  .

Mais l'inclusion inverse étant toujours vraie, on obtient l'égalité. 
C'est que le dernier tropisme critique n'est pas infini, il vaut alors
d , et ques

c ! ̂  n e  ^ — c ^A ) w , Y " % Y ' ^ ( W n X ) , Y  -
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J3 : 6) =* 5) tt 4)

On remarque est l'idéal engendré par Z^,...,Z^ dans
gr^W[Z]. Il suffit donc d'appliquer 5.1.2,3) avec gryW[Z], ^}ny(^,^,d) 
et (Z) . gryW[Z] .

Y : 4) => 1) , 4) ̂  6)

Ceci va résulter du lemme suivant :

5.1.2.1 Lemme : Soient A un anneau, A[Z^,...,Z^J un anneau de polynômes,
M un A[Zl-module. Soit 1= (Z) . A[Z].
Si Tor^-j^(M,A) =0, alors la surjection canonique

gr^.A[Z] Q M/lM— ^gr-M 
A[Z]/I

est un isomorphisme, et, pour tout p$ N,

Tor^^(M,A[Z]/lP) = 0 .

Demonstration : Pour tout p$ N, on a la suite exacte (de A[Z]-modules)

0-^Tor^^(A[Z]/lP,M)— g
A[Z]

On l'obtient à partir de

0— iP ̂  A[Z] -* A[Z]/lP-3.0

en tensorisant par M au-dessus de A[Z].
D'autre part, on a le diagramme de A[Z"]-modules
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0

j !
Tor^^(A[Z]/lP+\M)  3- Tor^Y^(A[Z]/lP,M)

i j
Tor^^(lP/lP^^,M)-^lP^^ 8 M  ^iP 8 M — >lP/lP+* 8 M

A[Z] A[Z] A[Z]

i   ̂ i
--------- ^ lP+^ , M —  ^ iP . M   ̂lP.M/lP^*^.M

j i 1
0

où toutes les suites sont exactes.
Mais on remarque que iP/iP*^ est une somme directe d'un certain nombre 
de copies de A en tant que A[Z]-modules. Puisque Tor^^(A,M) =0, de 
même Tor^^^(I^/l^^^,M) =0.

Si donc Tor^^(A[Z]/lP,M)=0, Tor^^(A[Z]/lP*^^,M)=0 et la flèche 
verticale de droite est un isomorphisme. On obtient donc le lemme par 
récurrence sur p.
Indiquons maintenant comment on applique ce lemme. Avec A = gr^W 0

(5Yet M=gr^A?d 0 0^  ̂ on obtient que :
(5Y

gryA;d/(Z^, ...,Z^)gryA;d [Z^, ...,Z^] — > gr^Aÿd

est un isomorphisme. L'immersion est donc régulière.
De plus :

gr Â^d —
Tor  ̂ (gryAÿd, gr^Ayd/^'P)

a un germe nul en x pour tout p. Ceci est équivalent à 6) grâce à 
5.1.2,3).
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ô : 2) => 9) =t 5)

On laisse au lecteur le soin de s'inspirer de 3.2.5 pour 
montrer que 2) 9) .

A ^Soit maintehant f = S +  ̂A z tel que f € j et
Agir ^

in (f;^,d) $ gr W[Z] <g (3.
O'.; Y,x '

Soit p=v,^. (in(f;^,d)) (p^l par hypothèse). On se ramène tout d'abord 
au cas où pour tout A tel que ]A] ^p. Ceci se fait suivant la
même méthode que dans 5.1.1, j5 10) =$6) .

Soit ML ^ * C'est un élément de bidegré (P^yO^)
ô' o

et a = p. Dans ce cas o ^

Vy(f,.â,d) = 0̂ 0 + -

Toujours comme dans la démonstration citée plus haut il suffit d'appli-
œ Dquer 1)=>6) de 5.2.1 pour un D quelconque assez grand (C =C ).ï A? ï

Il suffit de montrer que

L I T "  C w , Y - + L l Y

est une immersion régulière en x.
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Or les conditions i) et ii) de 9) entraînent que

C x Y 
w

= cA,Y

On a donc à vérifier que

n c.A,Y " W,Y n 'w,Y^ ^ Cz W * Y
 ̂ w

est une immersion régulière et c'est évidente

2) <=> 10) . Voir corollaire 4.2.5,

8) => 7) =3 1) . C'est évident.

( 2) 4=> 1) ) => 8) . C'est le même argument que 5.1.1 pour montrer que 
(2) t, 1)) + i) ̂  9) .

Remarque
partout l'hypothèse C^j^y fl C^^y

5.2.3 Remaraue : Les implications de 5.2.1 restent vraies si on supprime
"Y est plat en x.

On aura remarqué la symétrie entre les théorèmes 5.2.1 et 5.2.2 (à la fois 
énoncés et démonstrations). Si W est non singulier en Xy l'un est 
d'ailleurs strict ment équivalent à l'autre. Il suffit d'échanger le 
rôle joué par coordonnées sur r \x) et w sur W. Ceci s
permet de construire une rétraction 

-1,
r (x) et une installation

A' = (X,Z,r (x) ; r') dont les tropismes critiques sont alors les inverses
des tropismes critiques de A- Ceci justifie le nom de l/transversalité .
Cette symétrie n'est complète que si on met l'hypothèse de platitude
de C Q C ^ au-dessus de Y dans la définition de la d-l/tranver-^ I Wy I A ? Y
salité.

5.2.4 Corollaire Soit A= (XyZyW; r) une bonne installation soient Y un
sous-espace analytique de WflXy x un point de Y. Pour que A n'ait aucun 
tropisme critique le long de Y en Xy il faut et il suffit que A soit 
ambiante en x (i.e.X=Z).
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Démonstration : On a les isomorphismes suivants :

-1 = C x Y
XHr (Y),Y X,W W

 ̂ fournies par 3.2.6

^A,Y " Cw,Y Y

pisme critique (3.2.2) et que W d X  (3.2.6).

puisque œ n'est pas tro-

On a donc C x Y = C  x Y = C  
Z,W^ X, W ^ -1 " -1xnr (Y), Y r (Y), Y

Xflr (Y), Y
Ŷ est donc plat, et de 5.1.4 on tire que le morphisme

r [ X : X-+ W est plat en x.
Mais puisque C  ̂ = C

Xflr'*(Y) ,Y r ^(Y) ,Y
, on a Xn r ^(Y) = r""̂ (Y) . En

particulier, Xflr \x) =r ^(x). r[x a donc une fibre lisse au-dessus 
de x. r[x : X-^W est un morphisme lisse. Ayant même fihre que r : Z-+W 
au-dessus de x, c'est que X = Z  dans un voisinage de x.

Pour achever ce paragraphe, nous allons étudier une proprié
té généralisant celle de d-transversalité ou d-l/transversalité d'une 
installation A en un point. Elle ne sera utilisée dans la suite 
(II, 1.2.17) que dans le cas particulier où d = l  et A est une installa
tion lisse en x.

5.3.1 Définition Soient A = (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de W (1 X. Soit^=(Z,Z,W;r). Soit enfin d $ ]0,œ[ un réel fixé. On 
désigne par in^(A?^?d) l'idéal de gr^^;d définissant dans

Pour v$]0,œ[, on note C ^ (v) le sous-cone de C ^ défini par l'idéalA ? x x
de gr^^;d engendré par les éléments homogènes de degré inférieur ou 
égal à v de in^ (A)A'd) -
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Si d = 1, on note de même (v) au lieu de C  ̂ (v).X,x A?x

5.3.2 Proposition : Soient Â= (X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de WQX, d$ ]0,œ[ un réel fixé. Soit dr : x morphisme
canonique.
Si les fonctions H (d) et H (d) ^G  ̂ coïncident pour

xnr (x),x
 ̂̂  [0, )i], alors

c /  (n) n dr*^(Y) = C . (p) .
XHr" (x),x

Démonstration : Précisons tout d'abord que &(x) étant
(Xflr \x), r *^(x),x ; r[r ***(x)), C  ̂ (v) signifie C (v)

XQr"^(x),x A(x),x
qui s'identifie d'ailleurs à C , ^ (v) puisque, pour tout ô, lesA \ x , x ^
fonctions coordonnées Z^,...,Z^ sur r (x) sont ô-homogénes de degré 1.
Reportons-nous à la démonstration de 4.2.4. Comme-là, désignant par
C-=(C x C  ,C x C   ̂ ,C ; p.,), on a la suite

W, x XQr (x),x W, x r (x),x W, x
d'inégalités g

H. ( d ) < H  ( d ) < H  ( d ) = H , ^ ^ ( d ) ^ G  i
A'* C.,° Al".* xnr**(x)A?x '

Les deux fonctions extrêmes coïncidant pour les autres fonc
tions prennent également la même valeur quand p.^[0,v]. En particulier,
ceci implique que les algèbres graduées associées à C x C ^

W,x Xflr* (x),x
et à C  ̂ coïncident jusqu'en degré p. (il s'agit toujours du d-degré).A ? x
Supposons que dg[cL , d^^^[ , et soit, pour j = 0,..., i+1

H. = H  ̂ (d) pour 6 6 [d . . , d .[ ,
AyX

On sait alors que  ̂si d J d .^ 1 2  i î+l  ̂ i

H. > H - >  >H. = H.  ̂si d = d .  .1 2  i î+l i



On va montrer que dans les deux cas, pour tout ô^d, qui n'est pas un 
tropisme critique de A en x, in^(A?Ay<S) et in^(A?A.yQ qui sont deux 
idéaux bihomogéneSy ont mêmes composantes d-homogênes jusqu'en degré {i.

Soit j tel que d.<d. On se souvient que in (A? Ay 6) pour ô$]d.y d.J x j j+l
est engendré par les formes initiales pour la graduation Z-adique de
gr W[Z]=gr Ayd des éléments de I=in (AyAyd.).X X  X J
Si ]d. -, y d.[ y on remplace la graduation Z-adique par la graduation
— J \  — J bN-adiquey où N= ^ gr W.

b^i ^

Soit Rgin (AyAy^)y ô$]d.yd. y bihomogéne et d-homogéne x J J **" Y
de degré < Il existe I tel que R= ii]y P.

Mais comme Hj(v) =H_.^^(v) si v€[0y}j,]y choisissant pour v le degré de R,
on montre que R ^ I  (voir démonstration de 4.2.2y p. 57). Par suitey R
est aussi la forme initiale pour la graduation N-adique de R g l  ety de
ce fait y appartient à in (AyAy 5 ) y ô ^ ] d .  -, y d . [ .x J" ̂ J

Dans l'autre senSy soit Q$in^(AyAyô)y ôgjd. ^yd.[y bihomo
géne et d-homogêne de degré v ̂  n. Il existe P$ I tel que Q= P.
Comme H.(v )y Q(El. Il est donc la Z-forme initiale de lui-
même et appartient à in^( Ay Ay 5)y&$]d.yd.^^{^.
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Il reste maintenant à montrer que, pour

in^(A,A,d) + N. gr^W[Z]/N. gr^W[Z] = in^(A,A,0) + N.gr^W[Z]/N. gr^W[Z] .

L'inclusion de l'idéal de gauche dans celui de droite est claire.
D'autre part, in^(A?.A?0) = in^(AyAyô) si 6 G [0,d[ .

Soit Q € in^(A, A, 0) + N . gr^ W[Z]^N . gr^ W[Z] d Æ[Z]. Considérant Œ[Z]
comme un sous-module de gr^W[Z], Q€in^(A?AyO). Choisissons maintenant
ô assez voisin de d pour que dans la portion de R^ située entre les
segments L(d,v) et L(ô,v) (passant respectivement par (0,v) et (vd,0)

2ou (vô,0)) il n'y ait aucun point de N à part ceux situés sur L(d,v).
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Alors :

Q € in̂ .(A, A,ô)

et il existe ideal définissant X dans Z au voisinage de x tel que

Q = in^(f,A,d) .

On a donc aussi Q=in^(f,A,d) mod N. gr^W[Z] .

Ceci termine la démonstration.

5.3.3 Remarque : Les hypothèses de 3.2 n'entraînent pas que l'installa
tion (3,̂  (a) =(C ^ (u.) . y C,!^ : dr) soit d-transverse en x. MêmeAyX  ̂ AyX  ̂ A,x' A]WyX^
si A est d-transverse enx. i.e. (3, ̂  = (C.^ y C ̂  y C . ! ̂  ; dr) estAyX AyX' AyX' A)WyX'
d-transverse en Xy il se peut qu'il existe p, pour lequel ce phénomène 
se produise.

5.3.4 Proposition : Mêmes données et notations que dans 3.2.
Si les fonctions H (d) et H (d) ^G  ̂ coïncident pour

A'* (WnX),x r (x),x
v 6 [0,n], alors

C & , x ^  ^ ^A]w,x = ^(WHX),x^^ *

Démonstration : Elle est laissée en exercice au lecteur qui n'aura
qu'à "inverser" 3.2.

-R X -K
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LÊ'--?R$^ÎBTES_FONCTORIEL^S DE M  d-TR^SVERSALITE

6.1 Lemme : Soient i : X^-^Xg, fg : Xg-*W des morphismes d'espaces analy
tiques. Soit x un point de X^ . On suppose que i est une immersion au 
voisinage de x et que  ̂ plat en x.
Pour que i soit un isomorphisme au voisinage de x, il faut et il suffit 
que f^(f^(x))=fg^(fg(x)).

Démonstration : Convenablement traduit en termes d'anneaux locaux,
ceci revient à montrer l'assertion suivante :
Soit A un anneau local nœthérien , M son idéal maximal, Bg un anneau 
local qui est une A-algébre, B^ = Bg/K tel que B^ soit A-plat. On suppo
se que B- &  A / M — *B., 8 A/M est un isomorphisme. Alors K=(0). En effet

" A  ̂A
0 — * K — * B g ^ ^ — "0

est exacte. Puisque Tor^(B^, A/M) =0,

0 — * K 8 A/M — * B- 8 A/M — * B. 8 A/M — * 0
A A A

est aussi exacte. Mais ceci entraîne que K 8  A/M=0, donc que
A

K= tl M**K. En particulier, K est inclus dans l'intersection de toutes 
n^N

les puissances de l'idéal maximal de Bg. Par suite K= (0).

6.2 Théorème : Soit A= (X, Z,W^ r) une bonne installation. Soient Y un 
sous-espace analytique de WQX, x un point de Y.
Soit

W' ------  ^ W

J !
Y' --------> Y



un diagramme cartésien.
Soit A' = (X x W' , Z x W' y W' ; rx IdW') = (X'?Z',W; r') l'installation 

W W
image réciproque par h. Si A est d-transverse le long de Y en x, A' est 
d-transverse le long de Y' en tout point x' tel que h(x') =x.
De plus le diagramme :

r d ________  d

i !r d   ̂ d
A']W',Y' A]w,Y

est cartésien au voisinage de x.

Démonstration : Il suffit de vérifier le deuxième point. Pour ce
faire? nous allons tout d'abord nous ramener au cas où h est une immer
sion.
On peut en effet "factoriser h par son graphe".

P**2W' '---* W' x W ---- -— Wf '
J PI*o ^u - pr ^
Y' c  ̂W' x Y  Y

où les morphismes W' -̂ W' x W  et Y' -+W' x Y  sont des immersions. Or le 
théorème se vérifie immédiatement dans le cas où h est de la forme 
pr^ : W  x et où Y' = W' x Y (cf. 1.17) .

H A partir de maintenant? on ne notera plus les immersions et on iden- 
fiera x' à x.
On remarque que le diagramme :



étant toujours cartésien au voisinage de x, il suffit que le diagramme

p d   ̂ p d
^A',Y' %  Y

C <*  * C *A',Y' ^ A , Y

le soit, et pour qu'il en soit ainsi? il suffit encore que dans le dia
gramme

gryA;d -------^giyT.&';d

^n^(A?A'd) --- " 31^, (A',^',d)

l'image d'un système de générateurs de ^y^'A'd) soit un système de 
générateurs de gny^'yjA'yd).

H Fixons les notations. Soient 0 = (3̂  x ' * ̂ W' x' * Soi^ T = Ker 0-^0'.
choisissons un système de coordonnées locales (z^,,..,z^) sur r (x) de 
centre x et identifions Og g à 0(z^,...,z^_), 0*̂ , à <3^[z^,...,z^) . 
Soit J * K < " - 0 ^ - , 0 x^ ,  °" =*
J' = J + T . (3g ^  ^ - Si f $ J, on notera f ' son image canonique
dans J'. Soient P=Ker(3^ x ' *" x"^^Y' x' '
I't-K"'Ow,x-*OY',*' '

H Choisissons (f^,...,f ) dans J vérifiant les propriétés i) et ii)JL m
de 10), théorème 5.1.1. Si, pour ô<d, iny(f^, ô)=lg)Q^ où est un 
polynôme homogène de Oy x-^^ soit son degré.



Considérons maintenant (f'?...?f') dans J'. On peut supposer que lal m
condition i) reste satisfaite. En effet? on peut écrire :

*k=, , , ^  ' k A ^ S k)A]gv.

où " d(v^ - ] Aj ) et Vy(g^ ̂ d) > . On a aussi

Ceci entraîne que :

]Al=v^

*k-i , , ^  ^ k A ° ° * * ^ ^ ^ klA]^v.

Il est clair que :

Vy, (f^modT)^d(v^-[A[) et Vy, (g^,d)>v^.

D'autre part? on a un morphisme canonique Oy ^ [ Z ] —  ̂(3*y ̂ x^*^" 
est l'image canonique de par ce morphisme? on a

Q' = E [(f^modT)modP']Z^ .
lAl=v.

Il s'agit de voir qu'on peut se ramener au cas ou Q' ^0. Ceci va résul-
d 1ter du fait que C Q dr (Y)— ^Y est plat en x. En termes d'équations?A ? ï

ceci signifie que le Oy ^-module de (3y g[Z]/(...?Q^? ...) est plat.
Si par exemple est nul? considérons le sous-espace de r ^(Y) — Yx(t^
défini par (QQ?...?Q ). Il contient C ^ ^  Q dr ^(Y)— >Y. Mais ces deux  ̂ m A ? ï
espaces ont même restriction au-dessus de Y' au voisinage de x? a for
tiori même fibre au-dessus de x. Le lemme 6.1 nous dit alors qu'ils sont 
égaux? i.e. est inutile dans le système de générateurs Q^?...?Q^.
Il en résulte que iny(f^? d) est lui aussi inutile dans le système de
générateurs (in^(f^ ? d),...?in^(f ?d)). En effet? le sous-espace de & ^ Y l  Y m  ^
C, ^ défini par ( in̂ (f̂ , ? d) ?... ? in^(f ? d) ) contient C ^ qui est plat ^?Y  ̂ Y 2 ' ' ' Y m A?Y^
sur y  ̂ deux espaces ayant même fibre au-dessus de Y coïncident
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d'après 6.1.
En conclusion, tous les f^ donnant lieu à des Q^=0 sont superflus.
On peut donc supposer que k=l,...,m Vy, (f^,d)=v^ et que, pour 
6 < d, iny, (f^ , 6) = 1 <3 où est 1' image de dans <3y,x^*"-* Oyt ̂

a Montrons maintenant que (iny,(f^, d),...,iny^(f^, d)^ est un système 
de générateurs de ^ny,(A'?A'?d).
Soit g' 6 J'. Relevons-le en un éléments g de J et posons v = Vy(g,d), 

=Vy, (g',d). Puisque (f^,...,f^) vérifie ii) 10) de 5.1.1, on a une 
relation :

iüy(g,d) = EP^iny(f^, d) où P^6gryA?d = gPyW[Z]

et est d-homogéne de degré v-\M (2.1.7). On peut donc écrire

d(v-v.-)A))
P. = E P. * % avec P. . g gr W .i ) A  ! lA îA ̂  ^ Y)Al^v-v^ *

Relevons P ^  en un élément ^ ^ Y ^ i A * ^ i A  posons :

P i A ^ O z . x  .
lA^gv-v^

Posons enfin :

gi = g- x p. f, . 
i=l, . . . ,m ***

Remarquons que g^$J et que, grâce à la définition des p^, Vy(g^)d)>v
Cette dernière égalité entraîne que :

gî = g'- X plft .
i=l,...,m

Et il y a deux possibilités :

1) si y' = y, puisque Vy,(g^ , d) ^ Vy,(g^ , d) > v, on a

i n y ,  ( g ' , d )  =  i n y , ( E p ^ f ^ , d )  =  E  i n y , ( p ! , d ) i n y ,  ( f ! , d )
i = l , . . . , m
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En effet (f! ? d) = v . et (p! ? d) ^ v - v . .Y' i i Y' *̂i  ̂ i
Ceci montre que in^,(g'?d) appartient à l'idéal engendre par les 
iny, ? d) .

B) si v' > v, nous allons montrer que nous pouvons changer le 
relèvement g de g' de fapon à nous ramener au cas A).
Si v' >v? on a certainement :

X X où ^  Vy,(rp>d(v-]A])
i=l?...?m lAl^v

Puisque P'=P+T/l? ceci entraîne l'existence de h^T.O^, ^ de 
r^Op, ^ ^el que v^(r?d)>v et que

E p. f . = h + r .

Grâce à la définition des p^ ? iny(g?d) = in^(Ep^ f^ ? d) = in^(h?d) . 
Si ^ny(W'yW) désigne l'gdéal de gr^W définissant C^, y, dans 
ceci montre que in^(g?d) $^n-y(W'?W) . gr^^;d .
Ainsi? nous avons montré que? si v' >v?

in^(gyd) $3n^(A?A?d) Q ^n^(W'?W) . gr^Aÿd .

Or? supposons que nous sachions montrer qu'en fait :

in^(g'd) g^n^(AyAyd) .^n^(W'?W) . gr^A^d.

On en déduirait que dans l'écriture :

in (g?d) = E P  in (f ? d) ? P  = E P^A ^
A

d(v-v.-]A])
on peut choisir les P ^  dans ^n ^ (W' ?W) et donc on peut

d(v-v.-]A[) d(v-v.-]A[+l)
relever P ^  en P^^^ Tfl P + P y ce qui entraîne

que si p. = E p.^ zA
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E p . f. € T . &,? .J+I^(d,v)nJ (notation de 2.1.9) .1 1  Zi, X ï

Ainsi il existe 1 $ T . <3̂  .J et s$I^(d,v)flJ tels queZ) y X 1

E p. f. = 1 + si i
et

g = (g^+s) + 1 .

On a donc construit g^ + s, un element de Jniy(dyV) qui relève g'.
Si son d-ordre )i>v est v', on s'est ainsi ramené au cas A). Sinon, 
on reprend les mêmes opérations et au bout d'un nombre fini de pas, 
on y sera ramené.

H II reste donc à montrer maintenant que :

gn^(A'A'd) Q3n^(W',W) . gr^A^d = 3ny(A,A,d) . ^ny(W',W) . gr^A;d .

Or ceci résulte de l'hypothèse de transversalité qui nous dit que le 
morphisme gr^-W— ^gr^A^d est plat en x.
En effet, ceci entraîne que le germe en x de

gi*Y W
Tor  ̂ (gryÆjd , gryW/^ny(W',W))

est nul.
Mais on a les égalités (5.1.2.2 et 5.1.2.3) au voisinage de x 

gfyW[Z]
0 = Tor  ̂ (gryW[Z]/$iiy(A,A,d) , gryW[Z]/3iiy(W',W) . gryW[Z])

= 3ny(A,A,d)n3ny(W',W) . gryW[Z]/3ny(A,A,d) .3Uy(W',W) .gryW[Z] ,

ce qu'il nous fallait.
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est cartésien.

Démonstration : Il suffit de se souvenir que la d-transversalité de A
(resp. A') le long de Y (resp. Y') en x (resp. x') entraîne que :

-1 = C fldr *(Y)
Xflr ( Y ) , Y  Y

resp. C . , = C fl dr' *(Y')
x'nr'" (Y'),Y A',Y'

au voisinage de x (resp. x') (5.1.1? condition 4))
et de constater que le diagramme

Y  s* CW?Y

-*CW' ?Y'

est lui aussi cartésien.

6.4 Remarque : Notations de la démonstration du théorème 6.2.
Au cours de la démonstration du théorème 6.2? nous avons montré qu'il
existait (f^?...?f ) un système d'éléments de J vérifiant les conditions 1 m
i) et ii) de 10) théprême 5.1.1 dont l'image canonique (f^?...?f^) dans 
J' vérifie aussi ces même conditions relativement à A^. En effet nous 
avons montré directement que ^n^, ( Â  ?A' ? d) = (. . . ? iiiy, ( ' d) ? . . . ) .
Pour 6$ [0?d[ ? puisque Â  est transverse le long de Y' en x'

3ny,(A',A',ô)=3KY'(X'^i'''^Y'),r'**(Y).gry,A';6 .
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Le corollaire 6.3 entraîne que (Q^?...,Q^) engendre cet ideal. 
Nous reviendrons plus loin sur ces propriétés.

6.5 Corollaire : Soit A = (X,Z,W? r) une bonne installation. Soit x un
point de WQX. Soit h : W' -+W un morphisme.
Soit A' = (X' , Z\ Wi ; r' ) = X x  W' , Z x W' , W' ; r x Id W' ) r  installation x

W W
image réciproque par h. Si A est d-transverse en Xy Â  est d-transverse
en tous points x̂  tels que h(x^) =x. De plus

c ** , ----- > c **A y A y X

C.A' j W' yX' A] WyX

est cartésien.

Démonstration : Ce n^est pas une conséquence directe de 6.2y mais
on s?y ramène de la fapon suivante.
On factorise h par son graphe

pr?
W' — — *- x W  W .

kLocalement autour de x'y on peut plonger W' dans un espace Œ .
On obtient donc finalement une décomposition de h

w? — or x w w

en une immersion et un produit par un espace lisse. 
Soit (Ü̂ x A = (Œ^x X, Œ^x Z, Œ^x W; IdŒ^x r) .
Le diagramme



kest cartésien. Donc Œ x A est d-transverse en x' x x
ktenant 6.2 à l'immersion W'— x W  puisque x' est 

de x' x x par cette immersion.

On applique main- 
'image réciproque
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§_7.__d- BASE_STANpARD_ET_ d- BASESTANDARDNO RMALI SEE

7.1.1 Definition : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation, x un point
de W Q X  et d$]0,oo[ un reel fixé.
On désigne par J l'idéal de (3̂  ^ définissant X dans Z en x. Un système
(f^,...,f^) d'éléments de J est appelé une d-base standard de A en x
s'il possède les propriétés suivantes :

1) soit, pour l^i^m, v^ = v^(f^?^,d) - alors :

Vi . . . . ^ vi  ̂ m

2) (iu^(f^;^, d),...,in^(f^; Ayd)) un système minimal
de générateurs de in^(A?A?d).

7.1.2 Lemme : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit x un point
de WHX, dg]0,oD[. Soit (^1 ?***?^) d-base standard de A en x. La
suite (v^ = v^(f^;^,d)) ne dépend que de A, x et d.

Démonstration : Soit p. $ N + l/d N , strictement positif, soit p. son
prédécesseur. Soit in^(A?A?d)(p. ) l'idéal de gr^^;d engendré par les 
éléments de degré inférieur ou égal à n de in^(A,^,d) (i.e. l'idéal 
qui définit C ^ ()i ) (5.3.1)). Le nombre des v. qui ont la valeur pA y X 1
est :

rangg in^(A,A,dy4n^(A,A.,d)()i**) .

On vérifie que les images canoniques dans cet espace vectoriel des 
in^(f^?^,d) de degré n en forment une base.

7.1.3 Définition : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation et soit x un
point de WQX, d$ 0̂,co[. On note v^(A;d) la suite
(v v  < s . o ù  ( v ̂ , .. ., v ) est la suite des d-ordresi m m
d'une d-base standard quelconque (f^,...,f ) de A en x.i m
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Si d=l, on notera aussi souvent v^(X, Z) au lieu de v^(Ayl).x x

7.1.4 Remarque : Dans la suite, on ordonnera l'ensemble des suites à va
leurs dans N +  l/d N U  0° par l'ordre lexicographique.

7.1.5 Proposition : Soient A=(X, Z,W; r) une bonne installation, x un point 
de WQX, d$]0,œ[ . Soit (f^,...,f^) une d-base standard de A en x.
Si A est d-transverse en x, alors :

1) (f^,...,f ) est une 6-base standard de A en x pour ô€]0,d];i m
2) v^(A,d) = v^(A,5) , V & € ]0,d] ;

-1 -1 ! -13) désignant par A(x)=Axx=(Xf!r (x),r (x),x;r]r (x) ̂ et
W

par f l'image canonique de ^€0*^ ^ dans (3  ̂ ) est une
' r (x),x

base standard de A(x) en x et

v^(Ayd) = v^(XQr "**(x),r *̂ (x)) .

Démonstration : Soient N l'idéal maximal de (3*̂ y N= 0 gr"^W,W,* x
(z^,...,z^) un système de coordonnées de centre x sur r"l(x).
D'après 5.1.1, condition 3), on sait que :

C ^ Ptdr \x) = C 
Aÿx Xflr (x),x

Traduit en terme d'idéaux, ceci signifie que

in^( A? A? d) + N . gr̂ . W[Z]^/N . gr^ W[Z] = in^(XQ r ^(x) , r ^(x) ) .

D'autre part 5.1.1 condition 6) dit que :

in^(A?Ayd)flN.gr^W[Z] = in^(AyAyd) . N.gr^_W[Z]

Ceci entraîne que, pour i = l,...,m, l'image de in^(f_^,Ayd) par le mor
phisme canonique gr^W^Zj— est non-nulle. En effet, on aurait



une relation

m
in(f ;A,d) = E Q. in (f ;A,d) où Q , $ N . g r  W[Z]x  ̂ J x j j x

et où Qj est d-homogène de degré conséquent, Q^=?0, si
j^i. Ceci contredit la condition 2) de 7.1.1.
Soit, pour 1 ̂  i < m, A._̂ (Z) = in^( f ̂ , A? d) mod N . gr^ W[Z]  ̂Œ[Z] . C' est 
un polynome homogène en Z de degré . On peut donc écrire :

l^i^m in (f. ; A , d )  = À.(Z) + e. où e. gN . gr W[Z], À, 3̂ 0x i  ̂ ' i i i  ̂x  ̂ i ̂

f .  . ù

^x^iA^ ^ - ]A]) si ]A] , V g ( f ^  1 si [A] = ,

f. = f . mod N.(3r, = À .(z) + E f., mod N z^Z,x i lA

et

in^(îL ;A.(x),l) = X^(Z) .

Or (À^,...,X^) est un système de générateurs de in^(Xflr *^(x),r ^(x)) 
Il est certainement minimal toujours d'après 5.1.1, 6). On a donc 
obtenu 3). 1) et 2) s'en déduisent immédiatement, car 0 n'étant pas 
tropisme critique,

C ° = C x C
A y X  W,x xHr (x),x

et on a, si ô€[0,d[, puisque d ^d, (5.1.1, 2))A? x

c  ̂ = c °
A y X  A y X

De plus, pour 1 ̂  i g m, ô $[0,d[, in^(f^ ,A,ô)=X^(Z) .
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7.1.6 Corollaire : Soit A=(X,Z,W;r) une bonne installation. Soit x un
point de WQX.
Soit (f^,...,f ) une d-base standard de A en x.1 m
Soit h : W' -+W un morphisme.
Soit A' = (X' , Z' , W'  ̂r') = (X x W' , Z x W' , W'  ̂r x Id W' ) installation

W W
image réciproque par h. Soit x' $ W', tel que h(x') = x.
Soit h : Z' -*Z le morphisme canonique déduit de h et soit f^ l'image de
f^ par le morphisme (3̂  ^---^^Z' x' provient.
Si A est d-transverse en x, alors

1) (f',...,f') est une d-base standard de Â  en x' ;1 m
2 )  v ^ ( A y d ) = v ^ , ( A ' , d )  .X x'

Démonstration : Diaprés 6.5, Â  est d-transverse à X' en x'. 7.1.5
nous donne alors les égalités suivantes :

v^(Ayd) = v^(XQr *̂(x) , r \x))

Mais A(x)^AMx'), ce qui conduit à l'égalité annoncée dans 2) 
D'autre part, toujours d'après 6.5, le diagramme :

A' ,x'
/i

c,Ay X

Â  ? x' AyX

est cartésien, ce qui signifie que in^(A^?A'?d) est engendré comme 
idéal dans gr^A^ct par l'image de in^(AyA.?d) dans le morphisme 
gr^ A;d — ^ gr^ A' yd .
Mais, toujours d'aprè s 7.1.5, v^(fj,^A?d)=v^(jL;Mx),l)=\M , i.e.

f . = À , ( z) + E , f . . z^ où  ̂ $ (t[ z] est un polynôme homogène de degré
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non identiquement nul, et où ^ ^^t tel que v^(f^) 5 d(v^- ]A))
si ]Al<v. , v (f..)^l si ]Al=v. .' ' i x îA ' ' i
On a donc f! = A .(z) + E , f. . ° h et v (f! ; A'^ d) = v . . L'image de

 ̂  ̂ A$1T ^   ̂ ^
in^(f^^Ayd) est in^,(iM?A'yd). Ainsi (in^,(f^;A'yd),... ,in^,(f^^',d))
est un système de générateurs de in^,(A)A'?d). Il est minimal, car la
suite des degrés de ces éléments est (v^,...,v ) et on vient de montrer1 m
que v*, (A* ,d) = (v^,. . . , ,  œ) .

7.1.7 Définition : Soit A = (X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x un 
point de WQX. On suppose que r]X:X-*W est plat en x.
J étant l'idéal de (3̂  ^ définissant X dans Z en x, un système d'éléments
de J (^1 ?**°?^) est appelé une 0-base standard de A en x, s'il existe
e>0 tel que A soit e-transverse en x et que (f^,...,f ) soit une e-base1 m
standard de A en x.
On pose v^(A,0) =v^(A?e) =v^(xni-'\x),r'\x)).
Remarquons, pour légitimer cette définition, que, d'après 5.1.3, 
d et , d'après 5.1.1, A est e-transverse en x pour tout eg]0,d ]

^  y X  A  y X

De plus, d'après 7.1.5, si, pour un tel e, (f.,...,f ) est une e-base1 m
standard, il en est de même pour tout s'<e et v^(Ay€)=v^(A,e').

7.1.8 Définition : Soit A=(X,Z, r) une bonne installation. Soit x un
point de WDX. On suppose que r]X:X-*W est plat en x.
Soit (f.,,...,f ) une 0-base standard de A en x. Soit i m

A? 0) = v , . . . , v ? co) , Soit d . = supf d g R*, te 1 que in (f.ÿAyd) soit x I ' m  i trL'-?  ̂ x i
de d-degré On pose

d, . = inf d.

D'après 7.1.5, d^^ ^€]0,œ].

^«1.9 Proposition : Sous les hypothèses de 7.1.8, on a

(f),x A)x



108.

Demonstration : Soit d = d ^ ^  Alors, il existe c^]0,d] tel que A
soit e-transverse en x, et (f^,...,f ) soit une s-base standard de A1 m
en x. Toujours diaprés 7.1.5, désignant par N, Œ gr^W, l^i<m,

j^l "
^ x ^ i   ̂ ^ = A,̂ (Z) $ Œ[Z] est un polynôme homogène non
nul de degré \M .
De plus, pour 1 < i ̂  m, 5 g [0,d[ , f^^A?ô)=À^(Z). Mais
(A^(Z),...,À^(Z))gr^^^0=in^(A?A?0) puisque d^ Pour tout

ô$[0,d[, on obtient C  ̂ * Diaprés 3.2.1, ceci entraîne que
ô A y X A y X

C. =C^ (1) , ou bien ô<d. . FinalementAyX A?X A?X

d ̂  d,A? x

7.1.10 Remarque : Sous les seules hypothèses de 7.1.8, on n'a pas toujours
d,̂ . = d, , 3.2.5 nous assure seulement de l'existence de telles( f ) , x A? x
0-bases standard de A en x.
Dans la section suivante, nous allons caractériser une classe de 0-bases 
standard de A en x, pour lesquelles on a toujours d,^. = d^ . Au(lypx A?x
cours de cette étude, on verra pour quelle raison, en général
d,.. <d, , ce qui permettra au lecteur de se construire aisément(f), X  A y X  '

des exemples.

Pour commencer, nous allons rappeler quelques notions intro
duites dans [ 5  ], chapitre III, § 7. Le lecteur pourra s'y reporter 
pour y lire la démonstration de quelques affirmations qui vont suivre. 
Comme toujours, N est l'ensemble des entiers positifs ou nuls et si t 
est un entier supérieur ou égal à 1, est le produit de t exemplai
res de N.
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7.2.1 Définition : On appelle E-sous-ensemble de tout sous-ensemble E
de tel que, pour tout AgE, tout B^ N^, A + B  soit dans E.
On appelle frontière de E tout sous-ensemble F de E tel que tout élé
ment A de E ait une décomposition A = A + B o ù A $ F  et B ^ N ^ .o t  o
Notons que 0 est un E-sous-ensemble de N pour tout t ? notons aussi 
qu'un E-sous-ensèmble de peut posséder plusieurs frontières.

7.2.2 Lemme : Si F est un sous-ensemble de N^, il existe un unique E-sous-
ensemble de dont F soit une frontière. Si E est un E-sous-ensemble
de , il existe un ensemble fini qui soit une frontière de E.
On montre la deuxième assertion par récurrence sur t.

7.2.3 Définition : Soit S un anneau nœthérien; G=S[Z^,...,Z^] l'anneau
des polynômes à t indéterminées. On pose Z=(Z^,...,Z^) et , si

A = (a^, , , , â _) ë ? Z^ = Z , Z ̂  ; on munit de 1' ordre lexico-
graphique (i.e. : A = (a^,..., â .) < A' = (a^,..., a )̂ si et seulement si
il existe i, l ^ i ^ t  tel que, pour j<i, a. = a'. et a.<a! ; on gradue

; A  ̂  ̂ ^G par le degré total. Soit (p = E . C Z , C $ S, un polynôme homogène
Agir

non nul. On appelle exposant privilégié de (p par rapport à
t t /(S;Z^,...,Z^) e t o n n o t e e x p  (p le plus grand A $ N  te 1 que C^ ̂  0.

(S'il n'y a pas d'ambiguité, on écrit parfois simplement exp(p).

7.2.4 Définition : Les notations sont celles de 7.2.3. Soit I un idéal
homogène de G==S[Z^,...,Z On appelle ensemble des privilégiés de I

tpar rapport à (S;Z^,...,Z ) et on note Exp I le E-sous-ensemble de
t  ̂ t ^N admettant comme frontière l'ensemble des exp (p où (p parcourt

l'ensemble des polynômes homogènes non nuls de I si l/(0), 0 si 1= (0)
(Comme ci-dessus, on note parfois Expl).
Remarquons que A g Expl si et seulement si il existe (p homogène non 
nul dans A tel que A=exp(p.
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7.2.5 Lemme : Soit S un anneau nœthérien , et soit (Ü-*S un morphisme
d'anneaux injectif. Soit G^ = (Ü[Z^,...,Z^], G=S[Z^,...,Z^]. Soit 1^

un idéal homogène de G^, 1=1^ G. Alors Exp^I^, l'ensemble des privi
légiés de 1^ par rapport à ((Ï;Z^,...,Z^) est égal à Exp^ I , l'ensemble
des privilégiés de I par rapport à (S;Z^,...,Z^).

Démonstration : S est un Œ-module libre. Soit (e.) .̂_-r une (t-base de S.
-------------------------- jTout polynôme homogène non nul (p de I peut s'écrire :

T = X ei Ti

où, pour tout j, q)j est un polynôme homogène de 1̂  de même degré que (p 
et où, de plus, (p. = 0, sauf pour un nombre fini d'indices. On vérifie 
facilement que

t texp (p = max exp (p .
(j : J

7.2.6 Théorème (Théorème de division de Weierstrass généralisé) :
Soient (3 une Œ-algèbre analytique locale, (3(z^,...,z^) l'anneau des 
séries convergentes à t indéterminées sur (3 (ie. si l'anneau local de 
l'espace analytique W en x est (3? <3*(z^,...,z^) est l'anneau local de 
W x en (x x <0) ) ,
Soit N l'idéal maximal de (3.
Soit (g^,...,g^) un système d'éléments non nuls de 0{z^,...,z^) tels 
que, pour 1 ̂  i < k, il existe L^g(ü{z^,...,z^) non nul te 1 que

ëi - Li $ N(3[z^ . . . , z^) .

A
On pose l^i^k, L^= E ' ^iA^^ *

 ̂ A(E N  ^
Soient \M==inf [A] tels que C ^ ^ O

A^ - sup^ A tels que [ A) = v et ^ ̂
(1 désigne l'ordre lexicographique de N*t).
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A l o r s ,  p o u r  t o u t  g € < 3 ( z ^ , . . . , z ^ ) ,  i l  e x i s t e  h ^ , . . . , h ^  e t  f  d a n s

( 3 ( z ^ , . . . , z . )  t e l s  q u e  :  

k

D  g  =  X  h  g  +  f

i = l

2 )  s i  f  =  E  . f  A z ^  ,  f  A ^  a l o r s  f  A =  0  d è s  q u e  A  g  ) J  ( A .  +  N ^ )

A $ N ^  A  A  A  i = l . . . k  ^

3 )  s i ,  p o u r d 6 ] 0 , e o [ ,  a v e c ^ = ( W x ( ï \  W x Œ ^ ,  W ; p ^ )  e t  i d e n t i f i a n t

x x  0  à  x ,  o n  a  p o u r  l ^ i % k ,  v ^ ( g ^ ^  A ? d ) = v ^ ,  o n  p e u t  t r o u v e r  

( h ^ , . . . , h ^ )  t e l s  q u e  d e  p l u s

l ^ i ^ k  d ) ^ v ^ . ( g ; A ,  d ) - v ^ ( g ^ ; A ? d )

D é m o n s t r a t i o n  :  O n  r e n v o i e  l e  l e c t e u r  à  [  1  ] .

7 . 2 . 7  P r o p o s i t i o n  :  L e s  n o t a t i o n s  s o n t  c e l l e s  d e  7 . 2 . 6 .

S o i t  ( f ^ , . . . , f ^ )  u n  s y s t è m e  d ' é l é m e n t s  d e  0 { z ^ , . . . , z ^ )  n o n  n u l s .

S o i t  l ^ i ^ k ,  f ^ = f ^ m o d N . ( 3 ( z ^ , . . . , z ^ ) .  O n  s u p p o s e  f ^ ^ O  e t  o n  d é 

f i n i t ,  p o u r  l g i ^ k ,  A . ( Z ) = i n  f .  .
i  x i

S o i t  I = ( A ^ , . . . , A ^ ) Œ r Z ] ,  E  =  E x p i l  l ' e n s e m b l e  d e s  p r i v i l é g i é s  d e  I  p a r  

r a p p o r t  à  ( ( t  ;  Z ^ ,  .  .  .  ,  Z ^ )  .

O n  s u p p o s e  f i n a l e m e n t  q u e ,  p o u r  d $ ^ 0 , œ [ ,  v ^ ( f ^ ;  A ? d ) = v ^  =  v ^ ( f ^ ) .

A l o r s ,  p o u r  t o u t  f $ 0 { z ^ , . . . ,  z ^ ) ,  ü  e x i s t e  d e s  é l é m e n t s  ( h ^ , . . . , h ^ )  

d e  3 { z ^ , . . . , z ^ )  t e l s  q u e  :

D  v^(hi ; ^,d) ^ v^(f ; ̂ ,d) - v^(f^ ÿ A, d)

2) si f- E h.f.= E +^*3^* ^A^Ch on a f^ = 0 si A$E.
i=l...k  ̂  ̂ A$N^ ^ ^ ^

D é m o n s t r a t i o n  :  E  a  u n e  f r o n t i è r e  f i n i e  n o n  v i d e  F = [ A ^ , . . . . , A ^ ) .

I l  e x i s t e  d o n c ,  p o u r  1  ^  i  <  q ,  ^  $  I  h o m o g è n e  d e  d e g r é  p .  t e l  q u e

t  ^
e x p  - I I  e x i s t e  a u s s i ,  p o u r  l ^ i ^ q ,  1  <  j  ^  k ,  h o m o 

g è n e  d e  d e g r é  ] i . - v .  t e l  q u e  ^ .  =  X  .

 ̂ j  ̂ j
S o i t  g .  =  E  ^ . . ( z ) f . $ ( 3 ( z ^ , . . . , z , )  ( 1 *  a n n e a u  < t [ z ]  e s t  i n c l u s

^  j = l . . . k  ^  J  *  *

c a n o n i q u e m e n t  d a n s  ( 3 ( z ) ) .
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Ainsi, on peut appliquer le théorème de division 7.2.6 par les à f.
Il existe (p^,...,p^) et r dans 3(z^,...,z^) tels que

f = E + r
i=l,...,q

s i r =  E , r z^ , r. = 0 pour A $ U (A! + JN^) où
A$îT ^ ^ i=l...q ^

A! = sup- des A tels que lA] = p. et qui apparaissent dans le développe- 1 1  1 ^
ment en z de g^- (g^modN.(3[z)). Par définition de exp cons-
tate que A! =A. et U (A. +N^) = E. î i . ^ ii=l...q
Pour terminer la preuve, il suffit de poser :

l^j^k h . =  E ^ . .(z) p. .
J i=l...q ^

On obtient :

r = f - E h . f . .
j=l...k J '

La condition 3) de 7.2.6 nous permet d'affirmer que, puisque 
\ ( g i  ; A'd) = )\ '

Vx(PiiA'd):ïV^(f;A,d)-tJ.i .

Or v ; A, d) = p . - v . .x ^ij  ̂ "i j

Finalement, pour l g j ^ k ,  v ^ ( h j ? A , d ) ^ v ^ ( f ; ^ , d ) - V j  ou encore 
v^(h ; A.,d) 5: v (f ; A,d) - v (f . ; A,d) .X  J X  X  J

7.2.8 Déf inition : Soient (3 une (t-algébre analytique locale, R = (3(z^,... ,ẑ .) 
l'anneau des séries convergentes à t indéterminées sur (3. Soit

un système de polynômes homogènes de (B[Z^,...,Z^J. Soit 
I=(À^,...,A.^)<Ï[Z^,...,Z^], E = Exp^I l'ensemble des privilégiés dp I 
par rapport à ((ï; Z^,...,Z^). On dit que f $ R  est normalisé par le sys
tème (A^,...,A^) par rapport à ((3? z^,...,z^) si dans le développement
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Aen série entière f= E , f z , f (E(3, on a f.=0 si A(EE.
AgN^

7.2.9 Définition : Soit A = (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit
x un point de W. On appelle système de coordonnées adapté à A en x tout
système de coordonnées locales (z^,...,z^) dans r \x) de centre x.
(Cette notion ne dépend que de .

7.2.10 Définition : Soient A = (X, Z,W^ r) une bonne installation, x un point
de WDX, d^]0,œ[ un réel fixé et (z^,...,z^) un système de coordon
nées adapté à A en x. On suppose que A est d-transverse en x.
On désigne par J l'idéal de (3̂  ^ définissant X dans Z en x.
Un système (f^,...,f^) d'éléments de J est appelé 0-basë standard de A en x 
normalisée par rapport à ((3^^ÿz^,...,z^) :

1) si c'est une d-base standard de A en x

2) posant, pour l^k<m, A.^=in^(f^;A?0)^Œ[Z^,...,Z^] si, pour 
1< i ̂  m, f^ est normalisé par le système (À^,...,À^_^) par rapport à
^ W ,  X ? * "  3^  '

7.2.11 Définition : Soit A = (X,Z,W; r) une bonne installation, et soit un 
point de WDX, (z^,...,z^) un système de coordonnées adapté à A  en x.
On suppose que r]x : X-*W est plat en x.
Soit J l'idéal de (3? définissant X dans Z au voisinage de x.Zt, x
Un système (f^,...,f ) d'éléments de J est appelé 0-base standard de l m
A en x normalisée par rapport à ((3̂  ^ ÿ ẑ , . . . , ẑ ) , s'il existe e > 0 
tel que A soit e-transverse en x et que (f^,...,f^) soit une e-base 
standard de A en x normalisée par rapport à ((3̂  z^,...,z^).

7. 2.12 Théorème : Soit A=(X, Z,W:r) une bonne installation, x un point de
WQX, (z^,.o.,z^) un système de coordonnées adapté à A  en x. Soit
d$]0,œ[ un réel fixé. On suppose que A est d-transverse en x (resp.
que r[X: X-+W est plat en x). Il existe une d- (resp. 0-) base standard
de A en x normalisée par rapport à ((3̂  z^,...,z^).
Démonstration : Si r ] X : X — &W est plat en x, d > 0 (5.1.3) et AA y X
est e-transverse à X en x pour tout Il suffit donc, pour
obtenir la totalité de 7.2.12, de montrer que, si A est d-transverse
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en x, il existe une d-base standard normalisée.
Choisissons ) une d-base standard de A en x. Soit N l'idéal1 m
maximal de (3..,W, x
Soit 7c : gr^W[Z] le morphisme qui envoie Z sur Z et annule les
éléments de N= g) gr^W.

ig*l ^
Supposons construit, pour ig[l,...,m] un système (f^,...,f^_^) d'élé
ments non nuls de J, l'idéal de (3̂  ^ définissant X dans Z tel que :

a(i-l) :v (g.;A?d) = v (f.;A,d) = v. si l<j^i-l 
X  J X  J J

( ^A,d) , . . d) ) ° g ^  Aÿd

P(i-l) :v (f ;^,d) = v (f.) si lgj^i-1X J X J

où f. = f.modN.(3.,, [zl J J W,x<- J

- - -1 - - -iet (in^g^,...,in^g^_^)gr^r (x) = (in^f^,...,in^f^_^)gr^r (x)

avec gj = gjmodN.(3^^[z).

y(i-l) : posant pour l<j^i-l, = ?r(in^(fj ;^,d)) = in^f^ ,

pour l^j^i-1, fj est normalisée par le système par rapport

^ ^W,x ' ^  *
Nous allons construire f.gJ tel que le système (f^,...,f^) vérifie
a(i), P(i), y(i). D'après 7.2.7, il existe h.g(3y ? l^j^i-1 tel queJ Z), x

V (h ?A,d):>v (g. ;A,d)-v (f.;A,d)x J X I  X J

e t que

f. = g.- X h.f.
' ' j=l...i-l  ̂ J



est normalisé par le système (A.̂ ,„..,A,̂  par rapport à ((3̂  z). On
évidemment f^$Jetv^(f^^A?d)^v^(g^^A?d)=v^ . L' image de f ̂ dansa
v .

gr ^A;d est ainsi in ( g ÿ d) - E H. in ( f . ; d) où H. est 
x x i  j = l i-1 J ^ J ^

V  .  - V  .

l'image h. dans gr  ̂ ^Ald.J ^
Si ceci était nul, de a(i-l), on déduirait que in^(g^;A?d) est super
flu, ce qui est impossible puisque (6i?*-*?ëm) une d-base standard.
On a :

i n ( L ' A ' d )  = i n ^ ( g ^ A ! d ) -  E H in(f ?A,d)X  ± X I j=l...i-1

et a(i) est satisfait. 
On a aussi :

A..(Z) = n(in (f.;^,d)) =^(in (g.;_A,d)) - E n(in (f .;^,d))1 X I  X I  .  ̂ J X JJ — J- . . . -L J-

D'après 7.1.5,(g ,...,g ) étant une d-base standard, i m

n d H x ^ i   ̂A,d) ) = in^ g. .

Si A.̂ (Z) =0, on a donc

in g . = E  7 t ( H .) in f . .
^ ' j=l...i-l ' * J

C'est impossible au vu de (3(i-l) car, toujours d'après 7.1.5,
g.,,... , g doit être une base standard de A(x) en x. On obtient donc i m
P(i).
De proche en proche, on construit (f^,...,f ) satisfaisant a(m), }3(m),1 m
y(m). Un tel système est une d-base standard de J normalisée par rapport 
à ^ x i z ) .
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7.2.13 Proposition : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x
un point de WflX.
Soit (z^,...,z^_) un système de coordonnées adapté à A en x.
Soit h' : W' -*W un morphisme.
Soit A' = (X',Z',W' ; r') = (Xx W' , Z x W  , W' ; rx IdW') l'installation

W W
image réciproque par h. Soit x' gW', tel que h(x') =x.
Soit h : Z' -*Z le morphisme canonique déduit de h et soit z^ l'image
de z. par le morphisme (3̂  — qui en provient,i Z, x Z , x
Alors (z^,...,z^) est un système de coordonnées adapté à A en x.
On suppose que A est d-transverse en x (d>0) (resp. r]X:X-+W est plat
en x). Si (f^,...,f ) est une d- (resp. 0-) base standard de A en x 1 m
normalisée par rapport à ((3̂  z^,...,z^), désignant par f^ l'image
de f. par (% — * (3r?, , ? (fl,...,f') est une d- (resp. 0-) basei  ̂ Z, x Z'yx' 1 m
standard de Â  en x' normalisée par rapport à ((3̂ , ÿ z^,,...,z^).

Démonstration : Comme ci-dessus, le cas 0 se déduit immédiatement du
cas d>0. D'après 7.1.6, on sait que f^,...,f^ est une d-base standard 
de A' en x'. On constate qu'on obtient A.^=in^,(f^;^',0)g(t[Z^,... ,Z^] 
à partir de À^=in^(f^^A?0)g(t[Z^,... ,Z^] en changeant Z en Z'.
Comme

* k =  ^ ^  f ^ =  X t ^ k A ^

et que

a fortiori

f ^  oh = 0 si Ag Exp^ (À^, . . ., = Exp^ (À^, . . . ,

Nous allons maintenant montrer comment les bases standard 
normalisées permettent de calculer le 1er tropisme critique.
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7.2.14 Théorème : Soient A = ( X ,  Z,W; r) une bonne installation, x un point 
de WflX. On suppose que r ] X : X - * W  est plat en x.
Soit (z^,...,z^_) un système de coordonnées adapté à A en x et soit
(f^,...,f ) une 0-base standard de A en x normalisée par rapport à 1 m

x  ̂ ^1* ° * * ? ̂ t^" Alors :

(f),x A?x

(f^yo.cyf^) est une ô-base standard de A en x pour ô ^ [ 0 , d ^  

Démonstration : On sait déjà, 7.1.9, que d , ^  .. . Par définition,\ I 7 y X A y X
d,^. = inf d, . Soit i le premier indice tel que d. = d , ^  =d.

l ^ m  * ^ i (f),x
Si d < d  , puisque r[X: X-^W est plat en x :A y X

C x C = C ^ = C  (1) = C ^
XQr (x),x W,X AyX AyX AyX

d'où :

in^(Xflr \ x ) , r  *^(x)) . gr^W[Z] ,= in^(AyAyd)

(f^,...,f ) étant certainement une e-base standard pour un e^]0,d],1 m
pour 1 < k ̂  m,

7r(in^(f^;Ayd)) = n ( i n ^ ( f ^ ; A y E )  = in^(f^^AyO) =

in (f, ? A(x),l) = A,, (Z) $ (![Z] est non nul, x k —  k

où x : gr W[Z]— **(t[Z] est le morphisme canonique, où f^ est l'image
de f. par (3 — ^ (3* et

Z, x r (x) , x

)Æ[Z] = in ( X D r  \ x ) , r  ^(x)) = in (A(x),^A.(x),l) .1 m x x ^
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De tout ceci, on déduit que :

in (f. ; A'**) -  ̂ g . . ,A..)gr W["Z] .x i  i i m x

Or, par définition, in^(f^; A.,d) -A^0O. Il existe un'tnonome" de
degré [3 dans gr^W, a en Z, non trivial, qui est une composante biho
mogéne de in^(f^  ̂Ayd) - A^ et on peut écrire une relation :

Mfi = E S.A.
p* j  ^

où S . est bihomogéne dans gr W[Z] de degré p dans gr W, a - v . en Z J x x j
et l'on peut restreindre la sommation aux j allant de 1 à i-1 car
certainemebt a<v. et la suite ) des degrés des A. est crois-î 1' ' m j
santé.
Soit E . i = Exp^ I. i oui. i = (Ai,...,A. (t[*Z].î-l  ̂ î-l i-l 1' ^ î-l - -*
D'après 7.2.5, si = E . ^A^ ? l'exposant A le plus grand

^  A$N^,]Al=a ^
lexicographiquement pour lequel Q./O est dans E. . .Appelons-le A .

A ,  ̂  ̂ ^Soit maintenant f^ = El^^z le développement de f en série de z.
Par identification, on obtient que ) =P ? ^ x ^ i A  "^A '

o o o
C'est contraire à l'hypothèse de normalisation.
C-Estq.e
Finalement, d'après 7.1.5, v^(A,ô) ==v^(Xr)r (x),r (x)) pour

1 ; v (f ;A,6)=v. = v (f.) pour j = l...m, ô€[0,d 1 .
/à y -X- X J  J X  J /ùyX

Le lemme 3.1.6^ permet d'achever l'argument.

Nous allons voir maintenant comment les O-bases standard 
normalisées de A en x permettent de calculer le 1er tropisme critique 
de A le long de Y en x.
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7.3.1 Théorème : Soient A={X,Z,W^ r) une bonne installation, Y un sous-
espace analytique de WflX, x un point de Y, (z^,...,z^) un système de 
coordonnées adapté à A en x. On suppose que r]X: X-+W est plat en x.
Soit (^1 ?**-?^) une 0-base standard de A en x, normalisée par rapport 
à ((3̂  ^ ÿ z^, . . . , z_̂ ) . On désigne par Q (resp. N) l'idéal de (3̂  ^ définis
sant l'immersion de Y (resp. x) dans W au voisinage de x.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) C  ̂ ^ Y est plat en x ^
Xflr (Y) ,Y

2) Pour 1 ̂  i ̂  m,

^ ( f . m o d N . ^ ^ , ^ ( f . m o d Q . ^ ^  .

Démonstration : Soit A(Y) = (XDr (Y) , r (Y) , Y ̂  r I r ̂ (Y) ) l'installa-
tion image réciproque de A au-dessus de Y. Soit
A(x) = (Xflr \x ) , r  "**(x),x;rlr ^(x)) l'installation image réciproque 
de A au-dessus de x. D'après 5.1.8, la condition 1) est équivalente à 
1') d , . =oo (ou bien il n'y a aucun tropisme critique).

A \ Y ) y X
Soit, pour l ^ i ^ m ,  f! l'image de f. par le morphisme (3 — *(3 1

"** Z , x r ( Y ) , x
f^ n'est autre que la classe de f^modQ.(3^ ^ . D'après 7.2.13,
(f^,...,f^) est une O-base standard de A(Y) en x normalisée par rapport à
((3- y z^,...,z,). Par conséquent, d'après 7.2.14, d =d.^,.Y,x^ 1' ' t ^ ? r A(Y),x (f'),x
Soit (Vi,...,v ,œ .) = v^(A?0) =v^(A(Y),0) = v^(X fl r "**(x),r *̂ *(x) ) .1 m x x x
Ecrivons f.= E , f . . z^ , i=l...m, le développement en série de f..

On obtient :

^  = E + i Y . mod Q .
AgN

et

lAl<o. ) '
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Il vient finalement que 1') est équivalente à 2') :

2') pour l<i^m, A g N ^ ,  tel que ]A]<v^,
ou encore, remarquant que l'idéal de (3 -, — (3 (z^,...,z.) définis-

r"^(Y),x Y,x
sant Y dans r *̂ (Y) au voisinage de x est celui engendré par 
( ẑ,, . . . , ẑ ) , pour 1 < i ̂  m, v^( f ̂) > v ̂ .
Mais, puisque v^(f^modN.(3^ x^"^i' Vyd^niodQ,^ x^^^i*

2') est donc équivalent à 2).

7.3.2 Corollaire : Les hypothèses sont celles du théorème 7.3.1. On suppo
se de plus que l'une des condition 1) ou 2) est satisfaite. Alors : 

i) pour l<i<m, inY(f^;A?0)g(3y[Z] et est homogène de degré
V .  O Ù V ^ ( A , 0 )  =  ( V i , . . . , V  y c ° , . . . )  ;i x ' 1' ' m

ii) ^n^(AyAyO) 8 ( $ Y x " ^ Y ^ l * - ' ^ ' * ' * ' ^ Y ^ m ^ - ' ^  *
C'y

Démonstration : D'après 5.1.3, r]X:X-*W étant plat en x, d̂  ^ „>0.A?JL?X
Par suite :

C  ̂ = C  ̂ x C  au voisinage de x .
A,Y Xflr (Y),Y y W,Y

De même, on sait que d >0 et queA, x

C " = C , x C
A,x XHr (x) ^ W,x

Enfin, d'après 5.1.8, puisque C  ̂ — *Y est plat en x, le dia--
XHr" (Y),Y

gramme :

c _ i ---- *-c
XHr (x),x XHr (Y),Y

est cartésien.
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Ceci implique, puisque gr^Xflr (Y) est un (^-module plat en x, que 
1'homomorphisme canonique :

oc : ^üy(X n r "'(Y) , r *(Y) ) 0 <t  > in^(X Ü r ''(x) , r ^(x) )
^Y,x

est un isomorphisme.
Mais la démonstration de 7.3.1 nous a montré que :

in f ! = in (f, ?AyO) = E , f . . mod Q . Z^ (i.e. i))
^   ̂  ̂ A€N^, [A]=v. ^

e t que :

Aa ( in^ f ï 0 1) = E . 1. A mod N . Z = in (f. mod N . (3ry ) .Y i A^ti^ !A! iA x i  Z,xA$N , I A[=v .

(f^yoo.yf ) étant une 0-base standard de A en x, on a i m

in^(XQr ^(x),r *̂ (x)) = (in^(f^modN.<3^. ^),.<..,in^(f^modN.(32. .̂)) 

d'où aussi :

3ny(Xnr"*(Y),r'*(Y)) 0 {t=(inyf^3)l,....,iny(f'8l) .

^Y,x
On sait bien qu'alors :

3Uy(Xnr"*^(Y),r'^(Y)) = (inyf^...,inyf^) ,

ce qui achève la démonstration.

7.3.3 Définition : Soit A = (X,Z,W; r) une bonne installation. Soient Y
un sous-espace analytique de W D X  et x un point de Y. Soit (ẑ ,... ,z^) 
un système de coordonnées adapté à A en x.
On suppose que r]X: X -* W est plat en x et que C  ̂ -- >Y est plat

Xflr (Y)
en x .
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Soit ( f f  ) une 0-base standard de A en x, normalisée par rapport l m
 ̂ x ̂  , . . ., ẑ_) . Soit v^(A,0) = co,...).
Soit d^=sup[d^TR* tel que iny(f^, A,d) soit de d-degré 
On pose :

d, . = inf d. .
"'-Y"* '

7.3.2 rend cette définition légitime, puisque iny(f^?A,0) est homogène
dans (3y g[Z] de degré et on observe que d^^ y x^ -̂ 0,co].

7.3.4 Théorème : Dans les conditions de 7.3.3,

f),Y,x " ^A,Y,x

Démonstration :
Montrons d'abord que d^^ y ^^d^ y x * On a déjà remarqué

que d >0 d'après 5.1.3. D'autre part, d'après 7.3.2,A, Y, x

3ny(A,A,0) ^ Oy x "  ̂ , . . . . y ? A'O)) .
C'y

Mais pour 6 ̂  [O'd(f) ̂ y,x^  ̂ÎDy(f^ ; A,0) = inty(f̂  ÿ A,ô) .

Par suite : C ^ y  ^ ^A^Y " ̂ A Y ^ ^  ̂  voisinage de x.

Donc C  ̂ = C ^(1) au vu de 3.2.1. Ceci signifie encore queA, Y A, Y
^**A,Y,x °" <*(f),Y,x^'*A,Y,x '

Supposons que d = d, . <d . Soit i le premier indice\i/,Y,x A,Y,x
tel que ^  = ^  On a

C  ̂ x C  = C ° = C (1) = C ^ au voisinage de x
XDr" (Y),Y y W,Y A,Y A,Y A,Y

d'où

3ny(Xnr"I(Y),r'I(Y).. gryW[Z] 0 ^  x = 3 ^ ^ ^ ^ )  ^ ^  x
^Y ' ^Y



D'autre part, d'après 7.3.2, désignant par n : gryW[Z]— &(3y[Z] le 
morphisme canonique, et, pour l<k^m, par f^ l'image de f^ par

Z x r"^(Y) x  ̂ ^ (toujours pour l^k^m)

n(in^(f^;A,d)) = in^(f^^AyO) = in^f^ = !^^(Z)g(3y[Z] 

et est un polynôme homogène de degré . Enfin

3ny(Xflr i(Y),r"i(Y)) = (p^,-.^P^)Oy[Z] .

Finalement :

iny(f^A,d)-p.$(p^..,,p^)gryW[Z] .

Or, par définition, in^(f^ ^^,d) - p^^O. Pour tout "monôme" de
degré p dans gr^W, a en Z, non trivial, qui est une composante biho-

onmogène de in-̂ (f̂  , ^,d) - , on peut écrire une relati

M- = E S. p..
p* j  j

où Sj est bihomogène dans gryW[Z]^,de degré P dans gr^W, en Z
et l'on peut restreindre la sommation aux j allant de 1 à i-1 car
(X<v, et la suite (v„,...,v ) est croissante. Mais écrivant i 1 m

Afi = ZfiAZ où ^iA^^Wx' on a aussi :

M. = E , in^f.,Z^ .
^  A$N^, lAl=a Vy(f.^)=P ^ ^

Soit T : gr^W — >gr^W 0 Œ le morphisme canonique surjectif ,
CL.Y,x

r : gr W[^Z]— ^gr W[Zj (ï le morphisme non moins canonique.
^  Y

SoitP=Ker r, P = Ke r r = P . gi*y Z< ] .
Toujours d'après 7.3.2, r ( p̂ ) =  ̂A'O) C <ï[ Z] .
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Appliquant T aux deux membres des deux relations ci-dessus, on obtient 

ir(M- ) = S T(S.)À.= E t(in^f..) Z^ .
^   ̂  ̂ ^ 'A

Si T (Mp^) 00, soit A^ == exp^ T ÿ d'après 7.2.5,

A^€Exp^ Æ[Z] .

Mais alors ^^^y^iA  ̂ ' donc aussi . C'est interdit, puisque
o o

est normalisé par le système (A^,...,A^ par rapport à
x ̂  1̂̂  * * *' t̂̂  * ^ous obtenons donc que :

in^(f^ ; Ayd) - [^ € 3n^(AyA^) ^ P . g ^  W[Z] .

Or C  *Y est plat en x. Par changement de base,
Xflr (Y) ,Y

C  ̂ x C  &.C est aussi plat en x, ou encore
XHr" (Y) ,Y y W,Y W,Y

C^^y  Ĉ̂ y y CSt plat 6U X.

Par l'arguement standard provenant du critère de platitude 0. 
appliqué avec A == gry W, M = gry A; 0, I = P, on montre que, V- p $ N  ,

3ny(A,A,0)flpP.gryW[Z] = 3ny(A,A,0) . pPgryW[Z] .

Supposons qu'on ait montré que :

inyCf^ ; A, d) - p^ 6 3ny(A, A,0) fl pP . gr̂ . W[Z] .

Nous allons voir que l'observation précédente entraîne que :

iny(f^ ; A,d) - p^ $ 3 ^ ^ ' ^ ^ ^  flpP"̂'*' . gPy W[Z] .
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Reprenant la décomposition de iny(f^ ; A,d) - en "monômes", ceci 
revient à dire que dans la relation :

M„ = X S . p . .
P" J J

On peut supposer en plus que S^^pP. ë^y^Z] .
Considérons maintenant le gradué de gr^.W[Z] associé à l'idéal 
P.gryW[Z] .(C'est aussi l'anneau de polynômes en Z^,...,Z^ à coeffi
cients dans le gradué de gr^W associé à P).
Soit (resp. S.) l'image canonique de (resp. S.) dans la com-f3a  ̂ j  ̂  ̂  ̂ j
posante p-ième de ce gradué. Comme on a déjà remarqué, l'image de 
dans la composante 0-ième de ce gradué est A,̂_ . On obtient donc une 
relation :

ÂL = E S.A..
"° j  j

dans le gr^W[Z] 0 (t-module-grpgryW[Z].
Y,x

Si M ^ ^ O ,  soit A^ = exp^Mp^ ; Œ s'envoyant injectivement dans
grpgryW[Z], toujours d'après 7.2.5, A^€Exp^(A,^,...,A,^_^)(ï[Z].
Ceci obligerait in^f^^ à appartenir à pP sans appartenir à pP*^.

o
Par conséquent, f ^  serait non nul, ce qui n'est pas possible.

îc-Finalement, ceci montre que iny(f^ ÿ.A,d) - [î = 0, et ceci est contradi 
toire à la définition de d. .i

7.3.5 Théorème : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation, soient Y un
sous-espace analytique de WflX, x un point de Y, d$ ]0,<n[ un réel 
fixé. Si A est d-transverse le long de Y en x, A est d-transverse le 
long de tout sous-espace analytique Y' de Y contenant x en x.

Démonstration : 5.1.4 et 5.1.1 condition 4) nous assurent que nous
sommes dans les condition d'application de 7.3.4 en ce qui concerne Y. 
D'autre part, soit A(Y) = (Xflr ^(Y),r ^(Y),Y;r]r ^(Y)) l'installation



126.

image réciproque de A au-dessus de Y. Puisque Y est contend au voi
sinage de x dans Xflr *̂*(Y) et que C  ̂ est plat, d'après 5.1.8,

Xflr (Y) ,Y
C .  &Y' est aussi plat en x. Les conditions d'applications de
Xflr (Y')
7.3.4 sont donc remplies aussi pour Y'.
7.2.12 nous permet de choisir 0-base standard de A en
x normalisée par rapport à (3^ ^ ; ẑ , . . . , ẑ_) où ( ẑ , . . . , ẑ ) est un sys
tème de coordonnées adapté à A en x choisi arbitrairement.
Soitv^(A,0)=(v^,...,v ,00,...) et écrivons :x 1 m

l^i^m f . = E , f . . z 
' AgN* ^

D'après 7.3.4,

inf inf
lAl<v.

Comme

v (f )
t, v, = inf inf —  TYT* -

l^i^m [A]<v.

A?Y,x A ? Y ,X

Or, A étant d-transverse le long de Y en x, d ^ ^d (5.1.1, conditionA y ï , X
2)) .
En résumé, nous obtenons donc que :

1  ̂  ^Y' est plat en x et que d
Xflr (Y') A,Y',x

Comme d>0, d'après 3.2.5

C ^ ndr ''(Y') = C ° fldr"*(Y') =
A,Y< A,Y' -1 x C

Xflr (Y') ,Y' y, W,Y'
Hdr ^(Y')
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c'est que :

C ** Ddr'*(Y') = C .
A,Y' Xflr (Y'),Y'

La condition 2) de 5.Î.1 est alors satisfaite, i.e. 
le long de Y' en x.

-M--K

A est d-transverse
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8.1.1 Définition : SoientY un espace analytique, G une (3y-Algébre gra
duée ( ) et t/fun G-Module gradué. Nous dirons que c/%est un G-
Module gradué de type fini (resp. de présentation finie) si tout 
point y g Y  possède un voisinage ouvert U tel qu'il existe des élé
ments §^$A, (où A est le monoïde associé à la graduation de G) (resp. 
des éléments y Tj. dans A) y et un entier r (resp. des entiers r et s)
tels que l'on ait une surjection graduée de degré 0

ræ  G(-$.) ]u — *<%lu — * o  
i=l ^

(resp. que<y%lu soit isomorphe au conoyau d'un morphisme gradué de
degré 0

s r
æ G(-il.) — > e G(-§.) 
j=i j i=i i

00

oùG(-v) = æ G ( (G(-v)) = G )).
H=0  ̂ ^

8.1=2 Remarques : Le monoïde associé à la graduation de G(-v) n'est plus
dans R^ qu'à une translation prés. Nous avons en ( ) défini les
graduations indicées par R  tout entier, et posé G =0 pour p.<0. 
Remarquons aussi que G(-v) n'est plus une (3y-Algébre graduée, mais 
est clairement un G-Module gradué de présentation finie^

8.1.3 Théorème : Soient Y un espace analytique réduit, G une Oy-Algébre
graduée de présentation finie, e t ^ u n  G-Module gradué de présentation 
finie. L'ensemble des point y g Y  en lesquels </% est plat (i.e. où le 
germe est un Oy ^-module plat) est un ouvert analytique partout den
se de Y. (i.e. le complémentaire d'un fermé analytique de Y, induisant 
sur chaque composante irréductible locale de Y un fermé analytique 
strict).
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Demonstration : Faisons d^abord un rappel : ([ ] et [ ]).

8.1.4 Rappe 1 : Soient Y un espace analytique réduit, et ^ un (^"Module
cohérent. Pour un point y $ Y  les conditions suivantes sont équivalen
te s :

i) g est Oy-plat en y ;

ii) est un 0^ -module libreY,y
iii) Inapplication Y-*N définie par est cons

tante dans un voisinage de y.

De plus, l'ensemble des points où ces conditions sont satisfaites est 
un ouvert analytique partout dense de Y.

8.1.5 Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer que, si l'on
a écrit Œ </? , l'ensemble des points de Y où tous les </% sont

pëA  ̂ ^
plats est un ouvert analytique de Y, partout dense. Or, puisque </% est
un G-module de présentation finie, et que G est de présentation finie,
chacun des ^  est un (3^-Module cohérent (et remarquons ici que la mé-p Y
thode de démonstration appliquée en (1,1.4) se généralise immédiatement 
pour nous dire que, si G est de présentation finie, et si t/%est un
G-Module gradué de type fini dont toutes les composantes homogènes*^H-
sont des (3y-Modules cohérents, alors est un G-Module de présentation 
finie. Nous nous servirons abondamment de ce résultat plus bas, pour 
montrer que les divers modules noyaux et quotients que nous construi
rons sont de présentation finie. L'ensemble des points de Y où t-%est
(3 -plat est donc l'intersection U= fl U des ouverts analytiques UY * P HH$A
correspondant à la platitude de ^  . Le théorème de Baire nous dit que 
U est dense, mais pas qu'il est un ouvert analytique, ni même qu'il 
en contient un. En tous cas, pour montrer le théorème, il suffit de 
montrer que tout point y $ Y  possède un voisinage ouvert tel que 
UflUy soit le complémentaire d'un fermé strict de Uy* Ceci nous 
permet de nous ramener à un problème local.
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Soit donc y 6 Y. Il existe un voisinage ouvert V de y dans Y sur lequel 
nous avons une présentation de G :

o — — ^O y [ T ^ . . . , T j - ^ G ] v  _ ^ o

(homomorphismes gradués de degré 0, K engendré par un nombre fini de 
sections globales de (3y[T^,...,T^]). Ceci nous permet de nous ramener 
immédiatement au cas où Aest un (3y[T^,...,T^]-Module gradué de présen
tation finie. (En effet, au-dessus de V, tAjv, qui est G]V-Moduie de 
type fini, est alors aussi un (3y[T^,...,T^]-Module de type fini, et
les sont cohérents). Nous allons commencer par montrer, essentielle
ment par récurrence sur m, que U D Y  contient un ouvert analytique par
tout dense de V. Bien sûr, pour m=0, on se trouve ramené au cas d'un 
(3y-Module cohérent, et la propriété est vraie d'après 8.1.4. Considé
rons maintenant la propriété suivante pour un O^-Module :
P , %A) signifie : 6/% est un ( 3 J Y . + Y  1-Module gradué de présentant k v ̂ 1 ' m
tion finie, et la multiplication par au moins k des est injective
(k^m). Considérons l'assertion D . : "Tout (3^"Module vérifiant P ,m,k V m,k
est plat sur un ouvert analytique dense de Y". Nous allons montrer 
les implications :

D . . = ^ D  m-1 , 0 m,m

^m-1 , 0 * ̂ m,k  ̂^m,k- 1

dont, puisque nous avons D , nous déduirons par récurrence DU,U m,U

Soit donc vérifiant P . Considérons la multiplication par T.' m,m i
dans

xT.
0 — * "% — ^  ^  — ^0

c'est-à-dire, en écrivant les composantes homogènes :

xT.
(x) 0 — /T.<̂ f -- ^ 0



où v.=degT. .1 ^ 1
Mais^/T.tA est annulé par T. , et donc vérifie P (cf. 8.1.5). Par' i i m-1 , 0
hypothèse de récurrence, 6%/l\ est donc plat sur un certain ouvert 
analytique partout dense de V. Soit d'autre part l'ouvert analy
tique partout dense de V où&% est plat : sur l'ouvert analytique

m
partout dense D W. =W, c^est plat : ceci se démontre par récurren-

1 =  0
ce sur pgA : A est engendré comme monoïde par les l^i^m, et
donc, étant donné (igA, on peut toujours trouver un indice i et un 
p' g A tel que }i = p' + . Si par hypothèse de récurrence est plat,
donc localement libre, puisque sur W, sera aussi localement ̂  ̂ p+v.,' r p,
libre, il en sera de même pourcA^ au vu de (^). Puisque est plat 
sur W, on peut bien commencer la récurrence.
Montrons maintenant comment D . - + D - D ,  ̂. Pour cela, soitm-1 , 0 m,k m,k-l
K^(a) le noyau de la multiplication par T? (a€ N) danst/%. Les K^(a)
forment une suite croissante de sous-Modules gradués, dont toutes les
composantes homogènes sont des Oy-Modules cohérents. De plus, les K^(a)
sont des (3y[T^,...,T^]-Modules gradués de type fini, puisque si nous

appelons (p. (a) :<A — *</%/*!? (A —̂ 0 les surjections canoniques, et si nous
r

choisissons une présentation finie  ̂ : Œ Oy[T^,...,T^](-^)--
i=l

K^(a) sera l'image par (p du noyau de (p̂ (cx) °(p, qui est de type fini, 
toujours par l'argument de (1.1.4) puisque toutes les composantes ho
mogènes de A/T?(A sont des (3y-Modules cohérents. Ainsi, en appliquant 
encore l'argument de 1.1.4, les K^(a) sont des Oy[T^,...,T^]-Modules 
gradués de présentation finie.
Toujours d'après le raisonnement de (1,1.4) la suite des K^(a) station
ne localement sur V. Ainsi, quitte à restreindre V, nous pouvons suppo
ser que, pour l<i<m,

K. = U K.(<x) =K.(a.)i i i la = o
a .

et <%. est un (3^rT.<,...,T 1-Module annulé par T.^ donc vérifie P  ̂  ̂i Y 1 m i m-1 , 0
(K^ est de présentation finie puisque K^ = K^(a^)). Considérons
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maintenant . Dans^^ qui est, toujours pour les mêmes raisons,
un (3y[T^,...,T^]-Module gradué de présentation finie, la multiplication
par devient injective, et de plus, grâce à la commutativité, si la
multiplication par un certain TM était injective dans 4%, elle le reste
dans^^ . Ainsi, si ^vérifie ^  ^  ̂ vérifie ^  ^ pour au moins un i
( l-̂ i<m) o (Sauf bien sûr si k-l = m, auquel cas tÆ vérifie P , et lem, m
théorème est démontré, car nous avons montré D ) . Si nous considéronsm, m
l'ouvert analytique 0  ̂ de V, partout dense, sur lequel est plat
(grâce à D i l'ouvert analytique 0^ de V, partout dense, surm-l,u ^
lequel est plat (grâce à ^  suites exactes

0 -- ^K. — — +(%/K. — ^ 0i,p p p' i,p

nous montrent que^ sera plat sur l'ouvert analytique partout dense 
0  ̂P) 0g de V, et donc que 1 * ou & D^ ^ i *
Ainsi nous avons montré que localement, l'ensemble U contient un ouvert
analytique partout dense. Nous pouvons en déduire :

8.1.6 Proposition : Soient Y un espace analytique réduit, G une Oy-Algèbre
graduée de présentation finie e t ^ u n  G-Module gradué de présentation
finie. Soit F^ : Y-*lf (où -[f est l'ensemble des suites dénombrabies
d'entiers) l'application qui à y $ Y  associe la suite S^ ^fdéfinie par
S - dim^ /m .(Æ . Tout point y € Y  possède un voisinage ouvertp Œ p,y^ y P^y r J r &
dans lequel l'application F ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Démonstration : Le problème étant local , nous pouvons appli
quer l'argument qui précède : nous savons que y possède un voisinage
ouvert V tel que^]v soit plat sur un ouvert analytique partout dense 
de V. Soit le complémentaire dudit ouvert analytique. La démonstra
tion se fait par récurrence sur la dimension de Y, en remarquant que 
dimg 4  (y') -dim^, (<4 ] V )(y') si y' $V 64 (y) =<% /m .<4 ).

u * p  u < p  .i. r  p n? y y n? y
Or dimY^<dimY.
Et d'après 8.1.4, l'application F^ est constante sur chaque composante 
connexe de V-V^ . Localement, ces composantes sont en nombre fini, et 
ne fournissent donc qu'un nombre fini de valeurs différentes pour F^.
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D'autre part, par hypothèse de récurrence, ne peut fournir qu'un 
nombre fini de valeurs différentes pour F^ (et la proposition est 
bien vraie si dimY = 0 1 ).

C.Q.F.D.

Nous sommes maintenant préparés à démontrer le théorème
8.1.3, grâce au résultat suivant :

8.1.7 Proposition : Avec les hypothèses et notations de 8.1 .6, tout point 
y $ Y  possède un voisinage ouvert V tel qu'il existe un degré 
tel que, pour y', y" dans V,

= P*""* ^ ( y ' ) = % y " > -

Soit en effet y' €Y. F(y') n'est autre que la " fonction caractéris
tique de Hilbert anisotrope" du (t[T^,...,T^]-module gradué de type 
finiA(y'). Si nous étions dans le cas isotrope, le théorème classique 
de Hilbert nous dirait que F(y') coïncide pour )j, assez grand avec les 
valeurs d'un polynôme de degré au plus m. Disons que cela se produit 
pour p^n^(y'). Comme localement il n'apparaît qu'un nombre fini de 
F^(y'), il n'y a qu'un nombre fini de n^(y') à considérer ; posons

M = Sup u, (y') et M = M + m + l .
° y ' 6 V ° ^

Il est alors bien clair, puisqu'un polynôme de degré au plus m est 
déterminé par la connaissance de m + 1  de ses valeurs, que si

Dans le cas anisotrope, le théorème de Hilbert n'est plus aussi simple, 
mais on peut encore montrer que la fonction caractéristique d'un 
(t[T^,...,T^]-module gradué est déterminée par les valeurs qu'elle prend 
sur un intervalle fini (voir Appendice), et cela suffit à démontrer
8.1.7 en utilisant l'argument qui précède. On remarque que 8.1.6 joue 
un rôle essentiel : on ne sait pas a priori borner l'ordre à partir
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duquel F(y') coïncide avec les valeurs d'un polynôme.

8.1.8 Fin de la démonstration de 8.1.3 :
Il suffit maintenant de choisir autour de chaque point y g Y  un voisina
ge ouvert V assez petit pour que l'on puisse appliquer 8.1.7. Soit p^ 
le degré que nous donne 8.1.7, et rappelons que U désigne l'ensemble 
des points de Y où <Aest plat. Nous affirmons que :

UflV= (y' soit plat en y', 0 ^p<p^)

En effet pour montrer l'inclusion non triviale, remarquons que si 
est l'ouvert analytique partout dense de V formé^des points où^ffjv
est plat, l'ensemble de droite n'est autre que Q U , intersection

p=o ^
qui est finie puisque A est discret. Cet ensemble est donc un ouvert

Po
analytique partout dense de V. Ainsi, si yg Q U , tout un voisinage

 ̂ H=o ^
de y' est contenu dans fl U . Mais d'après 8.1.4, F(y") sera indé-

H=o  ̂ ^
pendante de y" sur un voisinage de y', pour 0 ^ p < p ^  , et d'après
8.1.7, grâce au choix de p^, cela entraînenra que F(y") sera indépen
dante de y" sur un voisinage de y', donc que tous les(A y seront plats 
(encore 8.1.4) et donc finalement que y' gUflV. Ainsi nous avons mon
tré que tout y g Y  possède un voisinage V tel que U D V  soit un ouvert 
analytique partout dense de V, ce qui achève la démonstration de 8.1.3.

8.1.9 Remarque : Nous aurions pu, bien sûr, appliquer le théorème de platitude gé
nérique de Frisch [Points de platitude d'un morphisme analytique, 
Inventiones Math., vol. 4, fasc. 2, 1967] à Specan^G (cf. ).
Le lecteur que la démonstration précédente n'aurait pas amusé peut s'y 
reporter.

Nous allons maintenant nous intéresser à la stratification 
d'une installation par la longueur des faisceaux de jets anisotropes.
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8.2.1 Proposition : Soient A/S=(X,Z,W,r) une S-installation, et d $ ] 0,œ[.JR-t-
Soit ^f=N l'ensemble des suites d'entiers indexées par R  muni de
l'ordre produit. L'application H^g(d) :XQW-*^f qui à x g X Q W  associe
la d-fonction de Samuel H (d) $ (f (définie par

A/S; x
H (H?d) = rang^,P^^(x) ) est analytiquement semi-continue superieu-
A/SyX A/S

ment. C'est -à-dire que si s=(s l'ensemble des points xgWflX
tels que :

H (n,d) ^ s pour tout n $ R^
A/S,x ^

est un sous-espace analytique ferme de WHx.

Pour la démonstration, nous utilisons le complément suivant 
de 8.1.4 ([

8.2.2 Rappe1 : Soient Y un espace analytique et^ un (3y-Module cohérent.
Pour tout s g N ,  l'ensemble des points y $ Y  tels que dim^^Y) ^  ̂
est un sous-espace analytique fermé de Y. Nous utiliserons aussi le 
résultat suivant, corollaire de 8.1.3.

8.2.3 Proposition : Tout point x ^ W H X  possède un voisinage ouvert dans 
lequel l'application H^yg(d) ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Démonstration : Nous ne pouvons pas appliquer directement 8.1.3 et
le raisonnement de 8 .1 . 6 parce que les ne sont pas les composantes
homogènes d'un Oy[T^,...,T^]-Module gradué de présentation finie. Mais

nous savons que les gr^P^j/g sont les composantes homogènes de la 
OxQ^y-Algèbre graduée de présentation finie g r P ^ g  (1,1.40) et nous 
remarquons :
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8.2.4 Lemme : Soit Y un sous-espace analytique réduit de XDW.
Pour un point x$Y, les conditions suivantes sont équivalentes :

i) tous les ĵ̂ yg sont plats en x ( p $ N + ^ N )  ;

ii) (Y) est plat en x.

En effet, si nous regardons les suites exactes de définition (cf. § 1,
1 . 1 1 et 1 .1 2),

"  ^  <Y) (Y) - ,  0

nous voyons que, si en x ^ Y  tous les ^/g(Y) sont Oy-plats, c'est-à-
n ddire localement libres (8.1.4), il en est de même des ? c'est-

à-dire de grP^g(Y) (appliquer par exemple 8.1.4 et la formule des 
longueurs dans une suite exacte) . Réciproquement, puisque ^J/g (Y) =(3y ? 
si grP^j/g (Y) est Oy-plat en x, on voit tout de suite par récurrence

sur p que les ^ ^ g  (Y) sont Oy-plats en x. Nous pouvons appliquer le 
théorème 8.1.3 à la Oy-Algèbre graduée de présentation finie grP^yg (Y)

pour Y= (XrtW)peti ° Puisque rang^P^g (Y)(x) =rang^P^g(x) pour 
x$ ? ceci nous montre que H^g(d) est constante sur un ou
vert analytique partout dense de (d'après 8.1.4). On recom
mence en prenant pour Y le complémentaire de cet ouvert analytique y 
disons Y^ , et puisque dimY^<dimXHw, on doit s'arrêtéer au bout d'un 
nombre fini de pas, et l'on aura trouvé qu'un nombre fini de valeurs 
pour H^yg(d) , comme en 8.1 .6.
Pour achever la démonstration de 8.2.1, remarquons que l'ensemble F des 
points de Wf)X où H^yg (d) ^ s est fermé, comme intersection des fermés 
donnés par 8.2.2. Pour montrer que cet ensemble est un sous-espace 
analytique fermé, il suffit de le montrer au voisinage de tout point 
x € X D W. Soit donc x $ W H X et soit V un voisinage ouvert de x dans 
lequel H^g(d) ne prend qu'un nombre fini de valeurs, (8.2.3). Numé- 
tons ces valeurs de telle sorte que les 1 premières

(0<l^k) soient celles qui vérifient IP^s. Soit le plus 
petit élément p, de N +-jN tel que (0 <i<l) et considérons
le sous-espace analytique fermé (8.2.2) de V
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? = t x € V / H ^ ( ^ , d )  ^

il est clair que FÜ V ^ F .  Mais l'inclusion inverse est vraie, puisque 
H^/g ^ (^^ ÿd) ^ implique que ^ ̂ d) est différente des HL

(0 < i < 1) , donc vérifié H ^ g  ^ (d) ^ s . Ainsi F H V est un sous-espace 
analytique ferme de V, ce qui achève la démonstration de 8.2.1.

8.2.5 Théorème : Soient &/S=(X,Z,W,r) une S-installation et d $ ] 0 ,°o[ *
il existe une partition localement finie Xflw = U X - de X H W  en, 9$A <X'd
sous-espaces analytiques possédant les propriétés suivantes :

1) pour tout a$A, il existe une application : N + ^ N - ^ N  telle 
que

x $ X  (d)=H ;a,d A/S,x a '

2) X , et X ,- X . sont des sous-espaces analytiques fermésa,d _a,d a,d  ̂  ̂ ^
d e XHW, etdim(X ^ - X  ^)<dim(X ,) . ̂ a,d a,d a,d

Démonstration : Notons (H 1 l'ensemble des applications de N +-^N '--------- a^a^A d
dans N qui apparaissent comme fonction de Samuel anisotrope H^yg ^ (d) 
pour au moins un point xgXflW. Nous allons montrer que les sous-ensem
bles

* K , d - t x € X n w / H ^ ( d ) , H j  ,

qui constituent évidemment une partition de WflW, localement finie
d'après 8.2.3, possédant les propriétés requises. Remarquons tout d'abord
que si x g X  , , H (d) (toujours pour l'ordre produit). Ena,a ^y^,x a ^
effet, sinon il existe un plus petit élément N + — N  tel que
H^/g x ^ o ^ ^ ^ ^ a ^ o ^ *  d'après 8.2.2, une telle inégalité subsis
te dans un voisinage de x, qui rencontre nécessairement X^ , d'où la 
contradiction.
Considérons maintenant les sous-espaces analytiques fermés de X Q W  
(8.2.1)
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x a '

D'après la remarque précédente et 8.2.3, tout point x $ X Q W  possède un 
voisinage ouvert V tel que

x  . n v  = (x *.  - u x  * ) n v
p$B(x)

où B(x) est l'ensemble fini des indices p tels que Hy>H^ et que ap
paraisse dans V, qui a été choisi suffisamment petit pour que 8.2.3 
soit vraie.
Ainsi,nous avons fait apparaître localement X^ ^ comme différence de 
deux sous-espaces analytiques fermés, ce qui, d'après ([ ] ),
suffit à prouver le théorème.

8.2.6 Définition : Les sous-espaces analytiques X^ ^ de XflW sont appelés 
les d-strates de Samuel relatives de l'installation A/S.

8.2.7 Remarque : La définition précédente constitue un abus de langage,
puisque la partition que nous avons construite ne vérifie pas en géné
ral la propriété de frontière, c'est-à-dire que X^ n'entraî
ne pas que X^ ^cX^ ^ , ou si l'on préfère, X^ ̂ -X^ ^ n'est pas une
union de strates. Cependant, nous avons vu dans la démonstration de
8.2.5 que entraîne que X^ ^DX^ ^ = 0- L'on peut démontrer que
ceci entraîne le résultat en apparence plus précis, et bien intuitif 
d'après la locale finitude de la partition, que voici :

8.2.8 Dans la situation de 8.2.5 tout point x ^ X Q W  possède un voi
sinage ouvert V' tel que pour tout x' $V' on ait :

"a/s,*. -

Choisissons en effet un voisinage V' de x dans X Q W  dans lequel n'appa
raît qu'un nombre fini de fonctions de Samuel anisotropes H^yg ^ (ù), 
disons , et supposons que les 1 premières, (0<l<k)
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sont celles qui vérifient IL^H^yg ^  existe alors un plus petit
élément v. de N+ - y N  tel que H.(v.)>H (d) (O^igl) et considé-î d ^ 1 1  A/SyX
rons le fermé analytique G de V' (8.2.2)

G = (x' 6 V' (\^? d) ̂  H^(v^) ou,...,ou H^/g^T ( ^  ? d) ;> H y  \?y ) .

Il est clair que si x'$V' est tel que H^yg x'^^^^*A/S x ^ ^  x'$G
puisque alors H^yg doit être une des IL (0<i^l). Mais la récipro
que est vraie puisque, si x' g G, H^/g x' ̂ i   ̂ ^ x ^ i ^ ^
pour au moins un indice i (ou bien 1 = 0 et l'on a bien 8 .2.8), et donc 
H^/g g.ï(d) ^ H ^ g  g(d). Enfin, x^G, et il existe donc un voisinage 
ouvert de x dans V' qui ne rencontre pas

8.2.9 Nous énonçons ici un cas particulier important du théorème
8.2.5.

Théorème : Soit F:X-*S un espace analytique relatif. Il existe une
partition localement finie X= IJ X telle que :

<x$A **
1) pour tout a^A, il existe une application : N-*N telle que

x $ X <3 Hv /c = H  ̂ a X/S,x a

où H =H  ̂ est la fonction de Samuel ordinaire (isotrope)
X/S;x F*\F(x)),x

de la fibre de F passant par x, en x ;

2) X^ et X ^ - X^ sont des sous-espaces analytiques fermés de X,
et dim(X - X ) <dimX .a a a

Démonstration : Il suffit d'appliquer le théorème 8.2.5 à l'installa-
tion A/S=(X,X,X, id^) pour d = l  (cf. 1, 1.20).

-K
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APPENDICE_AU_§ _8

Œ[T,,...,T 1-MODULE GRADUE DE TYPE FINI - 1 m --------------- ------------

Dans ce qui suit, pour simplifier l'exposé, nous allons nous 
restreindre au cas où l'ensemble des degrés de la graduation est 
A = N + ^ N ,  et où (E[T^,...,T^] est engendré comme (Ü-algébre par ses 
éléments de degré 1 et -j . C'est la cas où nous nous trouvons pour les 
applications que nous faisons du théorème 8.1.3 à l'existence des stra
tifications de Samuel anisotropes. Le passage au cas général ne présen
te aucune difficulté.

Soit donc R=(tTT^,...,T 1. Nous allons donner des noms diffé- ** 1 m
rents aux variables suivant leur poids. Ecrivons Z. , l^i<r, les T. ̂ i  ̂ i
qui ont le poids 1 ,  ̂1 ^ j^s, les T^ qui ont le poids —
(m=r+s). Soit M un (t[Z^,...,Z^, W^,..., W^]-module gradué de type fini ; 
M= (B M . Nous voulons obtenir de l'information sur l'application

définie par F̂ (p.) =dim^M^ . (Rappelons que par hypothèse, 
les composantes homogènes de A sont des (t-espaces vectoriels de dimen
sion finie, et M étant de type fini sur A, il en est de même des

Réduction : Remarquons tout d'abord que nous pouvons construire une
résolution libre graduée du R-module M. En effet, puisque M est de 
type fini, nous avons une surjection graduée de degré 0

r
e  R ( -  v . J  — * M — * 0  

1 ,1
1 = 0

dont le noyau est encore un R-module gradué de type fini, et donc nous 
construisons une suite exacte graduée de degré 0

140.
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A8.2

i * 2  <pi  V l  y

e R(-v. '  ) — R( - v.  . j — 2-^M— .̂o
i=i i=i

et le noyau de (p̂ est encore de type fini.
On peut continuer ainsi, et construire pas à pas une résolution gra
duée de degré 0 de M par des R-modules gradués libres. (En effet, les 
R(-v) sont isomorphes à R comme R-modules). Mais le théorème des 
Syzygies de Hilbert nous dit qu'une telle résolution s'arrête au bout 
du m-ième pas au plus, c'est-àÀdire que l'on a une suite exacte de 
R-modules gradués :

^  1  1 * 1  

o — * e R(- v . ) — — — e R(- v . ^ ... —  ̂e R(- v . — .̂M — ^o.
^ i , m  . ^ i ,  m  1  ^ ^  ^

1 = 1  i = l  1 = 1

Ceci permet de présenter F^ comme une combinaison linéaire finie de
fonctions F-,, . . Ainsi, si nous voulons montrer un certain caractèreR.(-v) '
polynomial de F^, il suffit de la montrer pour F̂ , , ce que nous allons 
faire maintenant.

Remarquons que F̂ ((i) n'est autre que le nombre de monômes
A B ( Z = ( Z ^ . . . , z y ,  W = ( W ^ . . . , W g ) ,  A=(a^,...,a^), B=(b^,...,b^))

tels que [A] + -L.jJ. - ̂   ̂ Auterment dit, si nous notons l'application

de N  dans N  définie par H (n) =dim^,gr (t , c'est-à-dire le nombre
t*-,.. * °

de multi-exposants A=(a^,..., â ) tels que [A[ =n, nous avons :

FR(n) = . S H°p ([A]) . (]B[)
] ,t ]B) <t , 0 (Ü , 0

Or, l'on sait bien que

/ n+r- 1
H° =
(Ü̂ , 0 \ r- 1
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A8.3

Le problème est donc dans la connaissance des solutions en nombres entiers de 
a + ^  = )i. Deux cas se présentent :

a) d est rationnel. Posons d = -̂ avec (p,q) = 1.

Soit nous noterons â ([i) le plus petit entier a tel que [i puisse
s'écrire a + Alors, d([i-a^([i)) est entier, et nous pouvons définir 
les sous-ensembles de A :

A = f H € A/a (u.) = a et d(u. - a ) = r modulo p) .a , r  ̂ ' o  ̂ o  ̂ o -o

Remarquons que ces sous-ensembles sont en nombre fini : en effet,
pour tout p. 6 A, 0 < a^( p) < q puisque si 1' on a p = a + b . ^ avec a ̂  q,

on a aussi p = a - q + (b + p) ̂  , et évidemment, 0 < r < p .

Pour tout (a ,r) comme ci-dessus, l'application FpjA ^
ô

coïncide pour p€A avec un polynôme en p à coefficients rationnels.
o'

En effet, si p^A^ y ^  peut poser d(p-a^) =k(p)p+r où 
d( p-a ) - r ^

k(p) = ---- ------  (remarquer que k(p) est linéaire). Cherchons mainte

nant les entiers a tels que l'on puisse écrire a + ̂ =p, c'est-à-dire
tels que d( p - a) soit entier. d ( p - a ) = d ( p - a ) - d ( a - a ) .  Il fauto o
donc que d(a-a^) soit entier, c'est-à-dire que q divise a-a^ , et
d'autre part, 0<d(a-a^)^d(p-a^). Les entiers a que nous cherchons
sont donc le s entiers a ^ + l . q  tels que d.lq<k(p)p+r (r<p), c'est-
à-dire lp<k(p)p+r (r<p), ou enfin l^k(p). Les valeurs de b corres-
podantes sont les (k(p)-l)p+r (O^l^k(p)). Finalement, pour
p(EA ? nous avons

o'

F (p)]A = X! H** (a +lq) . ((k(p)-l)p+r)
ô'i* 0<l<k(p) Œ , 0 ° %s, 0

d( p - a ) - r 
o ù k ( p ) =----- ^ '

c'est-à-dire que nous sommons des polynômes sur des progressions



arithmétiques, le nombre de termes choisis étant lui-même une fonction
linéaire de Les propriétés élémentaires des combinaisons rendent
maintenant bien clair le fait que F^(p.)]A est un polynôme en {J. de

o'
degré au plus r+s-1, et donc que pour n>Sup(v. .) (les v. . étanti  ̂ i y J i y JA y J
ceux de la présentation de A8.1) il en sera de même de F,,((i).
Remarquons aussi que si p,$A , p- + q=p.+*^€A y mais le succes-

ô̂  1
seur  ̂ de p, n'est pas dans A y sauf bien sûr si d=l. Ceci montre

o'
qu'il existe p.̂ (EAy tel que la connaissance de F̂ (]i) pour nous
permette de déterminer complètement F^. En effet, A détermine les
A , qui sont en nombre fini, et si p, est le degré à partir
%' ô

duquel F^]A coincide avec un polynôme (de degré au plus r + s - 1),
o'

on peut prendre n * Sup (p. ) + r + s .
(a^,r) ô

b) d est irrationnel.
Alors, pour p.$A=N + -jN, l'égalité a + j = n  détermine un unique couple 
d'entiers (a,b). Notons a(p.) l'entier a ainsi déterminé. On aura alors

F ( n ) = H °  (a(n)).H° (d(p-a(^))
" <t̂ ,o

ce qui montre que F̂ (p.) (et donc F̂ ()i) pour p. assez grand) coïncide 
avec un polynôme en p. (de degré s - 1) dont les coefficients sont des 
polynômes en a(p.) (de degré r - 1). Or, nous pouvons faire deux remar
que s :

1) a()i) prend une infinité de fois la même valeur puisque
a(fi + j)=a(p) (d'après l'unicité) ;

2) a()i) prend une infinité de valeurs distinctes puisque
a(p, + l)=a([i)+l ( toujours 1'unicité) .

Ainsi, si nous écrivons, pour p.>p,̂

s- 1
F ^ ( n )  = E P . ( a ( n ) ) n ^  OÙ p .  € Q [ T ]  

i=*o

et sont de degré r - 1 .
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Nous pouvons choisir d'après 1) un nombre fini de qui donnent le
même a(p.) et ainsi déterminer les P^(a()i)) (prenons s valeurs a(p) 
distinctes, et ainsi déterminer les polynômes Pj, . Au total, nous 
nous apercevons qu'il existe encore tel que la connaissance
de F̂ (p.) pour détermine F^ (prendre n^ = (î + r + s  où est le
degré à partir duquel F̂ (p,) coïncide avec un polynôme comme ci-dessus).

-K 
-K -R -K
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§9. LA SUITE EXACTE DE CONES

9.1.1 Définition Soit (0) C' -il* C -Ê+ C" (O) une suite de
Y-morphismes de Y-cones.
On dit que cette suite est exacte s'il existe un recouvrement ' i'i€I
de Y par des ouverts tel que, si CM (resp. CM) (resp. C7) désigne la 
restriction de C (resp. C') (resp. C") au-dessus de U\ , il existe un 
diagramme commutatif de Y[lL-cones :

(0)

(0)

C!1

Id

C!i
a.i

V.-î

* c.-1
Pi

V'.'1

t
C'.'1

(0)

(0)

ou :

1) les flèches verticales sont des immersions fermées ;

2) la suite : (0)— * CM—  ̂^  — -̂ -(0) est une suite exac
te et scindée de Y}lM-fibrés vectoriels triviaux, le scindage étant un 
morphisme gradué pour les structures graduées choisies sur les
(3y)^ -Algèbres associées à C! , V. , V'.' ;

' i
3) l'action de CM par translation sur induit une action sur

C. et p. induit un Ylu.-isomorphisme de C./<x(CM) sur .1 1  ' 1   ̂ 1' ' 1 1
On laisse au lecteur le soin de montrer que 3̂  est équivalent a 3') ou 3") 

3') C. = V. x C'.'
i 1 y  1i

3") Le scindage de la suite exacte de fibrés vectoriels tri
viaux induit un inverse à gauche pour et le morphisme 
C . --> C x C! qu'on en déduit est un isomorphisme.

' Ylu. ^' 1



146.

9.1.2 Lemme : Soit :

(O)— & C — ^ C —  ̂C" — i- (o)

*"î f i
(o)— * C ' — * D — a-D"— *(0)

un diagramme commutatif de Y-cones où les flèches verticales sont des 
immersions fermées.
Si la suite supérieure est une suite exacte, et si I est un carré car
tésien, la suite inférieure est aussi exacte.
Démonstration : C'est une conséquence triviale de 9.1.1, 3').

9 o 1 o 3 Lemme : Soit d € ]0 ,°o[ . Soit T[/s = (%, ,W ; ?) une S-installa
tion lisse. Soit TV-*W une S-immersion.
Soit A/S = (Wx Z , W x  Z , Wx IdWxr) = (Z,Z,W$ r) la S-installation 

W ^ ^ ^
ambiante image réciproque de A au-dessous de W. Enfin, soit X un sous-
espace analytique de Z, A/S=(X,Z,W§r), A/s=(X,Z,!V;r).
Pour tout sous-espace analytique Y de WQX lisse au-dessus de S, le dia
gramme canonique (de Y-cones) 3

r  ̂ . p d

C  ̂ ^ C—^A,Y ^A,Y

est cartésien.

Démonstration 3 Nous allons vérifier, pour tout point y de Y, que le 
diagramme correspondant des germes d'Algèbre est co-cartésien. Pour ce 
faire, il suffit de montrer le même lemme dans la situation géométrique 
algébrofde au point y correspondante. Pour simplifier l'écriture, nous 
ne changerons pas les notations.
Soit s l'image de y dans S et soit A = (3n ° s'identifie alors àS,s Z,y
l'anneau de séries formelles A[[y^,... ,y ,w^$z^,... ,z^]]=A[[y;w;z]]-



y à A[Ey*w]]y ^ à A[[y]] ; les immersions W-^Z, Y-+W étant asso
ciées aux surjections canoniques A[[y^w;z]]-*A[[y$w]] et 
A[[y;w]] -+A[[y]] respectivement.
Soit K l'idéal de A[[y;w]] définissant W dans W ; H = K.A[[y^wyz]] est 
celui définissant Z dans Z.

On sait que, pour d € [ 0 ,°°]y gryA;d et gr^^;d s'identifient 
respectivement à gr^WEz] et gryWEz] . Les choix de coordonnées précé
dents permettent de plus d'identifier gr^WEz] à AEEy]]EW,Z] où 
W=iqyW, Z=inyZ . D'autre part, l'immersion fermée de C ^ y  dans C ^ y  
est définie par l'idéal ^iy(lVyW).AEEyjjEWyZ] où^ny(W,W) désigne le 
noyau de la surjection canonique gry W-^ gry W et est engendré dans 
ALEz]]EW] par les formes initiales pour la filtration (w)-adique des 
éléments de K (3.0.2, 3.0.3).

D'autre part, J étant l'idéal définissant X dans Z, l'immersion 
de dans est définie par l'idéal ^ny(Y,A,d) de AEEy]]E^?Z],
qui est engendré par les in^(f;Y,d) où Y parcourt J.

^ B AOn se souvient que si f = Z ^BA^  ̂ C^€A[[y]],
A y B

Vy(f;A,d) = inf(lA) + ]B]/d,

iUy(?;A,d) = S C-. .
A,B:]A)+)B}/d=v^(f;A,d)

De même, soit J=j/H l'idéal définissant X dans Z, l'immersion 
de dans C^^y est définie par l'idéal ^Hy(A,A,d) de
^EEy]]EV,Z]/^ny(lVyW).AEEy]]EWyZ] qui est engendré par les iny(f;A,d) 
où f parcourt J.
Si f = Ef z^, ^A[[y,w]]/K,

A

v^(f;A,d) = i n f ^ A l + V Y ^ A ) / ^  

in-,(f;A,d) = E iu-,f. .
A:VY(fA)=a(vY(f;A,d)-[Al)

Il s'agit de voir comment se relève cet idéal dans AEEy]]E^yZ]. 
Soit P = ̂ d ^ W ^ Z ^ 6  AEEy]]E^?Z] un polynome d-homogène de degré v. Il
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s'envoie dans gny(A?A;d) sur un élément non nul si et seulement si
Y Ail existe f = E f z  ̂J tel que 

A A

et

inyf^ = (modgny(W,W)) pour tout A
B

te 1 que

Vy(ÏA^ = d(v - ]A]) .

Relevons f. par f. dans AEEy^w]] pour tout A, de telle sorte que 
^Y^A^ ^ alors in^f^ = Cl[inyf^] modiny(W, W). Soit
^ " " A   ̂ ^f = Ef, z . La surjection de (3̂  — *(3r, étant continue, f s'envoieA A Z,y Z,y
sur f par cette surjection et appartient donc à J. On a

Vy(f;A,d) = Vy(f;A,d) = v

^ ^ ^ Aiü^( fy^yd)=^] ^A ̂  "
A: f̂ ) =d( Vy( f ; A? d) - ) A] )

On en déduit immédiatement que :

iny(f;A?d)mod^n^(W,W) . A[[y]][W,Z] = in^.(f^A?d) .

Autrement dit :

P€ 3ny(A,A,d) + ̂ ny(W,W) . A[[y]][W,Z] .

Ceci montre que C^^yiDC^ynC^^-y . L'inclusion inverse étant claire 
on a 1 'égalité.

9.1.4 Proposition : Soit A/S=(X,Z,W;r) une S-installation lisse,(2.0.4).
Soit Y un sous-espace analytique de WQX, lisse au-dessus de S.
Soit Y x A = (Y xX 9 Y x Z, Y x W ; Id Y x r) 1' installation image réciproque

S S S S
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au-dessus de Y. Soit enfin (YxY) == (YxY, YxY, Y x Y ;  Id YxY) l'instal-s S S S s
lation triviale. On considère Y comme sous-espace de YxX, YxW, Y x Y

S S S
par l'immersion diagonale. Alors, pour d$]0,œ[, la suite de Y-cônes :

S s
est exacte. (Les morphismes sont obtenus fonctoriellement par 1.36).

Demonstration : On peut tout d'abord construire un diagramme commu
tatif de Y-cônes (1.36)

C(Y * Y) %  —  °Y * J y  —  Y ̂
S S

t f
—  C(Yx Y b Y  ̂  ^  - . c ^  ̂ ( 0)

S s
et les flèches verticales sont des immersions.
Comme dans 9.1.3, pour tout point y de Y, il suffit de montrer la pro
position pour l'installation algèbrolde en y correspondante. Pour 
simplifier, nous ne changerons pas les notations.
Soit s l'image de y dans S, et soit A = (3g  ̂. Les hypothèses de lissi-
tè permettent d'identifier (3̂  (resp. ) (resp. (3̂  ) à l'anneauZ,y  ̂ W,y  ̂ Y,y
de séries formelles A[[y^,. ..,y^; w^,...,w^ ; z^,..., ẑ .]] = A[[y,w, z]] 
(resp. A[[y,w]]) (resp. A[[y]]) ÿ l^s immersions de Y dans W et de W 
dans Z étant associées aux surjections canoniques. Dans ces conditions, 
(3yxz,y s'identifie à A[[y',ÿ,w,z]] oùy'=(y^,...,y^), et les diagram

mes' de A-algèbre :

aZ,y 

?

(3-Yx Z,y 
S

-> (3.YxY,y S
i?

A[[y,w, z]] - * A[[y' ,y,w, z]] — —
Y1 Yg

i?
-A[[y',y]]
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où (p̂ est l'injection canonique, et q)g surjection canonique, sont 
commutâtifs.
Considérons maintenant le diagramme commutatif (de A-algébres)

^2A[[y' ,y,w, z]]  *A[[y' ,y]]

A[[y'\y,w, z]]---- *A[[y",y]]

oùc(y) =y, <y(w)=w, d(z)=z, C(y')=y-y", 3 ^(y)=y, cf^(y')=y-y", 
(pg(w)=o, tpg(z)=o, <P2(y")=y"- 

On constate que o' et 0  ̂ sont des A-isomorphismes et C(y-y') =y". 
Nous pouvons maintenant identifier la suite :

a
g r  A; d ^ l ^ g r y  Y x  A ; d — L + g r y ( Y x  Y) ;d

S * S

A[[y]][W,Z] ^AE[y]][Y",W,Z]-L.AE[y]][Y"]

où o( = gr(cf ° (p̂) envoie y sur y, W sur W, Z sur Z et ^ = gr(q)g) envoie 
y sur y, Y" sur Y" et W et Z sur 0. De plus, la structure graduée sur 
A[[y]][W, Z] est celle qui donne à Z le poids 1, à W le poids l/d? celle 
sur A[[y]][Y",W,Z] donne à Y" et W le poids l/d et à Z le poids 1; celle 
sur A[[y]][Y"] donne à Y" le poids l/d. On obtient ainsi la condition
2) de 9.1.1.

Nous allons maintenant montrer que 3') est aussi satisfait.
Il s'agit de voir que

giy ?gr Y x  A?d
* S

gPyAyd ^gr Yx A?d
* * S



est un diagramme cocàrtésien dans la catégorie des A-algèbres. Ceci re
vient à dire que 1 'ideal engendre dans gr^Yx^^d par le noyau de la

S
flèche de gauche (i.e. iny(A?A?d)) est le noyau de la flèche de droite
(i.e. in (YxA? YxA?d)).

 ̂ S S
Si J est l'idéal de 3^ définissant X dans Z, on se sou-^ ? y
vient (3.0.3) que iny(A?A?d) est engendré par les ' ^ ^ e U n i s s a
parcourt J. De même, I étant l'idéal de Y x X

dans YxZ, in^(YxA, YxA?d) est engendré par les in^(g;YxA,d) quand gS Y S S ï g
parcourt I. Or I est l'idéal de A[[y',y,w, z]] engendré par (p̂ (J).
Comme ci-dessus, nous allons effectuer tous les calculs après transfor
mation par <3.

Soit g $ <3( I) . Il existe alors f^(y,w,z)$3o(p^(J) et 
Qi(y"'Y'W, z)€A[[y",y,w, z]], pour tels que :

S S

lgigm

Soit v = Vy(g;YxA, d) et écrivons :
S

lgi<m

avec

R- € (y")^^*A[[y",y,w,z]]

où [dv] est la partie entière de dv. On a alors

in (g;Yx A,d) = in ( S 
S AgAgN^^ ]A] g[dvj

Soit :
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Nous allons montrer que, considérant comme un élément de J,
]Alg[dv], Vy(g^;A,d)3:v-]'A[/d. 

Sinon, on aurait :

Il = inf
A$N^, [ A] ̂ [dv]

(g*  ̂A^d) + ]Al/d<Y'^A

et

0 = E Y^'^ôrrclg modE
A;lAlg[dv] L ^ i6N,jgN;i+j

Mais a clg. modE (z)^. (z,w)^
i+j/d>)^-]A]/d

j/d>n-]A[/d

6 A[[y]][W,Z].

(z) .(z,w)

Il est donc nul et Vy(g^;^,d)>ij.- ]A]/d, ce qui est contradictoire. 
On obtient donc ainsi que :

in (;YxA,d) = E Y"^af*clg modE (z)\(
S A, ]A]^[dv] )_ ^ i<=N,j(EN;i+j/d>v-tAt/d

z,w)

Ainsi, il existe des A pour lesquels cette classe est non nulle et res
treignant la sommation à ceux-là :

iiiy(g;YxA,d) = E * „ Y " ^ 3 r [ i n y ( g ^ ; ^ , d ) ]
S AgN^

Ceci achève la démonstration.

9.1.5 Corollaire : Soit X/S un espace analytique au-dessus de S. Soit Y un
sous-espace analytique de X lisse au-dessus de S. On considère Y comme
sous-espace de Y x X  et Y x Y  par l'immersion diagonale. Alors la sùite

S S
de Y-cônes :

(0) Y,Y ^Yx X,Y * * % Y  ^*(0)
S S

est exacte.
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Demonstration : La question étant locale sur Y, on choisit au voisi
nage de tout point y de Y un plongement local de X dans un espace Z 
lisse au-dessus de S. Soit A=(X,Z, Z% IdZ). Il suffit alors d'appli-
quer 9.1.4 avec d=l. En effet, " ̂ X Y ' ^Yx A^Y ^ ^Yx X Y ^  .

S ' S '
9.1.6 Théorème : Soit A/S - (X,Z,W^ r) une bonne installation.

Soit Y un sous-espace analytique de WQX, lisse au-dessus de S. Soit
Y x A  = (YxX, YxZ, Y x W ^ I d Y x r )  l'installation image réciproque au- 
S S S S

dessus de Y. Soit enfin (YxY) = (YxY, YxY., Yx Y ̂ Id Y x Y) 1' instal-s S S s s
lation triviale. On considère Y comme sous-espace de YxX, YxW, Y x Y

S S S
par l'immersion diagonale. Alors, pour d g ] 0,co[<, la suite de Y-cones :

«"  ̂ ( Y  x Y) %  x ̂ Y  ̂S s
est exacte.

Démonstration : La question est locale sur Y  ̂ soit donc y un point
de Y. Plongeons,localement en y, W dans un espace W lisse au-dessus de

t ^ ^ tS et écrivons Z = Wx(t . Choisissons alors Z = Wx(! . On obtient ainsi
9une S-installation lisse jA= (Z,Z,W^ r) où r est la 1ère projection 

dont A./S est la restriction au-dessus de W. Soit enfin A/S= (X, Z,W^ r) 
Nous sommes alors dans les conditions d'applications de 9.1.3. Ainsi

p d __  ̂p d
%  Y ^ , Y

est cartésien.
Mais nous pouvons aussi appliquer 9.1.3 avec Yx^A, Yx^, YxA? Y x A

S S S s
et ainsi :
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P d   ̂ d
Yx A,Y * Yx A,Y
S

d
"Yx A,Y 

S
C ^ Yx A,Y

S
est cartésien.
D*autre part, d'après la proposition 9.1.4, dans le diagramme commuta- 
tif :

(0)  >C (Yx Y) ,Y 
S

"Yx^,Y
S

^ , Y  —

** ^ ( Y x  Y) ,'Y ^ ^ Y x * S , Y  ^ ^ , Y
( 0)

S S
les suites sont exactes et I est cartésien.
Enfin, le corollaire 9.1.5 entraîne que dans le diagramme commutatif 

(0)
S S

Î M Î

«" '(Yx Y ) %  —  'Yx —  ' A %  —  ̂
S S

les suites sont exactes et II est cartésien. En effet, toutes les ins
tallations qui y figurent étant ambiantes, d'après 2.1.7, ce diagramme 
s'identifie au suivant :

( 0) "Yx Y,Y 
S

( 0) "Yx Y,Y 
S

Y x W, Y ^  
S *

^Y x W, Y ̂  
S *

W x Y
W

' '' w .

[- 

f

% Y ^ ^ Z ,

(0)

W x Y W .
(0)
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et on sait que C ^ ^ x Y  = C ^ ^ x Y ^ Y x Æ .vv W  ̂w
Il suffit maintenant d'assembler tous ces diagrammes dans un cube. On 
obtient ainsi que dans :

( 0). (YxY) ,Y 
S

Yx  ̂ ,Y 
S

A'Y
. /

111

(0) C(Yx Y) ,Y 
S

d
'Yx A,Y 

S
C <*'A,Y

les suites sont exactes et III est cartésien.

-*(0)

( 0)

9.1.7 Corollaire : Les hypothèses et notations sont celles de 9.1.6. Les
conditions suivantes sont équivalentes : 

d
'A,Y

d
'Yx A,Y 

S
Démonstration : En restreignant au besoin Y, on peut supposer qu'on
a un scindage qui permet d'écrire :

D  C,  

2) Ĉ

Y est plat en y $ Y  ;

<Y est plat en y$Y.

C d ^ p  ^ x C ^hrx A,Y "'(Yx Y) ,Y f) ^A,Y
S S

C,,. étant un fibré vectoriel localement libre, c'est évident.(Yx Y),Y
S

(En termes d'algèbre, il suffit de se convaincre que, si À[T^,...,T^[] 
est un anneau de polynômes et M un A-module, M est A-plat si et seule
ment si M<g)A[T^,...,T ] l'est. Or Tor^( ,?) commute aux sommes directes. A i q

9.2.1 Proposition : Soit A/S=(X,Z,W; r) une bonne installation. Soit
d $ ] 0 yco[ . Soit ^ d-stratification de Samuel rela-

(X̂ A
tive de A/S.
Pour tout (X $ A_, ? C , ,

** X^xA.X**
"S °*

X est plat, a ^
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Pour tout sous-espace analytique Y (non nécessairement réduit) de X^ , 
le morphisme canonique :

C **  >C ^ x̂  Y
Yx &,Y X x A,X Xg  ̂ a g ' a oc

est un isomorphisme.
En particulier, pour tout point x de X^ , si s désigne son image dans, S 
et A(s) = s x A = ( s x X ,  sxZ, s x W ; Id s x r) , le morphisme canonique :S' S S s

C ^ ^ C , ^ x, x
A(s),x X xA,X X<*%g ' a a

est un isomorphisme.

Démonstration : On a montré (1.40) que les Oy-Algèhres graduées
grP^yg(Y) et gr^YxAyd sont canoniquement isomorphes. Or on a déjà

remarqué que grP^g(Y) est Oy-plat en y si et seulement si, pour tout 
est (3y-plat en y. Or par définition, si x ^ WQX,

HA/SyX^'^ = (x) .

Ce rang est donc constant sur X^ . ̂ a
On a maintenant, pour (j,g N+l/ d N ,  n/0, une suite exacte de (3^d-Modü!es

a

(.) .

Tous les Modules étant plats, elle reste exacte après tensorisation.

<>Y — *
,dXa

est aussi exacte. Or par définition, le noyau de la flèche de droite 
est gr^P^g(Y). Ceci fournit 1'isomorphisme annoncé.
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9.2.2 Le X^-cône C . ^ . est une généralisation du fibré tangent
^ X x A,Xa g ' a

relatif à une famille lisse X-^S. Il recolle les cônes tangents 
d-anisotropes aux installations fibres en tout point d'une d-strate de 
Samuel relative.

9.2.3 Corollaire : Soit X-*S un morphisme d'espace analytique.
Soit X ,= U X la stratification de Samuel relative de X-*S. red a(X̂ A
Pour tout a € A, ^ — & X^ est plat.

a g ' a

Pour tout sous-espace analytique Y de X^ , le morphisme canonique

p ____^ p v  Y^ Y x X , Y ^  X xXyX T* 
s " S ^

est un isomorphisme.
En particulier, pour tout x de X^ , si s désigne son image dans S et 
X(s) la fibre de X au-dessus de s, le morphisme canonique

^X(s),x **^X xX,X 3 ^' OC c (X XS a
est un isomorphisme.

Démonstration : On plonge localement X dans Z lisse sur S. On obtient
le résultat en considérant l'installation A/S=(X, Z,Z? IdZ) et le 
réel 1 .

9.2.4 Proposition : Soit A/S une bonne installation. Soit Y un sous-espaùe
analytique de WQX, lisse au-dessus de S et réduit. Soit y un point de 
Y. Les conditions suivante^ sont équivalentes :

1) V R* , tP̂ yg(Y) est O-y-pIat en y ;

2) Ĉ ,  ^Y est plat en y ;Yx A? d  ̂  ̂ '
S

3) C ^  — ^Y est plat en y ^A y Y
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4) il existe un voisinage U de y dans Y eh tout point duquel 
l'une des conditions 1), 2) ou 3) a lieu ;

5) soit X^ la d-strate de Samuel relative de A/S contenant y.
Il existe un voisinage Q de y dans Z tel que

Y n n c n o .

Demonstration : L'équivalence de 1) et 2) a été montrée en 8.2.4,
celle de 2) et 3) en 9.1.7. On a montré que la condition 2) est ouverte
sur Y en 8.1.3. Il en est donc de même des conditions 1) et 3). Finale
ment, Y étant réduit, si, pour tout (j.g R*y ^j^g^Y) est Oy-plat en tout 
point d'un voisinage connexe U = n Q Y  de y dans Y, H ^ g  ^st contan
te sur U. D'où l'équivalence de 4) et 5).

9.2.5 Proposition : Les hypothèses et notations sont celles de 9.2.4. Si
l'une des conditions équivalentes 1) à 5) a lieu en y$Y, la suite

(0) x y — *(0)(Y(s)) ,y A(s) ,y A,Y y ^
est exacte ( où A( s) = ( s x X, s x Z, s x W ̂ Id s x r), Y( s) = s x Y) .De plus,

S S S s
le morphisme canonique :

^A(s),Y(s) y * ^ A ,  Y>< y
est un isomorphisme.
Démon s trat ion : D'après 9 .1 .6, la suite :

S S
est exacte. Elle le reste par restriction au-dessus de y.
Or,en se restreignant au besoin de 9.2.4, 5) et 9.2.3, on déduit que :

r d   ̂ d
A(s),y hrx A,Y ^ y

S
est un isomorphisme.

se sur S, C^y
S S

De même, Y étant lisse sur S, C,-, ^  = CL, est un fibré vec-(Y x Y) , Y Y x (Y) , y

toriel localement^trivial, en particulier, c'est un Y-cône plat en y. 
Les résultats précédents montrent alors que :
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- d __  ̂ d
Y(s) ,y ^(Yx Y) ,Y ^ y 

S
est un isomorphisme.
Ceci fournit la suite exacte annoncée.
Considérons maintenant la s-installation A(s). Y étant lisse sur S, 
Y(s) est lisse au-dessus de s (i.e. est une variété analytique lisse). 
La d-stratification de Samuel relative de A/S induit la d-stratifica- 
tion de Samuel de A(s). La condition 5) de 9.2.4 est donc satisfaite 
pour A(s) et Y(s). Nous venons de montrer que la suite :

(0)— >C,v, , — >C . , x y — >(0)(Y(s)),y A(s),y &(s),Y(s)

est exacte. Le morphisme canonique :

CA(s)%(s) ^  y — ^ y

est donc un isomorphisme.

9.2. 6 Corollaire : Soit X-+S un morphisme d'espace analytique. Soit Y un
sous-espace analytique de X lisse au-dessus de S et réduit. Soit y un 
point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) N, (3y-plat en y ;

2) x y  ^  ^
S

3) C — ^Y est plat en y ;X, ï
4) il existe un voisinage U de y dans Y en tout point duquel l'une

des conditions 1), 2) ou 3) est satisifaite ;

5) soit X la strate de Samuel relative de X/S contenant y. Ilo
existe un voisnage Q de y dans X tel que :

Y n n c x̂  n o
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(0) > Cy^g^y — ^ C ^ y  X Y

est exacte et le morphisme canonique :

Cx(s),Y(s) y *Cx, Y ^ - y

est un isomorphisme.

Démonstration : On utilise la même méthode qu'en 9.2.3,

9.2.7 Le lecteur est invité à comparer ces résultats
du § 2 de l'Appendice.

suite :

avec ceux
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§ 10. d-PLATITUDE NORMALE

10.1 Définition : Soient A =(X, Z,W, r) une bonne installation, Y un sous- 
espace analytique de XQW, x un point de Y et d $ [ 0 ,<x)]. Nous dirons 
que A est d-normalement plate le long de Y en x si

1) Y est lisse e n x  ;
2) le morphisme canonique y"* Y plat en x ;

3) les morphismes canoniques C ^  ^Y sont plats en x pour tout
[«,«].

10.2 Remarque : Si Y est lisse en x, on peut interpreter la condition 2)
comme suit :

2') pour tout ô$[0,œ], l'installation ambiante ^=(Z,Z,W, r) est 
ô-normalement plate le long de Y en x (ou encore elle est 
co-normalement plate) .

En effet, 2.1.5 nous fournit, pour tout [0 ,œ] un isomorphisme

et nous savons, grâce à 2.1.7, que la platitude de C^j^y pour tout 
ô$[0,œ] est équivalente à celle de ^ ^ [ ^ y = ^ ^ y  * D'autre part, puis
que r est lisse, les C ^  x Y sont tous lisses au-dessus de Y (appli-A? ^ w
quer encore 2.1.7) et l'argument de 9.1.7 nous montre alors que la pla
titude de est équivalente à la platitude de C ^  pour toutw, ï
6 € [0 ,co].

10.3 Théorème : Soient A=(X,Z,W,r) une bonne installation, Y un sous-espa-
ce analytique de Xf! W, x un point de Y et d g [0 ,œ]. Si Y satisfait en 
x les conditions 1) et 2) de 1 0.1 , les conditions suivantes sont équi
valentes :



1) A est d-normalement plate le long de Y en x. (Ou : Y satis
fait 3) de 10.1) ;

2) pour tout ô g [Oyd] et tout )j. $ R* y les faisceaux de jets
pH?ô(Y) gont (5y-plats en x (cf. 1.32) ;A Y

3) pour tout ô(E [0,d], la (3y-Algèbre (Y) est Qy^plate en x ;

4) on a l'inclusion de germes

(Y n u) c  n (x  ̂ .̂)
^  6 € [ 0 , d ]  ^

où X c désigné la ô-strate de Samuel de A contenant x (cf. 8.2.Oy O ^
5) pour tout ô$[0yd]y la suite

est exacte (cf. § 9) ;

6) pour tout ô € [ 0 yd]y il existe une ô-base standard (f^y...yf^) 
de A en x, au sens de 7.1.1 telle quey pour tout i (l^i^m)y

Vy(f^yA?5) - Vg.(f̂ ?A.?<5)

(La ô-base standard peut dépendre de ô j sans abus d'écritu
re y on devrait noter : (f^\...yf ^A\) );1 m(ô)

7) il existe un voisinage ouvert V de x dans Y en tout point du
quel A est d-normalement plate le long de Y.

Demonstration : L'equivalence de 1)y 2) et 3) resuite immédiatement
de 9.2.4y au vu de 1.40. L'equivalence de 2) et 4) est exactement la
definition des ô-strates de Samuel de A (8 .2.6) puisque
H ((i?ô) = dim^P^^(Y)(x)y jointe au critère numérique de platitude AyX U* A
8.1.4y qu'il est licite d'appliquer puisque Y étant lisse en x le res
tera dans un voisinage de Xy où il sera donc en particulier réduit. 
D'autre party la proposition 9.2.5 nous dit que l'une quelconque des



conditions 1) à 3) entraîne 5) . Nous allons maintenant montrer que 5) 
est équivalent à 6). Pour cela, nous allons utiliser le fait (10.2) 
que l'installation ambiante A est ô-normalement plate le long de Y en x, 
ce qui, comme nous venons de le montrer, entraîne que la suite :

^  ^ ' x  —  ° J x ^  " A  ^ M  ^

est exacte. Un retour aux définitions (9.1.1) et un lemme élémentaire 
sur les carrés cartésiens permettent de dire que la suite

- " % x  ^  t x )  —  « "

est exacte si et seulement si, dans le diagramme naturel :

—  <% x ^ c j x  —  C ^ Y  ^

«" x {x) (0)

le carré de droite est cartésien. Or, nous pouvons traduire ceci en 
termes d'algébres graduées :

0

j
in (A,A)ô)<^--  inv(A;A'&) & ^

(3

i  -!
gr (Y);&.--- gr (gry^, ô) iS g

^Y,x
!

gr^.(Y);ô4-- gr^Aÿô<-^-(gryA;ô)^ 0 <ï
-t ^ ^Y,x
0 0

où (Y) est 1' installation (Y;Y^Y,idY)J Les morphismes sont de degré 0̂
et dire que le carré de droite dans (*) est cartésien revient à dire
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10.4

que le carré correspondant dans (̂ ') est cocàrtésien (dans la catégorie 
des (t-algèbres), ou encore que l'image de ô o i engendre l'idéal 
in^(A,.A?5). Or, si nous prenons un élément f dans l'idéal définissant 
X dans Z en x, l'image de iny(f,Ayô) & Œ dans gr _A,Ô est non nulle

^Y,x
si et seulement si Vy(f^,Ayô) = v̂ .(f ?Ay<5) . Ainsi, notre suite de mor-
phismes de cônes (en degré ô) est exacte si et seulement si on peut
trouver des éléments (f^\...,f dans l'idéal définissant X dans Z1 m(o)
en x, tels que

a) v^(f^;ô) =  ̂ (f^;ô), l < i ^ m ( 6) ;Y i ' x i

b) les in^(f^\^;ô) (l<i^m(ô) engendrent in^(Ay^yô).
( ô )C'est-à-dire, quitte changer l'ordre des f^ , une ô-base standard pour 

 ̂en x vérifiant la condition de 6). Nous avons bien montré l'équiva
lence de 5) et 6).
Nous allons maintenant montrer que 6) entraîne 1). Pour cela, nous allons 
d'abord montrer :

Lemme : Etant donné ô satisfaisant les hypothèses de 10.3, 6) et
f^,...,fm étant des éléments correspondants de l'idéal définissant X 
dans Z en x, si H désigne l'idéal de (gr A;ô) engendré par lesy  x
in^(f^ y A y ô ) ^  , l<i^m, et m = my ^ y on a l'égalité de germes : 

iiiy(A,A,6)^ H m*\gryA,&)g = H - (m** . gfyA'^x

pour tout n ̂  0 .

Démonstration : Nous raisonnons dans les germes, mais supprimons l'in
dice x pour alléger l'écriture.
Le terme de droite étant évidemment inclus dans celui de gauche, il
suffit de démontrer l'inclusion inverse. Pour cela, nous allons utiliser
le fait que C est plat sur Y, ce qui nous donne, d' après 9.2.5,W, ï
un isomorphisme
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gr W gr W] x) g) gr^ Y

<t

où, pour abréger, on a noté gr^.w]x pour (gr^.W) g) (3y /m-yï ï x ^ -  ï, x ï, x
^Y,X

D'autre part, puisque gr^.W est un Oy-Module plat en x, nous avons un 
isomorphisme

, kg
(gryW[x)g)gr^Y ^  >gr^gTyW .

Supposons maintenant 6 ^ 1  , choisissons un système de
coordonnées locales z^,...,z^ pour r \x) en x (resp. y^?...?y^ pour 
Y en x) : d'après le § 2 (2.1.5) ceci nous permet d'identifier
gryAÿô à gTyW[Z^,...,Z^] , et d'autre part, nous pouvons écrire 
gr^ Y = (üfŶ , . . . , Y^] . Choisissons maintenant  ̂g iny( A ? A? H gi*y A? ô . 
Nous pouvons bien sûr supposer  ̂ homogène, et que n est le plus grand 
entier tel que giyA?^ * Soit v = deg^ . Soit f un élément de
l'idéal de ^ définissant X dans Z en x, tel que iny(f,A.,ô) = (};. En 
utilisant la platitude normale de W le long de Y ep x, nous allons tout 
d'abord montrer

10.4.1 vgv^(f,Ay5)^v+^ (v = Vy(f,A,ô))

La première inégalité est évidente. Pour montrer la seconde, écrivons 
(]i dans gry^ , 6 = gryW[Z]

4  = où
A

, ,  ̂ n ô(v-lA]),,, . ,  ̂ n  ̂ xet gr y' ' W puisque gryA^ô.
<r. -j r T . - R+l n? r  ̂ n ô(v- A),,, , . A.,Soit (})̂ = classe ({j^modm g^yW, y' ' W et puisque n a ete
choisi le plus grand possible, nous sommes sûrs que les ^  ne sont pas
tous nuls. Choisissons A tel que /O.

° o _ Ô(v-)A^[)
L'isomorphisme kg nous dit qu'il existe des éléments a^ggr y w]x
et tels que

165.
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^A " ^2^  ̂ i ̂  îO

et 1 'isomorphisme nous donne un élément

- 1 - - n+ô(v-lA ])
^A = ^a^<g)b^) $ gr ^ W .

&(v-]Aj)
Si nous remontons a. en un élément a. $ Q . (3\,r où Q est l'idéal1 1 Wy X
définissant Y dans Z en Xy et b^ en b^ g F^ . (3̂- où F = (T)̂ y . . . y ^ ?
les T)^€0 *̂ étant tels que leur image dans 3 y ^ soit y_̂ y et si nous

n+6(v-[A I)
considérons g^ ^ défini par g^ =Ea^b^ y il est facile

o ' o i
de vérifier que in^g^ "^A

o o

et que ^ Y ^ A
o o

enfin ^ ^ Y ^ A ^ ^ A  '
o o

Remarquons que nous aurions pu faire la même construction
avec un ({j. quelconque à condition de remplacer n par le plus grand en-
+ - - + V ,  ̂ i ô(v-lA]) ...tier i tel que gr y' ' W.
Soit E^ l'ensemble des multiexposants A tels que (jï̂ /Oy Eg l'ensemble 
de ceux tels que ^ = 0 .
Nous pouvons écrire

f =  X g,zA+ x g, Z^ + k
AgE^ ^ A$Eg

où g^€(3^y x obtenu à partir de ^  par la construction qui précède
Ainsi, si A (E E^ ,

.  ̂ a 6 (v-1 A] ) ...
^"Y^A =  ̂ %** Y '

si A g Eg ,

n+1 5(v- A ) ...
i^ygA = gr y ^
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et Vy(k,A,&)>v, c'est-à-dire que si nous écrivons k = Ek^Z avec 
k^€  ̂ ^ ^Y^A^ ^ ' )-A-[ ) . Or, si AÇ E^, ^

 ̂ r,A . ^  t.t &(v- A^)+n nv^(gA^ ,A,ô) = lAl +------  = v+^- .

ADe plus in (g* Z y Ay ô) peut être annulée par aucune combinaison des
^ A Aformes initiales des autres g^Z ou des k^Z (les premiers ont des

exposants A différents, et les seconds ne sauraient donner des termes
ayant un degré convenable dans gry^]x)L.Z] . Ceci nous montre bien que

nH ^ v + —

10.4.2 Le pas suivant est de montrer que l'on peut choisir f dans
l'idéal I définissant X dans Z en x telle que

iny(f,Ay 6) = ^

v^(f,Ay6) = v + .

C'est ici que nous allons utiliser l'hypothèse de 10.3, 6), c'est-à- 
dire l'existence de dans I telles que

1) Vy(f^,Ayô) =

2) les (p̂ = in^(f^,Ay&) engendrent in^(^,.A,ô) .

D'après ce que nous avons vu en démontrant l'équivalence de 5) et 6)
de 10.3, la condition 1) signifie que dans gr^ ^ , 6 identifie à gr^W[Z],
ou encore via 1'isomorphisme k^, à(gryW]x)[Y,Z], les (p̂ s' écrivent dans
(gryW]x)[Z], c'est-à-dire ne dépendent pas des variables Y.
Soit (p=in^(f,Ayô) €gi*gW[Z] . Ecrivons le transporté de (p par dans
(gryW]x)[Y,Z] (noté (p par abus d'écriture) (p = EQgY^ où Qg$(gryW]x)[Z]

! BI ! B !est ô-homogéne de degré si H = v^(f,.A)ô) H*"^*'*^Vy(f,Ay6)=v)
D'après la remarque que nous venons de faire, puisque <p appartient à
l'idéal engendré par les (p̂ (l^i^m) on peut écrire
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où . $ (gr^w]x)[Z] est ô-homogène de degré [i b, i
, Mn ]] -  -L- - V .

On peut choisir des elements Ag x Que

4,6) - v^(Ag ^,4.6) - n - ^ - v .

'"x<AB,i'A'6> - \ i

et considérer l'élément

h -

Il est facile de vérifier que in^(h,Ayô) =(p̂  c'est-à-dire que
V ( f  -  h y  A ? Ô )  >  {i.
^ n A  ̂ AD'autre part, si p.>v+— , in^(f,^,ô) = in^(Ek^Z ) o ù ^ k ^ Z  est celui

que nous avons trouvé en 10.4.1 et, puisque Vy(k^)>ô(v- )A[), en regar
dant les degrés dans (gryW]x)[Z], on voit que l'on doit avoir

c'e st-à-dire

V y ( h ' A ? 6 )  >  v

et donc

i n y (  f  -  h ,  Ay  ô )  =  ^  .

Ainsi, en remplaçant f par f-hy on n'a pas changé (};, mais on a fait 
strictement augmenter l'ordre en x. Au bout d'un nombre fini de tels 
pas, on aura bien construit f 6 I telle que

iny(i,^, ô) = 4-

v^(f,A'5) = v -
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10.4.3 Choisissons pour représenter ([j l'élément f que nous venons de
construire, et recommençons avec (p=in^(f,jA,ô) la construction de 10.4.2.
Nous construisons un élément h ^ I  tel que in (h,Ayô) =(p. Mais maintenant,

n ^ Bpuisque v^(f,A?ô)=v+^r , dans l'écriture (p = EQ^Y , il y a certainement

un terme tel que c'est-à-dire ]B[=n, d'où l'on tire
Vy(h,Ayô) =v, et le fait que iny(h,A?5) = E Y^iHy^B i  ̂*̂ Ŷ*̂ i ') B ] ==n '
d'où :

iny(h,A? 5) € . H .

D'autre part, si nous faisons pour f et pour h la construction de 10.4.1, 
nous nous apercevons que, puisque in^(f,^,6) =in^(h,A.,ô), nous devons 
avoir :

in (in^(f,A,ô)) = in (in^(h,A,ô)), 
m i * *  tn i

("in " représente la forme initiale pour la filtration mt-adique de 
tn

giyA?^)? c'est-à-dire que

iny(f,Ay&)-iny(h,^,ô)em^^^gryAyô .

Nous avons ainsi montré que

, ^^n yy n+1 . x.H + m gryA ?6 y

c'est-à-dire

c \ â c â TT â 1 r*iny(AyAyô)flm gry^;ôgm .H + m gi*y^;ô

et, puisque m^H est inclus dans le membre de gauche, nous pouvons ré
péter le même argument, ce qui montre que

iny(A,A?6)^ m " g r Y —

pour tout k^l, et en regardant dans chaque composante homogène de
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10.5

10.6

gi*Y— est un Oy ^-module de type fini, on voit que cela entraî
ne l)ien :

iHy( & ? A' 6 ) H m^ gry A ? ô g  m^ H 

et donc 1'égalité du lemme.

Le lemme 10.4 nous montre que dans les hypothèses de 10.3, 
si la condition 6) est satisfaite, d'une part les iny(f^, Ayô) engen
drent iny(A?A?^) en x (faire n = 0 dans 10.4), et d'autre part que

Tor/'*((gryA;6)x,3y^/my,x)

(faire n = l  dans 10.4 et appliquer 5.1.2.3)

x /et puisque Tor^ ' (?,(3y my .̂) commute aux sommes directes, on en
déduit (0 . ) la platitude de chaque composante homogène de (gTyAyô)^
donc de (gryA?ô)g ? c'est-à-dire la platitude de C^y-*Y en x. Nous 
avons bien montré que 6) => 1) .

Nous allons enfin montrer que 1) => 7) , la réciproque étant
évidente.
Pour cela, choisissons d'abord un ouvert V de Y contenant x tel que

i) V soit lisse ;

ii) C [V — *V soit plat.A, ï

Ceci est possible, puisque par hypothèse Y est lisse en x, donc le
reste dans un voisinage, et grâce au théorème 8.1.3. D'autre part, pour
yg Y, notons d^ y la suite finie des tropismes critiques de A le long
de Y en y (définition 3.2.2). D'après le corollaire 3.3.3, quitte à
restreindre V, nous pouvons supposer que d^ ne dépend pas de ygV.& ? Y ? Y
Choisissons maintenant un ensemble fini de réels ôj$[0,d] (j€J) tel
que :
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10.7

1 0. 8

a) il contienne tous les tropismes critiques de d-̂ qui sontA y ï y X
dans [Oyd],

b) il contienne exactement un element compris entre 0 et le
plus petit tropisme critique y ̂ (par exemple 0)y et exactement un
element compris entre d. et d. . y si d. et d.  ̂ sont deux tropismes  ̂ i î+l i î+l ^
critiques qui sont dans [0 yd]y enfiny exactement un element compris 
entre d^ et dy si d^ est le plus grand tropisme critique qui soit dans 
[Oyd] (par exemple d).

ô .
Si A est d-normalement plate le long de Y en Xy tous les C ^  — ^Y sontA y I
plats en x (j€ J) (0 < ô ^ < d  d'après le choix des ô^) et d'après le théo
rème 8.1.3y il existe un voisinage U. (j$ J) de x dans Y tel que
ô . J

C *L— *Y soit plat en tout y$U. . Si nous considérons l'ouvertA) ï J
ô .

U = H U. y tous les C v ------seront plats en y€Uy mais puisque les
j6J J Ayï

tropismes critiques de A le long de Y sont constants sur Uy pour tout
ô x  ̂i ^ô€[0yd]y C ^ devra être isomorphe à un de C y d'après notreA y 1 y y A? ï y y

choix des ô . y donc sera aussi plat. Nous avons bien montre que A res
tait normalement plate le long de Y en tout point y$U. Ceci achève la 
démonstration de 10.3.

Remarque : Nous venons de montrer aussi que dans 10.3y on pouvait
remplacer la condition 4) par

4') il existe un voisinage ouvert U de x dans tel que

Y n u <r n x , .
ô$[0 ,d] °'"

En faity l'intersection de droite est localement finie.

Corollaire (Théorème de d-platitude normale générique) : Soient
A=(XyZyWyr) une bonne installation Y un sous-espace analytique réduit 
de X Q W  et d ^ [ 0yOo]. L'ensemble des points de Y où A est d-normalement
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plate le long de Y est un ouvert analytique partout dense de Y.

Demonstration : Tout d'abord, Y étant réduit, l'ensemble des points
où Y est lisse est un ouvert analytique partout dense de Y. D'après
8.1.3, l'ensemble des points où C  ^Y est plat est un ouvert analy-W,Y
tique partout dense Ug de Y. D'autre part, les résultats du § 3 sur 
lesquels nous nous sommes appuyés en 1 0 .6 pour montrer que l'intersec
tion des strates de Samuel X - était en fait localement finie étaient

0 , 0
indépendants de toute hypothèse sur la lissité de Y ou la platitude
de CL, ^ — ^Y. Or, pour tout [0 ,œj, le théorème 8.3 nous dit que

' . ôl'ensemble des points où C — &Y est plat est un ouvert analytiqueAyJL
partout dense de Y. La démonstration de 1 0 . 6 nous dit que l'intersec
tion des IL est en fait localement finie sur Y. IL = D IL est donc

6 3 6
encore un ouvert analytique partout dense de Y. Ainsi, A sera d-norma- 
lement plate sur l'ouvert analytique partout dense de Y,
u = ̂ nUgfiU3 *

10.9 Définition : Soient X un espace analytique complexe, et Y un sous-
espace analytique de X. On dira que X est normalement plat le long de
Y en x$ Y si l'installation A=(X,X,X^idX) est d-normalement plate le 
long de Y en x pour un (et donc pour tout) d (cf. 10.2). Ceci équivaut à :

1) Y est lisse en x ;

2) C-r v — est plat en x.X, Y

10.10 Remarque : Nous obtenons comme cas particulier de 10.8, le "théorème 
de platitude générique" pour X le long de Y (supposé réduit).
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11.1

11.1

§11. LA SEMI-CONTINUITE DU 1er TROPISME CRITIQUE

1 Soit A=(X,Z,W;r) une bonne installation. Considérons X comme
un espace analytique relatif au-dessus de W par le morphisme r]X: X— *W.
Au § 8, nous avons construit une partition localement finie de X en sous-
espaces analytiques, X= U X ayant les propriétés suivantes :

a$A' ^ +
1') V a g A', il existe une application : R  —  ̂N , telle que

x g X  si et seulement si H =H  ̂ =H ;
X/W,x XQr'^(x)),x "

2') X et X - X sont des sous-espaces analytiques fermés de X. a a a  ̂ j T
On en déduit, en considérant les traces de ces strates sur W, une partie
tion localement finie de W Q X  par des sous-espaces analytiques,
wn x= u A (0) (où A= (a 6 A' , X^ f! W/ 0) et A^(0) = X^ fl W) ayant les pro-

a^A " 
priétés suivantes :

1) V oc g A, il existe une application : R * — -*N, telle que
x g A  (0) si et seulement si x g W  et H  ̂ = H  :

^ Xflr (x) , x
2) sont des sous-espaces analytiques fer

més de Wfl X.

En effet, on a montré que pour tout xgX^ , il existe un voisinage V de 
x dans X et des espaces analytiques fermés dans V, X^ et Y^ tels que

x  n v  = x *  - Y* .a a a

Cette propriété s'induit bien sur W et entraîne 2).
Les Â^(0) sont les 0-strate s de Samuel de A.

2 Proposition : Soit A=(X, Z,W;r) une bonne installation. Soit x g X Q W
et soit A^(O) la 0-strate de Samuel de A contenant x. Si r)X : X — &W 
est plat en x, il existe un voisinage Q de x dans Z tel que, pour tout 
ygAp(O) fin, r}x soit plat en y.
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11. 1

Démonstration : D'après 5.1.3, d, . >0. Ceci signifie queA y A ̂ \ ̂ / y
1'immersion :

C ^  * C x C
A,A^(0) W,A^(0) A^(o) (A^(0)),A^(0)

est un isomorphisme au voisinage de x. Il existe donc 0  ̂ , voisinage de 
x dans Z tel que, si ygO^flA (0), d . ,n-, ^0-
D'autre party considérons le morphisme induit par r:Xflr (A^(0))— *A^(0)
A^(0) étant lisse sur lui-même et réduity la consition 5) de 9.2.6 est
satisfaite en x. Il existe donc Qg ? voisinage de x dans Z, tel que :
C  ̂ — —*A (0) soit plat en y ^ O ^ D A  (0). Le morphisme
xnr (A/0)),A<,(0)' ° °

Xflr ^(A^(0))— *-4^(0) est donc aussi plat aux mêmes points etyd'après
5.1. 3y r [ X : X — est plat en y g A^(0) fl 0^ fi Qg '

3 Proposition : Soit A = (XyZ,W;r) une bonne installation. Soit x un
point de W Q X  et soit A^(0) la 0-strate de Samuel de A contenant x. On 
suppose que r)X : X — >W est plat en x.
Soit (f^y...yf^) une O-base standard de A en x normalisée par rapport 
à ((3^ y ẑ y . . . y ẑ ) (où ( ẑ y . . . y ẑ_) est un système de coordonnées adap
té à A en x). On pose v^(AyO)=(v^y...yV y My ...).x i m
Alors il existe un voisinage 0 de x dans Z tel qu'en tout point
y € Ap(0) H 0 :

1) pour lgigm, v^(f^modM^ ^ . ^  ;

2) soit A(y) = (Xflr \y),r ^(y),y;r]r ^(y)) 

in^(Xflr'^(y),r ^(y)) = (...,in^(f^modM^^.<3^.^; A(y),l),...) ^

3) on peut extraire de (f^y...yf^) une O-base standard de A en y.

Démonstration : Pour simplifie^ posons H=A^(0). On sait (5.1.8)
qu'il existe un voisinage 0^ de y dans Z tel que si y g H Q Q ^  y le mor
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phisme :

(Xflr ^(H),r ^(H)) 39 Œ — L^in (Xflr *(y),r ^(y))^ y
n^y

est un isomorphisme. En effet, C  ̂ plat en x, l'est dans
Xflr" (H1,H

un voisinage. i
De plus, désignant par l'idéal de ^  définissant H dans W et Q
son germe en x, d'après 7.3.2 :

et
a (in^f.modQ.(3,y 0 l) = in (f.modM,., .<3̂  )x Y i Z,x x i W,x Z,x

f^ , germe de section en x de l'idéal de (3g définissant X, se prolon
ge en une section globale de ^ sur un voisinage de x dans Z et puisque 
f ̂ mod Q . (3̂  ^ € (z^,...,ẑ ) .Oy ,z^j, 1' analogue en y reste
vrai dans un voisinage de x sur H. Soit ft l'image de f. dans (3 ^

 ̂  ̂ r (H)
et soit ^n^f^ la classe de f^ modulo la puissance (v^ + l)-ième de
l'idéal définissant H dans r*^(H). C'est une section globale de
gr^r *̂ (H) sur un ouvert U de Hx(ü^. En fait, 3ngf^$T(V,(3g)[Z^,...,Z^]
et est homogène de degré . Cette section ayant une fibre non nulle
au-dessus de x, il en est de même dans un voisinage de x sur H. Son
image par a est donc aussi non nulle, ce qui signifie que
v ( f . mod M . Oy? ) = v . , sur ce même voisinage .y i W,y Z,y i *
D'autre part, en appliquant le lemme de Nakayama, à chaque composante 
homogène de gn^ ( X H r *^(H),r "̂ (H)), on montre que (...,^ngf^,...) engen

dre ^ng(Xnr^(H),r \ll)) si on se restreint à un voisinage convenable 
de x dans H. Comme on vient de voir que
^  ^ 1) = in (f. modM . (3rv ) ? on obtient 2) .H y i W,y Z,y

H,y
Enfin, on peut extraire du système (...,in f.modM.,, .(3rv ...) un sys-y i W,y Z,y

-1 -1tème minimal de générateurs de in (Xflr (y),r (y)). Comme 0 n'est pas
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tropisme critique en y, C (1) = C x C  ̂ . Mais pour e assez
A,y W,y Xflr" (y),y

petit,

in (f.;A,e) = in (f. mod M . (% ) .
y  1 ' y  1 W, y Z , y

Le système extrait des (f^,...,f^) est donc une e-base standard de A 
en y.

11.1.4 Corollaire : Hypothèses et notations de 11.1.3.
Il existe un voisinage Q de x dans Z tel qu'en tout point yg A^(0) QO? 
Vy(A?0)^v^(A?0) pour l'ordre lexicographique.

Démonstration : v^(AyO) est une suite extraite de v^(A?0).

11.1.5 Remarque : L'inégalité de 11.1.4 peut être stricte. Mais même si
^^(A?0)=v^(Ay0), la 0-base standard (f„,...,f ) peut ne plus être nor- y x 1 m
malisée par rapport à (3 ^ ; z^,...,z,).w, y i t

—^ Dans la section suivante, nous allons préciser quelques propriétés de 
l'ordre d'une section globale d'une (t-Algèbre analytique.

11.2.1 Proposition : Soient W un espace analytique complexe, 3^ son faisceau
structural. Soit W= U W la stratification de Samuel de W. Soit f

agA
une section globale de 3 ^ .
Soit f^ le germe de f en x g W  et = sup(v:f^ g  ̂N  U oo ) .

Soient Sing^ f = (y g W, v^(f)^v), Sing^ f = (y $ W, f ) > v ) .
Pour tout agA, Sing^fQW^ et Sing^fQW^ sont des sous-espaces analy
tiques fermés de W . ̂ a
Pour tout xg W, il existe un voisinage U de x sur la strate de Samuel 
de W contenant x tel que, si ygU, Vy(^)
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Démonstration : Soit X le sous-espace analytique de W défini par
l'gdéal engendré par f. On remarque d'abord que :

f) - 1 = sup( v : pour tout )i = 0 , . . . , v : ^x  ̂ x ^ ^  *

En effet, on a la suite exacte :

0 --* in^(X, W)--  ̂gr^ W —  ̂gr^ X --  ̂0

v (f)
in̂ "̂  (X,W) /û puisque in^f^ y appartient. Pour H<v^.(f)y in^(X,W) =0
puisque tous les éléments de l'idéal engendré par f^ dans 3^ ^ ont un 
ordre supérieur ou égal à ^(iO- 
Par suite

Sing^f = (y<EW pour Ogpg v - 1  , H^y(p) =

Sing^f = [y$W p o u r O g p g v  ,

Mais on a toujours . D'où ̂ X,y W,y

Sing^ f = [y $ W : pour 0 ̂  ̂  ̂  v-1

Sing^f = (y 6 W: pour

Or (p) =rang^,P^(y) .
Donc

Sing^fflW^ = : pour 0 ^^^v-l

p!i(W ) étant un 3,,r -Module cohérent et H,,, étant constant sur W , on X a W W, y aa ^
obtient le résultat.

11.2.2 Proposition : Soient W un espace analytique complexe, 3^ son faisceau
structural, f une section globale de 3 ^.
Soit Y un sous-espace analytique fermé réduit de W, P l'idéal cohérent 
qui le définit.

' ^ Hw,y<">)-

rangi[P^W^)(y) ïH^y(^)).



Soient P^ le germe de P en x, f^ celui de f. On pose :

Vy(f) = sup(v : -

Si Vy(f) ^1 et si W est normalement plat le long de Y en x, il existe 
un voisinage U de x dans W tel que y si y g Y Q U ,

Vy(f) = V^(f)

De plus, il existe une base d3 de voisinages de x dans W inclus dans U 
telle que y pour tout Vg 3̂ ,

Vy(f) = inf v (f) .
y$YflV y

Demonstration : Soit X le sous-espace analytique de W défini par
l'idéal engendré par f. Puisque ? Ü  existe un voisinage U de x
dans W tel que YflUcXflU. Soit v=v^(f). On a alors En res
treignant encore au besoin Uy on peut supposer que :

f[u e r(u,p)^ .

Soit ^  section globale de gr^W qu'on en déduit. Le germe en
y g Y Q U  de cette section est la classe de f modP^^^. Il est donc nuly y yen x et nul en y g Y Q U  différent de Xy si et seulement si Vy(f)>v.
On sait d'autre part que le support du sous (3yj ̂ -Module gr^W
engendré par 3^y^ ^  fermé analytique F de Y Q U  contenant x. Il
s'agit de montrer que F = YflU. Sinon, Y étant lisse en x est irréduc
tible et F est nulle part dense [Ab] 44.32.6). Soit 0 = Yf!U-F. C'est 
un ouvert analytique partout dense.
Soit C le sous YQU-cone de x Y Q U  défini par l'idéal de gr^W

engendré par g^y^ * Si ygQ, les fibres respectives C(y) et Ĉ . y(y)
de C et Ĉ , ^ au-dessus de y coïncident. Considérons les fonctions de "y Y
Samuel relatives de ces deux YQU-espaces. Y étant lisse sur lui-même 
et Ĉ . — ^ Y  étant plat en x, donc sur un voisinage de x, qu' on peut

W y  Y



supposer y quitte à restreindre Uyégal à YQUy on a pour tout y $ Q

^C(y),y **C^y(x) ,x

Mais on sait aussi que la fonction de Samuel relative est semi-continue
supérieurement, i) étant partout dense dans YQUy pour tout z g Y Q U

^C( Z) , Z ^ y(x) , X " y( Z) , Z

Mais puisque C(z) est un sous-cône de C ^  y ( z ) y  ceci signifie qu'on a
en fait l'égalité. Donc C est Y DU-plat et a mêmes fibres au-dessus de 
Y Q U  que C^y. Donc ^nyf=0 et F = ̂ . C'est impossible puisque x$F.

Passons à la deuxième partie  ̂ l'assertion étant localey 
on peutypour simplifiery supposer que U=W. Il existe alors un ouvert 
analytique partout dense de Y sur lequel W et X sont normalement plats. 
Soit Q cet ouvert. Pour tout y^Qy dans le diagramme commutatif :

(0)

( 0 )

Y, y

Y, y

Wyy

%  y

'w,Y ^ y

^x,Y ̂  y

(0)

->(0)

les suites de cônes sont exactes et I est cartésien. Dans le diagramme 
de (Ü-algèbres :

(0) — S 3 üy(X, W) 0 <3ŷ y-— * gïy W ̂  ^ gry X (3ŷ ( 0)

i
(0) ----* iüy(X,W)

(Y.

gr W^ y

ii
!

gr Ws y o

II est donc cocartésieny ce qui signifie que l'idéal engendré dans 
gr W par 1' image de }̂n̂ (Xy W) 0 (3y est in (Xy W) . Autrement dit y ily  (3 Y
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existe ( f f  )g(f ) 3 r̂ tels que pour l^i^m, v^(f.)=v (f.)1' ' m y W,y  ̂  ̂ Y i y i
et que in^(X,W) = (in^f^,...,in^f^). On peut supposer que de plus 
ce système est un système minimal de générateurs. Alors parmi les f^ , 
il en existe un et seul tel que

v (f.) = v (f) .y  i y
En effet, il en existe au moins un, puisque,pour tout i, v^(f^) ^ v^(f)
et que s'exprime en fonction des in^(f^). Supposons que ce soit
f„ . On a f^=hf où et nécessairement v (h)=0. h est donc une1 1 W,y y
unité. Les autres f^ possédant la même propriété seraient donc redondants, 
On a aussi, puisque h est une unité,

v^(f^) = v^(f)

On obtient donc que Vy(f) = v^(f) 
Remarquons d'autre part que :

Hx,y<^ = **W,y^ ^

^ X , y ^  =  ̂= *

Alors il existe une base de voisinages de x dans Y telle (̂ ue, pour 
tout voisinage V de x dans (8 , V Q O  soit connexe [Ab] 44.32.6). Ct;oi- 
sissons U$ 43. Sur Vpn, les fonctions de Samuel de X et de W sont 
constantes, v (f) est aussi constant. Posons :y

p = Vy(f) y € U n O  .

On a pour tout 43, VcU, p=infv (f) .
y€V P

En effet U Q O  est partout dense dans Y Q U  ([Ab] 44.32.6)). Il existe 
donc z ^ V  tel que p = v^(f). Soit maintenant y quelconque dans V, Y étant 
contenu dans une strate de Samuel de W, d'après 11.2.1, il existe un 
voisinage de y dans Y inclus dans V tel que, si
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v (f). OflV' étant partout dense dans YQV, V rencontrey^ ^ y
OQV. On a donc pour un y^ , (f) = n et ^ t̂-

11 reste à voir maintenant que Vy(f) =p,.

Or il existe un voisinage de x sur Y tel que si y appartient à ce voi- 
,x,4n _ „y,sinage, Vy(f) = Vy(f). Q étant partout dense dans Y, ce voisinage con-

(ytient de s y € O H U. Pour un tel y, v^( f ) = v (f) = [i

3 Exemples : Nous allons maintenant donner quelques exemples montrant
l'importance de l'hypothèse concernant les strates de Samuel dansg
11.2.1 et 11.2.2. Soit W l'espace analytique défini dans Œ par 

2 2y - x t . Soit f la fonction induite sur W par t. L'ordre de f à l'ori
gine est 1, en un point  ̂ quelconque de l'axe des x différent de l'ori
gine, 2. On n'a pas semi-continuité de quand  ̂ parcourt l'axe
des x.
Soit Y 1' axe des x. v^(f) =1. Si !? $ Yy § 6 0̂? Vy(:f) = 2. L' ordre le long 
de Y peut donc croître strictement si W n'est pas normalement plat le 
long de Y.
Pour finir, nous allons, comme promis, illustrer la proposition 3.3.3. 
Soit (Wx Œ, Wx Œ, W ; p̂ ) . Soit z la coordonnée sur Œ et soit X le 
sous-espace de Wx (ü défini par z-f. On considère A=(X,Wx(t,W;p^).
Les tropismes critiques de A le long de l'axe des x à l'origine sont 1 
et 2, le germe en () ^  C ^ y  correspond à l'algèbre analytique :

d$[0,l[ G(x)[Y,T]/fx^T)

d = l  ^(x)[Y,T]/tx^Tj[Z]/Z-T = G(x)[Y,T,Z]/fx^T,Z-T)

d$]l,2[ ^ ( x ) [ Y , T ] / t x ^ T j [ Z ] / ^ , x ^ Z ) =  Æ ( x ) [ Y , Z ] / f x ^ z )

d = 2  ^ [ x ) [ Y , T ] / ^ ^ [ Z ] / f r , x ^ Z - Y ^ ) =  Œ [ x ) [ Y , Z ] / ^ x ^ Z - Y ^ )

d g ] 2,^J ^(x][Y,T]/tx^ïj[Z]^T,Y^=G[xKY,Z]/Y^ .
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En un point § € Y  différent de 0, A a un seul tropisme critique 2.

Nous allons maintenant étudier les relations entre la d-transversalité 
et la d-platitude normale.

1 Théorème : Soit A= (X,Z,W;r) une bonne installation. Soit x un point
de W Q X  te 1 que r [ X : X — soit plat en x. Soit d g ]0, d ].AyX
Soit A (0) la 0-strate de Samuel de A contenant x. A (ô) la ô-strate o o
de Samuel de A contenant x, la strate de Samuel de W contenant x.
Pour un sous-espace analytique fermé, réduit Y de A^(0) contenant x,
les conditions suivantes sont équivalentes;

1) YdA^(d) au voisinage de x ;

2) YcW^ au voisinage de x et A est d-transverse en tout point y
de Y dans un voisinage de x ;

3) Y c W  au voisinage de x et d̂  ^d en tout point y de Y danso  ̂ A,y
un voisinage de x ;

4) il existe un voisinage U de x dans Z, tel que, pour tout 
6 E ] 0 ,d],

Y n u c A  (ô) nu  .o

Démonstration : L'équivalence entre 2) et 3) est rappelée pour mémoire
et a été vue en 5.1.1.

H Supposons maintenant qu'il existe un voisinage U de x dans Z 
tel que Y Q U c A ^ d )  QU. Pour tout y gY Q U , on a

J<*) = H, (d) .A,y A?x

Puisque d$]0,d^^], A est d-transverse en x (5.1.1). Toujours d'après
5.1.1, 12), on a :

H (d) = H (d) * G 
AyX A[w,x XHr (x),x



On sait, 4.2.4, qu'on a en général :

H (d) <; H (d) * G _ '
A,y A)w,y Xflr (y),y

D'autre part, Y étant un sous-espace de A^(0), pour ygYflU, on a

H  ̂ = H  ̂ et aussi G . = G ^
Xflr ( y )  y y  Xflr (x),x Xflr ( y )  y y  Xflr (x),x

Enfin, quitte à restreindre U, on peut supposer que, si y gYQU,

De cette suite d'égalités et d'inégalités, il vient que :

H (d) ^ H (d) ^ G . = H (d) ^ G . .. -
A^y A[W,y Xflr (y),y A)w,y Xflr (x),x

<; H (d) * G = H (d) = H (d) .
^Iw,x Xflr (x),x A,x: A?y

Toutes les inégalités ci-dessus sont donc en fait des égalités. D'après 
5.1.1,12), A est donc transverse en y g Y Q U .  De plus

H (d) * G = H (d) * G ,
A)w,y Xflr (x),x &]^yX Xflr (x),x

Par récurrence sur n, on en déduit que y^^ *^A]^ x^*^'
entraîne que IL, = H,.. ̂ W, y W, x

H Réciproquement, si 2) est satisfaite en y^YflU, on a

H (d) = H (d) * G 
A,y A[w,y Xflr" (y),y

183.

"Al",/"' " " A K x " )

^ -1 = ^ -1Xflr (y), y Xflr (x),x
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D' où :

H (d) = H, (d) et Yf)U(=A (d) f)U . A,y A?x o

H Montrons maintenant que 1) entraîne 4). On sait qu'il existe 
un voisinage U de x dans Z tel que YflUcrW QU et d >d si y ^ Y Q U .

o & y y
Pour tout ô^d, on a aussi d si y$Yp)U. On vient de voir que

A y y
ceci entraîne que

YflUcA (6) n u  . o

11.3.2 Théorème : Soit A= (X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x un point
de W H X te 1 que r ) X : X — >W soit plat en x. Soit d g ]0, d ].Ay X
Pour une sous-variété lisse Y de WflX, contenue au voisinage de x dans
la strate de Samuel, W , de W contenant x,les conditions suivantes sont' o '
équivalentes :

1) est plat en x ;

2) A est d-transverse le long de Y en x ;

3) pour tout ô € [Oyd], C — >Y est plat en x ;Ay Y
4) A est d-normalement plate le long de Y en x.

Démonstration : 1)=$2). Il s'agit de voir que

A,Y A]W,Y

est plat en x. Or est l'espace analytique ^ et, puisque Y
est contenu dans au voisinage de x, ^ — ^Y est plat en x. Nous
allons alors appliquer le critère de platitude par fibres rappelé 
en ( 0.4.2 ). Il suffit de montrer que :

" A  * x - + C w , Y *  x 

est plat en x. Mais d'après 9.2.5 et 9.2.6, les suites :
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(0) >(1  „C  C... ̂ x x — > (0)Yy X  Wy X  Wy Y y

sont exactes, et puisque d$ ]0,d ], A est d-transverse en x et (5.1.1),
d  ̂^^  ̂ ^ est plat en x. On obtient donc la platitude cherchée.

2) =5 1) est évident puisque C ^ y  — * y plat en x et que
(L. ^ — Ŷ est plat en x.Wy Y ^

1)=>3) vient du fait que si A est d-transverse le long de Y
en x, il est 6-transverse pour 6E]0,d]. Donc C ^y— *Y est plat en x

^  ' od'après ce qu'on vient de voir. Il en est de même pour 6 = 0, car C y
ô  ̂?et y ont mêmes germes en x si ô est assez petit (cf. 5.1.1 et 3.2.1).

3) 4) est rappelé pour mémoire (voir définition ( 10.1 ^).

3 Corollaire : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation. Soit x un
point de WQ X tel que r]X:X— ^W soit plat en x. Soit dg]0,d 1.^ y X
Soit A (0) (resp. A (&)) la 0-(resp. ô-)strate de Samuel de A contenant o o
x, soit W la strate de Samuel de W contenant x. o
Pour une sous-variété lisse Y de W Q X  contenant x, les conditions sui
vantes sont équivalentes :

1) — >Y et C ^y— ^Y sont plats en x ;W y Y A ? I
2) A est d-normalement plat le long de Y en x ;

3) YdW^ au voisinage de x et A est d-transverse le long de Y en x ;

4) YciW^nA^(O) au voisinage de x et d^ y ^ ^ d  ;

5) Y<rA (O)QA (d) au voisinage de x ;o o
6) il existe un voisinage U de x dans Z tel que, pour tout

Ô 6 [0 y d] y

YQ Uc: A (6) H U ; o

7) il existe un voisinage U de x dans Z tel que :

Y n u c A  (o) n w nuo o
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et que, si y g Y Q U ,  A est d-transverse en y ;

8) il existe un voisinage U de x dans Z tel que :

Yf iU( rA (o) n w n uo o

et que, s i y g Y Q U ,  d ^d ;
A? y

9) une quelconque des conditions 1) à 8) est satisfaite au voisi
nage de x sur Y.

Démonstration : C'est essentiellement une récapitulation des résul
tats précédents. 1)<=>2)<=̂ 3) a été montré en 11.3.2.

3)^4) résulte de 2) et 4) du théorème 5.1.1.

1) => 5) . En effet, on vient de voir que 1) entraîne
que Y est contenu dans A (0) au voisinage de x et puisque C ^ — *Y estO Ay Y
plat en x, Y est aussi contenu dans A (d) au voisinage de x.

5)=$1). D'après 11.3.1, Y c W  au voisinage de x et évi-
L  -^YA !
ddemment C, ^ — *Y est plat en x. ^ Y

5) <3 6) <=> 7) 63 8) . C'est le théorème 11.3.1,

1)<3 9). Si 1) est satisfait en x, alors d'après 8) 
dans un voisinage de x d^ conséquent, les conditions 1) à 8)
restent équivalentes en y. Or 8) par exemple est une condition ouverte.

,4 Corollaire : Soit A=(X,Z,W; r) une bonne installation, soit x un 
point de WQX, tel que r ] X : X — soit plat en x.
Soient A (0) la 0-strate de Samuel de A contenant x, W la strate de o o
Samuel de W contenant x. Soit Y une sous-variété lisse de WflX, contenue
au voisinage de x dans A (0̂  Q W  . Alors, A est d̂  ^ -normalement plateo o A,Y,x ^
le long de Y en x.
Démonstration : On a montré que si r [ X : X — *W estplatenx, d >0

A y Y ,  X

(5.1.3). D'autre part, d ^d . (C'est une conséquence immédiate
A  y Y  ,  X  A y X

de 7.2.14 et 7.3.4 
particulier 4) => 2)
de 7.2.14 et 7.3.4). On peut donc appliquer 11.3.3 avec d , en

A  y Y  ,  X
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,5 Corollaire : Mêmes hypothèses qu'en 11.3.4. Il existe un voisinage U
de x dans Z tel que, pour tout voisinage Y de x dans Z inclus dans U,

d v = in? dA,Y,x y^YfV A'Y

Démonstration : Comme on a déjà remarqué, on peut appliquer 11.3.3
avec d ^ , en particulier 4)=38). On détermine donc un voisinage UA y Y y X
de x dans Z tel que, si y^Y Q U ,  d ^d ^A^y AyYyX
Pour tout voisinage V de x dans Z inclus dans U, on a donc

d < inf d
A'Y'* yeYnv A^y

Soit d= inf d, . Alors 0<d^ ^ ^d^d^ . On peut donc aussi appli-y$YQY A,Y,x A,x
quer 11.3.3 avec d, en particulier 8)=>4). Ceci montre que d^ ^ ^^d.
On a donc finalement l'égalité.

6 Corollaire : Mêmes hypothèses qu'en 11.3.4. A est d-transverse le
long de Y en x si et seulement si il existe un voisinage U de x dans Z 
tel que A soit d-transverse en y pour tout y ^ Y Q U .

Démonstration : Il suffit de voir qu'on peut appliquer l'équivalence
de 3) et 7) dans 11.3.3. Si A est d-transverse le long de Y en x, alors 
0 < d ^ d  . Réciproquement, si A est d-transverse en y gY Q U,AyYyX AyX
il l'est en x et 0 < d^ d ÂyX

1 Définition : Soit A=(X, Z,W; r) une bonne installation. Soit x un 
point de W fl X tel que r] X : X — & W soit plat en x.
Soit (z^,...,z^) un système de coordonnées adapté à A en x, soit
(f) = (f^,...,f^) une 0-base standard de A en x, normalisée par rapport
à (3^ ÿ z^, . . . , ẑ_) . Soit v^(Ay 0) = (v̂ , . . . , , oo, ... ) et on pose :

* i A ^W,x I ' * .... " 'A^N
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Soit U un voisinage de x dans Z te 1 que pour i = 1, . . . ,m et A$ te 1
que )A[ , f^^ se prolonge en une section de (3̂  sur U Q W  .

H L'ensemble des y ^ U Q W  tels que v (f..)>0, pour l ^ i ^ m
! ! ^ ̂  ̂et lAj est un sous-ensemble analytique fermé de W Q U  dont on dési

gnera le germe en x par Sing^(f).

H Soient W la strate de Samuel de W contenant x. d un nombre o
réel strictement positif. L'ensemble des y g W ^ Q U Y  tels que

v (fj^)^d(\M-IAl) pour l^i^m, ]Al<\M est un sous-ensemble analyti
que ferihé de W^QU dont on désignera le germe en x par Sing^(f). (Il 
peut être ^).
Cette définition a un sens grâce à 11.2.1.

2 Proposition : Dans la situation de la définition 11.4.1, Sing^(f) est
le germe en x de la 0-strate de Samuel de A contenant x.

Démonstration : Restreignons A au-dessus de A^(0) ; alors

C i   ̂ A (0)
xnr (A (0)),A (0) °O O

étant plat en x, d'après 5.1.8,  ̂ ^ = œ .
w "

Or d'après 7.2.13, une 0-base standard normalisée le reste après chan
gement de base et,d'après 7.2.14, elle mesure le 1er tropisme critique. 
Soit I l'idéal (égal à sa racine) de (3̂  ^ associé au germe de A^(0) en
x, on a donc

v ( f . . mod I). . x lAœ = m f-i ! A ! v . A) ^i=l, ... ,m, j Al i "

i.e. pour i=l,...,m, [A]<v^ , A^(0)dSing^(f). Réciproquement,
désignons,par abus de langage,par Sing^(f) un représentant du germe en x 
et restreignons A au-dessus de Sing^(f). Pour les mêmes raisons que ci- 
dessus, si H est l'idéal de (3̂  ^ associé à Sing^(f), on a
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v (f.,modH) x iA______
.. v.-) A) " 'A <v . i '' i

Donc, (5.1.8), C . -----  ̂ Sing**(f) est plat en x
Xflr (Sing"(f)),Sing"(f)

et Sing^(f)cA (0).o

11.4.3 Proposition : Soient A = (X, Z, W; r) une bonne installation , x un point 
de W Q X  tel que r] X : X —  ̂W soit plat en x. Soit d $ ]0, d J et soitAyX
(f) =(f^,...,f ) une O-base standard de A en x normalisée par rapport 1 m
à (0\,r ÿ z^,...,z,). Si W et A (0) désignent respectivement la strate W, x 1 t o O o
et la 0-strate de Samuel de W et A contenant x, pour une sous-variété 
lisse Y de W Q X  contenant x, les conditions 1) à 9) de 11.3.3 sont encore 
équivalentes aux suivantes :

10) Y d W  QA (0) au voisinage de x eto o

l<igm Vy(f^;A,d) = v^(f^;^,d)

in^(A,A,d) = (in^(f^;Ayd),....,in^(f^;Ayd) ;

11) YcSing^(f) .

A x SingO(f),x 
W

inf
i=l,...,m,

Démonstration : Nous allons montrer que chacune de ces conditions est
équivalente à 4). Puisque f est une O-base standard normalisée 
^A x"^(f) x ^  d'après 3.1.6^ , in^(f^^ A,d),...,in^(f^; A,d) est un 
système de générateurs de in^(A?Ayd).; c'en est même un système de géné
rateurs minimal puisque v^(AyO) = v^(Ayd) (7.1.^.D'autre part, pour 
YcA^(O) , d^ y x ̂  *̂ (f) Y x ^  posant v^(AyO) = (v^, . . ., , c° ...) , nous
avons défini en 7.3.3 d,̂ ,. ^ =Sup(ô/in^.(f. , A?ô) soit de ô-degré v.).( 1 ) , Y , X  Y 1 1
Or ; A y d )  = . Ceci montre que 4) <=> 10) .

11) =3 4). On sait déjà que YciW^ au voisinage de x. Mais Y est aussi in
clus dans Ap(0) au voisinage de x, puisque Sing**(f)Z)Sing*\f) et que 
le germe en x de A^(0) est Sing**(f) (11.4.2). Alors (7.3.4),

V (f A>
d. ' = d,... = inf
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Or, par hypothèse, il existe un voisinage U de x dans Z tel que, si 
y € Y fl 11? Vy( f 5 d(v^- ) A] ) pour l^igm, ]A]<v^. D' après 11.2.2, 
on peut le supposer assez petit pour que :

lgigm, ]Al<v. v (f ) = inf v (f )
y€Ynu y

Donc d. vA,Y,x

4) 11) . En effet, Y c W  fl A (0) au voisinage de x. Alors d = d. .0 0  AyYyX(l)ylyX
Pour tout i, l^i^m, A, [A]<v^ , Vy(f^^)^d(v^-lA]). Mais, toujours 
d'après 11.2.2, si y6YflU, ^ y ^ ^ ^ ^ ^ y ^ i A ^ *

,4 Théorème : Soient A= (X, Z,W; r) une bonne installation, x un point 
de Wft X tel que r] X : X — ? W soit plat en x. Soit d g ]0, d j et soitAyX
(f) = une 0-base standard de A en x normalisée par rapport
à (3^ g ÿ ẑ , . . . ? ẑ_) . On désigne pour ô g [Oy d] la ô-strate de Samue 1
de A contenant x par A(&).
Alors A (0) HA (d) et Q A (ô) ont même germe en x. C'est Sing^(f).O O ĉ rrt j-1 Oô€[0,d]

Démonstration : Appliquons 11.3.1 avec Y = A  (0) QA (d). Il existe un
--------------------------------------------------------  L L 0  0

voisinage U de x dans Z tel que y pour tout ô ̂  ]Oyd]y

A (o) n A (d) n u  c= A (6) n u .
0 0 o

Ceci montre la 1ère partie de l'assertion.
D'autre part, considérons un représentant du germe Sing^(f). Il est 
inclus au voisinage de x dans ^flA^O), (11.4.2). Quitte à restreindre 
l'ouvert sur lequel il est défini, on peut supposer qu'en tout point y 
de Sing^(f) on peut extraire de (f^,...,f^) une 0-base standard de A 
ên y et que pour l ^ i ^ m

v  ( f . m o d M .  . 3  )  =  v .y 1 W,y Zy y 1

D'après 7.1.9, d ^ inf-------- —^----
i=l,... ,m, ]A]<v^ ^i
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Pour ygSing^(f), on a donc d^ y^**' ^PPÜ^ant maintenant 11.3.1 avec 
Sing^(f), ceci montre que :

Sing^(f) CA^(O) D A^(d) .

Si ces deux ensembles analytiques n'avaient pas même germe en x, il 
existerait un germe de courbe irréductible contenu dans l'un et pas 
dans l'autre. Soit F un représentant de ce germe dans un ouvert assez 
petit. Soient p^ : W^— *W la modification de W de centre x, F^ la trans
formée stricte de T, x^ l'unique point de au-dessus de x. Si est 
lisse en x, on arrête ici les modifications de W. Sinon, on considère 
Pg : Wg —*W^ la modification de W^ de centre x^ , F^ la transformée 
stricte de F^ et Xg l'unique point de Pg qui s'envoie sur x^ et ainsi 
de suite. Comme ou peutdesingulariserr au bout d'un nombre fini do 
telles opérations, on détermine finalement un morphisme h : W'— &W, une 
courbe lisse F' dans W', un point x' de W' tel que x' soit l'unique
point de T' tel que h(x') =x et h est un isomorphisme local au voisina
ge de tout point de F' autre que x'.
Considérons l'image réciproque de A par h. Soit
A' = (X' ,Z' ,W' ; r') =(X x W  , Z x W' , W x W' ; rx Id W']. Pour ô 6 [0,d]

\ W W W /
désignons par A^(ô) la &-strate de Samuel de A' contenant x'. Tout
d'abord, il est clair que F'dAMO) puisque ceci ne dépend que des fi
bres des rétractions r et r'.
Puisque d$ ]0,d^ ^], A est d-transverse en x et

H (d) = H (d) * G i 
A? X W,x XQr (x),x

A' reste d-transverse en x' (6.5), donc on a aussi d ^ d  , , etA y X

H (d) = H (d) * G
A',x' A)W',x' X'Qr'" (x'),x'

Or X Q r  \x) est isomorphe à X' flr' \x'), ce qui nous donne

6 - 1  = 6  ^
Xflr (x),x  ̂ X'Qr' (x'),x'
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Soit la strate de Samuel de W contenant x. On sait également que
au voisinage de x (11.3.1). Pour tout y $ F  different de x, on a

Hw,y = **W,x '

Soit y' 6 F' different de x', alors h(y')=y/x et puisque h est un iso
morphisme au voisinage de y', H^, ^  y* ^^t donc contenu
dans la strate de Samuel de W' correspondant à D'après la semi-
continuitè de la fonction de Samuel ( 8.2.1) y x * par
modification permise la fonction de Samuel ne peut que baisser. Ce 
fait est montre au chapitre II, 1.2.8, indépendamment des considérations 
qui vont suivre. Ainsi H^, x *
Compte-tenu des égalités précédentes, ceci montre que

H (d) = H , ,(d) .A,x A',x'

D'autre part, pour y' 6F', y' ^x', on a pour la même raison que ci-dessus
r

H (d) = H ,, , (d) .A,y A',y'

Comme T c A  (d), fcA'(d).O o
Enfin, soit f^ l'image de f^ par le morphisme canonique — > (3g ^ .
7.2.13 assure que f'=(fL,...,f') est une O-base standard de A' en x' ̂ 1 m
normalisée.
On peut alors appliquer 11.4.3 à F'. On obtient

T ' (T Sing^( f ' )

h étant un isomorphisme au voisinage de tout y' $T', y' / x', ceci mon
tre que :

T - (x)c Sing^(f) .

Mais d'après 10.2.1, T étant contenu dans , pour y dans un voisinage 
de x sur T, on a :
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l̂ igrn, [A[<v. ^(f.^) ^ v^(f.^) .

Donc : FcSing^(f)

Comme on a suppose le contraire, c'est que Sing^(f) est le germe en x
de A (O)flA (d). o o

Nous sommes maintenant bien prépares à montrer qu'une base standard 
normalisée en x permet le calcul des tropismes critiques d'une instal
lation dans un voisinage de x sur sa 0-strate de Samuel.

1 Définition : Soient A = (X,Z,W? r) une bonne installation, x un point
de W Q X  tel que r]X: X — &W soit plat en x. Soit (z^,...,z^) un système
de coordonnées adapté à A en x. Soit enfin (f) =(^ 1?***?^) 0-base
standard de A en x normalisée par rapoort à z^,...,z^). On pose

( A<? 0) = (v v  Soit A (0) la 0- strate de Samue 1 de Ax 1 m o
contenant x et soit Q un voisinage de x dans Z vérifiant les propriétés 
de 11.1.3.
Si ygQQAp(O), on pose

d, * = inf supf d $ R* te 1 que in ( f . : A? d) soit de d-degré v . ) .
">-y nig. y '

AOn remarque que sif.g S +  ̂ "ù f..$r(0nW,(Xy)
 ̂ A<EN^ ^  ^  "

v (f..)
inf

1
2 Théorème : Soit A= (X, Z,W; r) une bonne installation. Soit x un point

de W Q X  tel que r [ X :X — soit plat en x. Soit A^(0) la 0-strate de 
Samuel de A contenant x, la strate de Samuel de W contenant x. Il 
existe un voisinage 0 de x dans Z tel que, si y€^DA^(0) ,

d* ^ d̂A,y AyX



Démonstration : Soit F un sous-ensemble analytique fermé de W QA (0)------------------------------  " ̂ o o
dont le germe en x est irréductible. Nous allons montrer par récurrence
sur dim F que la fonction y^vr^d^ est semi-continue dans un voisi- x ^  ̂ A,y
nage de x sur F.
Choisissons H un voisinage de x dans Z et f=(f^,...,f ) une 0-base stai1 m
dard de A en x normalisée comme dans 11.5.1. Posons d = inf d

y€F(in (f)'y'
On sait (7.2.14) que x"^A x ' à restreindre une pre
mière fois Q (ce qui ne change pas la valeur de d à choisir puisque 
d'après 11.2.2,F étant irréductible, d,^. est constant sur un ouvert( f ) , y
partout dense de F), d'après 11.2.1, d,^ . On a donc^ ? r  7 ( f ) , y  ( f ) , x
d<d ÂyX
D'autre part, puisque F d A  (0), d̂  ^ >0 (5.1.3) et (7.3.4)O Ay f y X

^X(f .
d ^ = inf F iA . Or dans un voisinage de x sur F

' l^i^m, lA]<v^ v^-)A]

^ F ^ i A ^ " ^ F ^ i A ^ ^ y ^ i A ^ '  montre que d € ] 0 , d ^ ]  .

Considérons maintenant : C^ = C- . Par définitionF x Ay F
de d, et puisque FdW^ au voisinage de x, le germe en x de F est conte
nu dans Sing*^(f). D'après 11.4.4, F est donc contenu dans A^(d) au voi
sinage de x. D'après 9.2.1, C^ est donc F-plat en x, et aussi dans un
voisinage de x. Sa fibre en y^FflQ est C ^ . De même
oC = C  ̂ x C est F-plat dans un voisinage de x, car

Xflr (F) ,F F Fx W,F
F d A (0) Q W  . Sa fibre en y $ F H 0  est C  ̂ xC (5.1.8) et

° ° Xflr" (y), y W,y
(9.2.3). Comme r ] X : X — ^West plat en y€F(10, d >0. Par conséquent,

O O ^ y yla fibre au-dessus de y de C est C
Soit G l'ensemble des y g F D Q  tels que C. =C^ . C'est aussi l'en-A?y Ayy
semble des y€Fp)Q tels que d̂  >d. G étant l'ensemble des points de FAyy ^
où les fibres de deux espaces F-plats coïncident, est un sous-ensemble 
analytique fermé de FflQ.
Deux cas sont maintenant à considérer :
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ou d =d. On a alors x ^ G  et F-G est un ouvert de FflQ A ? x
contenant x sur lequel on a, par définition, d̂  <d. Le théorème est' A?y
donc vrai dans ce cas,

- ou d >d. F et G ne peuvent avoir le même germe en x.A y X
En effet, d'après 11.1.3 et 7.1.9, d,^. ^d^ si y^FflQ. D'après(f) ?y A?y
11.1.4 et 7.2.14, ( TT v. Hd^ est un entier. Toutes les valeurs1 m i A'Yi=l...m
de d^ ^ pour y ^ F Q Q  sont donc supérieures ou égales à d et il en exis
te un nombre fini qui soient inférieures ou égales à d . SoientA y X

ces différentes valeurs. Si FflQ = GflQ, alors1 2 k Ay x
6^>d. Si s est un nombre strictement positif assez petit pour que
d + e<6^ , on a, pour tout y 6 FflQ,

cd+e ^ o  
A^y A,y

d+eH (d+c) est donc constante et C^ est F-plat sur FflQ. ToujoursA y y  ̂ d+c ixAyi
d'après 11.4.4, FdSing (f). Pour tout y ^F Q Q ,  on aurait d, . ^d+e. ̂i / y y
C'est contradictoire.

Par suite l'inclusion de G dans F est stricte au voisinage 
de x. Soient G^,...,G^ les composantes irréductibies de GQQ. On peut 
supposer Q assez petit pour que le germe en x de chacun des G^ soit 
aussi irréductible et alors dim^G^<dim^F. Par hypothèse de récurrence 
on détermine Q^ voisinage de x dans Z tel que, si y^Q^QG-^y

^ d̂Ayy AyX

Si y 6 F- G , on a, par définition, d ̂d<d^A^y AyX
Le voisinage Q^D ... donc.

,3 Coro 1 laire : Soient A = (X, Z,W^ r) une bonne installation, x un point
de W Q X  tel que r]X:X— soit plat en x. Soit A^(0) la O-strate de
Samuel de A. H  existe un voisinage Q de x dans Z, tel que l'ensemble
des valeurs de d quand y parcourt QflA (0) soit fini.Ayy o



Démonstration : Choisissons d'abord Q comme dans 11.5.1. Comme on l'a
déjà remarqué, si y ^ Q Q A  (0), ( n v.I)d est un entier. Il suf-o i i ^  ̂ A? y1=1 ...m
fit donc de trouver un voisinage sur lequel la valeur des d^ ^ est bor
née. S'il n'en était pas ainsi, on pourrait déterminer une base de voi
sinages emboîtes de x dans Z, (H.). ^ et de points y.^A (O)MO. telsJ J o j
que d, soit strictement croissante. La stratification de Samuel de A.Xj
W étant localement finie, ne rencontre qu'un nombre fini de strates

. D'après le principe des tiroirs, quitte à extraire des y^ une
sous-suite infinie, on peut supposer qu'ils sont tous dans le même .
Soit A. la d̂  -strate de Samuel de A contenant y. .J A,y^ "j

A.nA, (o)niv = [z$A^,(o)nw : d ^d ] .j o a o a A,z

Posons pour simplifier d . = d̂J A'Yj
En effet, si z$AjflA^(0) fl ,

H (d.) = H (d.) = H  (d.)*G _
A,z J A,y-j  ̂ Aiw,yj  ̂ Xfir (yj),yj

= H (d.)*G
A]W, z J Xfr" (z),z

D'après 5.1.1, d. 5 d..A,z j
Réciproquement, si d ^d. et que z$A (O)flW , alors,A, z j o (X

H (d .) = H (d .) * G
A,z J A]w, z J Xflr (z),z

= H (d.)*G = H (d.) .
Alw,yj  J x n r " \ y j , y j  A,yj  ^

Ceci montre que : A. iHA (O)flW CA.flA (0)QWj + l o a j o a
Soit F. l'adhérence de A QA (0)DW dans A (0). A. étant différence J j e  ^ e J
de deux fermés analytiques dans WflXflQ^ et étant différence de deux
fermés analytiques dans il en est de même de A fl^nA^(O) dans
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A (0) HQ-. ° F- est donc un sous-ensemble analytique de A (0)  ̂ eto 1 i  ̂ o 1

F c F . .J + l J

De plus, il est clair que xg F^ pour tout j.
D'autre part, y j ^ F j ^  ° Un effet, d'après 11.5.2, il existe un voisi
nage U de y . dans Z tel que, si z ^ U Q W  Q A (0) , d ^ d . . Ce voisina- J a o A? z j
ge ne peut rencontrer A. wDA (O)Q^ y puisqu'on aurait d ^d. ^>d.J + l o oc A? z j + l j
Mais d'après le théorème de Cartan, la suite décroissante de fermés 
analytiques F. de Ap(0) stationne localement. En particulier, il existe 
U ouvert de Z contenant x et N tel que, si j^N,

F ^ n u n  A^(o) = F ^ n u n  A^(o) .

Puisque la suite (yj) tend vers x, il existe M tel que si j^M,
y . € u n A (0) . Pour j 5 sup(N,M) ̂ y.g fl F . f) U fl A (0) . 0 r y  ^F ..0n J o J J J J
obtient la contradiction cherchée.

,4 Théorème : Soient A= (X, Z,W^ r) une bonne installation, x un point
de W Q X te 1 que r]X : X — soit plat en x. Soit (f) = ( f ,f )̂ une
0-base standard de A en x normalisée par rapport à ((3̂. z^,...,z^)
Soit A^(0) la 0-strate de Samuel de A contenant x. Il existe un voisi
nage U de x dans Z tel que, si y^UflA^O),

d* = d,.,A ? y  ( f ) , y
Démonstration : Choisissons d'abord un voisinage 0^ de x dans Z
comme dans 11.5.1 et tel qu'en plus l'ensemble des valeurs de d̂^ ^ A? y
quand y parcourt O^HA^O) soit fini. Soit E cet ensemble. La strati
fication de Samuel de W étant localement finie, et pour chaque d , la 
d-stratification de Samuel de A étant localement finie, on peut suppo
ser de plus que ne rencontre qu'un nombre fini de strates de Samuel 
de W et de d-strate s de Samuel de A quand dgE. Si y$n^HA^(0), 
(7.1.9, 11.1.2, 11.1.3)

A ?y  ( f ) , y



Supposons qu'il existe un point y^6 Q^flA^(0) où cette inégalité soit 
stricte. Soit cL =d. . Soit la strate de Samuel de W contenant y„ ,1 A , 1 j1 ?
A^(d^) la d^-strate de Samuel de A contenant y^ . Soit F^ l'adhérence de
W^QA^(d^) QA^(O) (1Q^ dans ^(0) QQ^ . C'est un sous-espace analytique
fermé de A (0) .En effet, à la fois QA (0) eto 1 l o i
A.(d^) QA (0) flQ̂  est différence dans A (0) de deux sous-ensembles1 1 o 1 o 1
analytiques fermés de A^(0) flÔ  . Il en est de même de
w^nA^(d^) nA^(o) .

ou bien il existe z^$W. QA (d.)nA (O)QQ^ tel quel 1 1 1 o 1
d. =d. =d^>d,^. et que la composante irréductible de F̂A , A , y ^  1 (f), ^  ̂ 1

contenant z^ contienne aussi x ;

ou bien il existe ouvert de Z contenant x, tel que 
tel que :

Dans ce cas, ou bien tout z 6 Q2 ^^o^^ ^A z^^(f) z ^
théorème est démontré, ou bien il existe

* Comme ci-dessus, on construit W , d^ , A (H ) et F^ ,

et les deux mêmes possibilités peuvent se présenter.
Si ce processus ne s'arrêtait pas, on déterminerait une suite (y^)^]^
de points de A^(0) flQ^ tous distincts. D'après le principe des tiroirs,
d^ doit prendre une infinité de fois la même valeur d g E et on peut
extraire de la suite (y.).^.^ une suite infinie (y. ) telle que

^  ^  j€N

V j $ N  cL ^ = dA,yi, 
j

et qu'il existe une strate de Samuel de W, W , et une d-strate de Sa-' (X
muel de A, A^(d), les contenant tous.
Soient y et y deux termes consécutifs dans cette suite.^p ^p+q
y  ̂ 6 Q  ̂ QA (O)dQ ^nA (0). Mais aussi y € W fl A (d ) ,P+q P+q o P+̂ L o P+q P P P
d. = d >d,^. . C'est contradictoire.y y p (  ̂) y y'Jp+q  ̂ ^p+q



H A ce stade, ou bien le théorème est démontré, ou bien on
a determine un voisinage Q de x dans Z, y € Q D  A (0) tel que d >d. ,o A?y (iJ^y
et que, si on pose d = d̂  et si on désigné par W„ et A^(d) la strateA,y = 1 1
de Samuel de W et la d-strate de Samuel de A contenant y, par 1^adhe
rence de W^QA^(d) QA^(O) QO dans A^(0) QO? par F la composante irré
ductible de F^ contenant y, xgF.

Remarquons maintenant que, si z$W^flA^(d) flA^(O), alors 

H (d) = H (d) = H (d)*G
A, z  A,y  A)W,y X flr ^ ( y ) , y

et donc

H (d) = H  (d)*G ^
A,z A]W, z Xflr (z),z

Diaprés 5.1.1, A est d-transverse en z et d̂  ^d.A,z

Soit maintenant (avec les notations de 11.5.1), pour
i = 1, . . . ,m, ] A] < le sous-es pace de WflQ défini par l^déal
engendre par f^^€T(QnW,(3^). Soit ^ {i = 0,...,v
H,,, (ti) (u.)l. G., est un sous-ensemble analytique fermé dans

iA'^ ^ ^
W^A^ lui-même fermé dans WflQ. Soit enfin

1  ̂ ! A ! ̂  lA oi=l,...,m, IAl<v^

C^est encore un sous-ensemble analytique fermé de A^(0) DH? et posons :

G = Fn Ĝ, .

C^est un sous-ensemble analytique fermé de F strict puisque y $ F  et 
y^C^. (Four tout i = [Al<v^ , ^ w . ^ , y ^ y ^ i A ^ ^ ^ W , y ^ y ^ i A ^ ^

Pour finir, soitH=Fr)(F^-W^nA^(d)nA^(0)r)0). est 
encore un fermé analytique de F strict puisque y $W^QA^(d) DA^(O)
F étant irréductible, G(JH est un fermé analytique strict de F. Si



z ^ F - G U H .  alors z^W^flA.fd'tnA et d >d = d . Mai s ans s i,

et de A) tel que H (p<̂ =H^ (p<) puisque z$ . Ceci
"'iA^ \A'y ^iA'^ ^

signifie que :

et donc

d(f) ? z g d(f) ,y
Par consequent, si z$F-G(jH,

< d(f),z A? z

Or, G U H  étant un sous-espace analytique ferme strict de F irréducti
ble, il n'est nulle part dense, ([Ab] 44.32.6). Le germe de G U H  en x 
est donc strictement inclus dans le germe de F en x. Il existe donc 
un germe de courbe analytique F irréductible en x, contenu dans F et 
pas contenu dans GuH.Latrace cb G U H  sur F étant un ferme analytique 
strict de F est l'origine dans un voisinage assez petit de x.
On a donc determine un ouvert U de x dans Z, un réel d,et une courbe 
analytique F dans A^(0) QU contenant x, te]sque , pour tout z^F - (x),

H Nous allons voir que nous pouvons nous ramener au cas où 
W est normalement plat le long de F en x. S'il n'en est pas ainsi, 
soit p^ : Wj,— &W la modification de W de centre x, soit F^ la transfor
mée stricte de F, x^ l'unique point de F^ au-dessus de x. Si est
normalement plat le long de F^ en x^ , on arrête ici les modifications 
de W. Sinon, on considère pg : Wg — la modification de de centre 
x^, Fg la transformée stricte de F^ et Xg l'unique point de Fg s'en
voyant sur x^ . Au bout d'un nombre fini de telles opérations, on sait 
qu'on obtiendra F^ lisse. On montrera au chapitre II (2.13) qu'on peut
aussi obtenir W , normalement plat le long de T , en x; Ceci se feran T ^ ^ f n ' ' n '
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évidemment indépendamment des résultats du § 11. Ce résultat se trouve 
dans [ ]. Finalement, on détermine un morphisme h : W'— Ŵ, une courbe
lisse F' dans W', un point x' de W' tel que x' soit l'unique point de 
F' au-dessus de x et tel que W' soit normalement plat le long de F' en x' 
et h est un isomorphisme local au voisinage de tout point de F' autre 
que x' .
Considérons l'image réciproque de A par h. Soit A* = (X',Z',W' ; r') =
(X x W' , Z x W' , W x W'  ̂r x Id W' ) . r' ] X' : X'— *W' est plat en x'.

W W W
Soit A'(0) la 0-strate de Samuel de A' contenant x'. Alors o

r* n h'"\u') ^A^(o) n h'"\u')

où h' : Z' — & Z est le morphisme canonique.
Soit iM l'image de f^ par le morphisme ^ - 7.2.13 assure
que (fM = (f',...,f') est une O-base standard de Â  en x' normalisée ' 1 m c
et h étant un isomorphisme au voisinage de tout z' 6 F', z' ^x', on a
à la fois avec z = h(z') : .

de sorte que :

Or (11.3.5) pour tout voisinage V' de x' dans Z' assez petit

**A' F' x' ^A' z'A y 1 y X z' 6F'DY' A y z

D'après 11.5.2, si V' est assez petit,

d , , ^ d , , pour tout z' 6 F' H V'A' yx' A' y z'

Alors :

z'^r'nv A''^' z'$r'nv'-(x')
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11. 6

Ainsi :

Mais d'autre part, si 7.3.4,

t= d,„., . = infiAi^, --!A! '

et d'aprés 11.2.1 et 11.2.2, pour tout voisinage V' de z' assez petit,

v*;(f! ) = inf ^  , i ^iA)z'er'nv s iA z'$r'nv-fx')

r! x' " inf *̂ (f) z' ^ ^ *^ ' ' z'€r'nv-(x') 'Z

Ceci est contradictoire. Ceci prouve qu'au bout d'un nombre fini d'opé
rations, dans le processus de la page 198, on determine un ouvert U 
sur lequel le théorème est vrai.

Q. E. D.

Nous en arrivons maintenant au theorème de stratification d'une ins
tallation par le 1er tropisme critique.

1 Theorème : Soit A= (X, Z,W; r) une bonne installation. On suppose que
r [ X : X — est plat en tout point de WQX. Soit d g ]0,co]]. Soient 
(W ) la stratification de Samuel de W, (An(0))^^^ , (A (d)) -a <x$A P pE-H y d
les 0- et d-stratifications de Samuel de
Pour tout (a,p) $AxB, l'ensemble des points z de où d^ ^^d
(i.e.  ̂ est d-transverse en z) est un ferme analytique de
S'il est non vide, il existe y€C^ tel que cet ensemble soit la trace
de A (d) sur W nAo(O).Y a [3

Démonstration : Soit T p(d) cet ensemble. C'est un fermé topologies y P
que de ^flA^O). En effet, si x^T^ p(d), d^ D'aprés 11.5.2,
il existe un voisinage U de x dans Z, tel que, si y(EUnW^HAp(0),
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11. 6

d ^ d < d.A , y  A?x
D'autre part, z$T n(d), si et seulement si z $ W  DAn(G) -^ a , p a P '

H (d) = H (d) * G
Ay Z A [ ̂ y Z Xflr ( z) , z

Le 2ème membre de cette égalité ne dépend pas de z dans Q A^(0).
Soit H (d) sa valeur. T ^(d) = W  flAn(G) flA (d). C'est donc un sous-Y  oc , p a  p  y
espace analytique de ^HAp(O).

2 Corollaire : Soit A= (X, Z,W^ r) une bonne installation telle que
r]X: X — *W soit plat en tout point de WflX. Soient strati
fication de Samuel de W, An(0) la O-stratification de A, (X ) lap  Y
stratification de Samuel de X.
Pour tout (a, (3) ^AxB, l'ensemble des points de ^fl^^O) où A est
transverse est un fermé analytique de WgflAp(O). S'il est non vide,
c'est la trace sur W f)Ar,(0) d'une strate X .

a  p  Y
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C H A P I T R E  II

MODIFICATIONS D'INSTALLATIONS
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1.1.1 Définition : Soient X un espace analytique, et Y un sous-espace ana
lytique fermé de X. Nous dirons que Y est un centre de modification* 
permis pour X en x 6 Y, ou que la modification* f : X' -*X de centre Y est 
permise pour X en x si :

1) Y est lisse en x ;

2) gryX est un (3y-Module plat en x, ou si l'on préfère la flèche
canonique C v-*Y est plate en x.A, ï

Ceci revient à dire que X est normalement plat le long de Y en x (cf. 
ch. I, 10.9), c'est-à-dire encore que Y est lisse en x et contenu au 
voiëhage de x dans une strate de Samuel de X (cf. ch. I, 8.2.9).

1.1.2 Remarque : Le résultat (ch. I, 10.10) nous dit que si Y est un sous-
espace analytique fermé réduit de X, l'ensemble des points de Y où Y 
est un centre de modification permis pour X est un ouvert analytique 
partout dense de Y.

1.2.1 Nous allons maintenant nous intéresser à l'effet d'une modi
fication sur la fonction de Samuel. Tout d'abord deux lemmes :

1.2.2 Lemme : Soit Cd(Ü^ un cône isotrope dont le sommet est l'origine
0 g (ü*\ Soit p : - (0) —  ̂IP̂   ̂ la projection canonique et soit
X=p(C- (O)) l'espace analytique projectif correspondant à C. Soit 
x^X, et notons l^ciC la droite correspondante, i.e. p ^(x)U[0).

Soit ^ le (3^-Idéal cohérent définissant Y. R(^) = Œ 3^
n^o

(3y-Algébre graduée de présentation finie (appliquer par exemple 
(ch. I, 1.4)). La modification (ou éclatement, ou transformation 
monoïdale, ou dilatation) de centre Y est le morphisme (cf.
Projan^R(g) X.
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a) Q ^ Pour tout entier i^l (pour l'ordre produit) ?

b) les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Q = pour un entier i ̂  0 ^

P) C est normalement plat le long de 1^ ;

y) l^gT^,  ̂ , faîte de C.

Démonstration : Tout d'abord, remarquons que puisque p est simple, à
1 2fibre de dimension 1, en tout point t$ 1^- (0), on a Ĥ ,  ̂ ^ pour

tout t$ 1 - (0). Ainsi, p \x) est contenu dans la strate de Samuel
^ 2de C correspondant à ^  ̂  ̂ laquelle 0 est donc adhérent. D'après

la semi-continuité de la fonction de Samuel (voir ch. I, § 8), ceci 
1 2entraîne que Ĥ , Q ̂  ^ donc a) .

D'autre part? l'égalité a) de b) entraîne, d'après ce que nous venons
de voir, que 1^ est contenu dans une strate de Samuel de C, et donc, 
d'après ch. I § 10, l'assertion P), et donc aussi y) (toujours ch. I,
§ 10). Montrons maintenant que y) entraîne a) : en effet, par défini
tion de T , la translation par t$ 1 est un automorphisme de C, et

j[ ? X
donc  ̂ Q pour tout tg 1^ , ce qui, d'après ce que nous venons
de voir, entraîne a).

1.2.3 Lemme : Avec les notations de 1.2.2, si l'une des conditions équiva
lentes de b) est vérifiée, il existe un isomorphisme

=X,x '

En effet, si l'une des conditions de b) est vérifiée, 1^ est un centre 
de modification permis pour C en 0, et il résulte de ch. I, § 9 et [6] 
que l'on a une surjection de cônes

C/l X

et par conséquent un morphisme

x  - X  Proj C / l ^  ,
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mais on voit facilement, par exemple en prenant des coordonnées, que 
ce morphisme est celui que l'on doit considérer pour décrire la modifi
cation de X de centre x. C'est-à-dire que si X' désigne la fermeture 
dans Xx Proj C/l^ du graphe F(T) c (X- x) x Proj C/l^ , la restriction 
f : X' -*X de la première projection à X' est la modification de X de
centre x. Ceci nous fournit un isomorphisme : ProjC^ ^  ^ProjC/l^ qui
est 1'isomorphisme cherché.

1.2.4 Remarque : Puisque X' n'est autre que la transformée stricte de X
dans la modification de Z = Proj(E^=IP^ *^(cf.[5j,[9j), il est immédiat 
de constater que ^ est induit par ^ ? c'est-à-dire que le dia
gramme :

* Proj(C/l^)

\ f ' '
a

Proj(Tg^) ---- 1--Proj(<t /l̂ .)

est commutatif, les flèches verticales étant les inclusions naturelles. 
De plus, ^ est caractérisé par cette propriété : ^ est l'unique
isomorphisme tel que pour tout sous-cône K de contenant 1^ dans son
espace tangent strict, on ait, si Y=ProjK,

1.2.5 Définition : Nous appellerons naturel tout isomorphisme
^z x'^z ^oj p ^  x"^Z x" clair qu'un isomor
phisme naturel est uniquement déterminé, à homothétie près, par la pro
priété que pour tout sous-cône K de (t** contenant 1^ dans son espace
tangent strict, on ait, si Y=ProjK,

-f/l, .

Nous continuerons d'appeler naturel 1'isomorphisme induit
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"z.JCï.x'CY.x̂ K/lx '
1.2.6 Soient maintenant X un espace analytique, et Y un centre de

modification permis pour X en xgY. Nous pouvons plonger, localement 
autour de x, X dans un espace analytique lisse Z, (nous continuerons 
comme toujours de noter X le voisinage de x dans X qui nous intéresse) , 
et effectuer la modification de centre Y sur X et sur Z :

X' c * Z'

f

X <- Z

Puisque, par hypothèse (cf. 1.1.1) Y est lisse en X, Z' est lisse, et 
X' n'est autre que la transformée stricte de X par F. D'autre part, 
remarquons que puisque F *̂ (Y) est un diviseur de Z', F \x) est un sous- 
espace analytique lisse de codimension d + 1  (où d = dim^Y) de Z'.
Notons pour simplifier C pour C , T pour T et T pour (es-A, X ï Y ̂ X A A, X
pace tangent strict à X en x). On a alors :

1.2.7 Lemme : Pour tout point x' 6 f \x) = F \x) fl X' , on a la suite d'égali
tés et d'inégalités suivante :

H* = H* = H**'* ^ ^ H*
X,x C,0 C/T^O F (x)flX',x' X',x'

Démonstration : La première égalité vient de ce que ^ ne dépend
d'après sa définition que du cône tangent, la seconde vient de (ch. I,
10.3 et 4.1.5) (puisque Y est un centre de modification permis pour X). 
La première inégalité n'est autre que l'inégalité a) de 1.2.2 puisque 
F"*(x)nX'=f'*(x)=ProjCxy(x) (cf. [5], [6], [9]) et que C^y(x) est 
isomorphe à x ^ Y  x  ̂^/^y ' nous noterons 1̂ , dC/Ty la droi
te correspondant au point x' 6 f'^(x). La seconde inégalité n'est autre
que l'inégalité de la transversalité (ch. I, 5.1.1, 11) ) appliquée à

-1l'intersection de F (x) avec X' en x' dans Z'.
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1.2.8 Théorème : Soit f :X'-*Xune modification permise en x^ X d' u n  espa
ce analytique X. En tout point x' $ f \x), on a l'inégalité* :

l4, , ^X' , x' X,x

Démonstration : Lire de droite à gauche les égalités et inégalités
de 1.2.7.

1.2.9 Remarque : Ce théorème a été démontré en géométrie algébrique par
B. Bennett [ Be ] .

1.2.10 L'avantage de la démonstration ici donnée de 1.2.8 est qu'elle
permet de décider facilement ce qui se passe en un point x' $ f \x) tel

ul tri
3 "  "X',x ' S , x '

1.2.11 Théorème (Hironaka [ 7 ]) : Soit f : X' -*X une modification permise
en x$ F. Soit x' $ f ^(x) tel que H^, " "x x * ^ ̂ roj x/ ^ Y  x

Démonstration : Ceci revient à montrer que si 1̂ , ClC^ Ty ^ est la
droite correspondant à x' gf ^(x) =ProjC^ g/Ty g (cf. 1.2.7), alors
1̂ , est contenue dans l'espace tangent strict à C^ g/^y g ' puisque ce
d^rdiér n'est autre que T̂ . ^ ^ T y  ^ * Or, le lemme 1.2.7 nous dit que
- tri Tjl j. - j. Trl+d ,.1+d+lsi Hg, , ="v r on a certainement H ' = H . i.e.

C/Ty,0 f'\x),x'

^C^T 0" ̂ Proj^^T x' * ^  résultat cherché est donné par 1'implication
a) =$ y) du lemme 1.2.2.

1.2.12 Soit f :X'-*Xune modification de X permise en x$X. Appelons
Y son centre, et plongeons X au voisinage de x dans un espace analyti
que lisse Z, obtenant un diagramme commutatif

(Remarquer que l'inégalité est vraie en tout point de X', puisque f
est un isomorphisme à l'extérieur de f ^(Y)).



210.

X' -*Z'

F
Z

où F est la modification de Z de centre Y.
-1 -i 1 1Si x' $f (x) =F (x) f)X' est tel que Ĥ ., = ^ y nous venons de

voir en 1.2.11 que la suite 1̂ , cC^ g/^Y x à x' est en
fait dans T̂ . ^/Ty ^ . Ceci signifie que si nous notons L̂ , l'image
réciproque de 1̂ , par la surjection canonique Ĉ . ^ x /  ̂ Y x '
L . est contenu dans T̂ . . Pour voir cela, nous avons seulement utili-x'  ̂ X,x ^
sé le fait que si Ĥ ., g"^x x ' première inégalité de 1.2.7 devenait 
une égalité. Le fait que la seconde inégalité doive aussi devenir une
égalité nous donne le :

1.2.13 Théorème Dans la situation de 1.2.12, si x' $ f ^(x) est tel que
wl -H*X' ,x' X,x '

1 ) F *̂ (x) est transverse à X' en x' (au sens de ch. I, 5.1)
n T . = cet en particulier, C  ̂ ^

X' ,x' F (x) ,x' X'QF"*(x) ,x'
= C

f ^(x),x'/
y ce qui signifie que le carre des inclusions

canonique s

f"*(x),x' X' ,x'

T e-- 3. T
F (x),x' Z',x'

est cartésien ;

2 ) il existe un isomorphisme naturel

-1f (x),x' X,x/ x'
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Démonstration : Le premier point n'est autre que la traduction direc
te du fait qu'en vertu du lemme 1.2.7, si ? ou doit avoir1+d+l 1 A ,x A,x
H  ̂ = H (voir ch. I, § 5). Le deuxième point résulte du
F"\x)QX',x X',x'
fait que la première inégalité de 1.2.7 devient une égalité, et du 
lemme 1.2.3

1.2.14 Corollaire : Soit f : X' -*X une modification d'un espace analytique X
permise en x$X. En tout point x' 6 f ^(x) tel que H^, ^^X x ' ^ *

1) dim T̂ , ^ dim T ;X' , x' X, x
2) si de plus x' est tel que

dim Tv, , - dim ,X',x' X,x

il existe un isomorphisme T^ qui envoie C ,̂ , sur, X Zt,X A , X
Ĉ . ^ , i.e. est isomorphe à ^ .

Démonstration : Notons T = dimT^. T' =dimT^, , et remarquons que
d'après 1.2.13, 1°), on a C QT  ̂ =C  ̂ , d'où évi-

X',x' F" (x),x' X'(1F"" (x),x'
demment une inclusion : T  QT  ̂ c T   ̂ . O r ,  l'iso-

X',x' F* (x),x' F* (x)nX',x'
morphisme naturel de C  ̂ avec C^ /L , (1.2.13, 2 )) nousTH-1/ ! X,x/ x'F (x)nX',x' \ ^
dit que dimT  ̂ = T - ( d + l ) (  puisque dimL , = d 1) . En appli-

F*\x)flX',x' ^
quant d'autre part l'inégalité des dimensions dans une intersection à
1̂ , . et T[*X' x' ^  1 dans  ̂ , on obtient

' * F* (x) , x' ' *

T' - (d + 1) <: dimT (1 T ^ T - (d + 1)
X';x' F" (x),x'

d'où l'inégalité cherchée, T' ^ T.
D'autre part, ce qui précède montre que si T' = T ,
T Q T  ̂ = T   ̂ et que dans ce cas, T^, , et

X ' , x '  F" ( x ) , x '  X ' n F "  ( x ) , x '  ^
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1.2.15

1.2.16

T  ̂ sont transverses au sens ordinaire, c'est-à-dire que
F (x),x'
T + T  ̂ = T . E n  utilisant le diagramme cartésien de
X',x' F* (x),x' Z',x'
1.2.13, ceci nous montre que 1'homomorphisme canonique

T : C HT /T HT   ̂C / T
X',x' F* (x),x/ X',x' F (x),x' X',x'/ X',x'

est un isomorphisme. Mais en vertu de 1'isomorphisme naturel de 1.2.13,
2 ) , et du fait que si T ' = T , T f! T __ i = T   ̂ ? le

X',x' F (x),x' X'QF (x),x'
terme de gauche n'est autre que (Ĉ . y^L^^)^(T^. x/ ^ X x *

Nous avons ainsi montré que si ir' =T, il existe un isomorphisme
^x * X̂' x' ^ ̂ X' x' -- *^X x/  ̂ *X x uniquement déterminé à l'homothétie
près. De plus, d'après la naturalité de l'isomoyphisme 1.1.13, 2 ), cet

ce qùi est possible,puisque T ' = T , pour obtenir 1'isomorphisme cherché.

Remarque : A part des cas triviaux, 1'isomorphisme Ĉ., x'"^^X x ^
2.1.14 n^est jamais induit par le morphisme tangent à la modification 
(les cas triviaux sont ceux où la modification est l'identité).

Nous aurons besoin d'une version un peu raffinée de ce qui 
précède pour démontrer le théorème de stabilisation de la fonction de 
Samuel sans l'utilisation du caractère v^(X,Z) d'Hironaka ([ ] )
ni des résultats de la thèse de B. Bennett. Dans ce qui suit, si C est

n ( i&)un cône isotrope de Æ , de sommet l'origine, nous noterons C le cône
dont les équations sont les éléments de degré ^m d'une base standard
de l'idéal de C en son sommet. Noter C c C ^  . On notera l'espace
tangent strict de

/ Tv -x/ X, x 
,si,f T

1.2.17 Théorème : Soit f : X' -+X une modification d'un espace analytique
permise en x$X. Plongeons localement Xdans un espace analytique lisse



Z, obtenant un diagramme commutatif,

X'

F
X t— + Z

En tout point x' $ f \x) tel que

pour 0 g v < m, on a

2 ) un isomorphisme naturel

c(m)
F" (x)flX',x' x ,y  *

3°) C =C^' nT
F* (x^nX',x' X',x' F* (x),x'

Démonstration : Posons C = Ĉ . / : 3E = Proj C et = Proj Ĉ **̂C = C^ /Tv ; 36= Proj C et T6^"*LprojXy X^ Y y X _ ̂
1.2.16). (Remarquons queT^=F (x) QX' coi(notation introduite en 1.2.16). (Remarquons queT^=F (x) QX' comme

fm)en 1.2.7, et que ). On a alors, pour tout m ^ O  et tout point
x' (E3C? égalités et inégalités suivantes :

H"^ ( v )  =  . ( v ) ^ H ^ .  . ( v ) ^ H ^  ( v )  pour 0 ^ v < m  .
CyO c ^ \ o  ie^\x' Tgx'

En effet, la première égalité vaut pour O ^ v ^ m  puisque les algèbres
(m)graduées de C et C sont isomorphes jusqu'en degré m. La première

inégalité vaut pout pour tout v^O. puisque c'est l'inégalité a) du
lemme 1.2.2 appliquée à La seconde inégalité vaut aussi pour

*(m)tout v^Oy puisqu'elle provient de l'inclusion 3^36
1 1Si nous supposons que EL., t(v) (v) pour O ^ v^ m , cela entraîne,X  y X  Xy X  ^ ^

comme dans la démonstration de 1.2.8, que EL ^(v) =H pour 0^v<m,L , U 36 x
et donc deux égalités :
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(*)

(**)

H
C^' ,0

H
3 6
(m) (v) = H' (v)

6̂, x'

pour 0 g v g m 

pour 0 g v g m

Montrons tout d'abord que si l^,<rC est la droite correspondant à
x' l'égalité (R) entraîne que 1 , faîte de . Nous allons

^ ( m)faire ici une demonstration directe : C est un cône dans un cer-
k , ktain Œ . Choisissons des coordonnées de Œ telles que 1̂ ,

soit la droite d'equations Tp = . . . = T = 0. Soit ( (p., (p .) une hase ̂ k ,  ̂ k ^
dans (t . Posons v . = deg (p .i

(m)standard de l'idéal homogène définissant C 
(remarquons que par hypothèse, \M<m pour l<i<j). Considérons l'ouvert 
affine de IP̂  déterminé par T^/0, et 1'ideal I définissant dans
cat ouvert affine : cet idéal est engendré dans l'anneau

L?l' ' T1-J
de cet ouvert affine par les 6. = —

\  T p
Soit p < j le

plus grand entier pour lequel il existe une base standard (<p̂ y
, (m) , ^kde l'idéal définissant C dans Œ telle que pour

i< p. Si nous parvenons à montrer que p= j, nous aurons montré que
(m)1 , appartient au faîte de C . Supposons donc p<j, et écrivons^ r T ̂  T. i

ConsidéronsTp+l = ̂   ̂̂  et T1 $ ̂  . C

l'es pace vectoriel G = (y ̂   ̂?^p) H

Si v = "" on a, en posant 1̂' -

[T2 Tkl

H ,(m)

v + 1
(v) = ^

- dimg ^

T T_2 ^krp ? * * ° ? qi ^

  ^

V  +  1

- dimg (& + a . 11') g

v + 1
( V )
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où la première inégalité provient de ce que l'on a une inclusion de 
G + (ü . T)' dans (y g i/deg . y < v), et la dernière égalité provient de ce 
que.puisque v = v^_^^-l, le terme de gauche n'est rien d'autre que 

. (v), qui est égal à H**, . (v)=H*\ . (v) puisque d'aprés
C ^ \ o  c ^ \ o

la définition de p, 1̂ , (cf. lemme 1.2.3). Mais par hypothèse,
puisque v<m, les termes extrêmes sont égaux, donc T)' $G, et 

^D+lT) = T^^ . T)' $ . On peut donc remplacer Tp+i
par  ̂ et obtenir une nouvelle base standard pour l'idéal de dans
kC . Mais ceci contredit la maximalité de p. Ceci nous démontre que

(m) (m̂1̂ , d T  , c'est-à-dire que L̂ , -^x x  ̂ point 1) du théo
rème. De plus, le lemme 1.2.3 nous donne immédiatement 1'isomorphisme 
naturel du point 2 ), si nous remarquons que la démonstration ci-dessus 
nous dit aussi que C , , =(

effet un isomorphisme naturel

(m̂nous dit aussi que C , , =C . Le lemme 1.2.3 nous fournit en
ï<"\x< T,x<

C , ^

(rappelons encore que X= F ^(x) QX').
Enfin, le lemme 1.2.7 nous apprend que nous devons avoir

gl+d + 1 ^ ̂ 1 pour O ^v^m,
F" (X)nX',x' X',x'

d'où le point 3 ) en appliquant (ch. I, § 5, 5.1.1) à -

1.2.18 Coro 1laire : Dans la situation du théorème 1.2.17

a) d i m T ^ ,  g " i m T ^  ,

(m) (m)b) si dimT^, , = dimT^ , il existe un isomorphisme de
T - '* - r(m) ^(m)
^Z',x' ^  ^Z,x ^  ̂X',x' ^  ^X,x "

Démonstration : Exactement comme celle de 1.2.14.
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le :

1.2.19 Théorème de stabilisation (Hironaka) : Soient X un espace analytique
et x un point de X. Pour toute suite de modifications
(f :X -*X ..I telle que :a a a-l-agN ^

at X = X et x - x ; o o
bt f (x t = x  ̂ et f soit permise pour X  ̂ en x  ̂ ( a g N) a a a-1 a  ̂ a-1 a-1

on a

1) il existe Ag N  tel que pour tout a ^ A  on ait :

" x  ,3 - " x  „ X  , 'a a a-1 a-1

2) il existe Bg N  tel que pour tout a^B? il existe un isomor
phisme de Ĉ . ^ sur Ĉ . ^

a' a a-1' a-1

Démonstration : Plongeons localement autour de x l'espace X dans un
espace analytique lisse Z, obtenant pour tout ag N  un diagramme commu- 
tatif

X , c------> z ,a+1 a+1

'a+1 F i a + 1

X c--------  ̂Za a

où F est la modification de Z de centre celui de X . Remarquons touta a a
d'abord que 1) entraîne 2^. En effet? posons pour a ^ O  T^ = dim^T^ ^ <

D'après 1.2.14? 1 ) la suite des sera décroissante pour a^A? ce qui
montre l'existence d'un entier B tel que T i = T pour tout a^B. Le ̂ a+1 a ^
point 2) résulte alors de 1.2.14? 2 ). Démontrons donc le point 1).
D'après le théorème 1.2.8? pour tout v^O? la suite (H^ (v))

 ̂ a'*a agN
est décroissante au sens large. Posons H(v) =inf Ĥ . ^ (v) .

agN a' a



Pour tout m(ï N, il existe un entier a(m) tel que, pour tout 0 ^ v < m
et a^a(m), on ait Ĥ . ^ (v) = H(v). Soit T (m) la dimension de

, . a
^ (notation de 1.2.16). Il résulte du corollaire 1.2.18 que, pour

a' a
o c ^ a ( m ) ,  la suite des T (m) est décroissante. Ainsi, au besoin en aug-(X
mentant a(m), on peut supposer que pour a^a(m), pour tout 0^v <m , on

( ^ )  ^  ( v )  =  ( v )  =  H ( v )
oc ' K oc (m) , oc (m)

a oc (m)

On peut bien sûr supposer que la suite o c ( m )  est croissante. D'autre 
part, les égalités (-&) et (^) nous disent que, pour o c ^ o c ( m )  +1, nous 
pouvons construire des isomorphismes

3 i Trv -^-4a-1 Z ,x Z ^, x ^a  oc o c - 1  a - 1

^  ^a-l^X ,x = ^X ,,x , -or a a-1 a-1

Nous pouvons bien sûr choisir, pour tout a^a(m), des isomorphismes
À : Try (t̂  où r = dim Z = dim Z tels que A. ° 3 = A.  ̂ .a Z ,x " x a x o   ̂ a a a+1a a a o
Ceci nous donne (la suite des a(m) étant croissante)

a(m+l)'^x(m+ll/ oc(m)^a(m)j

Or, ^ g
a(m+l)' a(m+l) cc(m+l)' oc(m+l)

et donc, pour 1,

A. ,  ̂  ̂ r  ̂ -a(m+l)) X , .<\?x . a(m)t X , . ,x , .\ a(m+l)' a(m+l)/ \ a(m) a(m)/

L'anneau de polynômes à r variables étant nœthérien , cette suite dé
croissante de cônes est stationnaire : il existe un entier N tel que
pour tout m ̂  N,
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(N)

Considérons maintenant un entier n ^ N  et un entier p^O? l'inclusion

-,(n+p) ^(n)
X Y  —  X Va(n)' a(n) oc(n)' a(n)

est claire. On en déduit l'inclusion :

^ ^ \ a(n)'^a(n)/  ̂ \ a(n+p)'^a(n+p)/

d'où? pour 0^v<n+p? l'inégalité :

4  x ^ 4a(n)' a(n) ot(n+p)' ot(n+p)
(v)

Mais d'autre part, d'après 1.2.8, on a, pour tout v^O,

H' (v) ^ (v) .
a:(n)'^a(n) oc(n+p)'^a(n+p)

On en déduit, pour 0 ̂  v g n+p,

,1
^X x = Hxa(n)' a(n) a(n+p)' a(n+p)

( v )

et donc aussi

H (n+p)
X(x(n) '*tx(n)

(v) = H' (n)
*̂ a(n) '"a(n)

(v) (Ogv^n+p)

ce qui entraîne, au vu de l'inclusion canonique

c  c<^
(x(n)'^a(n) a(n)'*^a(n)

1'égalité

^(n+p)  ̂ ,̂(n)
ôc(n) '^a(n) *̂a(n) '"̂ a(n)

pour tout p?



219 .

et donc 1'égalité

C =
L(n)'^<x(n) ^a(n)'^o((n)

qui montre que pour n ^ N  et pour tout v^O on a l'égalité :

(v) = H^ -X , . ,x , . X ,nT\,x (N)a(n)' a(n) a(N)' a

Mais si l'on prend a(n)<a^a(n+l), on a pour tout v^O,

1 1 1
Ky ^ Hy ^ H y  'a(n)^a(n) oc^a a(n+l)^a(n+l)

ce qui montre bien que ôui* tout a^a(N), on a

4  x = 4  x Q*a' a a(N) ' a(N)

1.2.20 Une conjecture : Nous venons de voir que dans une suite
f : (X , x )----^(X  ̂tx de modifications permises, la fonctiona a ' a a-1^ a-1  ̂  ̂ ^
de Samuel se stabilise à un craïi fini. Ceci signifie que les Ĥ . ^

â  a
ne fournissent qu'un nombre fini de fonctions de Samuel distinctes.
On peut se demander si, étant donné un espace analytique X et un point
xgX, si l'on regarde la totalité de toutes les suites
f : (X , x )--  ̂(X  ̂, x „) de modifications permises (telles quea a ' a ? a-1 ' a-1  ̂  ̂ ^
X =X, x =x, bien sûr), il n'est pas encore vrai que les EL neo o  A , xor a
fournissent qu'un nombre fini de fonctions de Samuel distinctes. Le 
résultat est vrai dans deux cas pour des raisons bien différentes : 
si X est une courbe, parce que les seules modifications permises sont 
celles de centre ponctuel, et si X est une hypersurface, puisque dans 
ce cas la fonction de Samuel est déterminée par la multiplicité, et 
que celle-ci ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs distinctes, 
devant décroître au sens large d'après 1.2.8.
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1.2.21 Théorème : Soient X un espace analytique? Y un sous-espace analytique
de X et V un sous-espace analytique de Y. Soit x un point de V. On sup
pose que Y et Y sont lisses en x et que X est normalement plat le long 
de Y en x. Il en résulte immédiatement que X est normalement plat le 
long de V en x (puisque Y étant? d'après 1.1.3? contenu au voisinage 
de x dans la strate de Samuel de x dans X? il en sera de même de V). 
Considérons un plongement local au voisinage de X dans Z lisse? et le 
diagramme des modifications de Z? X et Y de centre V

Y'^—  ̂X' c— * Z'

r
x g V c Y c.

f F

Si Y - V  est dense dans Y au voisinage de x?

a) en tout point x' g G \x) ? ^ ;

h) X' est normalement plat le long de Y' en tout point x' g G \x) ;

c) dim T̂ ., ^  = dim T̂ . ^ en tout point x' g G \x) ;

d) il existe un isomorphisme Ĉ ., x' ^^X x Pô i* tout
x' € G"'(x) .

Démonstration : Remarquons tout d'abord (1.1.1 ) que la modification
de centre V est permise pour Y? (et Z) en x puisque Y est lisse en x.
Ainsi Y' est lisse en tout point x' gG \x). D'autre part f induit un
isomorphisme de X' - f ^(Y) sur X-Y? et donc en tout point y' g Y' - G ^(Y)
on a H  ̂ 4?/ !\ puisque f(y') g Y qui est contenu dans la-A. ? y 1 ' y  ̂ ^ ^
strate de Samuel de x dans X. Mais ceci montre que Y ' - G (Y) est con-

1tenu dans la strate de Samuel de X' correspondant à Ĥ . D'autre part?
puisque Y - Y  est dense dans Y? Y' n'est autre que l'adhérence dans X'
de f "^(Y-Y) = Y' - G *̂ (Y), ce qui montre que Y' (et en particulier tout 
point x' gG ^(x)) est contenu dans l'adhérence de la strate de Samuel 
de X' correspondant à 11̂. D'après la semi-continuité de la fonction
de Samuel (ch. I?§ 8) on a :
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H^, , ^ en tout x'  ̂G "**(x)X' , x' X,x

Mais d'autre part, f étant permise pour X en x, on a d'après 1.2.8,

^ en tout x'^f **"(x).(c:G *̂ (x))

et l'on doit donc avoir

X',x' X,x

1 1  -1H = en tout point x'^g (x), ie.a)X',x' " X,x

Le même argument fonctionne en tout point d'un voisinage de x dans V, 
ce qui nous montre que ^  "^X x ^out point x' $ G *̂ (V). Ceci en
traîne que , est constante le long de Y', et puisque Y' est lisse,? y
que X' est normalement plat le long de Y' (remarque 1.1.3) ie. b). 
Maintenant remarquons que puisque Y' est la transformée stricte de Y 
par F, et que III, , = ül en tout point x' $G \x) (cf. ch. II, § 1),ï y X Ï y X  _ ̂
d'après 1.2.13, Y' est transverse à F (x) en tout point x' $G (x),
c'est-à-dire que IL, , est transverse à T  ̂ dans IL, , .Y',x' ^-1, . , Z',x' ̂ F (x),x' '
Mais puisque d'après b), X' est normalement plat le long de Y' en x',
IL, , cIL, , (cf. 1.1.1) et donc IL, , est aussi transverse à Y' , x' — X' , x' X' , x'
T i dans IL, , , c'est-à-dire Tr,, , = TL, +T .^-1, . ? Z',x' ' Z',x' X',x' X tF (x),x' '  ̂ - F (x),x'
Comme dans la démonstration de 1.2.14, ceci entraîne que l'on a un 
isomorphisme

' Cx'.x' " T _i / ̂ x' x' ^ ̂  -1 **̂ x̂' x'/^X'F (x),x/ ' F (x),x' A ,

et comme le cone de droite a son espace tangent strict réduit à (0),
il en est de même de celui de gauche, ce qui montre que T , QT ^

* F^ (x)yX'
est l'espace tangent strict de C , QT  ̂ (= C  ̂ puis-

1 1  F**^(x),x'^ X'nF" (x),x'
que Ĥ ., x 1.2.13). D'après le point 2 ) de 2.1.13, ceci
montre que l'on a un isomorphisme naturel T , QT  ̂ ^^X x^x' °

' ̂  F* (x) , x' ^
Mais le calcul des dimensions montre en utilisant le fait que T̂ ., est
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transverse à T  ̂ que l'on doit avoir
F (x),x'

dim T̂ ., - (d + 1) = dim ^ ^  ̂

(d = dim^ V), d'où c) .
Enfin,d) est conséquence de a) et c) au vu de 1.2.14, 2).

1.3 Nous avons fait grand usage de l'espace tangent strict. Nous allons
montrer pour terminer que la dimension de l'espace tangent strict ^ 
à un espace analytique X est semi-continue le long d'une strate de 
Samuel de X. (On voit sur des exemples qu'il est vain d'espérer la 
semi-continuité sur X).

1.3.1 Lemme : Soit CcŒ^ un cône algébrique (isotrope). La strate de Samuel 
du sommet de C est le faîte de C.

Ce lemme est conséquence immédiate de 1.2.2 : si t$T^  ̂ , faîte de C,
la droite 1 qui joint le sommet à t est contenue dans  ̂ , et donc C 
est normalement plat le long de 1, et t est dans la strate de Samuel du 
sommet. Réciproquement, si t est dans la strate de Samuel du sommet, 
il en est de même de 1, donc C est normalement plat le long de 1, et

1.3.2 Théorème : Soient X un espace analytique complexe et Y un sous-espace 
analytique réduit de X tel que chaque composante connexe de Y soit con
tenue dans une strate de Samuel de X. Il existe un espace vectoriel re
latif p : T-*Y tel que, pour tout y g Y, p \y) =T , espace tangenty
strict de X en y.

Démonstration : On se ramène immédiatement au cas où Y est connexe.
D'après (ch. I, 9.2.3), il existe un cône relatif x :C"-*Y tel que, pour
tout y^Y, x ^(y) =C (O == SpecangrP (Y)) .A, y A
Notons d(Y) le sommet de (3 (x]c(Y) : cf(Y) -4 Y est un isomorphisme) . En 
utilisant la suite exacte de cônes (ch. I, § 9), on voit que ü(Y) est
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contenu dans une unique strate de Samuel relative de (3/Y (en fait (3/Y
est relativement normalement plat le long de ü(Y)? cf. Appendice ).
Soit donc T l'unique strate de Samuel relative de (3/Y contenant <3(Y),
et p = 7r]T : T Y. Par définition d'une strate de Samuel relative?
P ^(y) est la strate de Samuel du sommet de x \y) = C ? c'est-à-direA? y
Tv d'après 1.3.1.A? y

1.3.3 Remarque : Si Y n'était pas contenu dans une strate de Samuel de X?
on ne saurait pas recoller en un cône relatif les cônes tangents CÂ? y

1.3.4 Corollaire : Soit Y un sous-espace analytique réduit contenu dans
une strate de Samuel d'un espace analytique X. Pour tout lg N? l'en
semble (ygY/dim^ ^ l) est un sous-espace analytique fermé de Y. ̂ A? y
Ceci n'est autre d'après 1.3.2 que la semi-continuité analytique de la 
dimension des fibres d'un espace vectoriel relatif? cas particulier 
très simple de la semi-continuité de la fonction de Samuel relative 
(ch. I? 8.2.1) et par aiüeurs bien connu? (ch. I? 8.1.4).

-M- -K -K -K



§ 2. INSTALLATIONS ET MODIFICATIONS

Dans ce paragraphe, toutes les installations sont supposées 
absolues, i.e. au-dessus du point, et toutes les immersions qui inter
viennent dans la definition d'une installation sont supposées fermées.

Definition : Soient A=(X, Z,W, r) une bonne installation, et x ^ WQ X .  
Un sous-espace Y, fermé, de Z sera appelé centre de modification permis 
pour A en x si

a) Y est lisse en x ;

b) YcrW Q X  où W (resp. X ) est la strate de Samuel de xo o  o o
dans W (resp. X) .

Remarque : Ceci signifie que Y est contenu dans W Q X  et est un centre
de modification permis au sens de ch. II, 1.1.1 pour W et X en x. En 
particulier, X et W sont normalement plats le long de Y.

Définition : On dira que Y est permis pour A si Y est permis pour A
en tout point x$Y.

Proposition : Soit Y un centre de modification permis pour une bonne
installation A=(X,Z,W,r). (On suppose Y/W, cas sans intérêt).
Soit F : Z" -4 Z (resp. f : X" -4 X, resp. G : W" -+ W) la modification de Z 
(resp. X, resp. W) de centre Y. On a des inclusions naturelles X"c-&Z", 
W"c—*Z", et X" (resp. W") n'est autre que la transformée stricte de X 
(resp. W) par F. (Cf. [5] ou [9]). Posons T = r  ^(Y) , et soit T"cZ" 
la transformée stricte de T par F. (i.e. T"-+T est la modification de 
T de centre Y). Il existe un voisinage ouvert Z' de W" dans Z"- T"
(et nous écrirons dorénavant W' à la place de W") et une unique rétrac
tion r' : Z' -tW' de l'immersion W'c-* Z' rendant commutatif le diagramme
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où F = FjZ'. De plus r' est lisse.

Demonstration : Commentons par montrer que W" Q T" = 0 : ceci est
clair, puisque y " (la modification de centre Y sépare W
de T). Choisissons maintenant un système de générateurs (g^,...,g^) 
pour 1*idéal 3y ^ définissant Y dans W au voisinage de xgW, et des 
coordonnées (z^,...,r^) sur r \x), qui est lisse par hypothèse. Ainsi 
Y est défini dans Z, au voisinage de x par l'idéal (ĝ *... ?g^? ,ẑ X!̂
et T par (g^, . . . ' g ^ ^ x  .
Nous allons montrer qu'au voisinage de tout point x' g G \x),
est engendré par un des g. . (l^i^k). En effet, supposons qu'il n'en

 ̂ -1soit pas ainsi. Plapons-nous en un point x' gG (x) où 3y^z" x' peut
être engendré par aucun des g.O*?,, , : 3v'<%n , doit être engendréi Zt , x ^Y Zt , x
par un des , disons , et g^^'\x'

(lgi^k) avec x' Mais 3 y ^ "  x' ^W" x'
^Z",x'

engendré par des ĝ. .(3̂ „ (lgi^k) puisque 3y^Z" x" ^ ^W" x' "
?

g .(3 donc un des À. (g) 0̂ ,, ï doit être une unité : contra-Y W , x i ̂  , YV , x
^Z",x'

diction. (On rappelle qu'il résulte immédiatement du lemme de Nakayama 
que si A est un anneau local , et I=((p^,...,(p^) est un idéal inversi
ble de A, on a I = (p̂ . A pour au moins un i, l<i^s) . Il résulte de ce 
qui précède qu'il existe un voisinage Z' de W" dans Z", ouvert, tel que 
^Y* ^Z' "3^ (̂ z! * ^  plus, il existe clairement un voisinage maximal
pour cette propriété : c'est lui que nous prendrons. T̂ ais puisque

=F^(r^^3^) ? la propriété universelle des modifications nous 
dit qu'il existe un unique morphisme r' : Z' -+W' rendant commutatif le 
diagramme déjà décrit. D'autre part, si nous notons i' : W'c— ^Z' l'inclu-
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sion, on a i' \r' *̂ (G ^(Y)) =G ^(Y), et donc, à nouveau d'après la
propriété universelle de la modification, r' o jp = id^ , c'est-à-dire 
que r' est une rétraction de i'. Pour montrer que r' est lisse, remar
quons que nous venons de montrer que le diagramme :

F"*(Y) <L— Z'

G'***(Y)c---*W'

.-1est cartésien. Mais r'jf (Y) n'est autre que Proj de l'application 
v — v qui est lisse puisque r l'est. Ainsi, la fibre de r' est ̂p JL W y JL ^

lisse, et il s'agit de montrer que r' est plat. Mais r']P (Y) l'est,
et les immersions horizontales sont régulières 
quer (ch. I, 5.1.2.4).

on peut donc appli-

2.5 Définition : (Hypothèses et notations de 2.4). Posons X' = X"QZ". Nous 
obtenons une bonne installation Â  =X',Z',W',r') et un morphisme d'ins
tallations

$ : ^ A

qui sera appelé la modification de A de centre Y.

2.6 Proposition : Soient A=(X, Z,W, r) une bonne installation et x^Wp, X. 
Soit § : A' —  ̂A une modification de A permise en x. Si A est transverse 
en x (ch. I, 5.1.2), pour tout point x'^G ^(x)QX' tel que

^  ,x' " **X,x '

,x' " ^W,x °
Â  est une bonne installation transverse en x'.

Démonstration : Tout d'abord, si Y est un centre de modification per
mis pour A en x, il résulte de (ch. II, 1.1.4) que, quitte à nous res
treindre à un voisinage de x dans Z, nous pouvons supposer que Y est



permis pour A. A' est donc une bonne installation en tout point 
x' ^G \x) . Montrons donc la transversalité de r' à X' en tout point 
x' vérifiant a) et b) .
Pour cela, écrivons localement en x Z = WxŒ^, et plongeons localement 
W dans un W lisse. Si nous posons Z = W=(t^, nous obtenons un diagramme 
cartésien

Z

n

W < HV

(où r=pr^, r=pr^), où W et Z sont maintenant lisses ainsi que r. Si 
nous posons A= (X,Z,W,r), nous dirons que nous avons plongé localement 
la bonne installation A=(X,Z,W,r) dans l'installation lisse A. H  est 
clair que Y est un centre de modification permis pour A* Soit donc

: A' A

la modification de centre Y. A' est une installation lisse et nous ob
tenons un plongement

(en fait Z'c— .̂Z', et W'c—^W', et X' est le même pour les deux).
Mais nous pouvons maintenant appliquer le théorème 1.2.13 à X' et W', 
considérés comme transformés strictes de X et W respectivement dans la 
modification F : Z'-^ Z de centre Y.
Rappelons que f \x)=^Proj ^ ^ x / ^ Y x  (-^SP* G ^^x)^ProjC^^^/Ty )̂

Soit 1 , dCv /Tv (resp. 1̂ , dCL, / ) la droite correspondantx' X,x/ Y,x  ̂ x' W,x/ Y,x ^
point x"€f-\x)nG-\x). (i.e.

au
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l'intersection étant prise dans x/*^Y x^' soit l'image réci
proque de 1^ par la projection ^ ^ / ^ Y  x* Le théorème 1.2.13 
nous dit que, sous les hypothèses a) et b).

L , c n T... ,x' X, x W, x '

que nous avons des isomorphismes naturels

 ̂ ^-1X'pF (x),x'

et enfin que F (x) est transverse (cf. ch.H§ 1) à X' et à W' en x' 
Nous avons donc un diagramme commutatif

c 4—L j c
X' ,x' X'flF'^x) ,x'

c / L
[,x/ x'

dr ' ( 1 ) d r ' I C  _
X'QF (x),x'

dr/L

W' ,x
4— L -< C  ^
' W'DF* (x),x' w, y

grâce à la naturalité des isomorphismes cités plus haut. dr/L^, est la
flèche déduite de dr : — &CL, de la manière évidente. Pour montrerX,x W, x
que r' est transverse à X' en x', il faut montrer que dr' est plat.
Mais la transversalité de F (x) avec x' et W' nous dit que i et j sont 
des immersions régulières (cf. ch. I, 5.1.1 et 5.1.2), et de plus que 
le carré (1) est cartésien. En effet, on peut écrire grâce à la trans
versalité :

et

c  ̂ = c n T
X'pF (x) ,x' X' ,x F (x) ,x'

c  ̂ 1 = c n T = 1
W'flF (x).x' W',x' F'(x),x' G*(x),x'
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enfin G : W-

T"-lF \x),x'

W est la modification de W de centre Y. Enfin,
rme t

grâce au lemme

dr T ] et r]Z' = r' , Ceci nous permet de déduire 
G (x) , x'/

la platitude de dr' de celle de dr'IC QT,
X' ,x'

déjà utilisé (ch. I, 5.1.2.4).
1F (x) ,x'

2.7 Remarque : Avec les notations et hypothèses de la proposition 2.6

a) le carré

c -if (x),X*

est cartésien; 

gI-v,Z'

Cy-. ,X' . x'

-l

C
F ^(x) ,x'

Z' ,x'

b) Tor^ ^ (gr^, F ^(x), gr^, X') = 0

En effet, remarquons que comme r est lisse, dire que YcW^ équivaut 
à dire que Y d Z  , strate de Samuel de x dans W, et dire que 
^W',x' x R i v a n t  ù "^Z,x Puisque r' est lisse.
Le théorème 1.2.3 appliqué d'une part à f : X'— ^X et d'autre part à 
F : Z'— ^Z, transformés stricts de X et Z respectivement par F : Z'-^Z 
nous fournit deux carrés cartésiens : le carré de droite, et le carré
composé dans :

c - 1  ^ c - 1f (x),x' F (x),x' 1F (x) ,x'

a

'X',x' C <=-Z' ,x' Z' ,x'

d'après un lemme classique, le carré de gauche est cartésien d'où le 
point a).
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Pour montrer b), souvenons-nous que nous avons vu (ch. I, 5.1.1) que 
la transversalité de F \x) avec X' (resp. avec Z') en x' s'exprimait

" - 1  \par la nullité de Tor^ \^x' ^ (x), gr̂ .? Xj

--1 \(resp. Tor^ \^^x' ^ ^^x'  ̂ j hypothèses =H^ ^
, =H,,, (i.e. HL, , =H^ ) nous assurent ces transversalitésW' , x' W, x Z' , x' Z, x

d'après le théorème 1.2.13. Or nous avons la suite exacte de définition

o — ^in^,(X',Z')-^gr^, Z'-^gr^, X ' — *0

-1 \et donc, puisque Tor^ t^^x' ^ (x), gi*̂.? Z'j = 0 , la suite exacte :

s^x'^y -i \ -i(*) 0 - ^ T o r ^  * gPx'F (x)'grx'X' " ^ g ^ ' F  ^0 8 in^,(X',Z')
' ' SPx'Z'

— * gr 'F *(x) 8 gr Z'— ^ ... — j&gr ,F**(x) a gy X'— & 0
ër^,Z' * * gr^,Z'

Mais puisque, C  ̂ = C HT^,  ̂ (1.2 .13), cette suite
F* (x),x' Z',x' F" (x),x'

exacte coïncide avec

--i \ --i(**) o - ^T o r ^  * gr^, F (x),gr^, X' -^gr^, F \x) 8 ^  in^,(X',Z')
' Srg,Z'

— ^gr, F^(x) 8 ^ g r . Z ' — &....— ^gr F"*̂ (x) 8^. gr,X'— >-0
gr^.Z' * * gr^,Z'

Mais on a aussi la suite exacte .:

Si*x'^'/ --1 \ Srx,Z'/ \
(***) 0 - ^ To r ^  [g^x'F (x),grg, Z'j — ^Tor^ ( g ^ ' F  (x),gr^, X'̂

. ..-^gr F'^(x) 8 ^ in (X',Z')— ^gr F*^(x) 8 ̂  gr , Z'
gr^,Z' * * gr^,Z'

— > g r  , F *(x) 8 ^  gr Z'— ^ g r  F*^(x) 8 ^  gr X'— s*-0 ,
grgtZ' * gr^,Z'
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et puisque ^^X x  ̂ ^Z' x' ^^Z x  ̂ ^ transverse à Z' et X',
et donc les deux Tor^ qui figurent dans (-M-M-R) sont nuls. On doit donc, 
d'après la nullité du premier, avoir

0 = Tor^ (x),gr^, X') =Tor^ F (x),gr^, X' ,

1

Q. E. D.

Bien que Z' ne soit plus lisse, nous avons envie de dire que nous venons 
de montrer que F \x) est transverse à X' dans Z' en x'.

2.8 Proposition Soient A=(X, Z, W, r) une bonne installation et x^WflX.
Soit $ : A'— *A une modification permise d'installation et x' ^W' flX' 
tel que G(x') = x et "^X x ' ^W' x' x° ^ trans
verse en x et si (f̂ ,9...,f ) est une O-base standard de A normalisée en1 m
x (ch. I, 7.2.10), les transformés (f',...,f') forment une O-base stan-1 m
dard de A* normalisée en x' [où, si v. = v (f.) =v^(f.) (cf. 11.1 et 11.3.3),' i x i Y i ^
si w est un générateur de l'Idéal inversible définissant F (Y) dans Z' 
au voisinage de x', on a posé

f . o F
f! = — — - (transformée de f.) ] .
i W i i

Démonstration : Nous allons d'abord démontrer que puisque ^  "^X x

'* "w',x' -"w,x ' "

'"I' ,x' " ^A,x °

Pour cela remarquons que puisque A est transverse en x, d^ x'^'
résulte alors de (ch. I, 3.1.4 seq. et 3.2.2) que toute O-base standard
normalisée de A en x est une 1-base standard de A en x, et souvenons-
nous que ^  x à x' ^^Z x ^  théorème 1.2.13
nous fournit un diagramme



232.

C C /L
f (x) , x' X, x x'

o

C , C / L
F (x),x' Z, x x'

qui implique que v^(f '(x) ,F**'(x) ) = ^ / L̂ , , ^ ̂  ̂ X' ̂
''x"%x'Cz,x>-''ï<*-2'-
Or la partie a) de la remarque 2.7 nous dit que si (gl?...?g\) est une1 m
base standard pour l'idéal de X' dans Z' en x', et si nous posons
(p' = g^ , " classe de (p̂ modulo (F \x) , Z' ) , les (p̂ engendrent

-1 -1in , (f (x),F (x)). La partie b) de cette même remarque nous dit que
^  ̂  ̂ - j[les (p̂ forment un système minimal de générateurs de in^(f (x),F (x)).

En effet, si nous avions une relation :

- R*' — - — -1
<p! = E Q- <P*. où Q $ gr F (x)j = l  ̂ J J ^

nous en déduirions une relation :

m'
(+) <p! - E Q, <P*. = ^

j=l J J
avec Q . $ gr , Z' tels que Q . = Q . mod in , (F ^(x),Z') et (}i $ in , (F ^(x),Z')J X J J X X

et donc (p € (F (x),Z') Q in^ (X',Z'). Mais il est équivalent de dire
gi*x'̂ ' -1que Tor^ ^ X') =0 et que

in^, (F*"̂ (x) , Z' ) Q in^, (X' , Z) = in^, (F**'*(x) , Z' ) . in^, (X' , Z' ) . Ainsi

(p$in^^(F * (̂x),Z') . in^,(X'yZ'). Si nous regardons seulement les termes 
de degré dans l'égalité (+) nous trouvons, puisque par hypothèse 
les ordres des (pl̂ vont croissant avec i, une égalité :

i-1
(p! - E Q.(p'-=^ i j=l J J

où (p g in , (F \x) , Z' ) . in  ̂(X' , Z' ) . Mais puisque les éléments de 
i



233.

in^,(F \x),Z') sont au moins de degré 1, nous devrions avoir

i-1 i-1
 ̂ = s R.?'. . D'où une relation (p!= E (Q.+R.)(p'. qui contredirait
^i j=l J J  ̂ j=l J J J
la minimalité du système de générateurs ((p^y.-.y^y)- Fn particulier,
(p!̂ / 0, et donc le degré de (p̂ est égal à celui de (p̂ . Ceci nous démon
tre que v^(X',Z') ^(x)) et comme nous avons montré plus

haut qùé v^(f *̂ (x),F ^(x)) = v^,(X, Z) nous avons bien montré vt, ,X X ' '  A y X ' A y X

Nous allons maintenant montrer que v , (f!) = v (f.) pour tout i,x' i x i
1 ̂  i < m.
Pour ce faire, nous allons d'abord (pontrer que la modification de Z de
centre Y est permise pour "l'hypersurface" X^ d'équation = 0 dans Z.
Or, si ( f f  ) est une O-base standard A-normalisée, nous savons 1 m
(grâce à ch. I, 1.1.1, 11.3.3) que Vy( j:  ̂i ( ^ ̂ ^ ^  voi
sinage de x, puisque Y est un centre de modification permis pour X et Z.
Nous allons maintenant utiliser le fait que A est transverse en x. Si
nous désignons par N l'idéal de gr Z engendré par Œ gr^W, la trans

it 1
versalité nous dit (ch. I, 5.1.2) que in— (in^f^) = A,̂ (Z) où A.̂ (Z)
est un polynôme en Z homogène de degré et donc en particulier non
nul. Donc in— (in f.) est non diviseur de zéro dans gr— (gr Z) ce quiN x i  ^ N  ^ x
entraîne que in^f^ est non diviseur de zéro dans gr.g^* De même, si
nous désignons par l'idéal de gr^Z engendré par Q gr^W, nous

* i^l
trouvons in^(inyf^) = Â (̂ Z) €(3y[Zj et est l'image de par la sur-
jection canonique Oy[^] ^[Z], Y étant lisse, in^in^f^) est non
diviseur de zéro dans gr^(gryZ), donc in-yf^ est non diviseur de zéro
dans gr^Z. Ceci nous montre que ^
gryX^ = gryZ/(inyf^) , mais aussi que le diagramme

°X.,x1 1

"z.^ — " Cz,ï'*>



est cartésien, (encore une fois parce que Vy(lL) Mais
puisque Z est normalement plat le long de Y, ceci nous montre que la 
suite

° — *TY,x— '°X - + ° X
1 1

est une suite exacte de cônes ( ch. I, § 9 ), c'est-à-dire que X^
est normalement plat le long de Y. En appliquant le théorème 1.2.8 à
X. , on obtient, en notant X'. la transformée stricte de X. , définiei ' ' i i
par f^ = 0 au voisinage de x' g Z',

"x-.,x' ' "x.,x1 1

ce qui implique, si nous notons ÜR̂ (X) la multiplicité :

3R , (X'.) <; 9R (X.) .x' 1 X I

Or, on vérifie facilement que puisque X^ (resp. X^) est une hypersur- 
face de Z (resp. Z') on a (puisque in^f^ n'est pas diviseur de zéro)

TR (X.) = v . . TR (Z) (resp. ÏR , (X'.) ^ v , (f'.) TR , (Z') ) .X I  I X   ̂ x' 1 x' 1 x'

Or, puisque H.,,, , =H,,, et que r et r' sont lisses, on a EL, , =H^'  ̂ ^ W',x' W,x ^  ̂ Z',x' Z,
et d( 
lité
et donc en particulier ÜR̂ (Z) =ÏR^,(Z'). On déduit de tout cela l'inéga

v ( f ! ) ^ v . = v ( f . ) l<i<m .x' 1 1 X I

Et nous allons utiliser cette inégalité, ainsi que le fait que
( f f  ) est A*normalisée, pour montrer que l ' o n a v  , ( f ! ) = v . , 1 m x' i i
1 ̂  i < m.
Soit k le plus grand indice i tel que
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Notons que k ^ l  puisque si l'on avait ? certainement
pour l'ordre lexicographique ce qui est contradictoire.A y X  AyX

De plus, encore une fois parce que et v , (f!) <v (f.), ̂  ̂ ^ A'yX' AyX X' 1 X 1 '
in^, f^ ?... ? ^k former un système minimal de générateurs
pour l'idéal engendré par les éléments de degré < de in^(X',Z')
(utiliser la réduction à f \x) et la transversalité) . Ainsi, puisque 
par définition de k, ^x'^k+l^^^k+1 (l'&PPdons^no'is nous voulons
montrer que k = m. Nous supposons donc k < m  et fabriquons une contradic
tion), on doit avoir une relation

'"i"*k+ï - °* 3j€gr^, Z' ,

d'où, par restriction à r' ^(x'), une relation que l'on peut écrire

k

où A!^gr ,r' ^(x') est la "partie en Z " de in ,f! (cf. )i x'  ̂ x' i
qui existe puisque nous savons, grâce à la proposition 2.6 que r' est 
transverse à X' en x'.
Or, rappelons-nous que nous avons construit en 2.6 un diagramme (qui 
appliqué à Z donne :)

C C —   ̂C
Z',x' F* (x),x' Z

dr ' a

W',x' G"*(x),x' W

où les isomorphismes de droite sont naturels.
Ceci nous montre, en considérant simultanémant le même diagramme pour
X', que nous pouvons écrire gr^t =Œ[Z^ y. ..y Zt] où Z^ est le
transporté par 1'isomorphisme C C /L de Z. = in Z. et

F (x),x' Z,x x'  ̂ ^
que alors on a
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où À. est la partie en Z de in f. . i x i
Souvenons-nous d'autre part que nous avions en 2.4 un diagramme carté
sien

F'* (Y)

G"*(Y) c—  ̂W'

où F**̂ (Y) =ProjanyCg y et G ^(Y) = FrojanyC^ y .
En utilisant les identifications Cg y(x) = Cg x^^*Y x  ̂ x ^ Y  x
ceci nous permet, si nous avons choisi des coordonnées z^,...,z^ sur
r ^(x) telles que in^z^ = Z^, de leur faire correspondre des coordonnées
zl,...,z' sur r' ̂(x') telles que in , z! =Z! , et que, si nous écrivons1' ' r ^ x' i i ' ^

A Af . = E f . .z , f. ? on ait f î = E ̂ ̂ * z ' ave ci ^ i,A  ̂i,A W, x ' i i,A
f . .  ̂G

f .  = ____i,A v.-jA]
W

où ^st un générateur de l'idéal inversible de G ^(Y) en x'
dans W' .
Ainsi, puisque par hypothèse la base (f^,...,f^) est A-normalisée, la 
relation (M) nous dit qu'une égalité

-x' ' L l  = . ^ ^ i ^  1=1

entraîne

in , f'  ̂ = 0 .x' k+1

C'est-à-dire que si nous notons N' l'idéal de gi\g, Z4 engendré par
e  g A  w ,
i^l
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Mais comme nous l'avons déjà remarqué, par la transversalité de r' à 
X' en x', N' Q - ^ x ' ? Z') = N' . in^?(X',Z'), c'est-à-dire que 1'on peut 
écrire

k
in f' = E Q. in , f! avec Q. €N'x' k+1 . . i x' i ii=l

—  2En regardant cette relation modulo N' , on en déduirait de même une  2 oo__^
relation analogue avec Q.^N' , etc.... puisque Q N =(0) , on en

n=o
déduirait in^, ^ + 1 "  ce qui est absurde. Donc k = m. D'autre part,
l'identité (x) nous montre immédiatement que (f',...,f') est ̂ 1 m
^W' x'  ̂Z')-normalisée.

Q. E. D.

2.9 Remarque : Soient A=(X,Z,W,r) une bonne installation, transverse en
x$XQW, et Y un centre de modification permis en x pour A*
Soit § : A^— &A la modification de centre Y, et soit x' un point de 
W' pX' tel que si §(x') =x et si 1̂ , est la droite de x/^*Y x
respondant à x' (cf. 2.6), ^ l'image réciproque de 1̂ , par la
projection canonique C — ^ , on ait :
Alors Â  est O-transverse en x', c'est-à-dire que d^ x'^^^ encore 
r']X'— ^W' est plat en x'.

Démonstration : Rappelons-nous que. d'après la construction de r',
le carré

F'*(Y) <— ^ Z,' 

r']F"*(Y)

G "'(Y) =— W'

est cartésien, et donc aussi le carré :
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F * ( x )

G"*(x) c % W'

-1 -1 -1 c'est-à-dire que F (x) QX' =r' (G (x)) QX', ou encore que le carré

f (x)c— >X'

r ' t x '

G*^(x) ^ ^  W'

est cartésien.
Les cônes normaux ^ et y étant plats sur Y, et Y étant lisse en x, 
les flèches horizontales sont des immersions régulières de même codimen- 
sion. D'après (ch.I, 5.1.2.4), pour montrer que r'IX' est plat en x',
il suffit de montrer que r'If (x) l'est. Or, puisque
L ,<rT QT , il r x' XyX WyX
un carré commutatif :
^x'^^X x ^ ^ W x  ' ^  résulte de (ch. II, 1.2.2 seq.) que nous avons

f ^(x),x' ' / LX,x/ x'

d(r'!f ^(x))

G ***(x) ,x'
^ C / L

w,y x'

et puisque ^ est transverse en x, dr : CX,x
ondr/L^, . Ceci montre que l'installati<

$ ^(x) = (f *^(x),F \x),G ^(x),r'[F *̂ (x)) est 1-transverse, donc aussi 
O-transverse, ce qui achève la démonstration.

x plat, donc aussi
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2.10 Proposition : Soient A=(X,Z,W,r) une bonne installation, transverse
en x g X Q W ,  et Y un centre de modification permis pour A en x.
Soient $ : la modification de centre Y, et x' un point de W' QX'
tel que $(x') = x et H^, ^ .
Si il existe une base standard (f^,...,f ) pour X dans Z en x telle que
v^(f.) = v (f.)=v. ( l^i^m) , que v , ( f '. ) = v . et que (f f ') soit uneY i  x i  i  ̂ x' i i ^ l ' ' m
base standard pour X' ùans Z' en x', on l'égalité :

^X',x' " **X,x '

Démonstration : Reprenons les notations de 2.8. Soit X^ l'"hypersur-
face" de Z définie par f^ = 0, et X!. sa transformée stricte par $. Puis
que par hypothèse 9N^,(X^) = v^=ÜR^(X^), et que Hg, x' "^Z x

nous avons = Ĥ . ^ . En particulier, nous avons donc
'  ̂ ' i' i'

que F (x) est transverse à Xt , i.e. C  ̂ =C  ̂ QC
F" (x)nx^,x' F (x),x' X^,x'

(cf. 2.7) et nous avons un isomorphisme naturel

c ^ 4  c
F'\x)nx^,x' X

avec les notations habituelles de ce paragraphe.
(Il est clair que Lg,<rT^. ^ , la modification de centre Y étant permi-

i'
se pour X^ , puisque "^x^i^ ^  ^ permis pour A). Mais
^X. x/^x' défini dans Cg par l'éqqation in^f^ = 0 (et

in^f^ ne dépend pas des variables correspondant à L^). La naturalité 
des isomorphisme s nous donne un diagramme :

c .1F (x)nxs,x'1

qui montre que C  ̂ est défini dans C  ̂ par l'annulation
F (x)nx^,x' F (x),x'



d'un élément homogène de degré . Avec l'écriture de 2.8

in , f ! = op' + e ' x' i ^

où (p' est un élément homogène de degré Vj, de (ü[Z^,...,Z^] et
e'$in^,(F *̂ "(x),Z'). (Rappelons-nous que F \x)=r' ^{G"^(x))) . Ceci
montre que ô̂. = Sup[ô / in^, (f^ , A' y ô) soit de degré est au moins
égal à 1. Or, puisque par hypothèse les f^ forment une base standard
par A' en x', d'après (ch. I, 7.1.8 et 7.1.9) si nous savons montrer
que d,, ,>0, nous aurons d,, , ^infô. ^1 et donc r' sera transyerse ̂ A' y x' A' y x' 1
en x' (ch. I, 5.1.1).
D'après 2.9, puisque nous savons déjà que L̂ , ^ (parce que
EL,, , =1L, ) il nous suffit de montrer que L ,dT^ ,mais commew , x w, x ^ x A, x ^
(fi,...,f ) est une base standard, C-, = f) , donc T̂ . Z) fi1 B1 Â y X  ̂ Â . , X Â , X i l  ^̂ i ̂
Nous avons donc montré que r' est transverse à X' en x'. Pour terminer
la démonstration, remarquons que d'après 5.1.1, puisque r est transver
se en x, et r' en x', nous avons :

H = H * G ^
X,x W,x Xflr" (x),x

H = H * G .
X',x' W',x' X'pir'" (x),x'

Or, grâce à la transversalité de r', nous savons de plus que

C i = C H T .
X'dr' (x),x* X',x' r'" (x',x'

= fibre de C , —  ̂C _^
f (x),x' G (x),x'

= fibre de C / L  — )-C / L  = C  = C= C
X,x X' W,x x' X,x r'^(x),x' Xflr "(x),x

donc H = H  , et puisque H^, ^ ^
r (x),x* X'flr' (x),x* ' 'XQr (x),x' X'

avons bien H^, , =X',x' X,x
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2 . 1 1

2 . 1 2

Remarque : Soient A une bonne installation transverse en x ^ X Q W ,
$ : A'— & A une modification permise en x. Si x' $ $ \x) est tel que

1) H^, , =H^ ;X'yX' XyX
2) L ,x' W,x

alors x' $ W' et EL,, , = IL,,W'yX' W,X

Démonstration : Puisque ^ y(x) puisque A (de centre Y)
est permise en x, donc x' $W'. D'autre party remarquons quey avec les
notations de 2.6, nous avons

c i ^ c i ne  c T n c
f (x)yX' F (x)yX' X'yX' F (x)yX' X'yX'

et puisque "^X x  ̂ avons d'après (ch. II, 1.2) égalité des
extrémités, donc

c _ = c _ ne
f (x)yX' F (x)yX' X'yX'

ce qui entraîne que le carré

C . ^  C
f̂  (x)yX' Z'yX'

G' (x)yX' W'yX'

est cartésien. On conclut par les mêmes égalités que dans 2.10 .

Remarque : Soient Z un espace analytique lisse, W un sous-espace lisse
de Z, X un sous-espace analytique de Z, x un point de XQW. Si
T ' ClTv ? il existe une rétraction lisse r : Z —^-W transverse à X  en x. 

W , X — X , X
En effet, puisque T,,, , on peut écrire =C^ /T-„ xT.„'  ̂ ^ ^W,x— X,x '  ̂ X,x X,x/ W,x W,x
Si l'on écrit W x Œ  de telle sorte que la protection de Ĉ, sur T,„Z, x W,x
induise la projection de ^ sur ^ , il est bien clair que

sera plat, et donc r transverse.X,X WyX ^
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2 . 1 3 Théorème : Soient X un espace analytique, et F d X  une courbe (i.e.
espace analytique de dimension pure 1) irréductible en x$F. Alors,il 
existe une succession finie de modifications de centres ponctuels 
[c'est-à-dire un diagramme :

^(k) ^k-1^ ^(k-l) ^ __^(o) = x
î  J  j

(*) — ^  * p(k-i)—  ̂ ^  = r
J
(k) (k-ij (o)... - x  - - X   ̂ X  — X

où : f.  ̂ est la modification de X^  ̂ de centre x ^  ^  : î-l
est la transformée stricte de F ^  par f^  ̂ c'est-à-dire 

que f. — ^ F ^  est la modification de F ^   ̂ de centre ̂ i-1 '
x'i-D ,

enfin, x^^ est l'unique point de dont l'image soit x ^
Succession de modifications telle que :

X^^ soit normalement plat le long de en x^^ .

Démonstration : Tout d'abord, nous savons (ou bien démontrons par 
récurrence sur dim^Op x/^T x^ l^on peut résoudre les singulari
tés de T par un nombre fini de modifications de centre ponctuel. Rappe
lons que dans une modification T' -+F de centre x $ F  d'une courbe,rédui
te et irréductible en x, il y a un seul point de T' au-dessus de x.
En effet, est un anneau local intègre, donc il en est de même
de (%, ? et donc il y a un seul point du normalisé T de F au-dessus ̂* x __
de x, et F domine toutes les modifications de F de centre ponctuel. 
Nous pouvons donc supposer F lisse en x. D'après ce qui précède, nous 
définissons par induction un diagramme (-R) . Or le théorème de stabili
sation (ch. II, 1.2.19) nous apprend qu'il existe k tel que

H /i /i = H /i \ n \ pour tout N^ 0^(k+N) ^(k+N) .̂(k) ^(k) ^
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(k)Nous allons montrer que certainement X est normalement plat le long
de en Tout d'abord est lisse en puisque F est

(k)lisse en x. D'autre part, nous pouvons plonger (localement en x )
X^^ dans un espaça lisse Z ^ \  et bien sûr nous avons des rétractioons
(k) ry(k) ^(k) , . . 4. 11r : Z — * r et donc une installation

(k) „ (k)Mais la modification de centre x est bien sûr parmise pour A ?
et x^**^ étant l'unique point au-dessus de x ^ \  nous avons, avec les
notations habituelles, L ^ ^ ^ c T  et en fait

L (k+l) = T ,k) * donc T  ̂ T ^
x r , x r , x x , x

puisque H (k+l)  ̂̂  (k) (k) * ^ous pouvons donc appliquer 2.12,

. i 'j. .L- (k) j.  ̂ ^(k) (k)et supposer la retraction r transverse a X en x
Si maintenant nous choisissons une base standard normalisée (f^,...,f )

(kl (kl °*pour A en x , nous pouvons d'une part appliquer 2.8 qui nous dit
que les transformés (f',...,f'l forment une base standard normalisée

,(k+D (k+D - i- .+ +pour A en x , et d'aurre part ecnre explicitement les trans
formations :

f . =  E f . A f - A €  ( 3  ,1  , . . .i i, A i, A T=s(k) (k)i , x

f
f .  ,  ^  ^  e s t  l ai v . - ) A ]

W ^
( k)modification de centre x , qui nous montrent que

t ( k + l )  (k+l) * *\(k) (k) - * - s '  \ ( k )  (k) 'A A yX A ,x
au bout d'un nombre fini de pas, on aura une installation non transver
se (ch. I, 5.1.1), alors que et ne peuvent

plus changer : ceci contredit 2.6, donc

".(M (M * +=° - 
A , x
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(k)ce qui entraîne d'après (ch. I, 5,1.5) que X est normalement plat 
le long de .

-M- -K M
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C H A  P I I R E  III

CONTACT MAXIMAL
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1.1 Définition : Soient Z un espace analytique réduit, X un sous-espace
analytique de Z, et xgX. On considère l'ensemble des germes en x 
d'installations définies par la donnée d'un germe en x de sous-espace 
analytique W de Z tel que x " ^ X  x ' ^  d'un germe en x de rétraction 
lisse r : Z— &W transverse à X en x. On notera T^(X,Z) cet ensemble. Un 
représentant d'un élément de T^(X,Z) est donc une bonne installation 
A= (XQU, U, W, r) transverse à X Q U  en x, où U est un voisinage ouvert 
de x dans Z. Par abus de notation, et puisque nous ne ferons que des 
considérations locales, nous continuerons de noter (X,Z,W,r) un élément 
de TMX, Z) .

1.2 Définition : On posera

{f (X, Z) = Sup d, si T (X, Z)
* A$T^(X, Z) A'* x

d\x, Z) = 1  si T^(X, Z) = 0

d^(X, Z) est un invariant de l'immersion de X dans Z en x, que nous appel
lerons "exposant caractéristique strict" de l'immersion de X dans Z en x.

2"Exposant caractéristique" a été choisi pour rappeler que si XC-*(t est
2l'immersion d'une courbe plane irréductible en x dans (E , le nombre

T 2d^(X, (B ) n'est autre que le premier exposant caractéristique de Puiseux
de X en x, cf. [12]. Le mot "strict" et l'exposant T sont là pour rappe
ler la condition sur les espaces tangents stricts. Si l'on n'avait pas 
imposé cette condition, le supremum considéré aurait été trop souvent 
infini pour la notion soit intéressante.

1.3 Remarque : Puisque toutes les installations considérées sont tranver-
ses, tous les d^ ^ sont ^1, et donc

<f(X,Z) <E[1, +=°] .
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1.4 Rappels et notations : Rappelons que si A=(XyZ,W,r) est une bonne 
installation en Xy nous avons au ch. I (2.1.9) identifie tous les
gr^ à gr^ W[Z^,. . . , Z_̂ ] où Z^ = in^ z^y (z^,...,ẑ ) étant un système
de coordonnées locales autour de x pour la fibre lisse r \x) . Dans la 
suitey nous considérons, comme en (ch. I, 3.0.6) les idéaux définissant 
les différents dans comme des idéaux de gr^W[Z^y...yZ^] .
D'autre part, rappelons que les tropismes critiques d'une installation
qui sont strictement plus grands que 1 ne dépendent pas de la rétrac
tion (ch. 1, 3.2.3).

1.5 Théorème : Si d^(X,Z)>l, pour A^T^(X,Z) les conditions suivantes
sont équivalentes : (avec les notations de 1.4)

1) d <d^(X,Z) ;A, x x ' '
2) il existe un unique gr^W-automorphisme d de gr^W[Z^,...,Z^] 

te 1 que

a) 3 Z^ - Z^ $ gr^ W ( 1 g i g r) ;

b) 3(In^(A,Ayd)) = IHx̂ ''̂ '''*̂  ?
3) si ) est une 0-base standard normalisée de A en1 m

(ch. 1, 7.2.11) , il existe un unique gr^W-automorphisme n de

a) 3 Z . - Z . g g r W ( l ^ i ^ r ) ;  i i  ̂x

Démonstration : Nous allons tout d'abord démontrer deux lemmes :

Lemme 1 : Soit cf un gr^W-automorphisme de gr^W[Z^y ...,Z^] tel que
3 Z. - Z.  ̂gr W ( 1 < i ̂  r) . Soit (resp. V^) l'ensemble des éléments i i  ̂x 1
de gr^W[Z^y...yZp]=(t[Z^y.. .yZ^] qui sont invariants par <3 (resp.
homogènes de degré 1 et invariants par 3). Alors

= Œ[V^]



Démonstration : Au prix d'un changement linéaire sur les variatlés
Z^, . . ., Zp , on peut supposer V^ = (t.Z^Œ...Œ(Ü.Z^ (Ogk^r). Si nous 
posons Z' = (Z^, . . ., Ẑ ) ; Z" = (Z^^, . . . , Ẑ ) un élément f $ <t[Z^ . . ., Z^] 
peut s'écrire

* = X kfAZ'A av.° "["k+l' "*'3?] -AgZZo
or, C(f) = f si et seulement si C(f^) = pour tout A, et il nous faut
montrer que cela entraîne que Nous sommes donc ramenés à montrer
le lemme dans le cas où V^=0, c'est-à-dire à montrer que V^/(ü entraîne 
V^/O. Soit donc g$V^, les termes homogènes de plus bas degré de g 
étant de degré > 1. Puisque C Z^ - Z^ $ gr^ W, chaque composante homogène 
de g doit être dans V^. Supposons donc g homogène de degré d^l. Si d=l, 
g (E et donc V*? =^(0). Sinon, posons <3Z.-Z.=S.6gr W, et écrivons1 1' l l l ^ X
que ^g=g, c'est-à-dire

g(Z^ + S^,...,Z^ + Ŝ ) = g(Z^,...,Z^) .

En dérivant par rapport à Z^ , nous obtenons

+ Si... z^ + s^) , (Z^.....Z^)
1 1

mais l'identité d'Euler, applicable puisque nous sommes en caractéris
tique 0, nous assure qu'au moins un des sera non nul. Son degréo^.i
étant inférieur d'une unité à d, nous avons construit un élément homo
gène de degré d-1 de V^. En itérant, nous obtiendrons un élément non
nul de V^. Nous avons ainsi montré que V^d(ü[V^]. L'inclusion inverse 
étant évidente, le lemme 1 est démontré.
Le role du lemme 1 est d'aider à démontrer le :

Lemme 2 : Soit cf un gr^W-automorphisme de gr^W[Z^,...,Z^] , tel que
C Z . - Z .  ̂gr W (l^i^r). Soient I un idéal homogène de i i  ̂x o ^
S**x , Zp] = %rz^ . . . , Zp] et I = I„ . W[Z^, , .., z^]i On suppose
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qu'il n'existe pas de sous (t-espace vectoriel de Æ[Z^,...,Z^]^ 
(=(ï . Z^Œ...Œ(t . Z )̂ te 1 que

a^rm[E]) . 

alors, si ù(I)=I, C est l'identité.

Démonstration : Considérons la situation géométrique associée

c t-* (t** c„,o W, x

t" !  ^  'w,x
-1,I définit un cone C dp^ (0)=Œ ? I définit C = C xĈ ., danso o ^2  ̂ o W, x

; x est une rétraction lisse transverse à C . Si nous posons W, x o ^
A^=(C^,Œ , [O],?:) c'est une bonne installation transverse, et si

A = ( C , Œ ^ x C ^ ^ ,  p̂ ) , nous avons A = A ^ x C ^ ^ .  D'après (ch. I,
7.2.12), nous pouvons choisir une O-base standard ((p̂ ,...,<p̂ ) normalisée 
pour A^ (c'est-à-dire par rapport à (Œ, Z^,...,Z^) ) (p^,...,(p^nous four
nira encore une O-base standard normalisée pour A. De plus, nous pou- 
vous supposer que les sont homogènes, puisque C^ est un cone.
Posons <3 Z. - Z. =S. (Egr W. Nous allons montrer par "récurrence" sur i i i i  ̂x  ̂ ^
que (pj(Ẑ  + S^,..., Z^+S^) = (jj(Z^,...,Z^). Supposons donc avoir cette 
égalité pour 0 ̂  j ̂  k-1. Puisque  ̂gr^ W ,
(p^(Z^,+S^,..., Z^ + Ŝ ) - , Ẑ ) a un degré en ^ = ( Ẑ , . . . , Ẑ )
strictement inférieur à deg(p^ . Comme c'est un élément de I (puisque 
par hypothèse ü(I) =1)? et que les forment une base standard de I, 
on peut écrire

k-1
^.(Z^ + S. , . . . , Z  + S ) - ( p ( Z ^ , . . . , Z )  = ^ h.k l  1 r r ^k 1 r -, .1J = I ^

avec h .g gr W[ Z^,...,Z 1 . î ^ x  *-1 'r-



(notons que si k=l, nous montrons aussi l'égalité cherchée, ce qui 
permet de démarrer la "récurrence"). Nous pouvons décomposer les h. 
en éléments homogènes (en Z) de gr^W[Z]

h. = Xh.
J v 
k-1

et par conséquent la somme en X h .  (p., h. .(p. étant homogène de
j=l J J

degré v + v. (v. = deg(p.). C'est le moment d'utiliser le lemme (ch. I,
7.2.5), qui nous dit que l'ensemble des exposants privilégiés par rap-
port à (gr^W; Z^,...,Z^) de ((p^...,<p^) . gr^W[Z^,...,Z^_] est égal à
l'ensemble des exposants privilégiés par rapport à (Œÿ Z^,...,Z^) de
((p̂ ,...,cp̂  ^)Œ[Z^,...,Z^]. Ceci nous montre queExp(hj appartient
à l'ensemble des privilégiés de (^1 ?***??^ )̂ gi*gW[Z^,...,Z^J. Or, la
règle du binôme nous dit qu'il doit exister Ag , et j,v tel que
A ̂  Exp(hj  ̂^ "** Si^c:Exp^( ((p̂ , . . . , %[Z^y...y Z^] ) et que Z^ ait un
coefficient non nul dans (p̂ . C'est impossible par hypothèse. Donc (p̂
est invariant par (3. Ainsi, pour tout 1< j^m, (p.(EV^ (notations du

J <3lemme 1). D'après le lemme 1, cela entraîne que (p.$ ou encore
que :

( i . n c [ V i ] ) R [ z ^ .

D'après notre hypothèse, cela entraîne que V^ = ÆZ^G...^(tZ^ , c'est- 
à-dire que (3Ẑ  = Z^, c'est-à-dire (3= Identité. Nous passons maintenant 
à la démonstration du théorème 1.5.

Montrons que 1)=$2).
Par définition de d^(X,Z), si d̂  <d^(X,Z), il existe W'^-^Z tel queX  Ay X  X  ' ' ^

=T^ = T '  et une rétraction lisse r' : Z' — *W', tels que, siW',X XyX W,x '  ̂ '
l'on note A^=(X,Z,W',r'), on ait : d , >d^

A ' y X  A y X

Remarquons tout de suite que puisque d ^1, d ^ly et par conséquenAyX A y X
d^̂  ^ ne dépend pas de la rétraction r' choisie, D'autre part, puisque
r' est lisse, on doit avoir T =T xT  ̂ et puisque

Z, x W'i,x r' (x) , x
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Ŵ' x " ^ W  x  ̂ dimT  ̂ =dimT  ̂ y et donc ditnW' = dimW. Choisis-
'  ̂ r' (x),x r (x)y x

sons une base standard (z^,...,z^) pour W' dans Z en x. On doit avoir
x(^ et C,,,, est défini dans par in zt =0. On enZyX W' y X W'yX Zy X ^ X I

déduit que r'=r, et que v^Z^ = l (l^i^r). Soient d'autre part
€gr ^ une base de l'idéal définissant TL, dans Ĉ,,'1 ' 'k  ̂X Wy X Wy X

(7]^,...,T)^)gr^Z définit T̂, ^ dans Ĉ, ^ (puisque r est lisse). Si nous 
écrivons en terme d'algèbres l'égalité T\„ =T\,„ dans C- y il vient^ ^ Wy X W' y X Zy X '

S**x Z/^"x ẑ , = gr^ ẑ , ...,in̂ z ̂  ,T^,

= gr^y(^^,...,^)

d ' o ù y  après considération de degrés, le fait que l'on doive avoir 
posant Z! = in Z! , et Z. = in Z.i x i  i x i

r k
Z ! X! C. . Z . + ^  e . T1 ave c C . . , e . dans Œ .i j = l iJ J e = i e ij ' i,e

La somme étant restreinte à ceux des qui sont de degré 1 dans
gr^W . Or, si nous nous restreignons à y ? les Z^ doivent être dçs
équations pour T , ce qui entraîne que la matrice des C. . doitW y X 1 y J
être inversible. Ainsi, au prix d'un changement linéaire sur les coor^ 
données Z^ , nous pouvons supposer que ^  ^  ? où $ gr^ W appar
tient à l'idéal qui définit T,., dans Cy (l^i<m).Wy X Zi y X  ̂̂
Nous allons d'abord montrer que l'on doit avoir e^ = 0 (l^i^m) 
Commentons par appliquer le théorème de préparation de Weierstrass 
(ch. I, 7.2.6) qui nous montre que quitte à multiplier Z^ par une uni
té, nous pouvons écrire :

Z ! = Z . - e . , où e . $ 9JL, (in e . = e. )1 1 1  1 Wy X x i  i

On peut montrer que les Tl̂ sont tous de degré 1.

Si W était lisse, on aurait TL,, =C,„ , et le résultat serait dé-Wy X Wy X
montré.
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et considérons la rétraction r" : Z — ^W' définie par l'injection :

^ W , x ^ l '  "  * ' Z r - / ^ 1  '   ̂ -  e^_) ^ x ^ l '  * * "

donnée par : j ^ = identité, j(z^)=e^g (3̂  ( 1 ̂  i < r) . Ceci nous
fournit bien une injection de CLrt = <%, [ẑ y... yz )/(z^-e^,...,z - e ]u W',x W,x̂ * 1 r-' 1 1   ̂ y
dans (3̂  ̂ ? donc un germe en x de rétraction r" : Z — ^W' , dont on véri
fie tout de suite qu'elle est lisse et transverse à X en x. Nous rempla
cerons dorénavant r' par r", mais continuerons de noter r'. Or, un tout 
petit calcul de changement de variables nous montre que puisque d T>1?A y X
si nous considérons le gr W-isomorphisme
d : gr W["Z , , . . , Z ] gr W[Z',...,Z'1 défini par 3. Z . = Z'. + e . , nous 1 " x 1 r  ̂x - 1 r*̂ l i  i i
avons l'égalité

(*) ^^(In^(AyAyD) = In^(A'yA\l)

remarquons que, si nous choisissons une O-base standard de A normalisée
en x (f^,...,f^), d'après ch. I (5.1 et 7.2)

= in^.(f^,A, l)€(E[Z^...,Zp] (l<ïi<;m)

et les (p̂ engendrent in^(AyA,yl).
De plus, nous pouvons traduire l'égalité (x) comme suit : si nous con
sidérons le gr^W-automorphisme <3̂ de gr^W[Z^,...,Z^] défini par
<?lZ^ = Zi + e^, posantI=(q)^,... ,<p^)gr^W[Z^y... = "°us
avons (ï^(I)=I. Mais si nous posons I =((p^,...,(p )Œ[Z^,...,Z 1, nous 1 o 1 m̂ l
nous apercevrons que nous sommes exactement dans la situation du lemme 2;
en effet, la seconde hypothèse du lemme 2 revient à dire que les (p̂
(l<i<m) peuvent ne s'écrire qu'avec certaines des variables Z^ .
Or, si cela était possible, nous aurions x ^ ^ X  x ch. I, § 5)
et nous avons supposé x " ^ X  x* Ainsi, d'après le lemme 2, 
c^= identité, ce qui signifie e^ = 0 (l^i^m). Le pas suivant est de 
montrer que, si nous considérons l'installation A^=(WyZ,W',r'), nous 
avons

1'A,X A-,x
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Posons d=d^ ^ , d^ = d^ x ' ^  remarquons que A^ est une bonne instal
lation transverse en x.^dont (z^,...,z ) est une 0-base standard norma-1 r
lisée. Considérons in^(z^ , A^ ? d )̂ qui peut s'écrire :

in (z., Aiyd.) = Z!+T. ,x i  ̂ 1 ' 1 i i '

où gr^ W. (Puisque ^^^i ' ^^t certainement entier.
De plus, puisque in^(z^ , A^ ? 1) = , d^ ̂  2) .
Soit T : gr^W[Z^,...,Z^] gi*^^[Z^,...,Z^] le gr^W-isomorphisme
défini par TZ^ = Z^+1\ . Remarquons que par définition de d^, l'un au 
moins des T. est différent de 0.i
Remarquons aussi qu'une 0-base standard normalisée pour A on x reste
une base standard pour A' on x. Nous allons supposer d^<d et fabriquer
une contradiction. Notons comme plus haut I=(cpj^...y(p^)gPx^^l'°**'^r^
où (p. = in ( f . , A? 1) ot (f f  ) étant une base standard, x i' 1' m
I = in^(A,A,1).
Le même petit calcul de changement de variables que plus haut nous mon
tre que si d^<d,

-r((pj = in^(f^,A',d-t)<Egr^W[Z^,..= .,Z^]

et même que pour tout l<ô^d^,

T((p̂ ) = in^(f^, A',6)

Grâce à (ch. I, 3.1.6), on en déduit :

T(I) = in^(A',A',<^)gixW[Z^...,Z^] .

Mais puisque d^<d, par définition de d.



ce qui nous montre que

T(I) = in^Â' yA' ? 1)

Comme plus haut, on en déduit que si l'on considère le gr^W-automorphis-
me T de gr W[Z^,...,Z 1 défini par i r Z . = Z . + T . , o n a   ̂x  ̂ 1'  ̂ 1 1 1 '

ir(I) = I, et donc T = id d'après le lemme 2.

Mais ceci est une contradiction, puisque l'un au moins des T\ est non
nul.
Nous avons donc montré : dj, ^d.
La raison pour laquelle nous avons besoin de ce résultat est la suivan
te : puisque, comme nous l'avons déjà remarqué, est une
0-base standard normalisée de Ai en x, d, =d, . (cf. ch. I, 7.2.14),1 Al?x (z),x
C'est-à-dire que si nous écrivons z^ = z^ + e^ avec e^$ÜR^ ^ (en fait même
^2 
W puisque nous avons montré que e . = 0, l^i^m), nous avons :y x i

v (e.) ^ d^ ^ d
X I  A i  y X

Ceci nous permet d'écrire :

in(z. , A ' , d ) = Z ' .  +S. o ù S . $ g r ^ WX 1 ' — ' 1 1  1 ^ X

(pour la même raison que plus haut, d est entier).
C'est ceci qui nous permet de recommencer le raisonnement que nous avons 
déjà fait deux fois :
Soit 3 : gr^W[Z^y...,Z^] — *gr^W[Zj_y...yZ^] le gr^W-isomorphisme défini 
par : 3Z^=Z^ + S^. Puisque ^  x<d^, ^ y toujours en contemplant le 
changement de variables, on voit que

3 ( I n ^ ( A y Â , d ) )  = i n ^ ( A ' y A ' ? d ) g r ^ W [ Z ^ , . . . y Z ^ ]

mais, par définition de d^ puisque d=d^ ^^^A^ x hypothèse,
in^(A'yA.'?ù) =in^(A^yA.^yl). Toujours comme plus haut, en considérant
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le gr W-automorphisme <3 de gr W[Z.,...,Z 1 défini par 3Z. = Z. +S, , " x   ̂  ̂x 1  ̂ r**  ̂ î i i
on voit que

3 ( (AyjAyd)) = ( A y _A y I) y

ce qu'il fallait démontrer.
L'unicité de 3 se voit ainsi : si il existait 3' donnant l'égalité
précédente, on devrait avoir 3' ° 3 \ln^(AyAyl) =In^(A?A?l)' et donc, 
en appliquant encore une fois le lemme 2, 3 ' 0 3 identité, c'est-à- 
dire 3' = 3 .
Remarquons que par définition de d , <3 / identité. Or, si l'on avaitA ? X
d(z) certainement les devraient être nuls. Ceci montre que
d, ' = d, .Aĵ yX AyX

Montrons maintenant que 1) + 2) =3 3) .
Il s'agit en fait de montrer que :

3(in^(f^, Ayd)) = in^(f^, Ayl) (l^i^m) .

Or, si nous notons 7T̂  = gr^W— &(E le morphisme dont le noyau est
@ gr^W, et n : gr W[Z^,...,Z^J — ^Æ[Z^,...,Z ] le morphisme défini par 
i^l

avons déjà remarqué que puisque (f̂ ,... ,f^)
est une O-base standard normàhsée, (p^=in^(f^, Ayl)$^[Z^,...,Z^j et
qu'en fait, si nous posons A,.=n(in (f. , Ayl)) nous avons À.=(p. . De^  ̂ 1 x 1 ^—  ̂ 1 ^ 1
plus, 7c(in^(f^, Ayd))=A.^ (cf. ch. I, 7.2). Si nous écrivons 
in^(f^,^,d)= E^4<^Z^$gr^W[Z^,...,Z^] et, posant ce

que nous avons à démontrer est que

Z^^(Z^ + S^,...,Z^ + S ^ ) ^ - E ^ Z ^ = 0  .

Ceci se démontre exactement par la méthode utilisée dans la démonstra
tion du lemme 2.



Il nous reste donc à montrer que 3) => 1) .
Nous nous sommes dqnc donnés un gr^W-automorphisme (3 de gr^W[Z^,... ,Z^] 
tel que :

a) C Z . - Z . g gr W ^i i  ̂x '
b) cf(in (f., Ayd)) = in (f.y Ayl)y l<i^m, où d = ciX j ' - '  x J AyX

Remarquons que les conditions a) et b) entraînent <3 Z^ - Z^ ̂  gr^ W, et 
que d doit être entier. Si d=l, d'après le lemme 2, (3= identité. Mais 
puisque nous avons supposé d^(X,Z)>l, nous avons bien 1) dans ce cas. 
Supposons donc d> 1, c' est-à-dire d ̂  2, et posons <3 Z^ - Z^ = S^ (E gr^ ̂
( 1 ̂  i ̂  r) . Choisissons de s é léments e . $ te ls que

d+1 ^classe(e. , modTJL,, ) = S . (l^i^r). Posons z ! = z . - e . (l^i^r) et COnsi-l W, X 1 1 1 1
dérons le sous-espace W' de Z défini par (z^,...,z^)0*^ ^ , et l'instal
lation A' = (X, Z,W',r'), où r' : Z —>W' est la rétraction que nous avons 
définie dans la démonstration de 1)=$2). Il s'agit de montrer que 
Tw-,x*Tw,x <=Tx,x> 't que ^ . Puisque tH2, nous avens
in^zI^ = Z^ , et puisque, d'après sa définition, W' a même dimension que 
W, (z^,..i,z^) nè peut manquer d'être une base standard de A2 =(Wy!Z,W, r) 
Ceci montre que C ,̂ x " ^ W  x ^  donc x " ^ W  x * Mais gi nous reprenons
notre 0-base standard normalisée (f^,...,f^) pour A en x, qui reste une 
base standard pour A' en x, l'égalité

3(in^(f^, A,d)) = ,A,1)

peut se lire

= in^(f^,A,1) = in^(f^,A',l)

ce qui nous montre qu'avec les notations de (ch. I, 7.2.14), pour l'ins
tallation A'y

d, . > d(f)yX

par définition de d,^, . Mais d'aprés (ch. I, 7.1.9), on a(f),x  ̂ ^
d<, ^d.^x , donc d . >d, y ce qui entraîne d, < d  (XyZ).A'yX (f)yX A'yX AyX ' ^ AyX X
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1.6 Remarque : Si Z est lisse, il résulte de (ch. I, 5.1.7), puisque l'on 
peut toujours choisir un germe en x de sous-espace lisse W de Z tel
que x "^X x ' T^(X,Z) et que de plus on a toujours :

( f  ( X, Z)  >  1 .

1.7 Corollaire : Soient Z un espace analytique réduit, X un sous-espace 
analytique de Z, et xgX. Si d^(X, Z)>1, il existe A$T^(X, Z) tel que

d̂  = d\x,Z) .A? x x

Démonstration : Supposons que d^(X,Z)<œ. Si nous avons A$Tg(X,Z)
tel que d^ ^<d^(X,Z), nous avons construit, pour démontrer le théorè
me 1.5, une installation A* $T (X,Z) telle que d . >d, . Au boutX '   ̂ A ' y X A y X
d'un nombre fini de tels pas, nous arriverons certainement à une ins
tallation A telle que d =d^(X, Z).A? x x
Si d (X, Z) =œ, nous devons regarder d'un peu plus près la construction x ^
pour remarquer que nous avons construit des ^  où e^^TR^ ^ .
En itérant cette construction, nous obtiendrons des

°° (k) . (k̂  ^kZ! = z.- E e. où e. ' , la suite des d, étant une suitei i - i  i W, x ' kk=o
d'entiers strictement croissante. Si nous savions montrer que la

série E e^^ 6 ^  y le sous-espace de Z défini par z. - E. i W, x'  ̂ ^ 1 , 1i=o k=o
nous donnerait une installation A €T (X,Z) telle que d = + œ .x . ooA yX
L'augmentation persistante de degrés que nous avons remarquée plus haut

00  ̂j, \ ^
nous montre en tous cas que E x d^i^r). Plutôt que d'utili-

k=o ^
ser un argument de normes pour montrer que m'on peut choisir des relè-

( k) ^ ( k)vements e^ x telle fapon que E x  ̂ d^i^r), nous
 ̂ k=o ^

préférons procéder comme suit :
Remarquons tout d'abord que nous venons en fait de construire une ins
tallation algébroîde (Ad°° telle que d = + œ .  Or on a le lemme :

(Ad"yX
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Lemme : Soient z^,...,z" dans (3̂  ^ tels que si l'on pose
I" = ( zï, . . ., z°°) , (3 ^ = (3 ^ /i" , on ait : 3 "̂  = 3 ^ [[z?, . .., z°°]] .

 ̂ V ,  x Z, x Z, x W°°,x
Alors, I=I"^<3z,x"^l''**'^(5z,x' et3^.^/l(z^,...,z") .

Démonstration : Il suffit d'interpréter les données en termes de
champs de vecteurs, de remarquer qu'elles nous donnent r champs de 
vecteurs algébroîdes linéairement indépendants modulo y et donc
r germes en x de champs de vecteurs sur Z linéairement indépendants 
modulo ÜRg ^ , grâce au lemme de Nakayama et au fait que ^ est un 
3^ ^-module de type fini. Si l'on note D^,...,D^ les (Ü-dérivations de 
3? correspondantes, il est bien connu que l'on peut trouver des

"̂CO 0̂0éléments z^ tels que D^Zj=6^j (symbole de Kronecker) et que si l'on

pose 1= (z",...,z^), x = ̂ , x ^ '  °" ^ alors ^ z , x " ^ W , x ^ l " " ^ r I
De plus, I est l'idéal engendré par les éléments x tels que
(D^a,...,D^a)3^ x^^Z x y prenant une écriture analogue pour 1̂  
le fait que 1=1* H 3^ ^ est immédiat.
Ce lemme nous fournit une installation A°° telle que (A°°)* = (A")°°.
Si nous prenons maintenant une O-base standard normalisée (f^,...,f )i m
pour A y elle en fournira évidemment une pour (A donc pour (A") .
D'après (ch. I, 3.2.6), puisque d = + w  , f.Q €(z°°)^^3L

(A")",x * K'" ' 3'*
où  ̂ y ( A )̂ y I) ? donc f ̂ $ (ẑ) ^ 3^ ^ y ce qui entraîne d ^ = + œ ̂

 ̂  ̂ A°°yX
ce qu'il fallait démontrer.

1.8 Définition : Soit A=(XyZ,W, r) une bonne installation. On dira que A 
est perpendiculaire en un point x g W Q X  si :

a) A est transverse en x ;

b) T  ̂ t=0 (nullité de l'espace tangent strict à la fibre
XQr (x) , x

de r[X : X -^W) .

1.9 Remarque : La transversalité de A en x nous dit (ch. I, 5.1.1) que
C HT - C Hdr ^(x) = C  ̂ , d'où l'on tire immédia-
X,x r (x),x X,x Xflr (x),x
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tement que T Q T  ̂  ̂ .La condition b) nous donne
X,x r (x),x XQr (x),x

donc aussi : T QT  ̂ =(0).
X,x r (x) , x

1.10 Définition : Soient W un espace analytique complexe et x$W. On appel
lera disque d'épreuve de centre x tout morphisme h : B —-*W tel que
h(0)=x, où B=(z$(ü/]tl<l) est le disque unité du plan complexe.
Par abus de langage, on continuera d'appeler disque d'épreuve le germe 
d'un tel morphisme. On noteraS^ l'ensemble des disques d'épreuve de 
centre x, (ou ^ s'il y a risque de confusion sur l'espace analyti
que dans lequel on lance le disque).

1.11 Définition : Soient A=(X,Z,W,r) une installation, et x g X Q W .  P o u r  tout
disque d'épreuve h : B — ?W de centre x, on notera A^ l'installation
obtenue par changement de base par h, c'est-à-dire (cf. ch. I, 1.2.5 
avec S = W)

A^ = f Xx B, Z x B, Wx B, r x i d ^  ,
t W W W W /

noter que Wx B est canoniquement isomorphe à B  
W

Z x B  > Z

On notera pour abréger X^ = Xx B, Z^ = Zx B, et x^ ou 0 suivant qu'il
W W

y a ou non risque de confusion le point 0g B, (qui n'est autre que
xx B  sauf dans le cas où h(B) = x , cas dont nous verrons qu'il ne pré- 
W

sente pas grand intérêt).
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1.12 Définition : Soient A =(X,Z,W,r) une bonne installation, et x $ X Q W .
Nous dirons que A a le contact maximal en x si :

1) A est perpendiculaire ;

2) pour tout disque d'épreuve h : 1D—*W de centre x on a :

\ h  h -  " 'h '* ',  s") .
A y X X

1.13 Remarque : La définition précédente a bien un sens, puisque A étant
transverse en x le reste par changement de base (ch. I, 6.2) et A^
est même perpendiculaire, puisque le changement de base par h ne change 
pas la fibre X Q r  \x), donc ne change pas son espace tangent strict. 
Remarquons aussi que si h(B)=x, A^=(XQr *^(x),r ^(x),W,r[r *^(x))xD 
et donc (ch. I, 5.1.8), d =+ œ, auquel cas on a certainement

h h A '(Id ^  =d (X ,Z )= +œ. C'est pour cela que le cas où h(!D)= x ne pré-
A yO
sente pas grand intérêt.

1.14 Remarque : Soit A= (X,Z,W,r) une bonne installation. Si A a le contact
maximal en x$ X Q W ,  pour tout morphisme g : W'— *W, l'installation
Ax W' = A^ a le contact maximal en tout point x' € g ^(x) . En effet,
W

comme nous l'avons déjà remarqué, AxW' va rester perpendiculaire en
-1 Wtout point x' $g (x) (ch. I, 6.2). D'autre part, tout disque d'épreuve

h : D — **W' de centre x' g g \x) fournit par composition un disque d'épreu
ve h^ = g o h :  D — &W de centre x, et (A^)^ = A Puisque A a le contact
maximal A^ va vérifier la condition numérique de 1.12.

1.15 Remarque : L'expression "contact maximal" rappelle que la condition
porte sur le contact de W avec X en x dans Z, auquel on demande d'être 
le plus grand possible du point de vue du plus petit tropisme critique 
après changement de base par un disque d'épreuve. Ainsi, une fois vérifiée 
la perpendicularité, on est ramené à vérifier l'égalité
d^ ^ = d^(X,Z) pour des installations A relativement simples, où W est 
le disque unité de la droite complexe.
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1.16 Théorème (Hironaka, cf. [ 6 ] ou [ 9 ]) : Soient X un espace analy
tique complexe, et x$X. Pour tout plongement local en x de X dans un 
espace lisse Z, il existe un germe en x de sous-espace lisse W de Z tel
que T̂,, =T^ et une rétraction lisse r : W — >Z telle que l'installation ̂ W,x X,x ^
A= (X, Z,W, r) ait le contact maximal en x.

1.17 Remarque : Par des changements de base W'— &W où W' n'est plus né
cessairement lisse, nous obtiendrons d'après 1.14 des installations 
ayant le contact maximal, mais où Z n'est plus nécessairement lisse.

-K -K -K -K



262.

§ 2. PROPRIETES DU CONTACT MAXIMAL

2 . 1 Propriétés des installations perpendiculaires,

2.1.1 Proposition : Soient A=(X,Z,W,r) une bonne installation, et x ^ X Q W
tel que A soit transverse en x. On a l'inclusion :

T c T X,x — Z,x

Démonstration Soit v ̂  T^ o Notons v^ = dr(v)  ̂Ĉ,, CE,,, . Consi-
X , X  1  W y X —  W y X

dérant la translation par v dans Ê , ^ et par v^ dans E^ ^ , nous obte
nons un diagramme commutatif :

'XyX

dr
CWyX

+v

+v̂
W y  X  1

puisque v € T̂ . , Ĉ . g + v = ̂ x x  ̂ diagramme montre que
d r ( C x x ^ ^ ^ W x ^ ^ W x ^ ^ l ^ "  puisque r est transverse, dr est plat
(ch. I, 5.1.1), et ne saurait donc se factoriser par un sous-espace 
strict de C^ ^ . Ceci montre que C^ ^.^C^ g+^i , et la considération 
de la translation opposée montre que C^ g * C ^  x^^l ' c'est-à-dire que

Ainsi, v $ dr (T-,, ) = TW, x Z, x

2.1.2 Si de plus A est perpendiculaire en x, puisque d'après (ch. III?
1.9) , cette condition entraîne T p)T  ̂ =0, on obtient en écri-

X, x r ( x) , x
vant l'inégalité de dimension pour les intersections dans T 
est licite d'après 2.1.1 :

Z. z , ce qui

dimT <dimTX, x W, x
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2.1^3 Remarr j : Soit X un sous-espace analytique d'un espace analytique
sse Z, et soit W un sous-espace analytique lisse de Z. Nous avons vu

(ch. I, 5.1.7) qu'étant donné x$Wp)X, une condition nécessaire et
suffisante pour qu'il existe une rétraction r : Z-— &W en x telle que
si A=(X, Z,W, r) on ait d >lq était l'inclusion :A? x '

T (— TW,x - X,x

Si nous avons l'égalité : , une telle rétraction sera même ̂ W,X X,X ^
perpendiculaire. En effet, on déduit facilement de l'égalité x " ^ X  x 
et de (ch. I, 5.1.5) que l'on a l'égalité :

C n T _ ^  = C  /T
X,x r (x),x X,x X,x

puisque r est en particulier transverse

c n T ^  = c ^
X, x r (x) , x XQr (x) , x

mais l'espace tangent strict de ^ est bien sûr réduit à 0,
donc T  ̂ = 0, c'est-à-dire que A=(X, Z,W, r) est perpendiculaire

Xflr (x) , x
en x. En résumé, si l'on se donne un sous-espace lisse W de Z tel que 

x " ̂ X x ' ^  existera r : Z — telle que A = (X, Z, W, r) soit perpendi
culaire en x. De plus, pour toute rétraction r' : Z—^W, A* = (X, Z,W, r') 
sera aussi perpendiculaire en x.

2.2 Propriétés tangentielles du contact maximal.

2.2.1 Proposition : Soit A= (X,Z,W,r) une bonne installation ayant le con
tact maximal en x ^ X Q W .  On a l'inclusion :

T d T X, x — W, x
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Démonstration : Soit v$T^.^, v/0, Nous allons supposer que
^ et fabriquer une contradiction . Posons v^ = dr(v). Puisque r

est transverse, d'aprés 2.1.1, ^ i ^ T ^ x *  D'autre part, v^/(0) puisque
sinon, on aurait : v $ T  QT  ̂ =(0) (ch. III, 1.9).

X,x r (x),X
Le premier pas est la construction d'un sous-espace Y^ de W contenant x
et tel que T = (t . . Pour cela , on plonge localement autour de xY ̂ , x i
W dans un espace lisse W, on prend un sous-espace lisse de W tel que
PY. =T\,r . D'aprés 2.1.3, il existe une rétraction lisse R : W — -?W.W^,x W,x  ̂ ' 1
au voisinage de x, telle que l'installation A^ = (W,W, W^,R) soit perpen
diculaire en x. De plus, x ' ^  nous pouvons donc trouver un

germe en x de courbe lisse telle que Tp x " ^ ° ^ l *  0^ pose
Y^ = R *^(D fl W. La transversalité de R implique que le diagramme :

Y^,x W,x

W, x

est cartésien (ch. I, 6.2), et donc

= ĉ , ndR *(Tp )Y^,x W,x F,x

ce qui donne une inclusion des espaces tangents stricts 

et donc v, $T .A JL̂ ,X
Mais d'autre part, puisque A^=(W,W,W^,R) est perpendiculaire, il en 
est de même pour l'installation obtenue par changement de base :

I^]r = (Y^,R ^(D,r,R]Y^)



ce qui, d'après 2.1.2, entraîne

dimT <dimT- = 1 ,Y^,x r,x

donc dim = 1, e t T = (î . .Y^,x Y^,x 1
Nous avons donc bien construit un sous-espace Y ^ c W  tel que ^^Ci.v

1 " '
Le pas suivant est la construction d'un sous-espace Y c Z  contenant x 
et tel que :

a) T = (t . v ;Y, x
b) r(Y) = Y^ , et r[Y : Y — ^Y^ est un isomorphisme local en x.

Pour cela, plongeons localement en x W dans un espace lisse W, muni 
de coordonnées locales et Z dans un espace lisse Z, muni
de coordonnée s locale s ( z^ z_̂ , w^) , de te lie fapon que le
diagramme :

Z
r

W c-—  ̂W

soit cartésien (r étant définie par le choix des coordonnées locales 
sur Z.
Posons Z .= in z. , W . = in w . et identifions gr Z à i x i ' j x j   ̂x
Œ[Z^,...,Z^, W^y.o.yWg]. Nous supposerons de plus que le choix des 
coordonnées a été fait de telle fapon que le vecteur
^1 ̂  ̂ *W x — x pour composantes

W, = 1 ,  W ^ = . . . = W  = 0 .1 ' 2 s

Le vecteur v^T^ x  ̂alors pour composantes W^=l,
W ^ = . . . = W  = 0, Z . = C . ( l<i^r) , C . $ (Ü . Le s C. n' étant pas tous nuls.2 s i i ' i i
puisque par hypothèse v=pv^ .
Soit H le sous-espace de Z défini par les équations z^-C^W^ = 0 
(l<i^r). Posons Y = H Q r  ^(Y^) et montrons que Y satisfait les condition



demandées. Tout d'abord Y c Z  puisque Y^cW. De plus., la restriction de 
r à Y est un isomorphisme local de Y sur Y^ y puisque si I est l'idéal

^ Ddéfinissant Y^ dans ^ = i*]Y correspond à l'homomorphisme
d'algébres analytiques :

. . . ,w^)/l— > (ü[w^ . . . , ẑ , . . ., z^)/(I, - Cj. ŵ ))

qui est clairement un isomorphisme.
Ceci entraîne en particulier que dimly *
Comme par construction, "Ty x ' on a bien Ty ^ = Œ . v .
Considérons maintenant l'installation A obtenue par changement de base

-1par l'inclusion Y^c—*W. C'est-à-dire que nous posons : Z^ = r (Y^),
= xn r'^(Y^) , = r]  ̂ = (X̂  , , r̂ ) .

A^ est une bonne installation perpendiculaire en x, qui a même le con
tact maximal en x, puisqu'elle est déduite de A par changement de base. 
En particulier, dimT^ ^^dimTy ^ = 1. Nous allons montrer que v$T^. ^

D'après (ch. I, 6.2), le diagramme :

^ , x   ̂^X,x

Y^,x W, X

est cartésien, puisque A est transverse en x. Ceci implique que 
C^ x"^X x^^** ^(Cy et donc une inclusion d'espaces tangents

stricts : T^^Qdr"l(Ty x^— *̂ X puisque ^ ^ $ ^ X x

dr(v) =v^$Ty ^ , ceci montre bien que v$T^. x  ̂ raison de

dimension = (t . v .X^,x
Arrivés ici, nous nous sommes ramenés à démontrer 2.2.1 pour l'installa
tion A y c'est-à-dire dans le cas où dimT^ =dimT =1. C'est ce

que nous allons faire. Remarquons que nous avons de plus construit un 
sous-espace Y de Z^ tel que r]Y^ : Y — ^Y^ soit un isomorphisme local, 
et que Ty x " ^  * *̂ La composition de r^ : Z^ —— ^Y^ avec 1'isomorphisme 
Y ^ ^ ^ Y  nous fournit une rétraction r^ : Z^ ^Y et l'installation



Aj, = (X^ y y Y y r̂ ) est encore perpendiculaire en x. Considérons main
tenant un disque d'épreuve : B —>Y^ tel que le cone tangent à l'image 
de h^ en x ait pour ensemble sous-jacent (ü . v^ . L'existence de tels
disques se vérifie ainsi : soit (p : Ŷ, — &Y^ la modification de centre x.
A la direction v ^ T y  x^^Y x correspond ^  point 

-1 ^x' = Proj v € (p (x) = Proj C . N' importe quel disque d'épreuveY^yX
-1h^ : B —^Y^ de centre x' et dont l'image n'est pas contenue dans (p (x) 

fournira par composition avec (p un disque d'épreuve satisfaisant.
Si l'on pose (3^ Q = (E[ t ), on obtient un morphisme Oy ^ — (̂t(t)y et

puisque h^( B) / (x) y un entier e tel que ÜRy ^ (ü( t] = t^ . Æ[t) .

Choisissons maintenant une 0-base standard normalisée en x (f^y...yf )
hi . . ^pour Aw . Notons Â  l'installation obtenue après le changement de base

par h^ ? et f. =f. °h^ (l^i^m). D'aprés (ch. Iy 7.2.13) y

(f̂  y...yf ) est une 0-base standard normalisée pour Â  en x . Si 
nous écrivons f . = E f . ,  ̂ avec f . . $ (Yr et Z = (ẑ  y ...y z ) coordonnées1 lyA îyA^ YyX 1' r

-1 hi Asur r^ (x)y nous pouvons écrire f^ =E(f^ A°^l^  ̂ d'aprés (ch. Iy
7.3.4)

v (f. *°hi), O lyA 1d , , = minh. h, " i v. - A, 1 1 l<i^m i '
^1 )Al<v^

où v.=v (f.)=v , (f, ) puisque Â  est transverse et v désigneî x i h ^ i ^ ^ l  o ^
x

l'ordre en t d'un élément de (î(t).
Puisque ^^ Â  ^ ̂  i ' ^x^i A ° ^1^ ^ ̂  ^  i " ! ^  mon
tre que :

^  ̂ u ^ e .h^ h^
Ai ,x

Nous allons maintenant montrer l'équivalence :



Pour ce faire, souvenons-nous d'abord que puisque A^ est transverse 
en x, nous pouvons écrire : (cf. ch. I, § 5)

x i  i 1
x^i, A

in f. - X.(Z ,Z ) t ^ in f. ,
" * ' " " (f, * '-A

où est un polynôme homogène de degré
Nous allons montrer les équivalences suivantes :

â  t* Cv fl = C . x ;Y^,x X^x X^,x Z^x x^rl[*(x)

^ D Try = C  ̂ x T^ les in f. . tels que
3l'* T nr;\j:) * ''A

b) C
X^Qr^(x)

^x^i Â  " ̂  i " appartiennent à l'idéal définissant T^ ^

dans :Y^,x

c) les in^(f^ )̂ tels que Â  "^i° appartiennent à
1' idéal définissant T^ dans si et seulement siY^,X Y^,x

(̂f̂  ^oh^)>e(v^"[A[) (pour les indices (i,A) tels que 
(fi^).Vi-lAl)\

V O J . ,
VX A ,

d) (v^(f. ^oh^)>c(v^-]A]) pour les indices (i,A) tels que

^ ^i, Â '  '"i* lAl) ^ -t  ̂ '
?x

Démonstration de a) : Montrons d'abord que T-, n'est autre que, x
le faîte de QT^ : puisque Â  est transverse, T^ d T^X^,X Z^,X r y X^,X— Z^,X
(2.1.1) et donc T^ est contenu dans le faîte de Q T^ . MaisX^,x X^,x" Z^,x
ce faîte est de dimension ^1, puisqu'il existe une rétraction perpen
diculaire de HT? sur T , obtenue à partie de l'installation,x Z ̂ , x Y ̂ , x
^ X  x ^Z x^ ^Y x^ changement de base donné par l'inclu
sion T (cf. 2.1.2).Y^,x Y^,x
Si Ty x"^"X x  ̂ *^1 rétraction de Ĉ . g^l*^ g
faîte T . Ceci nous donne (cf. ch. I, § 9, et ch. II, § 1) une Y ̂ , x
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décomposition en produit Ĉ . x = C . x T
X^nr^ (x) ,x

Réciproquementy l'égalité précédente nous assure par raison de dimen
sion que T est le faîte de C HT , donc que T =

Y 1  y x  1  y ^  1 7 x  1  y ^  1 7 ^

Démonstration de b) : Le cône C  ̂ x est défini dans------------------------------  "I, . Yi,xX^Qr^ (x) 1
y " 1 ^ P̂ ï* les équations A^(Z^,...,Z^) = 0.

1' r^ (x) 1'

L'égalité C  ̂ xT =C HT revient à dire que
X^Qr^ (x) 1'^ 1 1'^

in (f.)=À.(Z^y...yZ ) modulo l'idéal définissant dans yx i i 1 r Z^yX Z^yX
c' est-à-dire encore que les in (f. . ) y tels que v (f. . ) = v . - A^ X lyA  ̂ ^ X lyA i ' '
appartiennent à l'idéal définissant T dans y au vu de l'écri-

Y 1  ? X Y 1  y x

ture donnée plus haut pour les in^(f^) (l<i^m)y et du fait que
(f^y...yf ) est normalisée par (Oy .̂y Zi?°*°yZp)y qui interdit quem ^--------------  1? ^
des termes de Z__________  in f. . Z soient compensés par des

v (f. ,)=v.-]A] x 1 ,AX lyA 1 ' '
termes de À.(Z.y...yZ ).1 1 r

Démonstration de c) : Il suffit de plonger localement Y^ dans un
espace lisse Y^ sur lequel on choisit des coordonnées locales ŷ ?... ?y^ 
de telle manière que T soit défini dans CÇ parYyX ï^?x
in y^ = ... = in y = 0. On peut supposer que le disque d'épreuve ^ x  ̂ ^ X s ^
h^ : ID—>Y^ de centre Xy composé de h^ et de l'inclusion Y^ciY^ y est 
donné par :

r  y i  -
<
 ̂y. = (D.(t-) 2^i^S^1 1̂

(au prix de la multiplication de t par une unité de Œ[t]),avec 
v^((p_^(t))>e puisque Ty ^ est le support du cone tangent à l'image

de h^.
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On peut choisir des relèvements f. des f. (l^i^m) dans (3^ y où
Z = Y^ x r̂  (x) y te ls que v ( f . ) = v (f.). ̂  ̂ 1  L ^ x x i
Ecrivant f^ = Ef^ ^Z avec assertion de

c) est claire^ puisque f . . ° n = f. . e b^ et au vu de 1?écriture expli-^ y r 'i  ̂^  ̂  ̂ r
cite de h^ donnée plus haut.
Enfiny l'assertion d) résulte immédiatement de Inégalité que nous avons 
vue plus haut :

f v (f . A ° h.,), . J o 1 9 A 1d . , m m  i ----- ^ ,
/ ï  " ï  ï ^ i ^ l  " i - ! A '
Al lAl<v

Arrivés iciy nous avons d'une part en partant de notre installation 
A=(XyZyWyr) et d'un élément v$T^.^_-T^ ^ y construit une installation 
^1 " ' *̂1 ? ' r̂ ) y obtenue par changement de base à partir de A?
telle que Ty x " ̂  ^ Ty x " ̂  " ou v^ = dr(v) = dr^(v) . Nous

avons de plus contruit un sous-espace Y de Z^ tel que Ty x^ ̂  ° 
et que r^ : Y — &Y^ soit un isomorphisme local en x. La composition de 
r^ avec 1 'isomorphisme inverse Y^^&Y nous a fourni une rétraction 
r^ : Z^—  ̂Y te lie que 1'installation A^ = (X^ y Z^ y Yy r̂ ) soit encore 
perpendiculaire en x.
Nous avons d?autre part montré que pour n'importe quelle installation 
perpendiculaire A^ = (X^ ? Z^ y y r̂ ) telle que dimTy x^

et n'importe quel disque d'épreuve h : D — (de centre le point qui 
nous intéresse) tel que ^ soit le support du cône tangent à l'image

de hy en posant e = ^ . (3^ p) on avait :

Orynous avons supposé que A avait le contact maximal en x. Il en est 
donc de même de ? obtenue par changement de base. Si nous reprenons 
le disque d' épreuve h^ : D — &Y^ considéré plus hauty il nous donne par
composition avec 1'isomorphisme Y.-^Y un disque d' épreuve h' : D — ^Y

t*ltel que X^ =X^ y Z^ =Z^ . Ory puisque par hypothèse Ty ^./Ty ^ ?
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<*  ̂ t. = ^
?x

et comme par construction T = Ty X ï y

ce qui montre que

"  " i  ^ >e

h. h. 
d . , < d̂ , (X  ̂, Z

 ̂̂  y A A

ce qui contredit le fait que ^  a le contact maximal en x. Cette con
tradiction montre que l'on doit avoir v = v^ y ce qui achève la démons
tration de 2.2.1.

2.3 Stabilité du contact maximal.

2.3.1 Définition : Soient W un espace analytique complexey x un point de W
et 3^ l'ensemble des disques d'épreuve h : D — -fW de centre x.
On définit un ordre de différence dans 3̂ _ ainsi : pour un système de
générateurs (w^y...?w

i(h^ y h^) = min [v (w. o h - w .  °ho)l -1 2  * * o i  1 i 2 ^1<1<S

Cette quantité est clairement indépendante du choix de (w^y...yW ).
En fait

Kh^hg) = inf (v (w"h^-wehg)] .

2.3.2 Lemme : Soient A = (XyZyWyr) une bonne installation transverse en
x$Xp)Wy et (f„y...yf ) une O-base standard pour A en x, normalisée 1 m
par rapport à ((3̂  ^ ÿ Z^y...y Ẑ ) où Ẑ, = in^ ( l^i^r) et ( ẑ y ... y ẑ ) 
est un choix de coordonnées locales en x sur r \x). Posons v. =v (f.)1 X 1
(l<i^m) et fixons un disque d'épreuve h : B — de centre x tel que

s) de 1' ideal maximal ^ de (3̂  ^ ? on pose
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d , = ô < es .

Alors, pour tout disque d'épreuve h' : D — de centre x tel que
i(h,h')>6. sup v. , 

lgigm
a) d = d (= 6) ;

A" ,0 A",0
b) il existe un gr B-isomorphisme canonique <3 de gr Bfz!?,... ,Z^1 6 O  ̂ 1 o s 0 L 1'

sur gr^B[Z^ ,...,Z^ ] tel que

h h h' h'C^(in^(A ,A ,6)) = in^(A ,A ,$)

ô êet donc un ^"isomorphisme canonique C , —  ̂C , ,
Ah,0 Ah',0

Démonstration : Remarquons tout d'abord que l'on a un ^-isomorphis-
' hme canonique de T sur T (celui qui correspond à envoyer Z.

h, zr,o z" ,o ^
sur Z. ). Nous allons montrer qu'il induit un isomorphisme de C , sur 

 ̂ X ,0
C , , . Il suffit de montrer que le gr B-isomorphisme
x  ,0 °

ci : gr Df z!?, . . . , Z^] gr D[ Z^ , . . ., Z^ 1 défini par d ( Ẑ ) = Z^ envoieo o l r  ̂ o 1  ̂ 0 1  i
in (f^) sur in (f^ ). En effet (f!?,...,f^) et (f^ ,...,f^ ) vont rester o r  o i  l ' ' m  1 m

h h 'des 0-bases standard normalisées pour A et A respectivement, en 0.
De plus, puisque A est transverse en x, il en sera de même pour A^ et
h' h h'A" , et v (f )= v (f? )=v. .0 1 0  1 1 ^

Ainsi, si nous écrivons f^ = Ef^ (l<i^m) avec f̂, ^ $ 0 ^  ^ ,

in (f^) ' in (f. oh)(Z^)^
° ' v (f. ,.h)=v.-]Al °o i,A i ' '

in (f^ ) = ) .......   i in (f. " h' ) ( Z^
°  ̂ v (f. ,.h')=v.-jA] °O lyA 1 ' '

Mais puisque i(h,h') est en particulier supérieur à tous les ]̂ l?
puisqu'il est par hypothèse supérieur à ô supv^ , il est clair que
in (f. A ° h) =in (f. . ° h') si v (f. o h) ou v (f. .° h') est égal ào î.A o i,A o i,A o i,A "

[Aj. Ce sont donc les mêmes f^ ^ qui vont contribuer aux formes ini-



tiaJes, et ils vont contribuer la même forme initiale. Ceci montre
bien que <3 (in f̂?) = in f̂? .^ 0 0 1 0 1
Montrons maintenant que d , = d

A*\0 A^ 0̂
Grâce à la permanence des bases standard normalisées par changement de 
base :

v (f . A ° h) o i,Ad , = m m  ----- 1—\ h  „ '  r* v . -  [ A )A yO l^i^m i ' ^
]A)<v,

v (f. , ° h') o i,A d , , = m m  -----A**' h " f  V. - AA ,0 l^i<m i '
]Al<v.

Pour ce la? remarquons que

v ( f .  o h - f .  A ° h ' )  ^  i ( h y h ' )  > 5  sup v .O ly A ly A  ̂ i

entraîne que :

- o u  v (f. A ° h) = v (̂ - A ° h')O l yA O l yA

ou min( v (f. o b) y v (f. A ° ) ) > 6  sup v .O l yA O l yA  ̂ 1

Dans les deux c a S y  ^°h')^ô(v^- ce qui nous montre que
d > ô .
A^ ,0
Mais il existe (i y A ) tel queo o

v(f. . oh)=&(v. - IA t ) < ô sup V .O 1 y A i  ' o '  ̂ i0 0 o

et l'on doit alors avoir

v ( f .  . .  h ' )  =  v ( f .  . .  h )  = ô(v. - lA [ )O l y A  O l y A  1 ' O *
0 0 0 0 o

ce qui montre que d =ô .
A** ,0
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Il suffit de verifier que

,h .h . ,̂ .h' .h'C ..(in (f.,A 6)) = in (f. ,A ô)i o i — o i  —

(d'après l'identification habituelle (ch. I, § 2)) 
Mais ceci est bien clair si l'on écrit

h h T----------------' f 6(v.-lAl)+ï^ ^ A
,6) ,  , ('f'." . h)' *' ^

T — — — ! / ô(v^-]A))+l\
, A , Ô)  = I — ^  ' c l .  j ( Z  )

]A[1+----^-----=v

puisque nous venons de voir que v ̂ A ° ^  = ô ( v ̂ - {A] ) (< ô sup v

/ Ô(v.-]A[)\ Ô(v.-]A])+1
implique que cl ̂ f̂  ^ ° ^ modTR^  ̂ j = cl(f_^^oh')mod. ^

2.3.3 Proposition : Soit A=(X,Z,W,r) une bonne installation perpendiculai
re en x $ X Q W .  Soit Hc:W un sous-espace analytique strict (dim H < dim W) 
contenant x. Pour que A ait le contact maximal en x, il faut et il 
suffit que pour tout disque d'épreuve h : 1D—*W de centre x tel que 
h(B- (0)) dW-H, on ait

A y X  X

Démonstration : La condition est évidemment nécessaire. Pour montrer
qu'elle est suffisante, il suffit de vérifier qu'elle entraîne que
pour tout disque d'épreuve h' : D — de centre x tel que h'(D) CH,

T h ' h 'on a encore d,, , , = d , ,(X ,Z ). Si d ,, , , = + œ , l '  égalité doit.h' h' h' ' .h' h' ^A y X  x A y X
être vérifiée.
Posons donc d , , , , = 6 <œ ..h' h'A ,x
Choisissons une O-base standard normalisée ) pour A en x,1 m
posons = choisissons un disque d'épreuve h : D — ?W de centre
x te 1 que i(h,h')>5 . Sup v ̂ , et te 1 que h ( D - 0 ) c W - H .  D' aprè s le
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lemme .1.2, nous avons d , . = d , , , , = ô. un ^-isomorphisme cano-.h h .h' h' ' D,0 ^A y X  A ^ x  '
nique C ^ h ^  ̂h' ^  Tjp ^-isomorphisme canonique

A yX A , x  ^
p p
% h  h \h' h' *X , x X , x
D'autre part, puisque A est perpendiculaire en x, il en 'est de même de 
A^ et A^ . Nous avons donc (2.1.2) dimT , , ^1 et dimT , , , , ^1.

D'après l'hypothèse, d ^ ^ = d^^(X^). Il y a alors deux possibilités :
A y X  X

s i T h   ̂  ̂ (2.1.3) et donc d^, h'  ̂  ̂' Mais puisque
X , x x A y X

nous avons un isomorphisme entre C ^ h ^   ̂ h' h'  ̂ nous avons aussi
X , x X , x

T h ' " ^ ^ '  donc d (X^ , Z^ ) = 1 (2.1.3) et donc dans ce cas 1' éga-
^ ^  * h' htlité voulue : d h ' " ^ h ' ^  ? ̂  - Si T ^ h ̂  toujours

A y X  x X , X
d'après 2.3.ly d ?(X^,Z^)>1, donc d >1, donc T , * Mais

x^ A^yx*^ x ,̂x*̂  m,o
dans ce cas, on doit avoir d , , , , > 1 puisque d , , , , = d , , , et.h' h'  ̂  ̂ h' h' .h h 'A y X  A y X  A y X
donc T ,  ̂= T . Nous pouvons maintenant appliquer (ch. Ill, § 1)

X ,x m,o
,T / ̂rh' ĥ'

° " '  ' m,oSi nous avions d , , , , <d , ,(X ,Z ), il existerait un T^ ^-automor-h' h' h'  ̂ ^A ,x x  ̂ ^
phisme, distinct de l'identité, de T envoyant C sur

Z , X A y X
 ̂h' h' h' h' * ^nis d'après les isomoqhismes que nous avons cons-
A y X X , X
truits, ceci entraînerait l'existence d'un T^ ^-automorphisme , distinct

ô ^de l'identité, de T ^ ^ envoyant C ^ ^ sur C ^ b ceci impliquerait
Z , x A y X  X , x

d ^ ^<d^(x\z^), qui est contraire à l'hypothèse. Ceci montre que
^ '* " T h' h'l'on doit toujours avoir d =d ^,(X ,Z ), et donc la proposition.

A y X  X

2.3.4 Théorème : Soit A= (X, Z,W, r) une bonne installation ayant le contact
maximal en x ^ X Q W .  Soit $ : At— 3>A une modification permise de centre
Y c  W D X. Nous notons At = (X',Z',W',r') et f : X' ^X la modification de

-1 1 1  centre Y. Pour tout point x' $ f (x) tel que , - H
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j x'gW' ;

^  Hw',x'=Hw,x;
c) Aï a le contact maximal en x'.

Démonstration : Les points a) et b) résultent de (ch. II, 2.11) puis
que A ayant le contact maximal en x, nous avons l'inclusion :

x — x (2.1.3). Pour démontrer c), remarquons tout d'abord que A' 
est transverse en x' d'aprés (ch. II, 2.6) puisque A est transverse en x. 
Nous avons donc les égalités (ch. I, § 1)

C QT _ = C
X,x r (x),x XQr (x),x

C HT = C
X',x' r' (x'),x' X'nr' (x'),x'

et nous avons vu en (ch. II, 2.10) que les cônes de gauche étaient iso
morphes. Il en est donc de même de ceux de droite, et la perpendicula
rité de A implique celle de A'.
Fixons maintenant quelques notations : soit (z^,...,z ) un système

-1 .de coordonnées locales sur r (x). Posons Z. =in z. (l^i^r). Soiti x i
(f^,...,f ) une 0-base standard pour A en x normalisée par rapport à
((3̂y ^ ? Z ,̂ . . . , Ẑ ) . Notons G : W'-— >W la modification de centre Y, et w'
un générateur en x' de l'Idéal inversible définissant G ^(Y). Soit 
enfin F : Z'— ^Z la modification de centre Y.
Si nous écrivons f.=Ef. .z^ avec f. *€(3^ et si (fl,...,f') est lai i,A i?A W, x 1' m
transformée de (f^,...,f ), c'est-à-dire que

fi oF 
fl = ------  , on ai v . '

w' ^

' i  -

f\ ^0 G
où f^ ^ = -̂-r̂ T et (z^,...,z') est le système de coordonnées locales

? i * * i*w'
-1sur r' (x') transformée de (z^,...,z^). D'aprés (ch. II, 2.8),

(fly...,f) forment une 0-base standard pour A' en x' normalisée par 1 m
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rapport à (0̂ , ? Z^,...,Z^). Puisque Â  est perpendiculaire en x',
pour montrer que Ai a le contact maximal en x', il nous suffit d'après
2.3.3 de montrer que pour tout disque d'épreuve h' : D — &W' de centre x', 
telqueh'(lD-[0))c:W'-G"*(Y), on a l'égalité :

T h ' h'
** h'  h- -  ** h " < *  ' 3 '  >A'" .x'" x'"

La composition Go h' nous donne un disque d'épreuve h : D — de centre 
x tel que h(D- (0)) dW-Y .
Si d

A i
 ̂= + œ , il n'y a rien à démontrer.

Supposons doncd ,,=d'< + coet posons d = d . Puisque
A'** yx' A*\x

h' (D - fol) dW' - G"*(Y) , v (w' = h') est fini. Posons v (w' . h') = k. ̂ - 0 0
Puisque une base standard normalisée le reste par changement de base,
(ch. I, 7.2.13) nous pouvons écrire, grâce à (ch. I, 7.3.4) :

d = min min
/V (f . A ° h) f O l'A

l^i^m I Al<v ̂  ^i

. o i, A= m m  m m  ' — ----^
l^i^m ]A[<v^

v.-lAl
v ( (f ! A.w' )oh')

v.- )A)

= k + min min
lgigm t A] <v .

= k + d' .

Choisissons une coordonnée locale t sur w \  et une coordonnée locale 
h 't' sur W' , de telle fapon que t et t' fournissent la même coordonnée 

locale sur D  à traverse les isomorphismes et respec
tivement. Après les identification habituelles de gr ^A^-d à

(t[T, Z^,...,Z^1 et de gr ^ "[T' * Z^',...,Z^'], où
x'

T= in t , T' = in t' , écrivons o o
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f. = in (f. oh; A d) = X  .tin (f. oh)(Z )i o i . t.] .. . o i,Ad. A + v  (f. ,oh)=d.v. '' ' o i,A i

f'.^= in (f! o h';A'^',d') = /!     !. in (f! ,oh')(Z'^')^*
° ' ' d'.]Al+v (f! ,oh')=d.v, °' ' O l yA 1

notons que puisque v^(w' oh') =k, à un élément inversible de Æ(t' j pres^
knous avons w' oh'==t' . Puisque f^ " (w'  ̂ . f^ )̂ oh', nous

avons

k(v.-]A])
in (f. ,.h) = T  ̂ in (f'. . oh') .o i,A o i,A

De plus, ^oh)=k(v^- ]A{) + ^ °h^) et donc l'égalité

d j A ] + v ( f . o h ) = d . v .' ' o i,A i

équivaut à

djA] +k(v^- ]A]) ^

c'est-à-dire, puisque d = k + d', à

d'iA] +v (f. A ° h') = d' .v. .' ' o i,A i

h'  ̂ hSi pour comparer fŸ et fM^ nous substituons formellement Z' à Z 
et T' à T dans fŸ y nous obtenons l'identité :i

(̂ ) f^(T',T'^.Z^',...,T*^.Z^') =T' ^f^^(T',Z^,...,Zp

(l^i^m).
Nous allons utiliser ces identités pour montrer qu'il est impossible
d'avoir d <d^ , ^(X'^ , Z'^ ).

A ' " ,x' x'
Puisque d = k + d', nous avons certainement d>l, et donc T ^ h ^ ^  h h

^ X , x W , x
(Puisque r est perpendiculaire). D'autre part, les égalités 

v . v .
f. oF=f! .w' *** nous montrent que f. oh=(fl . w' )̂ oh', ce qui nousi l  ^ i i



h' h'montre qu'au voisinage de x' , A' coïncide avec le résultat de k 
modifications successives de A^ de centres ponctuels, c'est-à-dire que 
l'on a une suite de modifications d'installations de centres ponduels

,, Jk) Jk-l) .(0)
= A ^  — >A*i —  ̂ ...— 4A^ = A

Le centre de chaque modification étant l'unique point de W dont
h ^ " ^  h ^l'image soit l'origine de W . (En fait comme les W sont des

disques, et que donc l'origine en est un diviseur, on a des isomorphis
me s

,(k) Jk-l) ,
4 4  w** ... ).

h'Or, (f' oh',...,f' oh') est une O-base standard normalisée pour A T , i m
et v ^,(f^oh')=v^ = v h ^ i ° ^   ̂grâce à la transversalité) . D'après

x' x
(ch. II, 2.10), nous avons donc H , = H . , .

X' ,x' X*̂ ,x
Si T h, = (0).

X' ,x'

d^ (X'^',Z'^') = 1 (cf. § 1) 
x'

et il n'y a rien à démontrer. Si dimT . , . , = 1 , (rappelons que
X' ,x'

dimT . , . , ^dimT 1 grâce à la perpendicularité), nous avons
X' ,x' m, o

grâce à (ch. II, 1.2.14) un isomorphisme (non canonique) entre C .,
X' ,x

et C .
X , x

Or, si d h ' ^ ^  d'après (ch. III, 1.2), il existe
A 7 y X' X'

T , - automorphisme 3' de T ., ,, qui envoie C ,, ,, sur
W' ,x' Z' ,x' AT*^ yx'
C i-ï ? c'est-à-dire (loco citato) des polynômes homogènes Sl(T')
X' ,x' ^

de degré d', tels que
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où Aj est un polynôme homogène de degré . Les identités
 ̂ (̂ ) nous montrent que l'on devrait alors avoir :

f Ÿ ( T , Z ^  + T * ' S ' ( T ) , . . . , z t '  + T*' . S ' ( T ) )  = À . ( Z  . . , Z  )i l 1 ' ' r r î l  r

c'est-à-dire un T , , - automorphisme cf de T , , tel que o' envoie
Ax'*

C ^ sur C ..h h h'X X ,x ^ ^
Toujours d'après (ch. III, 1.2) ceci implique d ^ h ^  ^  Mais

A ,x x
ceci contredit l'hypothèse que A a le contact maximal en x. Ceci montre
que Aï a le contact maximal en x', et achève la démonstration de 2.3.4.

2.3.5 Corollaire : Soit A=(x,Z,W,r) une bonne installation ayant le con
tact maximal en x ^ X Q W .  Si X (resp. W ) désigne la strate de Samuelo o
de x dans X (resp. W), on a l'inclusion des germes en x :

X <rW . o o

Démonstration : Nous allons d'abord montrer aue X (rZ , strate de-------------  'i o o
Samuel de x dans Z. Pour cela, il suffit de montrer que si F est un
germe de courbe irréductible contenu dans X^ , on a l'inclusion de
germes : F d Z  . Considérons la modification $ :A'— de centre xo
(évidemment permise), et soit F' dZ' la transformée stricte de F. Soit
x' l'unique point de F' qui se projette sur x (F étant irréductible,
ProjC= est réduit à un point, non nécessairement réduit I). Soit i , x
X^ la strate de Samuel de la transformée stricte X' de X correspondant 
à la fonction de Samuel Ĥ . ^ (cf. ch. I, § 8) et soit Z^ la strate de 
Samuel de Z' correspondant à Hy; g ° Puisque les strates de Samuel sont 
localement fermées, nous avons les équivalences suivantes :

F d X  o F-fxlcrX <3 F'- fx')cX' <3 F'ciX'O  ̂  ̂ O  ̂ - o o

F c Z  63 F - f x l d Z  <3 F'-fx'ldZ' <3 r'dZ' O  ̂  ̂ o  ̂ o o
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Il est donc équivalent de montrer que FdZ^ ou que F' dZ^ . Mais puis
que TcrX , F' dX' , donc x' ^X' , c'est-à-dire H^, , =H^ . Ceci ̂ o o o X',x' X,x
entraîne, comme nous l'avons vu en 2.3.4, que ^  x  ̂ ^onc

, = H^ puisque r et r' sont lisses, donc x'  ̂Z' .Z' , x' Z, x  ̂  ̂ ' ^-o
Or, 2.3.4 nous dit que At a le contact maximal en x'. Toutes les hypo
thèses sont donc conservées après modification de centre x. Mais d'après
(ch. II, 2.13), au bout d'un nombre fini de telles modifications, nous

(r) (r)rendrons Z normalement plat le long de f : nous aurons alors
( r ) ( r )F dZ , ce qui montre que T c Z  et donc X dZ . Ceci nous montreo o o o

en tous cas que X Q W d W  (inclusion de germes) puisque r étant lisse,o ^ o
nous avons Z = W x r (x) . o o
Or, si nous supposons que T^W, au bout d'un nombre fini de modifica
tions de centre ponctuel, comme plus haut, nous séparerons F^*^ de
En effet, d'après (ch. II, 2.13) nous rendrons (WljT)^ normalement plat

( r) ( r) ( r)lo long de T , ce qui est clairement absurde sauf si F d W  , ce
( r) ( r) ,7 ^qui entraîne FdW, ou si F Q W  =0. Mais les hypothèses sont conser-

, , , r(r) .j wi* - 4. ' .i- (r) ,/w(r)vees a chaque pas, et séparer F de W revient a dire que x % vv ,
ce qui contredit l'assertion a) de 2.3.4.
Nous avons ainsi montré que F d X  =>FdZ p)W=W , donc l'inclusion^ o o o '
X d W . o o

X
X

X
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IV. 1

IV. 2

IV. 3

Rappelons que si f : X — >W est un morphisme d'espaces analyti
ques, et si x^X, posant N=dim^-0t^. ^=im^im^X, nous pouvons plon
ger un voisinage de x dans X (noté X par l'abus de notation habituel)

N N . ,dans Œ . Soit i :XC-+(t un tel plopgement (i(x) =0). Il lui est associe
un diagramme commutâtif

v f x i M, n,N X c  — yWx(ï

où f x i est une immersion, et r = pr^ .
Le choix d'un autre plongement i' donne une situation isomorphe.
A tout choix d'une section cf de r au voisinage de w=f(r), telle que
(3(w) = w x  (0) est alors associée une installation

A(3) = (X, Wx W, r)

où W est plongé dans Wx grâce à C.
Ceci nous permet d'appliquer la théorie des installations à l'étude 
locale des morphismes.

Définition : Soit f : X-=-&W un morphisme d'espaces analytiques. Nous
dirons que f est tangentiellement plat en x ^ X  si le morphisme tangent
df : C.̂  C^ estplat(oùw=f(x))„X, x W, w ^

Théorème (critère numérique de platitude tangentielle) : f : X—>W est
tangentiellement plat en x ^ X  si et seulement si

= id *G  X,x W,w ^-1/ xf ( w) , x

(notations de ch, I, § 4, en fait G . = . ) .
f ( w) , x f ( w) , X
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Démons ration : Appliquons (ch. I, 5.1.1) à l'une quelconque des
installations A(c) définies en IV. 1.

IV.4 Corollaire : Si f : X —* W est tangentiellement plat en x, on a l'iné
galité

H* ^ = H* * H °
X,x W,x W,w (t ,0

où d = dim^ f w) .

Démonstration : H**  ̂ d'après la semi-continuité de la
f  ( W) y x  (t y 0

fonction de Samuel (ch. Iy § 8). Ceci fournit une réponse partielle à
un problème posé par Hironaka dans [ 8 ].

IV.5 Théorème La platitude tangentielle est stable par changement de base 
C'est-à-dire que si g : W'— est un morphisme quelconque, et f' : X' W' 
le morphisme obtenue par changement de base

Si f est tangentiellement plat en x$X, f' est tangentiellement plat 
en tout point x' $X' tel que g'(x') = x.

Démonstration : Appliquer (ch. I, 6.2) à l'une quelconque des instal
lations A(ü) définies en IV.1.

IV. 6 Définition : Soient f : X — ^W un morphisme d'espaces analytique, et 
x$X. Nous appellerons taux de section de f en x le nombre

S'-* *

le sup étant pris sur l'ensemble des installations A(c) définies en IV.1.
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Ce nombre est indépendant du choix de l'immersion i de X dans <ï au 
voisinage de x : il ne dépend que du germe de morphisme
f:(X,x)— >(W,x).

Le terme de "taux de section" est justifié par le :

IV.7 Théorème : Pour un morphisme f:(X,x)— ^(W,w) tel que T  ̂ =(0),
f (w),x

les conditions suivantes sont équivalentes :

a) + <. }

b) il existe un germe de section O : (W,w)— ? (X,x) de f, tel que
1) 0(W)cX ;
2) est plat sur <3(W) en x X,cXW)

(i.e., X est relativement normalement plat le long de ù(W) 
en x, dans la terminologie de l'Appendice).

Démonstration : Si A(c) est telle que ^ ^  isomorphis
me (ch. I, 5.1.5)

C - C  xC _
X,X C(W),X f (w),X

et la condition T  ̂ = (0) entraîne l'égalité :
f (w),x

T = T X,x c(W),x

T NAinsi, a) équivaut à d^(X, W x Œ  ) = + œ  (cf. ch. III, §1) et donc à b)
(cf. loc. cit. et ch. I, 5.1.8). En particulier, S est effectivementI, x
atteint par l'installation A(c) où C est celui de b).

IV.8 Définition : Soit f : (X,x) — ^(W,w). On appelle taux de platitude de
f en x, et l'on note P^ le nombref,x

P. = infdL, . f'X A(3),x

l'inf. étant pris sur l'ensemble des installations A(^) définies en IV.1.
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Le terme "taux de platitude" est justifié par le :

IV. 9 Théorème : f est plat en x si et seulement si ; f est tangen
tiellement plat en x si et seulement si P̂, = 1. ̂ f,x

Démonstration : Evident d'après (ch. I, 5.1.3 et 5.1.1).

TV. 10 Corollaire : Si f : X — *W est tangentiellement plat en x$X, f est
plat en x.

IV.11 Remarque : P est un nombre rationnel compris entre 0 et 1. En effet,i, x
si d., . est <1 , il ne dépend en fait pas du choix de <3, donc P^A(C),x ? r r
est atteint. D'autre part, on peut, par la méthode exposée dans 
(ch. 111, § 1) choisir (3 de telle façon que

P_p = min(S , 1) .f, x f, x '

-M-
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Introduction Given a subscheme, (or analytic subspace) Y of a

relative scheme (or analytic space) X/S, one may wish to link the tangent 

cones of the fibers of X/S at points of Y with the normal cone of X along Y. 

(which generalises the normal bundle; see (1.8)). The main result of this 
work (see th.2.3 and its avatar th.3.6) is that if we imbed Y in Y x Y and

X x Y diagonally, there exists a canonical sequence of morphisms of normal cones
S

(o) -** C -** C *+* C (o)
Y ^ Y,Y X ^ Y,Y X,Y

which is "exact" in the sense that is a quotient of C by a naturalX,Y X g ï , ï

action of C . if Y is smooth over the base S. Hence, in that case, CY x, Y ,Y ^ 3 1

is flat over Y if and only if C ^Ls, and then the fiber of this last space
X ^  X , ï

above a point of Y is nothing but the tangent cone at this point to the fiber

of X/S. The geometric meaning is that the various tangent cones to the fibers

of X/S at points of Y glue up into a nice flat family parametered by Y if and

only if C is flat over Y.
X,Y

This "exact sequence of normal cones" gives rise locally to a split sequence 

of graded Algebras, looking only at the terms of degree i, we must get an 

exact sequence of modules and this is nothing but the well-known sequence

° * \ , Y  ' **"'x/S *"'ï/S * °*
The main result enables us to give , for a notion of relative normal flatness 

which we introduce in §3, a numerical criterion similar to Bennett's in[jQ, 

and to prove the existence of a relative Samuel stratification, i.e. a 
partition of X into subschemas (or subspaces) such that two joints belong 

to the same subscheme (or subspace) if and only if the Samuel function of the 

fibers of X/S through these points are equal. (See §4)
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N o ta t io n s :
T h ro u g h o u t t h i s  paper we w o rk  e i t h e r  i n  th e  c a te g o ry  o f  schemes 
o r  i n  th e  c a te g o ry  o f  a n a ly t ic  spaces d e f in e d  o v e r a v a lu e d , 
c o m p le te , non d is c r e te ,  a lg e b r a ic a l ly  c lo s e d  f i e l d .  By scheme, 
we mean a non n e c e s s a r i ly  se p a ra te d  one .
I f  X  i s  a scheme ( re p p , a n a ly t ic  sp a c e ), we n o te  6% ^he
s t r u c t u r a l  s h e a f o f  r in g s  on X .  I f  x  i s  a p p o in t i n  X ,  ^
( re s p .  ( re s p .  x ( x ) )  i s  th e  lo c a l  r in g  o f  X  a t  x  ( r e s p .  i t s
m ax im a l id e a l )  ( re s p .  i t s  re s id u e  f i e l d ) .
L e t  3 be an ^ -m o d u le ,  3^ i s  th e  s t a l k  o f  3 a t  x ,
3 ( x )  = 3 8  x ( x )  i s  th e  f ib e r  o f  3 a t  x .

X $X ,x
§ 0 . Sm ooth m orphism s and re g u la r  im m e rs io n s :

We r e c a l l  h e re  some b a s ic  p r o p e r t ie s  we s h a l l  use  i n  th e  l a t e r  
s e c t io n s .  F o r  m ore d e t a i l s  (maybe n o t  s t r i c t l y  n e c e ss a ry  at. 
th e  f i r s t  re a d in g )  one may r e f e r  t o  [4 ]  exposé 2 o r  [ 5 ] Ch. IV ,
§16 and 17 , Ch. 0 ,  §15 and 19 , and [2 ]  exposé 13.
From  now on th e  to p o lo g ic a l  s t r u c tu r e  on a n o e th e r ia n  lo c a l  r in g  0 
w i l l  a lw a y s  be t h a t  d e f in e d  by i t s  m ax im a l id e a l  and c o m p le tio n  
w i l l  mean w i t h  re s p e c t t o  t h i s  to p o lo g y .

( o . l )  L e t  us r e c a l l  A b e in g  a to p o lo g ic a l  r i n g ,  B ,A ' to p o lo g ic a l 
A -a lg e b ra s ,  i f  B i s  fo r m a l ly  sm ooth o v e r  A , B ^  A ' i s  fo r m a l ly



sm ooth o v e r  A ' .  ( i n  p a r t i c u la r ,  i f  P i s  a p rim e  id e a l  i n  A , A
th e  lo c a l iz a t io n  o f  A a t  B  ̂ B 8  A i s  f o r m a l ly  sm oothP A P
o v e r A .

(Ô .2 ) ;  I f  B i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r A , C f o r m a l ly  smooth o ve r B ,
C v ie w e d  as an A - to p o lo g ic a l a lg e b ra  i s  smooth o v e r A ,

( 0 , 3 ) B i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r A , i f  and o n ly  i f  i s  f o r m a l ly  
sm ooth o v e r A .

( 0 . 4 )  I f  A - —  ̂B i s  a lo c a l  m orphism  o f  n o e th e r ia n  lo c a l  r in g s ,  
m ( re s p .  K) th e  m ax im a l id e a l  ( re s p .  re s id u e  f i e l d )  o f  A ,
R i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r  A i f  and o n ly  i f  B i s  A - f l a t  and
B/mB = B <3 K i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r K ( [ 5 ) *  0 .1 9 .7 * 1 ) .

residue f i e 1 ^
( 0 . 5 ) I f  A i s  a lo c a l  n o e th e r ia n  k -a lg e b ra  w here  k  i s  a f i e l d ,  K i t s *

i f  K i s  an e x te n s io n  o f  f i n i t e  ty p e  o f  k ,  A i s  f o r m a l ly  sm ooth
o v e r k  i f  and o n ly  i f  A i s  g e o m e t r ic a l ly  r e g u la r  ( i . e . ,  f o r
e v e ry  f i n i t e  e x te n s io n  k '  o f  k ,  th e  s e m i- lo c a l r in g  A a  k '  i sk
r e g u la r ) .

( 0 .6 )  A ssu m p tio n s  as i n  ( 0 . 5 ) .  M oreove r assume k  = K. Then A i s
<*<f o r m a l ly  sm ooth o v e r k  i f  and o n ly  i f  A i s  k - is o m o rp h ic  w i t h  

some r in g  o f  power s e r ie s  k [ [ T ^ , * * ' , T ^ j ]  ( [ 5 ] ,  0 . 1 9 . 6 . 4 ) .
( 0 . 7 ) From ( 0 .4 )  and ( 0 . 6) ,  one may e a s i ly  deduce t h a t  i f  A — B

i s  a lo c a l  m orphism  o f  n o e th e r ia n  lo c a l  r in g s  r e s id u a l l y  t r i v i a l ,
formally

B is  "sm ooth o v e r A i f  and o n ly  i f  B i s  A - is o m o rp h ic  w i t h  some 
r in g  o f  power s e r ie s  A [ [ T ^ , . . . , T ^ ] ] ( [ 5] ,  0 . 1 9 . 7 . 1 . 5 ) .
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( 0 .8 )  L e t  k  be a f i e l d ,  K an e x te n s io n  o f  k .  K i s  fo r m a l ly  smooth
o v e r k  i f  and o n ly  i f  K i s  a s e p a ra b le  e x te n s io n  o f  k  ( [ 5 1 ,0 .1 9 .6 .1 )

( 0 .9 )  L e t  S be a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme ( re s p .  a n a ly t ic  sp a c e ), 
f :  X  —— a m orphism  o f  schemes lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  
( re s p .  o f  a n a ly t ic  s p a c e s ). L e t  x  be a p o in t  i n  X ,  s *  f ( x ) .
The f o l lo w in g  c o n d it io n s  a re  e q u iv a le n t :

1 ) f  i s  sm ooth a t  x .
2 ) & i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r &X s , s
3 ) f  i s  f l a t  a t  x  and th e  c a n o n ic a l m orphism  

f^ :  X^ *: f " ^ ( s )   > Spec k ( s )  i s  sm ooth a t  x .
4 ) f  i s  f l a t  a t  x  and & ^ i s  g e o m e t r ic a l ly  r e g u la r .

s' *
I f  x ( x )  *= x ( s )  ( a u to m a t ic a l ly  s a t i s f i e d  i n  th e  a n a ly t ic  c a s e ) , 
th e n  th e  c o n d it io n s  l )  t o  4 ) a re  a ls o  e q u iv a le n t  t o  th e  
fo l lo w in g  one .

5 ) i s  6 is o m o rp h ic  t o  erne r in g  o f  power s e r ie sX  ̂X s  ̂s

( o . l o )  A sm ooth m orphism  re m a in s  sm ooth a f t e r  base e x te n s io n .

( o . l l )  The c o m p o s it io n  o f  smooth m orphism s i s  a sm ooth m orph ism .

(0 .1 2 )  A ssu m p tio n s  as i n  ( 0 . 9) .  I f  f  i s  smooth a t  x ,  ^ i s  a
reduced  r in g  i f  and o n ly  i f  <& i s  red uced .s  ̂s

( 0 . 13) A ssu m p tio n s  as i n  ( 0 . 9) .  The s e t  o f  p o in ts  w here  f  i s
sm ooth i s  open i n  X  ( perhaps empty).
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(0 .1 4 )  L e t  k  he a f i e l d ,  X an a lg e b ra ic  schema o v e r k .  Assume X 
i s  in t e g r a l .  X  i s  sm ooth o v e r k  a t  i t s  g e n e r ic  p o in t  i f  and 
o n ly  i f  i t s  f u n c t io n  f i e l d  i s  a se p a ra b le  e x te n s io n  o f  k .
L e t  us  now come t o  r e g u la r  im m e rs io n s :

( 0 . I 5) L e t  i :  Y  -----3>X be an im m ers ion  o f  n o e th e r ia n  lo c a l  schemes
( re s p .  germs o f  a n a ly t ic  sp a c e s ). L e t  y  be th e  c lo s e d  p o in t  

o fY _ ire s p .th e  p ic k e d  p o in t  on th e  germ Y ) ,  th e  f o l lo w in g  c o n d it io n s  
a re  e q u iv a le n t :

i s  a r e g u la r  im m e rs io n .

( 0 , l 6 )  A ssu m p tio n s  as i n  ( 0 . 15) .  L e t  S be a n o e th e r ia n  lo c a l  
scheme ( re s p .  germ o f  a n a ly t ic  sp a c e ), s i t s  c lo s e d  p o in t  
( r e s p .  p ic k e d  p o in t ) .  Assume t h a t  X and Y a re  S-schem es 
( re s p .  a n a ly t ic  spaced, i  i s  an S - im m e rs io n  and Y i s  f l a t  
o v e r  S . The c o n d it io n  1) t o  4 ) a re  e q u iv a le n t  t o  th e  f o l lo w in g  
one :

l )  i  i s  a r e g u la r  im m e rs io n .
2 ) I  s* K er &  i s  g e n e ra te d  b y a r e g u la ry  X ,y  Y ,y

sequence o f  e le m e n ts  f o r  &x,y

4) L e t  X -  Spec $ , Y  -  Spec $ i :  Y  — > X^ F Y I ; Y
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5) X i s  f l a t  o v e r S and i  : Y  — X w heres s s
Yg ( re s p .  Xg) th e  f ib e r  o f  Y  ( re s p .  X ) o v e r s i s  a
r e g u la r  im m e rs io n .

(0 .1 7 )  A ssu m p tio n s  as i n  ( 0 .1 6 ) .  Assume t h a t  Y and X a re  sm ooth 
o v e r S . Then i  i s  a re g u la r  im m e rs io n .

( 0 . l 8 )  A ssum p tions  as i n  ( 0 .1 7 ) .  I f  th e  r e s id u a l  e x te n s io n
Ax ( s )  — > x ( x )  i s  t r i v i a l  th e n  th e r e  e x i s t  § - - is o m o rp h is m s

' r  ^ X , y — '2 = ^ . y "

such t h a t  th e  d iag ram  (o f  g - a lg e b r a s ) 1

A A
& —  --  .V 0X , y  Y ,y

€.1
NT(M ^

w here  (M i s  th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n ^ is  c o m m u ta tive .

( o . l 9 )  L e t  i :  Y — ^ X  be an im m e rs io n  o f  schemes ( re s p .  a n a ly t ic  
s p a c e s ), i  i s  a r e g u la r  im m e rs io n  a t  y  6 Y i f  th e  im m e rs io n  i^  
in d u c e d  on th e  lo c a l  schemes ( re s p .  germs o f  a n a ly t ic  space) 
a t  y  i s  a r e g u la r  im m e rs io n , i  i s  a r e g u la r  im m e rs io n  i f  i t  
i s  a t  e v e ry  p o in t  y  € Y .
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(0 .2 0 )  I f  i  i s  a re g u la r  im m e rs io n  a t  y ,  th e re  e x is t s  an open
ne ig hb o rhood  U o f  y  i n  X such t h a t  i j u  fi Y : U fi Y   > U i s  a
r e g u la r  im m e rs io n .

(0 .2 1 )  i :  Y  — > X i s  a r e g u la r  c lo s e d  im m e rs io n  i f  and o n ly  i f :
2    . ______I  b e in g  th e  id e a l  d e f in in g  Y i n  X ,  I  / I  i s  afTocally fre e _________

  2A  -M o d u le  and th e  c a n o n ic a l m orphism  Sym ,̂ [ i / l  ] —  ̂ g r  ^Y ------ -
as an is o m o rp h ism .

(0 .2 2 )  L e t  f  : X —  ̂ S be a m orphism  o f  schemes .lo c a lly  of* f i n i t e  
ty p e  ( re s p .  o f  a n a ly t ic  sp a c e s ). Assume the scherne S is lo c a lly  *

"  'n o e th e r ia n r  L e t  i :  Y   > X  be an S - im m e rs io n . L e t  y  be a p o in t
i n  Y . I f  X i s  sm ooth o v e r S a t  i ( y )  and Y sm ooth o v e r S a t  y ,  
i  i s  a re g u la r  im m e rs io n  a t  y .

(0 .2 3 )  L e t  f  : X  — 3> S as i n  ( 0 .2 2 ) .  L e t  A^: x -----> X x X be
th e  d ia g o n a l im m e rs io n . I f  f  i s  sm ooth a t  x ,  A  ̂ i s  a r e g u la r  
im m e rs io n  a t  x .  (A p p ly  0 .2 2  + 0 .1 0  + 0 .1 1 ) .

(0 .2 4 )  C o n v e rs e ly  i f  A  ̂i s  a r e g u la r  im m e rs io n  a t  x  and f  i s  f l a t
a t  x ,  f  i s  sm ooth a t  x .
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ë l .  Some fu n c to r ia l p ro p e r t ie s  o f  P^yg* gr^X and a n ic e  com m uta tive  
d ia g ra m :

We r e c a l l  h e re  some d e f in i t io n s  and p r o p e r t ie s  o f  th e  d i f f e r e n t i a l  
in v a r ia n t s  used i n  th e  c a te g o r ie s  o f  schemes and a n a ly t ic  spaces. 
The re a d e r i s  r e fe r r e d  i n  th e  a lg e b ra ic  case t o  [ 5] ;  Chap. I V ,
§ 16, i n  th e  a n a ly t ic  case t o  [ 2 ] ,  exposé n<*. 14 .

( 1 .1 )  L e t  f :  X  ----- *>S be a m orphism  o f  schemes ( re s p .  a n a ly t ic
spaces), A .̂: x -----3>X X X th e  d ia g o n a l im m e rs io n ,
i  *= 1 ,2 :  p . :  X  x X -----3>X th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n s .  T h e re3- S
e x is t s  a p r o je c t iv e  system  o f  ^ - a lg e b r a s  (^x/S^n>0 c a l le d  th e  
system  o f  r e l a t i v e  j e t s  o f  X /S .  (one  c a l l s  i t  a ls o  th e  system  
o f  r e l a t i v e  p r in c ip a l  p a r t s . )
F o r  s im p l ic i t y ,  assume A  ̂ i s  a c lo s e d  im m e rs io n  and l e t  D be 
th e  a s s o c ia te d  C ^ ^ - id e a l.  ) -  L e t

S /s  -  ^ J x / s -

( 1 .2 )  I f  S i s  a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme and f  i s  l o c a l l y  o f  
f i n i t e  ty p e  o r  i f  f  i s  a m orphism  o f  a n a ly t ic  sp aces, n > 0 ,
P^/g i s  a c o h e re n t (^ -m o d u le ._______________ __________________  ____

( f . 3) "Leif f i  Ÿ  > X be an im m e rs ion. L et us define ^ ^ y g (^ )  "



( 1 .4 )  g r ° H ( /g (Y )  = n%> 1 , 9 ^ ^ /g ^ Y )  °  K e r (? ^ g (Y )—^ I^ ÿ g (Y ) j;
n > 0 ^ ^ ^ x /S ^ ^  hRs a c a n o n ic a l s t r u c tu r e  o f  ^ - a lg e b r a  c a l le d
g r  I^ ,^ ( Y ) .  I f  i  -  i<3^, ve  w r i t e  s im p ly  g r 1^/g in s te a d  o f

g r  ? x / s ^ ) '
N o te  t h a t  by d e f i n i t i o n  g r^ ^ /g  -  and b e in g  Û ^ - f ia t^

= ^ ^ x / g ) '
( 1 .5 )  L e t  us r e c a l l  t h a t  th e  n**** i n f i n i t e s i m a l  ne ig hb o rhood  o f  Y 

f o r  i  i s  ( i f  i  i s  a c lo s e d  im m e rs io n  and I  d en o te s  th e  
a s s o c ia te d  ^ - i d e a l )  th e  subschema ( re s p .  a n a ly t ic  su b sp a c e )o f X 
d e f in e d  by I

( 1 .6 )  F i n a l l y ,  l e t  us d eno te  b y  gr^X th e  graded ^ - a lg e b r a  
a s s o c ia te d  w i t h  i .  A g a in  i f  i  i s  c lo s e d , gr^X i s

A At v R / r a+1g r  ^  ^  a  I /I A X n>0
( 1 .7 )  ï f  S i s  a lo c a l l y  n o e th e r ia n  scheme and f  i s  l o c a l l y  o f  

f i n i t e  ty p e ,  o r  i f  f  i s  a m orphism  o f  a n a ly t ic  spaces, gr^X 
i s  an ^ - a lg e b r a  f i n i t e  p r e s e n ta t io n .

( 1 .8 )  I f  i s  Spec gr^X ( re s p .  Specan g ty X )  th e  c a n o n ic a l
m orphism  C   ̂Y  i s  th e  n o rm a l cone o f  X a lo n g  Y .

X , Y

G iv e n  a c o m m u ta tive  d iag ram

/
Is

y    ..)> g '

w here  i  and i ' a re  im m e rs io n s , one g e ts  c a n o n ic a l maps:

^ Z'-
h
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(1.9)

( 1. 10) k * ( g r  l^ /g ( Y ) )   > g r  ^ y g . ( Y ' )

( 1. 11) ^*(gryX) -----5* gry.X'

( 1 .1 2 )  I f  th e  d iag ram  on th e  r i g h t  hand s id e  i s  c a r te s ia n ,  th e n
( 1 .9 )  i s  an iso m o rp h ism .

(1 .1 3 )  I f  h i s  f l a t  and th e  d iag ram  on th e  l e f t  hand s id e  i s  
c a r te s ia n ,  th e n  ( l . i o )  i s  an  is o m o rp h ism .

(1 .1 4 )  L e t  y  be a p o in t  i n  Y , s i t s  image in  S , X^ ,Y^ ,S^  th e  
lo c a l  s c h e m e ,(re s p . germ o f  a n a ly t ic  space) o f  X  a t  x ,  Y  a t  x ,  
S a t  s .  The s t a l k  o f  I^ / g ( Y ) ,  g r  I^ /g ( Y ) ,  g r^X  a t  y  i s

S - a n a ly t ic  s p a c e s ), we g e t c a n o n ic a l ly  im m e rs io n s  o f  S-schem es 
( r e s p .  S - a n a ly t ic  spaces)

(1 .1 5 )  G iv e n  an im m e rs io n  i :  Y   ^ X  o f  S-schem es ( re s p .

6 ( i ) :  Y 6 ' ( i  ) : Y  x Y  -------> X  x Y  such t h a ts SS

X x Y S

and n o rm a l cones
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( l . l 6 )  L e t  us n o te  t h a t ,  i f  X and S a re  Spec o f  com p le te  n o e th e r ia n  
lo c a l  r in g s  and i f  th e  a s s o c ia te d  r e s id u a l  e x te n s io n  i s  t r i v i a l ,  
YgY, XgX, XgY a re  lo c a l  schemes. D enote  by YgY, X^X, XgY th e  
Spec o f  th e  c o m p le tio n  o f  t h e i r  re s p e c t iv e  lo c a l  r in g s ,
o b ta in  com m uta tive  d iag ram s

X YXY

Id Y
XgX Y ------- —* X g Y  — -^X^Y

T h e  c a n o n ic a l m orphism s gr^X^Y  ^ g r ^ X g Y  and gr^Y^Y  ^gr^Y^Y
^ ^ i^na re  is o m o rp h ism s . I f  D i s  th e  id e a l d e f in in g  X  in  X^X, i s

n+1c a n o n ic a l ly  is o m o rp h ia  t o  p ^ ( & ^ ^ / l )  " ) .

( l . l ? )  L e t  us  c o n s id e r  th e  fo l lo w in g  com m uta tive  d iag ram  o f  graded
§ y -a lg e b ra s :

giyX -

Id  
grjx -

a -3> gryXgY 

1

a '

^ g r ^ Y g Y

^  9r Px/g(Y)' g r  p,Y /S
w here  a and P a r is e  fro m  th e  f u n c t o r i a l i t y  p ro p e r ty  ( l . l l )  and
th e  c o m m u ta tive  d iag ra m : 

6 ' ( i )Y^Y X^Y ^  X
' 6 ( ld ) 6 ( i )

Id Id ^ Y



' h<3re P' a r is e s  from  th e  f u n c t o r i a l i t y  p ro p e r ty  (1 .1 0 )  and th e  
com m u ta tive  d iag ram

12

Y X

Id

w here  th e  homogeneous component o f  degree n o f
a re  ind uced  r e s p e c t iv e ly  b y :

-n
S:/s = &

n
X /S

th e  § - l i n e a r  map o b ta in e d  fro m  th e  a c t io n  o f  & on S ---

"y "s-

= ^   > 3 ( i ) , ( ^ ( Y ) )

Y^Y

N o te  t h a t  M** = A ^ (ld  Y ) .

Lemma ( 1 . 1 8 ) . The ^ - a lg e b r a  ^ ( Y ) i s  c a n o n ic a l ly  O ^ -isom orp h ic
t o  th e  s t r u c t u r a l  s h e a f o f  n ^  i n f i n i t e s i m a l  n e ig hb o rhood  o f  Y
f o r  th e  im m e rs io n  6 ( i ) , 0^. [n ]  endowed w i t h  th e  s t r u c tu r e  o f

^ 6 (1 ) ________________________________________________
^ - a lg e b r a  fro m  th e  p r o je c t io n  XgY on Y . _______________ .
From**the com m utative d iagram :

->s
f*i

X^Y Y



and p ro p e r ty  (1 .1 2 )  we g e t *hn isom orp h ism  o f  ^ - a lg e b r a s :

Pl^  ̂ ** ^ ^C^Y/Y *

A p p ly in g  now [ 5] Chap. I V . 1 6 .4 .1 1 ,  re s p .  [ 2 ] ,  w i t h  th e  s e c t io n  
5 ( i ) ,  we have now an iso m o rp h ism  o f  ^ - a lg e b r a :

K i ) * ( P ^ )  ----------

B u t i  "  p ^ o 5 ( i ) ,  so f i n a l l y  th e  isom orp h ism  o f  6 y -a lg e b ra s :

TC/S X /S . -------

Lemma ( 1 . 1 9 ) :  ̂ and L o f  d iag ram  1 .1 7  a re  is o m o rp h ism s .
I t  i s  enough t o  p ro ve  t h a t  1 i s  an iso m o rp h ism . From Lemma ( l . l 8 ) ,  
we g e t  a c a n o n ic a l is o m o rp h ism : g r * * I3 ^ ( Y )  ——  ̂ gr^X^Y. I t  i s  
easy  t o  see t h a t  i t  i s  r e c ip r o c a l o f  1.

Remark ( 1 . 2 0 ) : I f  S i s  a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme and f  i s
l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e ,  o r  f  i s  a m orphism  o f  a n a ly t ic  space, 
g r  I^ /g fY )  **-s an ^ - a lg e b r a  o f  f i n i t e  p re s e n ta t io n .
Im m ed ia te  fro m  ( l . 7) and ( l . 19&.

Remark ( 1 .2 1  ) : I f  f :  Y  > S i s  sm ooth o v e r S a t  x ,  th e  s t a lk  a t
x  o f  0 ^ / i s  an § -m odu le  l o c a l l y  f r e e  and i t s  sym m etric  Y/s Y ,y
a lg e b ra  i s  c a n o n ic a l ly  is o m o rp h ic  t o  th e  s t a l k  a t  x  o f  g r 1 ^ .^ . 
Im m ed ia te  fro m  (1 .1 9 )  and ( 0 . 23) ,  ( 0 .2 1 ) .

13
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§ 2 . The ke y  e x a c t sequence o f  cones :

G iv e n  Y a scheme ( re s p .  a n a ly t ic  sp a c e ), we say t h a t  C i s  a 
Y -cone  i f  C i s  Y - is o m o rp h ic  t o  th e  Spec ( re s p .  Specan) o f  an 
( ^ - p o s i t i v e ly  g rad ed , augmented a lg e b ra  o f  f i n i t e  p re s e n ta t io n  
g e n e ra te d  b y i t s  degree 1 e le m e n ts . I t  i s  e q u iv a le n t  t o  s a y in g  
t h a t  th e re  e x is t s  on C an a c t io n  o f  th e  m u l t ip l ic a t i v e  g roup  
G ind uced  by a Y -im m e rs io n  o f  C i n  a l o c a l l y  t r i v i a l  Y - v e c to r  
b u n d le . We n o te  (o) = Spec <&y ( re s p .  Specan $ y ) .
Remark t h a t  we have c a n o n ic a l Y -m o rp h ism s , p : C -----> (o),
v :  (o) ---> C. p i s  th e  s t r u c t u r a l  m orph ism , v  i s  th e  v e r te x .

D e f in i t i o n  ( 2 .1 )  : L e t  (o) — > C ' C -2-5>C" ------ 5( 0 ) be a
sequence o f  Y -m orph ism s o f  Y -c o n e s . We say t h a t  i t  i s  e x a c t 
i f  th e re  e x is t s  a c o v e r in g  o f  Y  b y open s e ts  such t h a t
i f  = C^Y^, = C.y^i th e r e  e x is t s  a c o m m uta tive
d iag ram  o f  Y ^ -cones

c. — ---- > V
AId

( o )  -------> C-  > (o )

w h e re :
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i )  th e  v e r t i c a l  a rro w s  a re  c lo s e d  im m e rs io n s  
i i )  th e  upper h o r iz o n t a l  sequence i s  an e x a c t and

s p l i t  : sequence o f  t r i v i a l  v e c to r  b u n d le s  ( i . e . ,  S p e c (re s p .
Specan) o f  th e  sym m etric  a lg e b ra  o f  a f r e e  & -m o d u le )

i i i )  th e  a c t io n  o f  b y  t r a n s la t io n  on in d u c e s  an 
a c t io n  on and P  ̂ in d u c e s  a Y ^ -iso m o rp h ism  o f  C ^ /a^ (c^ ) on .

We le a v e  t o  th e  re a d e r as  an e x e rc is e  t o  check t h a t  i i i )
may be changed t o :

iii') C. = v. x c'.'
i i V* iio r

i i i " )  A s p l i t t i n g  o f  th e  upper e x a c t sequence in d u c e s
< 'a l e f t  in v e r s e  o f  a ^ , so t h a t  th e  ind uced  m orphism  ^

i s  a Y ^ -iso m o rp h is m .

Remark ( 2 . 2 ) : N o te  t h a t  i f  (o)  >C' - - - >C >C" --->(o) i s
e x a c t ,  a i s  an im m e rs io n  and P i s  s u r je c t iv e .

Theorem  ( 2 . 3 ) : L e t  X be an S -schem e, i :  Y  — > X  an S - im m e rs io n .
Assume:

1) X and S a re  lo c a l  schem es, Spec o f  n o e th e r ia n  com p le te  
lo c a l  r in g s

2 ) x  ( r e s p .  s ) b e in g  th e  c lo s e d  p o in ts  o f  X ( re s p .  S ) ,  th e  
r e s id u a l  e x te n s io n  x ( s )  — — > x ( x )  i s  t r i v i a l

3 )  Y  i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r S a t  x .
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Thun th e  c a n o n ic a l sequence^:

(O )  ^ C y g Y , Y  ^ ^ X ^ Y , Y  ^ ^ X , Y  ^

i s  an e x a c t sequence o f  Y -c o n e s .

P r o o f : L e t  O ( re s p .  A ) ( r e s p .  S ) be th e  lo c a l  r in g  o f  X ( re s p .  Y )
a t  3̂  ( re s p .  s )  a t  s .  L e t  M be th e  m ax im a l id e a l  o f  0 and choose
T = (^ 1' * * * ' ^ )  t o  be a system  o f  g e n e ra to rs  o f  M. L e t
W: S [ [ t ] ]  — >0 be th e  S -m o rp h ism , such t h a t  1 < i  < n*
') '(t^ ) "  T^.  ̂ i s  s u r je c t iv e .  From  2 ) i t  f o l lo w s  t h a t  0 *= S+M.
Take  f  € o. Thus th e re  e x is t s  f  € s, h . € o, such t h a t :o r  -

f  + o i*= l
Now, a p p ly in g  t o  each h^ th e  same p ro c e s s , and so o n , we get fo r
a  = ( a . , * * * , a  ) ,  f  € S , such t h a t :  f  = Y  f  mod ̂ 1 '   ̂ n^^ a  '  ,Z., aa : a <n

a ^1w here  [a ] = a .  + * * * + a , T <= T . . .  T **, ' ' 1 n 1
0 b e in g  c o m p le te  f  =* ^   ̂ b e in g  c o n t in u o u s

a
f  = ^ (^  ^ t " ) .  L e t  R = S [ [ t ] ] ,  Z *  Spec S [ [ t ] ] ;  th e n ,  we have 

a
an S - im m e rs io n  o f . X  i n  Z f o r m a l ly  sm ooth o v e r  S a t  x .
From  [ 5 ] ( 0 .1 9 .6 .4  and 0 . 1 9 .7 * 1 ) ;  th e  S -a lg e b ra  A i s  S - is o m o rp h ic  
t o  a r in g  o f  fo rm a l power s e r ie s  o v e r  S , S [ [ y ] ] .  Hence, we have 
a s u r je c t iv e  S -m orp h ism  W: S [ [ t ] ]  — S [ [ y ]  ] .  We can f in d
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( c f .  0 . 18) an S -iso m o rp h ism V ^ : S [ [ y , z ] ]  — > S [ [ t ] ]  such t h a t

^l(y) y, ^^(z) = O .

S o , up t o  S - is o m o rp h is m s , th e  S - im m e rs io n  o f  Y i n  Z c o rre sp o n d s
t o  th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n  S [ ( y , z ] ]   > S [ [ y ] ] .
By f u n c t o r i a l i t y ,  we g e t  a com m u ta tive  d iag ram  ( o f  Y -c o n e s )

(o) 'Y^Y,Y

Id

-5> CZ^Y,Y

(I)
Z ,Y
4

(o)

(O) "Y g Y ,Y  "  X^ Y ,Y  X ,Y

c o rre s p o n d in g  t o  th e  f o l lo w in g  one ( o f  A -a lg e b ra s )

*  (o)

gryZ ^ g r ^ Y g Y

C o n d it io n  i )  app ears  t o  be t r i v i a l l y  s a t i s f i e d .
Look  now a t  c o n d it io n  i i ) .  As a lre a d y  ob se rved  i n  § 1 , one does 
n o t  change th e  n o rm a l cones by r e p la c in g  th e  u s u a l te n s o r  
p ro d u c t b y th e  com p le ted  o n e . F o r  s im p l ic i t y ,  c a l l  x  th e  c lo s e d  
p o in t  o f  Z ,  Y^Y, X^Y, Z^Y; we have  a c o m m u ta tive  d iag ram  o f  
S -a lg e b ra s :
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aZ,x a *^  Z g Y ,x -3>a..AYgY,x

4̂V <p
S [ [ y , y ' ] ]

w here v e r t i c a l  a rro w s  a re  S - is o m o rp h is m s , v ^ (y )  = Y* <P- (̂z) 
Vgty) = y, V g tz )  = 0 ,  cp^(y') = Y '*  So th e  id e a l  o f  O g ^ x  
( re s p .  ^yxy d e f in in g  Y i n  ZgY ( re s p .  YgY) appears t o  be 
g e n e ra te d  by ( z , y - y ' )  ( r e s p .  ( y - y ' ) ) .  C o n s id e r now th e  
com m uta tive  d iag ram  ( o f  S -a lg e b ra s )

S [ [ y , z , y ' ] ] <Pr
^  S [ ( y , y ' ] ]

S [ [ y , z , y " ] ] -3>s[[y,y"]]

w here  o (y )  .  y ,  o (z )  = z ,  o ( y ' )  = y - y " ,  ^ ( y )  = Y* ° o ( y ' )  = Y -Y "

Vgty) = y, Vg(z) = o, Pg(Y") = Y"

o and a re  S -iso m o rp h is m s  and o ( y - y ' )  = y " .
Now we can id e n t i f y  gr^Z ( re s p .  g ry Z g Y )( re s p . g ry  YgY) w i t h  
g r ( g ) S [ [ y , z ] ] ,  ( re s p .  g r ^ ^ y „ ) S [ [ y , z , y " ] ] ) , ( r e s p .  g r ^ y . ,^ S [ [ y , y " ] ) ) ,  
a w i t h  g r(c*<p^), P w i t h  g r (q ^ ) .  F i n a l l y ,  b y  l e t t i n g :
Z = c l  z mod (z )^  o r  mod ( z , y " ) ^ ,  Y "  ** c l  y "  mod ( y " ) ^  o r  ( z , y " ) ^
(a s  no c o n fu s io n  may p o s s ib ly  h a p p e n ), i t  t u r n s  o u t  t h a t :



a : S [ [ y ]  ] [ z ]  —— > S [ [ y ]  ] [Z ,"Y " ] i s  s im p ly  th e  c a n o n ic a l in je c t io n ,
P*: S [ [ y ] ] [ Z , Y " ]  — — > S [ [ y ] ] [ Y " ]  i s  s im p ly  th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n ,  
so t h a t  i i )  h o ld s  c le a r l y .
We s h a l l  p ro v e  now t h a t  i i i ' ) i s  s a t i s f i e d ,  i . e . ,  t h a t :
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'    > xy

i s  a c o c a r te s ia n  d iag ram  ( i n  A -a lg e b ra s ). The vertical a rro w s  
b e in g  s u r je c t iv e ,  t h i s  am ounts t o  s a y in g  t h a t  th e  id e a l  g e n e ra te d
i n  g r  ZXY b y  th e  image o f  th e  k e r n e l o f  th e  l e f t  hand s id eje S
a rro w  i s  th e  k e r n e l o f  th e  r i g h t  hand s id e  a r ro w .
R e c a l l  now ( [ 7 )  I I . 2 . Lemma 5) t h a t ,  B b e in g  a n o e th e r ia n  r i n g ,
I ,  J  id e a ls  i n  B , b y d e f i n i t i o n ,  th e  sequence 0 — 5> in ^ . ( B , l)
—"*> 9X jB  ——^ g r^ J B / l----------  ̂ O i s  e x a c t .  I f ,  f o r  f  <= B , f  ^ O,
we n o te  v  ( f ) -  (sup  n :  f  € j^ )  and i n  f  = c l  f  modu u
i t  i s  e a s i ly  seen t h a t  i n - ( B , l )  i s  g e n e ra te d  b y  a l l  i n  f  w i t h  
f  € f  ^ o .
I f  I  i s  th e  id e a l  i n  S [ [ y , z ] ] d e f in in g  X i n  Z , th e  id e a l  K 
g e n e ra te d  b y  qp^(l) i n  S( [ y , z , y  ' ] ] i s  t h a t  d e f in in g  XgY i n  
Z^Y.

S o , a f t e r  t r a n s fo r m a t io n  b y  o as ab ove , w h a t we have t o  check 
i s  t h a t :



2 0

i n ( 2̂ y " ) ( S [ [ y , z , y " ] ] ,  o (K ))  i s  g e n e ra te d  i n

g r ^ y „ ) S [ [ y , z , y " ] ]  id e n t i f i e d  w i t h  S [ [ y ] ] [ Z , Y " ]  by
"(in(g.)(s[[y^z]],l)).

Take an e le m e n t g i n  o (n )   ̂ 0 .  T h e re  e x is t s  f^  € I ,
 ̂ S [ [ y , z , y " ] ]  such t h a t :

m
9 -  ^Qi(y^z,y")f^(y,z).

i = l
w i t hi

^  "  ) 0. f-)) ..A. ia i ^i=l

R, ^ ( y " ) - \

y-)(g) -  ^ " ( z , y " ) < ^  <

L e t  g = ) Q . f . ; g  € l  and v , . (g  ) > v - ] a ) ;  i f  n o t ,  l e t  a .A . ia  i *  ( z )  ^1=1 \ /

^ *  ^ S f l . l< ^  ' * ( z ) ( s . )  + and O -  Y  Y " " c l  g^ m a 3 (z ,y "f*^^  a : la ) < v
B u t ,  c l  g m o d (z ,y " )^ * * ^ ^ ^  i s  i n  S [ [ y ] ] [ z ] ,  so i t  v a n is h e s  and fo r
a :  ]a) < v ,  g^ € ( z ) ^ * * \  S o , f i n a l l y ,

^"(z,y")^) * Ï  , <"°d(a,y")''"^^^'). ̂  ̂ a : ja ] < v
So th e r e  e x is t s  some a  such t h a t  g^  ̂ and
r e s t r i c t i n g  ^  o n ly  t o  th o s e  a :

*"(z,y")<9) * .



2 1

Remark ( 2 . 4 ) . I n  f a c t ,  we p roved  t h a t  f o r  e v e ry  S - im m e rs io n  o f  X 
i n  Z , a lo c a l  scheme, Spec o f  a n o e th e r ia n  com p le te  lo c a l  r i n g ,
fo r m a l ly  sm ooth o v e r S

(o) - - > Cygy Y *— * > ^ y , Y  *^^Z,Y

i s  an e x a c t sequence o f  t r i v i a l  v e c to r  b u n d le s  and d iag ram  ( l )  
i s  c a r te s ia n .

C o r o l la r y  ( 2 . 5) : L e t  f : X  -—  ̂ S be a m orphism  o f  a n a ly t ic  spaces
(o v e r  a c o m p le te , v a lu e d , non d is c r e te ,  a lg e b r a ic a l ly  c lo s e d  
f i e l d  k ) , i :  Y  — X an S - im m e rs io n , x  a p o in t  in  Y ,s  i t s  image 
i n  S .

i )  I f  Y  i s  sm ooth o v e r S a t  x ,  th e r e  e x is t s  an open 
n e ig h b o rho o d  U  ( re s p .  V ) o f  x  ( re s p .  s ) i n  X ( re s p .  S ) such 
t k a t f ( u )  = V and t h a t ,  l e t t i n g  ( re s p .  Y ^ ) ( re s p .  S^) t o  be th e  
r e s t r i c t i o n  o f  X ( re s p .  Y ) ( r e s p .  S ) on U ( re s p .  U f) Y ) ( re s p .  v ) ,  
th e  c a n o n ic a l sequence o f  Y ^ -cones :

(O) -  > C y  ,Y  ^^X X Y  ,Y  * ,Y  > (o )os o o os o o o '  oo o
i s  e x a c t .

i i )  I f  Y i s  sm ooth o v e r S , th e n

(O) — > — > ^x^Y,Y   ̂ ^ X ,Y

i s  e x a c t.
P r o o f :  The e x a c tn e s s  o f  a sequence o f  cones b e in g  o f  lo c a l  n a tu re ,
i i )  i s  an im m ed ia te  consequence o f  i ) .



Now, th in g s  b e in g  lo c a l  a round  x ,  we may assume t h a t  i  i s  a 
c lo s e d  im m e rs io n  and f  i s  a se p a ra te d  m orph ism . L e t  us choose 
an im m e rs io n  o f  an open ne ig hb o rhood  o f  x  i n  X in  an open 
s e t  0 o f  some a f f in e  k -sp a c e  E**. S in c e  Y i s  smooth o v e r S a t  
th e re  e x is t s  an open ne ig hb o rhood  W ( re s p .  V ) o f  x  ( re s p .  s ) on
Y ( re s p .  S ) such t h a t  f (w )  = V , W c  and f  jw : W ---- > V i s  sm ooth .
L e t  U be any open s e t  c o n ta in e d  i n  f "^ * (v )  D U^, whose in t e r s e c t io n  
w i t h  Y i s  W. C le a r ly ,  f ( u )  = V .  Now, b y  s h r in k in g  0 i f  n e c e s s a ry , 
we may a ls o  assume t h a t  th e  im m e rs io n  o f  U i n  0 i s  c lo s e d , so 
t h a t  com b in ing  w i t h  f [u, we g e t a c lo s e d  V - im m e rs io n  
j - :  U — VxO.  L e t  Z = VxO ; f i n a l l y ,  Y -  i s  sm ooth o v e r S ,
i  : Y o o Zp i s  a—$>X- i s  a c lo s e d  S - im m e rs io n  and j  : X — o o **o o
c lo s e d  S ^ -im m e rs io n  i n  an a n a ly t ic  space Z^ sm ooth o v e r
By fu n c to r  i a l i t y , we g e t a com m uta tive  d iag ram  o f  Y ^ -cones :

(0)

(o)

Y^,Y^ -i>C t>CZ ,Y  o  ̂ o
-^(o)

[13

Y^,Y^
o

^ c
o

^>(0) .

C o n d it io n  i )  h o ld s  c le a r l y .
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Yo ( re s p .  Z o ) , ( r e s p .  Y ^ ) ( re s p .  Z x Y^) b e in g  smooth o v e r  S^,
o o

( re s p .  6 ( id  Y ^ ) ) ( r e s p .  5 ( j^ * i^ ) )  i s  a re g u la r  im m e rs io n ,
so t h a t  g r^  Z ( re s p .  g r^  Y^X Y ) ( re s p .  g r^  Z x Y^) i s  a l o c a l l y  

Yo ^ Yg o
f r e e  0 -m od u le  and i t s  sym m e tric  a lg e b ra  i s  c a n o n ic a l ly  

o
is o m o rp h ic  t o  g r Z^ ( re s p .  g r^  Y ^  Y ^ ) ( re s p .  g r^  Z ^  Y^)

o o  ̂ o o
(se e  § 0 ) .  As an e x a c t sequence o f  f r e e  m odule s p l i t s ,  i t  i s  
enough t o  show t h a t  th e  upper h o r iz o n t a l  sequence i s  e x a c t and 
d iag ram  I  i s  c a r te s ia n ,  o r  e q u iv a le n t ly  t h a t :

0 ----> gr^ z.  >gr^ Z ^  Y^  > gr^ Y ^  Y^ ----> (o)o o o o o
i s  e x a c t and d iag ram

9iyo o o

g r y X ^  ---------- > 9 Y y X Y Y .
O O O

i s  c o c a r te s ia n .  To do so , we have t o  p ro v e  th e  same w i t h  th e
ind u c e d  sequence and d iag ram  o f  s t a lk s  a t  e v e ry  p o in t  y  o f  Y^ ,
and §  ,c o m p le tio n  o f  0 w i t h  re s p e c t t o  th e  i i ,  - a d ieY ^ ,y  Y ^ ,y  o^Y
to p o lo g y ,b e in g  a f a i t h f u l l y  f l a t  0 -m o d u le , i t  i s  a c t u a l l yY ^ ,y
enough t o  do i t  a f t e r  t h i s  base e x te n s io n .
B u t ,  g e n e r a l ly  Y  b e in g  an a n a ly t ic  subspace o f  some a n a ly t ic  
space X  and l e t t i n g  Y^ & Spec & y y *  ^y "  y^
X<y '  Spec X y  .  Spec y  ,



and X ^ ,X g  b e in g  S - a n a ly t ic  spaces, x^ ,Xg  p e in ts  o f  X ^ , X^ 
whose image i n  S i s  s

^ 1 ^ 2 , x , x x J =  ^  ^  ^2,x2
a

(where x means t h a t  th e  u s u a l te n s o r  p ro d u c t has been re p la c e d  
by th e  com p le ted  o n e ) . S o , i t  f o l lo w s  im m e d ia te ly  fro m  th e  p ro o f  
o f  C o r o l la r y  ( 2 .3 )  a f t e r  n o t ic in g  t h a t  a l l  r e s id u a l  e x te n s io n s

sm ooth o v e r  S^, Y^ ( re s p .  J  i s  f o r m a l ly  sm ooth o v e r
b e in g  t r i v i a l  i n  a n a ly t ic  g e o m e try , and ( re s p .  Z^) b e in g

f ( re s p .  Z o,y ' o,y
AS - ,  ̂ and th e re  i s  no r e s id u a l  e x te n s io n .O ) fo ( y )

C o r o l la r y  ( 2 . 6 ) : L e t  f :  X  — 5>S be a m orphism  o f  schemes, l o c a l l y  
o f  f i n i t e  ty p e ,  i :  Y — 5* X an S - im m e rs io n , x  a p o in t  o f  X ,  
s i t s  im age i n  S . Assume S i s  l o c a l l y  n o e th e r ia n .

i )  I f  Y i s  sm ooth o v e r S a t  x ,  th e r e  e x is t s  an open 
n e ig h b o rho o d  U ( re s p .  V ) o f  x  ( re s p .  s )  i n  X  ( re s p .  S) such t h a t  
f ( u )  <=< V  and t h a t ,  l e t t i n g  X^ ( re s p .  Y^) ( re s p .  S^) t o  be th e  
r e s t r i c t i o n  o f  X ( re s p .  Y ) ( r e s p .  s )  on U ( r e s p .  U f lY ) ( re s p . V ) ,  
th e  c a n o n ic a l sequence o f  Y ^ -cones :

(0)  =>c  > C v  v — — * C  v ---->(0)o s  o os o '  o o '  oo o
i s  e x a c t .
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i i )  I f  Y i s  smooth o v e r 'S ,  th e n
( 0 ) CY^Y,Y "X^Y,Y -^CX ,Y (o)

i s  e x a c t ,

P r o o f : As ab ove , i i )  f o l lo w s  from  i ) .
I t  i s  enough t o  p rove  i )  und e r th e  fo l lo w in g  a d d i t io n a l  
h y p o th e s is :  X i s  an a f f i n e  scheme, S i s  a n o e th e r ia n  a f f i n e
scheme, f  i s  o f  f i n i t e  ty p e ,  i  i s  a c lo s e d  im m e rs io n , 
f ) Y :  Y - — >S i s  s u r j  e c t iv e  and sm ooth. X b e in g  a f f i n e  and f  
o f  f i n i t e  ty p e ,  th e re  e x is t s  Z smooth o v e r S (one  may choose 
some S [ T ^ , * * * ,T ^ ] )  and a c lo s e d  S - im m e rs io n  j :  X ——>Z. As i n  
C o r o l la r y  ( 2 . 5 ) ,  j ^ i ,  5 ( ld  Y ) ,  ô ( j o i )  a re  r e g u la r  im m e rs io n s  
and i t  i s  enough t o  show t h a t ,  a t  e v e ry  p o in t  y  o f  Y ,  th e  
sequence ( re s p .  d iag ram ) o f  s t a lk s  ind uced  by

^  gr^z r^Yj

( r e s p . gr. gr.

g ^ -> gr. )

i s  e x a c t ( re s p .  c o c a r te s ia n ) .  H e re , we use a t r i c k  t o  k i l l  th e  
n a s ty  r e s id u a l  e x te n s io n  x ( f ( y ) )  — > x ( y )  w h ic h  p o s s ib ly  may 
o c c u r . f j Y :  Y  -— => S i s  sm oo th , so i t  i s  f l a t  and th u s
& and &.S , f ( y )  ^  ^ Y ,y   ̂ ^ Y ^ Y ,6 (ld  Y ) ( y )
f l a t .  (We o b ta in  th e  second a rro w  fro m  th e  f i r s t  one b y  base

a re  f a i t h f u l l y
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change fo llo w e d  b y  lo c a l iz a t io n  at a s u i ta b le  p rim e  id e a l  and one 
knows t h a t  e v e ry  f l a t  m orphism  o f  n o e th e r ia n  lo c a l  r in g s  ia  
f a i t h f u l l y  f l a t ) .  A p p ly  t h i s  base e x te n s io n .  A f t e r  easy 
f u n c t o r ia l  c o m p u ta tio n  ( § l )  we red uce  o u rs e lv e s  t o  p ro ve
th e  same re p la c in g  S ( re s p .  Y ) ( r e s p .  X ) ( r e s p .  Z ) b y  th e  lo c a l  
scheme o f  Y ( re s p .  Y ^ Y )( re s p . X g Y )( re s p . ZgY) a t  
y  ( re s p .  6 ( ld ) ( y ) ) ( r e s p .  6 ( i ) ( y ) ) ( r e s p .  5 ( j * i ) ( y ) ) .  B u t now, 
a l l  th o s e  lo c a l  schemes have th e  same re s id u e  f i e l d  x ( y )  a t  
t h e i r  c lo s e d  p o in t  and sm oothness i s  p re s e rv e d . So t h a t ,  i t  i s ,  
i n  f a c t ,  enough t o  p ro ve  o u r  s ta te m e n t w i t h  S ,Y ,X ,Z  lo c a l
schemes and t r i v i a l  r e s id u a l  e x te n s io n  x ( f ( y ) )  -----> x ( y ) .  B u t
(a s  i n  th e  a n a ly t ic  case ) i f  Y  i s  th e  Spec o f  th e  c o m p le t io n  o f  
th e  lo c a l  r in g  o f  Y  a t  i t s  c lo s e d  p o in t ,  th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n  
Y  — —̂ Y i s  f a i t h f u l l y  f l a t ,  so t h a t  a f t e r  t h i s  base change,and  
u s u a l f u n c t o r ia l  c o m p u ta tio n  (s e e  a g a in  $1) o u r p r o p o s it io n  
becomes an im m ed ia te  consequence o f  Theorem  ( 2 .3 )  an<3 Remark ( 2 .4 )

Remark ( 2 .7 ) : Under th e  h y p o th e s is  o f  Theorem  ( 2 . 3 ) ( re s p .  i )  o f
C o r o l la r y  ( 2 . 5 ) ) ( re s p .  i )  o f  C o r o l la r y  ( 2 . 6 ) )  gr^XgY b e in g  
l o c a l l y  a round  x  on Y  a te n s o r  p ro d u c t o f  gr^X and gr^Y^Y, 
fro m  ( 1. 19 ) ,  we deduce t h a t  g r  ^ / g ( Y )  i s  l o c a l l y  a ro u n d  x  on Y 
a te n s o r  p ro d u c t o f  g r^X and g r  F ^ g  .



Rem ark ( 2 . 8 ) : A ssu m p tio n s  as in  Remark ( 2 . 7 ) *  g r  ^ ( Y ) i s
lo c a l l y  a round  x  on Y a d i r e c t  sum o f  g r^X and gr^P^y^.
B u t by d e f i n i t i o n  gr^X <= N^, ̂  th e  Ç c^ r^ a l_^ * s h e a f o f  th e

1 1 1  1im m e rs io n  i :  Y ——> X ,  g r  °  ^ x /s *  ^  *^/S "  ^Y/S^
3^ b e in g  9 g - f l a t ,  g r^ F^ yg (Y ) = i* (g r^ P ^ y g )  <= i* ( 0 ^ y g ) .  Thus 
we re c o v e r  th e  w e ll-k n o w n  e x a c t sequence o f  J a c o b i- Z a r is k i  
(see  [ 5 ] )

27

1

> Qyyg

C o ro l l a r y  ( 2 . 9 ) ï L e t  X /S  be a scheme l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r  
a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  space) 
and Y  a subschema ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X . A t  any
p o in t  y  € Y such t h a t  Y  i s  sm ooth o v e r  S a t  th e  fo l lo w in g
c o n d it io n s  a re  e q u iv a le n t :

( i )  (E g yg (Y ))y  i s  S y ^ y - f la t

( i i )  (g r I^ yg (Y ))^  i s  R y ^ - f l a t

( i i i )  (g ry X )y  i s  R y ^ - f l a t  .

P r o o f :  The e q u iv a le n c e  o f  ( i )  and ( i i )  does n o t  depend upon
th e  sm oothness o f  Y  o v e r  S a t  y .  Let us re m a rk  a ls o  t h a t  s in c e
we a re  d e a lin g  w i t h  sums o f  & -m o d u le s  o f  f i n i t e  type^ we may
re p la c e  f l a t  b y  f r e e  i n  th e  a s s e r t io n .  Assume (F L / - (Y ) )  _ (3 ,̂ r f reX /S  y * Y , y



i . e .  each (P^./c(Y )) ^  -freS^, n > 0 .  Then the exact sequencesX / S y Y ̂  y

0  — ^ ( g r " P x / g ( Y 9 y ----------- ^  ( P x / s < Y ) ) y — ^  < P x / S < Y " y — *  "

show that (g r^ P -- /- (Y ))  is  *3., - fre e  for a ll  n > 0 , hence a lso  ^  X / S '  y Y ,y  **

(gr - ^ x /S ^ ^ y  * C on verse ly , a ssu m e  that each g ^ ^ ^ x / S ^ ^ y  ^

^  y -fre e . Since ( g ^ ^ ^ x / S ^ ^ y  = ^ X / S  ^ ^ y  = ^Y ,y  ' ^  

exact sequences show by induction on n that each (Pxyg(Y ))y 1̂

d?__ - f r e e , hence a lso  (P -./-(Y )) .Y , y Jt/ a y

The equivalence of (ii) and (iii) com es from  C oro llary  (2. 6)

(re sp . (2. 5)) which te lls  us that we have a  (non-canonical) isom orph ism  

(see  Rem ark (2 .7 ))

< S 'P x / s ( Y " y  - ' ^ Y ^ y  3  ( S ^ Y / S 'y

and s in c e "  Ÿ is  smooth over S , in view of R em ark  1 .2 1 , (gr P y^g)y

is  a  d irect sum  of free  <9 -m odules. But T or com m utes with
" Y ,y

d irec t sum s.

C oro llary (2 . 10): A ssum ptions a s  in T heorem  (2 .3) The following conditions

a re  equivalent:

^ X / S ^  i s \ - R a t  

i i )  ^ P ^ g ( Y )  is  & y-flat

iii) gr^. X is  (Py-flat

It follow s from  Theorem  (2. 3) by the sam e argum ents a s  those u sed  in (2. 9).

2 ^



29

§ 3 . R e la t iv e  norma l  f la t n e s s  and W -norm a l f la tn e s s

D e f in i t i o n  (3 . l) . L e t  x/s be a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r  a 
l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  space) 
and Y a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X . We say t h a t  
^ S  i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y /S  ( o r  t h a t  X i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  
Y o v e r S ) a t  a .p o in t  y  € Y i f  th e  f o l lo w in g  c o n d it io n s  a re  
s a t i s f i e d  :
a )  Y i s  sm ooth o v e r S a t  y
b ) (g r^ X )y  i s  ^ - f l a t ,  i . e . , th e  e q u iv a le n t  c o n d it io n s  o f  

C o r o l la r y  ( 2 .9 )  h o ld  a t  y .

We say t h a t  x/s i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y /S  i f  i t  i s  so a t  e v e ry  
p o in t  y  6 Y .

P r o p o s it io n  ( 3 . 2 ) . I f  X /S  i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y/S^ f o r  any base
e x te n s io n  S '   s e t t in g  X ' = *= Y ^ S \  th e  c a n o n ic a l
map o f  Y '-c o n e s  ( l . l l )

' x - , Y -  -------------------- ^ X , Y ^ '

i s  an  is o m o rp h ism .
P r o o f : We may lo c a l iz e  o u rs e lv e s  a t  y '  € Y ' .  L e t  y  be th e  image

o f  y '  by th e  c a n o n ic a l p r o je c t io n  p : Y ' -----^ Y . S in c e  Y i s
sm ooth o v e r  S at y, and g t^Y  = Oy i s  &y-flat, ^ / g  $y-flat^ 
f o r  a l l  n  > 0 .  Hence th e  fo l lo w in g  sequences :
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0 — > { p * 9 r " ^ / g ( Y ) ) y .   > ( P * ^ / g ( Y ) ) y .  ------ > ( P * l Ç s ( Y ) ) y - —

o  >(p"gt"PY/g)y. -----> (p*^/s)y. ----- ^(P*^Y/S^y-
na re  e x a c t f o r  a i l  n > O. B u t b y  th e  n ic e  b e h a v io u r  o f  u r^ a r 

base e x te n s io n  (8 l)^  th e y  c o in c id e  w i t h  th e  f o l lo w in g :

o — *(9r"Pxyg.(Y-))y, — K f ^ . ( Y - ) ) ^ ,  - ^ ( ^ . ( Y - ) ) ^ ,  - ^ 0

0 ^ (gr Iy < /g ')y t  ^ ^ y '/g '^ y ' ^^^Y'/S'^y'

r e s p e c t iv e ly .  So t h a t  we g e t c a n o n ic a l isom orp h ism s o f  g raded

O y ^ y . -a lg e b ra s :

( 3 . 2 . 1 )  (p * g r  H ^ ( Y ) )  -  (g r  ^ . / g . ( Y ' ) ) y ,

( 3 . 2 . 2 )  (p * g r  ^ )  y. -  (g r  ^ . / g . )  -

B u t on th e  o th e r  hand , fro m  C o r o l la r y  ( 2 .6 )  ( re s p .  ( 2 . 5 ) )  we 
have th e  (non  c a n o n ic a l)  iso m o rp h ism  (se e  re m a rk  ( 2 . 7 ) )

(gr ix/s^))y ** (gryX)y (gr

hence
<P" 9 r  ^ / g ( Y ) ) y .  =  (p 'g ry X )^ .  ^  , (P * S *  H , /g ) y .

i . e .  ̂ b y  ( 3 .2 .1 )  and ( 3 . 2 . 2 ) .

( 3 . 2 . 3 )  ( g r  ! ^ . / s . ( Y - ) ) y ,  -  (P * g ry X )y .  ^  ^ . / g ) y .Y ^y
hence i n  th e  c o m m u ta tive  d iag ram  o f  graded *  , , -a lg e b ra sx ^y



(p * g ry X )y ,   > (g r P ^ . / g ' f Y ' ) ) ^   >(?r P y '/S '^ y '

I H !i

( g ï y , X ' ) y ,  ---------> (g r I x ' / S ' ( Y ' ) y '  ----------->(9r ^ y . /s '^ y '

b o th  l i n e s  re p re s e n t  e x a c t sequences o f  cones. The upper one 
b y  ( 3 . 2 . 3 ) ;  and th e  lo w e r one because b y  base e x te n s io n  Y ' 
re m a in s  sm ooth o v e r S ' a t  y ' ,  ( o . l o )  and C o r o l la r y  ( 2 .6 )
( r e s p .  ( 2. 5) ) .  I t  f o l lo w s  t h a t  th e  v e r t i c a l  a rro w  m ust be an 
is o m o rp h ism .

C o r o l la r y  ( 3 - 3 ) . I f  X  i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y  o v e r S , th e n  a f t e r  
a ny  base e x te n s io n  S ' — —> S . X ' = X g S ' i s  n o rm a lly  f l a t  
a lo n g  Y ' = Y g S ' o v e r S ' .
P r o o f : Y '  re m a in s  sm ooth o v e r S ' ,  and g r y ,X '  i s  a f l a t
O y ,-m o d u le  as th e  in v e r s e  image o f  g ry X  b y th e  c a n o n ic a l 
p r o je c t io n  p : Y '  — Y , i n  v ie w  o f  th e  above p r o p o s it io n .  We 
re m a rk  t h a t  t h i s  C o r o l la r y  i s  a ls o  a d i r e c t  consequence o f  
C o r o l la r y  ( 2 .9 )  and th e  n ic e  b e h a v io u r  o f  ^x^g(Y) u n d e r base 
e x te n s io n .
I n  p a r t i c u la r ,  a f t e r  any base e x te n s io n  S ' > S such t h a t  S ' 
i s  r e g u la r ,  X ' i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y ' ( i n  th e  c la s s ic a l  
sense o f  ( [ 7 ]  Chap. I i ) ,  i . e . ,  Y ' i s  now r e g u la r ,  and 
g T y ,X ' O y , - f l a t ) .  One may a sk  w h e th e r th e  c o n ve rse  i s  t r u e ,  
and we h a v e :
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P r o p o s it io n  ( 3 * 4 ) . L e t  X  be a scheme l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r 
a l o c a l l y  n o e th e r ia n  reduced  scheme ( re s p .  a r e l a t i v e  complex 

a n a ly tic  space w i t h  S red uced ) and Y a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace )* 
o f  X ,  sm ooth o v e r S . X i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y ove i^ S  i f  and 
o n ly  i f ,  f o r  any base e x te n s io n  S ' ——̂  S w here  S ' i s  th e  
spec trum  o f  a d is c r e te  v a lu a t io n  r in g  ( re a p ,  th e  u n i t  d is k  i n  c ) ,  
X ' = X g S ' i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y ' = Y  ^ S ' .

P r o o f : I t  s u f f ic e s  t o  see th e  " i f  p a r t .  To  check t h a t
gr^X i s  6y - f l a t ,  we a p p ly  th e  v a lu a t iv e  c r i t e r i o n  f o r  f la t n e s s  
[EGA IV  1 1 .8  re s p .  [ 8] Chap. 0 ] :  L e t  h : S ' - > Y be any
m orphism  such t h a t  S ' i s  as i n  th e  P r o p o s i t io n .  By c o m p o s it io n  
we o b ta in  a base e x te n s io n  S ' — S , and Y ' / S '  i s  endowed w i t h  
a s e c t io n  a : S ' — —> Y ' :

Y ' <*— E------ - 3, y

Now a g a in  Y ' i s  sm ooth o v e r S ' ,  and o u r  a ss u m p tio n  t h a t  g r ^ ,X ' 
i s  O y , - f l a t  g iv e s  us by C o r o l la r y  ( 2 .9 )  t h a t  ^ y g ' ( Y ' )  i s  a ls o  
§ y , - f l a t .  U s in g  once more th e  f a c t  t h a t  y  ̂, ( Y ' ) = p* *
we see t h a t  t h i s  im p l ie s  t h a t  h * ^ y g ( Y )  = ^ * ^ x ' / s '^ Y ')  i s  

, - f l a t ,  and s in c e  Y , b e in g  sm ooth o v e r  S w h ic h  i s  re d u c e d , 
i s  i t s e l f  re d u c e d , and h  i s  a r b i t r a r y ,  th e  v a lu a t iv e  c r i t e r i o n  
t e l l s  u s  t h a t  ^ / g ( Y )  i s  § y - f l a t ,  Q .E .D . b y  C o r o l la r y  (2 .9 ).



R e m a r l -  ,  I f  S i s  n o t  red uced , th e  p r o p o s it io n  ia  n o t t r u e  as i s  
shown by th e  fo l lo w in g  exam p le :

2X = Spec k [ € ]  [ T ] / s . T  S = Y  *= Spec k [  e] w here  e = 0 .

One can g e n e ra liz e  th e  concep t o f  n o rm a l f la tn e s s  i n  a n o th e r  
d i r e c t io n :

D e f in i t i o n  (3 * 5 )  (H iro n a k a ) :  L e t  X  be a scheme ( re s p .  a n a ly t ic
sp a c e ), Y  a subschema ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X , and W a 
subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  Y . We say t h a t  X i s  
W -n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y a t  a p o in t  x  6 w i f  th e  fo l lo w in g  
c o n d it io n s  h o ld :
a ) W i s  r e g u la r ly  imbedded i n  Y a t  x .
b ) The c a n o n ic a l sequence o f  W -cones

<°) — *   > °X,W   > = X ,Y  3  > « "
i s  e x a c t i n  a n e ig h b o rho o d  o f  x  i n  W.

We say  t h a t  X  i s  W -n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y i f  i t  i s  so  a t  e v e ry  
p o in t  o f  W.

W ith  t h i s  d e f i n i t i o n ,  we f in d  t h a t  we can t r a n s la t e  o u r  m a in  
r e s u l t  a s :

Theorem  ( 3 . 6) : L e t  X /8  be a scheme l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r  a
l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re a p , a r e l a t i v e  a n a ly t ic  s p a c e ),
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Y  a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X f l a t  o v e r  S .
C o n s id e r th e  im m e rs io n s  (a s  i n  8 l )

8 ( ld y )  6 ' ( i )Y  ------------1-------> Y g Y — - > X g Y

X  g Y  i s  Y -n o rm a lly  f i a t  a lo n g  Y  g Y a t  a p o in t  y  € Y i f  and 
o n ly  i f  Y  i s  sm ooth o v e r S a t  y .

In d e e d , i f  Y  i s  sm ooth o v e r S a t  y ,  th e  d ia g o n a l im m ers ion
Y   > Y  g Y  i s  r e g u la r  a t  y  (0 .2 3 )  and c o n d it io n  b ) i s
e x a c t ly  C o r o l la r y  ( 2 .3 )  ( re s p .  ( 2 . 5 ) )  s in c e  yg y  y^ y Y -  C ^ y .

The c o n ve rse  fo l lo w s  o n ly  fro m  a )  i n  v ie w  o f  ( 0 . 4 ) .
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§ 4 . C o m p u ta tion  o f  and a p p l ic a t io n s .

D e f in i t i o n  ( 4 . 1 ) . L e t  § be a n o e th e r ia n  lo c a l  r i n g ,  TT1 i t s
m ax im a l id e a l .  The Sam uel fu n c t io n  o f  6 , H^: IN  —^IN i s
d e f in e d  by

H ^ (v) = le n g th y  6/SB^^

F o r  th e  purpose o f  com paring  th e  Sam uel fu n c t io n s  o f  tw o  
n o e th e r ia n  lo c a l  r in g s  o f  d i f f e r e n t  d im e n s io n s  one i s  le d  t o

id e fin e d  b y  in d u c t io n  fu n c t io n s  b y

4 ^  -  E 4 ^ )

and i t  i s  e a s i ly  cheeked t h a t

So i f  we w a n t t o  compare & , 0 ' ,  say  dim  6 ' -  d im  6 = d , th e
1 l4dn a tu r a l  com p arison  i s  t h a t  o f  and

D e f in i t io n  ^ 4 .2 ) . L e t  k  be a f i e l d ,  and & a k -a lg e b ra  w h ic h  i s
lo c a l  and n o e th e r ia n ,  and such t h a t  th e  r e s id u a l  e x te n s io n
k  —- 3> a -  6/SB i s  o f  f i n i t e  ty p e .  The a r i t h m e t ic  Sam uel 
fu n c t io n  o f  th e  k -a lg e b ra  6 i s  by d e f i n i t i o n :

a 1+d , ^tw here  d -  <3^(&) *  tr .d e g ^ ^ .
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Lemma ( 4 . 3 ) . L e t  k  be a f i e l d  and & a lo c a l  n o e th e r ia n  k -a lg e b ra
whose re s id u e  f i e l d  i s  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r k .  L e t  k '  be a
f i n i t e  ra d ic ia l e x te n s io n  o f  k ,  so t h a t  & ' ** & P k '  i s  a lo c a l. k
k ' - a lg e b r a  whose re s id u a  f i e l d  i s  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r  k ' .  Then

*H a (v )  i  * H ^ ,(v )  f o r  a l l  v ^  o

and i f  & c o n ta in s  a p rim e  id e a l  P such t h a t
a ) 6 /P  i s  a fo r m a l ly  sm ooth k -a lg e b ra
b ) g r^ p  i s  a f l a t  & /P -a lg e b ra  

we have  e q u a l i t y .
P r o o f : C le a r ly  d ^ , ( $ ' )  = <^((&) so we a re  reduced  t o  p ro v in g
t h a t  H ^ (v ) < H p ,(v )  f o r  a l l  v > o .  By in d u c t io n  on [ k ' : k ]
i t  i s  enough t o  p ro v e  th e  lemma i n  th e  case w here  k '  =* k [X ] /X ^ -u
w i t h  u  € k - k ^ .  Now c o n s id e r  *  ^ k ' .  I f  i t  i s  n o t  a f i e l d ,  u has 
a p^** r o o t  i n  * .  We choose an e le m e n t U i n  & such t h a t  U^mod SB
i s  u ,  make th e  change o f  v a r ia b le s  Y = X -U  and a p p ly  P r o p o s it io n  10
o f  [ 6 ] .  I f  i t  i s  a f i e l d ,  i n  p a r t ic u la r  i f  *  i s  a s e p a ra b le  
e x te n s io n  o f  k ,  we have by th e  f la tn e s s  o f  6 —— t h a t  
SB.&' =n 3B' and grgR.^' *  O '/SM ', hence e q u a l i t y .  Now
th e  g e n e ra l e q u a l i t y  case red uces  t o  th e  p re c e d in g  one i n  th e
f o l lo w in g  w ay: By the fla tn ess of over 0  , conditions a)..a.nd.h) hold

f o r  P&* i n  & ' w i t h  re s p e c t t o  k ' .  By [7 ,  Remark t o  C o r. 3 ]
1 l-)-d 1we have  t h a t   ̂ , *= H^, w here  d ** dim  & /P  -  dim 6 ' /P & '

P  P & '
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S in c e  6 /P  i s  fo r m a l ly  sm ooth o v e r k ,  th e  r e s id u a l  e x te n s io n  o f
th e  k -a lg e b ra  &p i s  now s e p a ra b le  (o.l4), and we a p p ly  th e
p re c e d in g  e q u a l i t y  case t o  6 , w h ic h  g iv e s  us "  H^, , hence

p PÛ'1 1  ^

De f i n i t i o n  ( 4 . 4 ) . L e t  k  be a f i e l d  and 0 a lo c a l  n o e th e r ia n  
k -a lg e b ra  whose re s id u e  f i e l d  i s  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r k .  The 
Sam uel f u n c t io n  o f  & o v e r  k  i s  d e f in e d  b y :

H a / J ' ' ) "  S u p * H . , ( v )K Ir ' é D *k '6  R
w here  k ' ru n s  th ro u g h  th e  s e t  R o f  a l l  f i n i t e  radicial 
e x te n s io n s  o f  k ,  and & ' i s  th e  k * -a lg e b ra  $ g  k ' .

P r  opo s i t  io n  ( 4 . 5 ) . b e in g  as ab ove , th e r e  e x is t s  a f i n i t e  
r a d ic ia l e x te n s io n  k^ o f  k  such t h a t ,  i f  ^ k^ ,

6/k

I f   ̂ c o n ta in s  a p rim e  id e a l  P such t h a t
a )  6 /P  i s  a f o r m a l ly  smooth k -a lg e b ra
b ) g r ^  i s  a f l a t  $ /P -m o d u le

we may choose k^ = k .
( T h is  happens i n  p a r t ic u la r  i f  th e  re s id u e  f i e l d  o f  6 i s  a 
s e p a ra b le  e x te n s io n  o f  k ,  s in c e  th e n  th e  m ax im a l id e a l  SB o f  <& 
s a t i s f i e s  c o n d it io n s  a ) and b ).)



P r o o f : By [ 5, Chap I V ,  4 ^ 7 .4 ] th e  k -a lg e b ra  & i s  o f  f i n i t e
ra d ic ia l m u l t i p l i c i t y ,  i . e . ,  t h e r e  e x is t s  a f i n i t e  ra d ic ia l
e x te n s io n  k o  o f  k  such t h a t  th e  re s id u e  f i e l d  *  o fo
0 = 0 % k  i s  a s e p a ra b le  e x te n s io n  o f  k  . By Lemma ( 4 .3 )O K Q O
we have = ^ g / k  *= . The second p a r t
o f  th e  a s s e r t io n  f o l lo w s  im m e d ia te ly  fro m  th e  e q u a l i t y  case 
i n  Lemma 4 .3 .

D e f in i t i o n  ( 4<.6). L e t  X /S  be a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  
o v e r a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  
space) and x  a p o in t  o f  X .  L e t  s be th e  im age o f  x  i n  S ,
Xg th e  f ib e r  o f  x/8 th ro u g h  x  and * ( s )  th e  re s id u e  f i e l d  o f  
S a t  s .  We d e f in e  th e  r e l a t i v e  Sam uel f u n c t io n  o f  X o v e r S 
a t  x :
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" * / s U  - =< X g , V ( s  )

We a ls o  d e f in e  th e  a r i t h m e t ic  r e l a t i v e  Sam uel fu n c t io n

and re m a rk  t h a t  one a lw a y s  has  ^H ^g ^ (v )  < ^ x /s  x^ ^  a l l  
v  > o  and e q u a l i t y  h o ld s  i n  p a r t ic u la r  i f  th e  r e s id u a l  e x te n s io n s  
a re  s e p a ra b le  ( e . g . ,  a n a ly t ic  c a s e ) .



P r o p o s it io n  ( 4 . 7 ) . L e t  x /s v b e  a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  
o v e r  a l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  
space) .  One has

d im ^ ^ I^ y g ( x )  = Hg^g ^ (n ) f o r  a l l  n > 0 and any  p o in t  x  € x.

P ro o f  : L e t  s be th e  image o f  x  i n  S , X^ th e  f ib e r  o f  X /S
th ro u g h  x . .  W . h x v .  , ^ ) ( x )  =
(1 .1 4 )  and m o re o v e r, i f  k '  i s  a f i n i t e  r a d ic ia l  e x te n s io n  o f
x ( s )  and i f  x '  i s  th e  p o in t  o f  X^ = X^ mapped t o  x  by
th e  f i r s t  p r o je c t io n ,  we have d i m ^ , ^ , ^ , ( x ' )  = d im ^ ^ I ^  /^ (s )^

s s
( 1 . 1 2 ) .  Thanks t o  o u r  d e f i n i t i o n  o f  H ^ g  ^ we a ls o  have

* * X ' / k '  x '  °  ^ X^ /k x *  S in c e  3^ ^ s a t i s f i e s  th e  c o n d it io n s  o f
P r o p o s it io n  ( 4 . 5 ) ,  we may th u s ,  t o  p ro ve  o u r  e q u a l i t y ,  red uce  
t o  th e  case w here  & (x ) i s  a s e p a ra b le  e x te n s io n  o f  * ( s ) .  I n  
t h i s  c a se , th e  c lo s u re  ( x )  o f  x  i n  X^ i s  sm ooth o v e r * ( s )  a t  
x  ( o . 8 ; 0 . l 4 ) .  A p p ly in g  now Lemma 1 .1 9  and C o r o l la r y  2 .6  
( r e s p .  2 .5 )  v ia  re m a rk  2 .7 *  we f in d  t h a t  we have  is o m o rp h ism s :

9* % / " ( . ) ( * )  ° <91 P xy * ( .)< * ))x  = <9Hx)*.)x Ptm/*6=:

    "  '
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But cm th e  one hand we have by ( l . 2 l )  t h a t

(9 *  P f H / K f s ) ) *  "  * y ° ' ( * ) " i ( * ) / * ( s )  *  - h e r .

 ̂ ^ * ( s ) ^ X  x^ ^  o th e r  hand we have

dim , t ( g r ? —-<X ) = dim  , t 38̂  <* (n )* ( x )  t x )  a 'x  * ( x )  X^iHT X ^ ,s  $ '
8

Aso t h a t  we have d im „ , \ ? r  P  < -(x )  *  H r—  ( 9) and b y  th e
*\X/ X{& O

8 ̂e x a c t sequences

O — > ( g r " H t  / K ( , ) ( 5 ) ) x --------------------/ * ( . ) ( * ) ) *  — * < * $ " / * ( s p iK
8 B S

we g e t  (a )  -  H (a )  -  ^ ^ ^ ( a ) .
X g ,x  *g/*isj

QED

<C o r o l la r y  ( 4 . 8 ) . L e t  is/^ be an  in te g e r .  Then
X - = (x€x/Hg^g g .(v) i s  a c lo s e d  subschema ( re e p .  e io s e d
a n a ly t ic  subspace) o f  X .
T h is  f o l lo w s  im m e d ia te ly  fro m  th e  above p r o p o s it io n  and th e  sem i
c o n t in u i t y  o f  th e  d im e n s io n  o f  th e  f ib e r s  o f  c o h e re n t sheaves.

C o r o l la r y  ( 4 . 9 ) .  (A s p e c ia l case o f  B e n n e t t 's  Theorem  3 i n  [ 1 ] ) .
L e t  6 be a n o e th e r ia n  e q u ic h a r a c te r is t ic  lo c a l  r in g  and P an id e a l  
i n  & such t h a t  & /P  i s  r e g u la r .  Then g r ^  i s  a f l a t  O /P -m odu le  
i f  and o n ly  i f

w here  d *  d im  & /P .
P



P r o o f : F i r s t  one can red uce  t o  th e  c om p le te  ca se . L e t  § -----
^  / ' - Abe th e  c o m p le tio n  o f  § . Then & /P  ** &/P*<& i s  r e g u la r ,  hence

P-(& i s  a p rim e  id e a l  o f  Q. U s in g  th e  f la t n e s s  o f  $ o v e r & , i t  i s
1 4-d 1 3  ^ ^e a s i ly  seen (1 .1 3 )  t h a t  = H$ Hg and g r ^ a   ̂ ^ P ^ o /p ^ ?

S in c e  $ /p  i s  a f a i t h f u l l y  f l a t  § /p -m o d u le , g r ^  i s  a / P - f l a t  i f  
and o n ly  i f  g r ^ ^ s  i s  a / p - f l a t .  Now we can use  C o h e n 's  s t r u c tu r e  
th e o re m  ( [9 3 *  Theorem  27 ) w h ic h  t e l l s  us  t h a t  a has a f i e l d  o f  
r e p r e s e n ta t iv e s ,  say R. *  i s  a ls o  a f i e l d  o f  r e p r e s e n ta t iv e s  f o r  
a/p.a w h ic h , b e in g  r e g u la r ,  i s  th e n  is o m o rp h ic  t o

A Aw here  d  ̂ d im  S /P  ** dim  ê /p * § .

Hence § /p 0  i s  a f o r m a l ly  sm ooth R -a lg e b ra  w i t h  t r i v i a l  r e s id u a l
e x te n s io n .  By C o r o l la r y  ( 2 .1 0 ) ,  a l l  we have  t o  p ro ve  i s  t h a t ,

^ ^  ni f  X  *= Spec &, Y -  Spec a/p^ l ^ ^ ( Y )  i s  a ^ - f l a t ,  f o r  a l l  n > 0.

I n  v ie w  o f  th e  n u m e r ic a l c r i t e r i o n  f o r  f la t n e s s  i t  i s  enough t o
check t h a t  i f  x  i s  th e  c lo s e d  p o in t  o f  Y  and 7? i t s  g e n e r ic  p o in t ,
d im ^ ^ I ^ , ^ ( x )  ** d im ^ y ^ F ^ ,^ (7 ? ). A s t r a ig h t fo r w a r d  c o m p u ta tio n
shows t h a t  d im ^ ^ F ^ ,^ ( x )  *= i f  we l e t  K be th e  f i e l d  o f
f r a c t io n s  o f  k [ [ T ^ , « * * , T ^ j ] ,  we have b y  Theorem  2 .3

(g r  S / * (Y ) ) „  ^  (gr^X)^ § (g ry  Y%Y)„ =  g r ^  § K [ ^ , . " , T ^ ]

hence d i m ^ ^ ^ g r " ^ ( Y ) ) „  -  , and s in c e  ^ ( n )  -  ( ^ ( Y ) ^
b y  th e  e x a c t sequences 0  — ^ (g r°  ^ ^ ( Y ) ) ^  — > ( ï^ /^ ( Y ) ) ^   ------->
3 r ^ J ( Y ) ) ^  > 0  we f in d  t h a t  d im ^ ^ F ^ ^ ( W )  -  T h is  a ls o  p ro v e s
th e  c o n v e rs e .

41
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Remark ( 4 . 1 0 ) . 6 in c #  we have i n  f a c t  used o n ly  th e  a r i t h m e t ic
Sam uel f u n c t io n ,  C o r o l la r y  ( 4 .9 )  p ro v id e s  an in d e p e n d e n t p ro o f  
o f  th e  e q u a l i t y  o f  [ 7 ,  rem ark  t o  C o r. 3 ] w h ic h  we used i n  th e  
p ro o f  o f  th e  e q u a l i t y  case in  P ro p o s it io n  4 .5 .

We a re  now re a d y  t o  p ro ve  th e  n u m e r ic a l c r i t e r i o n  f o r  r e l a t i v e  
n o rm a l f la t n e s s  :

Theorem  ( 4 . 1 1 ) . L e t  X /&  he a scheme l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r  a
lo c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( r e s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  s p a c e )w ith
S reduced  , and Y  a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X .  The
fo l lo w in g  c o n d it io n s  a re  e q u iv a le n t  f o r  a p o in t  x  € Y

i )  X /6  ia  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y /S  a t  x .
i i )  Y i s  sm ooth o v e r  8 a t  x  and th e  a p p l ic a t io n

y  ^ Hgyg y  i s  c o n s ta n t i n  a n e ig hb o rhood  o f  x  i n  Y .
i i i )  Y  i s  sm ooth o v e r  S a t  x  and th e  a p p l ic a t io n

y  . i s  c o n s ta n t  i n  a ne ig h b o rho o d  o f  x  i n  Y .& / s , y

F u r th e rm o re , i f  th e s e  c o n d it io n s  a re  s a t i s f i e d ,  th e r e  e x is t s  a 
ne ig h b o rho o d  o f  x in Y a t  e v e ry  p o in t  y  o f  w h ic h  x/s i s  n o rm a lly  

f l a t  a lo n g  Y /S ,  and ^ ^  -  \ / s , y '

P r o o f : By th e  openness o f  f la t n e s s  (see  [4 ]  re s p .  [ 3 ] )  and
sm oothness (s e e  [4 ]  re s p .  ( 2 ) )  i )  im p l ie s  t h a t  x / s  re m a in s  
n o r m a l ly f la t  a lo n g  Y /6  i n  some n e ig h b o rho o d  o f  x  i n  Y .  By
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C o r o l la r y  ( 2 .9 )  and th e  n u m e r ic a l c r i t e r i o n  f o r  fre e n e s s  o f  
c o h e re n t sheaves on a reduced  space ([4]) t h i s  i n  t u r n  im p l ie s
i i ) ,  th a n k s  t o  P r o p o s it io n  ( 4 . 7 ) .  C o n v e rs e ly , u s in g  a g a in  th e  
openness p ro p e r ty  o f  sm oo thness, th e  same n u m e r ic a l c r i t e r i o n

n e ig h b o rho o d  o f  x  i n  Y ,  hence i ) .  Now P r o p o s it io n  ( 4 .5 )  t e l l s
. aus t h a t  a t  any p o in t  y  such t h a t  i )  h o ld s ,  we have  Hg/g y  = **x/s

hence we have shown t h a t  i i ) = B = 3 > ii i ) .
L e t  us now assume t h a t  i i i )  i s  f u l f i l l e d .  L e t  s be th e  image o f  
x  i n  S and ( r e s p .  Y^) th e  f ib e r  o f  x / s  ( re s p .  Y / s )  th ro u g h  x .

i n  Y g , and t h a t  Yg i s  sm ooth o v e r * ( s )  a t  x .  S e t t in g  & = ^
w h ic h  i s  e q u ic h a r a c te r is t ic  s in c e  i t  i s  a * ( s ) - a lg e b r a ,  and P to 
be th e  id e a l  o f  Y  i n  X a t  x ,  we f in d  b y C o r o l la r y  (4 .1 0 )  t h a t  

g rp ?  i s  a f l a t  & /P  a lg e b ra ,  hence b y  P r o p o s it io n  4 .5  t h a t  we have

th e  openness o f  sm oo thness, t h i s  shows t h a t  i i i ) = ^ i i ) .

We now p re p a re  o u rs e lv e s  t o  p ro v e  th e  e x is te n c e  o f  a " r e l a t i v e
Sam uel s t r a t i f i c a t i o n " w h ic h  w i l l  e n a b le  us t o  s ta te  th e  above
th e o re m  i n  a more g e o m e tr ic  w ay. F ro m  now on, analytic space w ill m ean 

com plex analytic space .

shows t h a t  i i )  im p l ie s  t h a t  a l l  th e  ^x/g^Y) f r e e  i n  a

i i i )  t e l l s  us t h a t  / n ( g ) i s  c o n s ta n t i n  a ne ig h b o rho o d  o f  x
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Lemma ( 4 . 1 2 ) . L e t  X /S  be a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r a 
l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  space) 
and Y  a reduced subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X .
The s e t  o f  p o in ts  y  € Y a t  w h ic h  F ^ g ( Y )  i s  § y - f l a t  i s  th e  complement

of a closed subscheme (resp. analytic subspace) Y^ of Y  and dim Y^ < dim Y. 

P r o o f : The r e s u l t  f o l lo w s  fro m  th e  g e n e r ic  f la t n e s s  theo rem  [4 ]
( re s p .  [ 3 ) )  i n  th e  f o l lo w in g  w ay: f i r s t ,  b y  C o r o l la r y  ( 2 . 9 ) ,
th e  f la t n e s s  o f  ^ x /g fY )  i s  e q u iv a le n t  t o  t h a t  o f  g r  F ^ g ( Y ) ,b u t  
b y  Remark ( 1 .2 0 )  g r  (Y) i s  a g raded ^ - a lg e b r a  o f  f i n i t e  
p re s e n ta t io n ,  c o rre s p o n d in g  t o  th e  Y-cone C I By th e  g e n e r ic
f la tn e s s  th e o re m , t h i s  cone i s  f l a t  o v e r Y  o u ts id e  o f  a c lo s e d  
subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  s u b s e t)  C^ and dim  < dim  y .
We a re  in te r e s te d  i n  f la tn e s s  a t  p o in ts  o f  th e  v e r te x  ( o ) .  I f  
no  i r r e d u c ib le  component o f  (o )  i s  c o n ta in e d  i n  C^, we have o u r 
lemma. B u t t h i s  f a c t  i s  a ls o  g u a ra n te e d  b y th e  g e n e r ic  f la tn e s s  
th e o re m , s in c e  o th e rw is e  th e  image o f  th e  n o n - f la t  lo c u s  o f  
C w o u ld  c o n ta in  an i r r e d u c ib le  component o f  Y .

Lemma ( 4 . 1 3 ) . L e t  X  be a scheme l o c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r a 
l o c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( r e s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  sp a c e ).
E v e ry  p o in t  x  € x has a n e ig h b o rho o d  i n  w h ic h  th e  a p p l ic a t io n  
x  Hg/g ^ ta k e s  o n ly  a f i n i t e  number o f  v a lu e s  ( i . e . ,
o n ly  a f i n i t e  number o f  d i s t i n c t  Sam uel fu n c t io n s  a p p e a r) .



 ̂ - I ï use th e  fa c t  t h a t  ^ o r any Y subscheme ( re s p .  a n a ly t ic
subspace) c o n ta in in g  x ,  °  L e t
us f i r s t  choose Y °  "* ^Y b^maa 4 .1 2 ,  we f in d  t h a t  th e r e
i s  a c lo s e d  reduced  subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  Y^
such t h a t  dim  Y*** < dim  Y^ and g r  ^ / g ( Y ^ ) ,  hence a ls o  ^ x /g (Y ^ )
i s  ^yO**^i^t on Y^-Y^ , i . e . ,  i n  v ie w  o f  P r o p o s it io n  4 .7 ,  th e
a p p l ic a t io n  x  Hg /̂g ^ i s  c o n s ta n t on each connec ted  e x p o n e n t
o f  Y ^ - y \  These a re  l o c a l l y  i n  f i n i t e  num ber. We now a p p ly
Lemma 4 .1 2  t o  Y*** and i n  th e  same way f in d  a reduced  c lo s e d  

2 1subscheme Y  o f  Y  such t h a t  : x  ***——̂  H[g/g ^ i s  c o n s ta n t on each
1 2  2 1 connec ted  com ponent o f  Y  -Y  ,  and dim  Y < dim  Y .  S in c e  th e

d im e n s io n  s t r i c t l y  d ecreases a t  each s te p ,  t h i s  has t o  s to p  a f t e r
a f i n i t e  number o f  s te p s , and t h a t  i s  c le a r l y  enough t o  p ro ve  th e
lemma.

Lemma ( 4 . 1 4 ) . L e t  S be th e  s e t  o f  sequences o f  in te g e r s  w i t h  th e  produc 
o rd e r .  The a p p l ic a t io n  X - — $> S ( n o ta t io n s  o f  Lemma 4 .1 2 ,  and
same a ss u m p tio n s ) g iv e n  by x   ------- -^ i s  up p er s e m i-c o n t in u o u s ,
i . e . ,  i f  s = ( s .J  € s , (x6 X :H  , ,  ( v )  > f o r  a l l  v  > o )  i s  av X/b^X V ***
c lo s e d  subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspaee) o f  X .
P r o o f : F i r s t  we re m a rk  t h a t  t h i s  i s  a c lo s e d  su b s e t o f  X :
i f  x  does n o t  b e lo n g  t o  i t ,  th e re  e x is t s  a s m a lle s t  in te g e r

-s u c h  t h a t  Hg/g ^ ( . B u t b y  C o r o l la r y  4 .8 ,  th e r e  e x is t s
o

th e n  a n e ig h b o rho o d  U o f  x  such t h a t  f o r  any  x  ' € u  we have



**X/S -  **x/s x ^ o )  < , i . e . ,  no e le m e n t o f  U b e lo n g s  to

th e  su b se t e i t h e r .  L e t  us now show t h a t  i t  i s  a locally c losed  

subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  sub sp ace ): u s in g  Lemma 4.13, l e t  us take

a ne ig hb o rhood  V o f  x  i n  w h ic h  o n ly  a f i n i t e  number o f  d i f f e r e n t  
Sam uel fu n c t io n s  a p p e a r, say  H . . Assume t h a t  H . ,

J* y  JL S

(o < s < r )  a re  th o s e  w h ic h  s a t i s f y :  H ^ (v ) < 3^ fo r  some v ^ 0.
L e t  v. ( l  < i  < s ) be th e  s m a lle s t  in te g e r  such t h a t  H . ( v . ) < s
( l  < i  < s )  and c o n s id e r  th e  c lo s e d  subschema ( re s p .  a n a ly t ic
subspace) ( i n  v ie w  o f  ^ o r ô l la r y  4 .8 )

F -  and a a n d - .-a n d  ) > a ^ )

I t  i s  c le a r  t h a t  f o r  x '  € v ,  i f  HL., , ( v )  > s f o r  a l l  v > 0 ,X/o^X **** v ****
x* € F b u t  th e  c o n ve rse  i s  a ls o  t r u e  s in c e  x ' ^ i ^  —
im p lie s  t h a t  ^ , i s  n o t  one o f  th e  f o r  O < i  < s , hence we
m ust have  EL., , ( v )  > s f o r  a l l  v > 0 .X/5^X **** v —*

Theorem  ( 4 . 1 5 ) . L e t  X /S  be a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r a
lo c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  s p a c e ).
T h e re  e x is t s  a lo c a l l y  f i n i t e  p a r t i t i o n  o f  X  i n t o  subschemes
( re s p .  a n a ly t ic  subspaces) X = U X - h a v in g  th e  f o l lo w in g

a€A
p r o p e r t ie s :
i )  g iv e n  a € A th e re  e x is t s  an a p p l ic a t io n  H^: N  5>BE such

t h a t  x  6 < = m x / s , x  -  "a
i i )  Xg and X^-X^ a re  c lo s e d  subschemes ( re s p .  a n a ly t ic  subspaces)

o f  X  and d im (3 ? -X  ) < dim  X^.' a & &

46



P ro o f  : L e t  tH ilg g a  be th e  -pet o f  th o s e  a p p l ic a t io n s  N ------
w h ic h  a c t u a l ly  occu r as  Sam uel fu n c t io n s  o f  some p o in t  x  6 x. 
C le a r ly  w h a t we have t o  p rove  i s  t h a t  th e  s e ts

X .  -  t x  C X : H ^  „  -

a re  subschemes o f  X .
F i r s t  we o b se rve  t h a t  i f  x  € X we m ust have K , , ( v )  > H ( v )a x/S^x —  a'
f o r  a l l  v > o .  O th e rw is e  th e r e  e x is t s  a s m a lle s t  in te g e r  such 
t h a t  H ^ g  < s^ and by C o r o l la r y  4 .8  th e  s t r i c t  in e q u a l i t y
m ust s u b s is t  i n  a ne ig hb o rhood  o f  x .  B u t t h i s  ne ig hb o rhood  m eets 
X^, and we have o u r c o n t r a d ic t io n .
L e t  us  now c o n s id e r  th e  c lo s e d  subschemes ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) 
(se e  Lemma 4 .1 4 )

X *  = (x  € X :H ^ g  ^ (v )  > H ^ (v) f o r  a l l  v > o l  .

I n  v ie w  o f  th e  above o b s e rv a t io n  and Lemma 4 .1 4  any x  6 X has ana
open n e ig h b o rho o d  V such t h a t

x _ n  v  -  ( x *  -  u x * )  n v"  o p€B (x) ^

w here B (x )  i s  th e  f i n i t e  s e t  o f  th o s e  Sam uel fu n c t io n s  a p p e a rin g
in  V and such t h a t  H a (v ) > H ( v )  f o r  a l l  v > 0 with H- H .

p —*  G  — p G

T h is  shows t h a t  Xg i s  a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  subspace) o f  X
and th e  a s s e r t io n  i i )  i s  easy  t o  o b ta in  s in c e  (pgg^x)Xp)  ̂  ̂ V
i s  a s t r i c t  c lo s e d  subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  su b sp a c e )o f X *  f) v .

47



48

D e f in i t io n  ( 4 . 1 6 ) . The subschemes ( re s p .  a n a ly t ic  subspaces) X^ o f  X 
a re  c a l le d  th e  ( r e l a t i v e )  Sam uel s t r a t a  o f  X /S .

P r o p o s it io n  ( 4 . 1 7 ) . L e t  X /S  be a scheme lo c a l l y  o f  f i n i t e  ty p e  o v e r 
a lo c a l l y  n o e th e r ia n  scheme S ( re s p .  a r e l a t i v e  a n a ly t ic  space 
w i t h  S red uced ) and Y a subscheme ( re s p .  a n a ly t ic  sub sp ace ). The 
fo l lo w in g  c o n d it io n s  a re  e q u iv a le n t  a t  a p o in t  y 6 Y.
i )  X /S  i s  n o rm a lly  f l a t  a lo n g  Y /S  a t  y .
i i )  Y  i s  sm ooth o v e r S a t  y  and lo c a l l y  a round  y  c o n ta in e d  i n  a 

Sam uel s t r a t u m o f  X /S .
P r o o f : T h is  i s  n o th in g  b u t  Theorem 4 .1 1 .

Remark 4 .1 8 . The f ib e r s  o f  th e  Sam uel s t r a t a  o f  X /S  a t  s € s a re  
n o th in g  b u t  th e  Sam uel s t r a t a  o f  X g / * ( s ) .
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2.

( I )

§ 1. Introduction.

1 .1 # . On ^  propose d'étudier les petites déformations "à type topologique 

constant" ou "équisingulières" d'un germe d'hypersurface à singularité isolée. 

En particulier, on montrera Inexistence d'une déformation équisingulière semi- 

uni vers elle. Comme l'a montré Pham (voir []1 j ou [l3j) ce problème ne coïncide 

pas avec l'étude de la stratification de Thom d'un morphisme stable dont la 

fibre est une hypersurface, puisque cette étude est celle des petites défor

mations à "type topologique universel" constant. Néanmoins, ce problème est 

intéressant en soi, d'une part comme approximation du problème étudié par 

Pham, et d'autre part parce que c'est l'analogue local (dans la fibre) de 

l'étude de l'espace des modules locaux (dans la base !) (par exemple ! espace 

des modules locaux des courbes projectives planes lisses de genre g ; puis

que fixer le genre revient à fixer la topologie).

DEFINITION 1.2.- On dit que deux germes d'hypersurfaces analytiques complexes 

(X^,x^) et (Xg'Xg) * de même dimension n ont même type topologique s*il 
existe dés plongements de germes (X^,x^) C(<p"*\o), i = 1,2 tels qu'il 

existe un germe en 0 d'homéomorphisme de paires (0^,X^)^f(<C^\Xg) .

1.3# Remarque.- Une telle définition n'a de sens que pour des hypersurfaces.

On peut montrer facilement que si ( !*̂ ,x̂  ) ( ̂ ' ^2  ̂ sont des germes de cour
bes irréductibles dans (<Ê ,o) , il existe toujours un germe d'homéomorphisme

de (C ,0) dans lui-même qui envoie homéomorphiquementr^ sur #



DEFINITION 1.4.- On appelle déformation équisingulière d'un germe d'hyper- 

surface à singularité isolée (X^,x^) un carré cartésien de germes d'espaces 

analytiques
(X^,x^) <--------^ (X,x)

D
^ ^  (s,s)

où G est plat, tel que tout représentant suffisamment petit de G possède 

la propriété suivante : pour tout s' 6 S , il existe un point x(s') dans 

la fibre Xg, tel que (Xg,,x(s')) ait même type topologique que (X^,x^) .

1.5# Remarque.- Nous verrons que le point x(s') est alors nécessairement 
l'unique point singulier de X^, (dans un voisinage suffisamment petit de x , 

bien sûr) et est même donné par une section analytique de G .

Avant d'étudier les déformations équisingulières, on va étudier des 

problèmes analogues mais un peu plus simples.

§ 2. Déformations "à type analytique constant".

On se propose d'étudier les déformations G : (X,x) —  ̂(S,s) de

(X ,x ) possédant la propriété suivante : pour tout représentant suffisam- o o
ment petit de G , et tout s' ( S , il existe x(s') € Xg, tel que 

(Xg,,x(s')) soit un germe d'espace analytique isomorphe à (X^,x^) . La

réponse est :

THEOREME 2.1.(Seidenberg [15] et fl6l).- Une telle déformation est analyti



quement triviale.

(Comparer à Grauert-Fischer [3]).

En fait, Seidenberg démontre le résultat en géométrie algébroîde. Nous 

allons esquisser une autre démonstration qui s'appuie sur les résultats de 

Mather ([10] et [11]). Plus précisément on a

PROPOSITION 2.2.- Soit G : (X,x) __? (S,s) un représentant suffisamment

petit d'nn germe de morphisme stable d'espaces lisses. L'ensemble E?(G) des

points de X en lesquels le germe de G a le même type analytique qu'en x
-]

est un sous-espace analytique lisse de X et dim É(G) = dim S - dim_T . ----------L— ----- 2— ^---------- —  x s CG-1(s)

Le schéma de la démonstration est le suivant : (les ingrédients se 

trouvent dans les articles cités de Mather) le type analytique d'un morphisme 

stable en un point est déterminé par son jet à un ordre fini (borné sur X) 

en ce point* Ceci montre qu'il existe un entier 1 tel que E' = j^(G) 

où ^ j\x,S) est une certaine orbite, sans variété lisse de J^(x,S) ,

à laquelle J^(G) est transverse (puisque G est stable).-Ceci montre que

E' est un sous-espace lisse de X * Comme de plus le symbole de Boardman est

un invariant du type analytique de G , E' doit être contenu dans la

variété de symbole de Boardman de G passant par x , ce qui montre que

G)E' est une immersion. Ceci permet de calculer dim^E' en appliquant 

([11], P. 247 (*)).

Il nous reste à remarquer que le type analytique d'un morphisme stable 

en un point est uniquement déterminé par le type analytique de sa fibre, et 

donc qu'en vertu de la proposition 2.2, la démonstration du théorème 2.1 se 

ramène à l'énoncé suivant :



PROPOSITION 2.3.- Soit G : (X,x) — (S,s) un morphisme stable, déforma

tion semi-universelle de (G \s),x) (cf. [i] et [17])* Alors E(G) = ̂ x^ .

En effet, si E(G) = ̂ xj * il est clair que toute petite déformation

à type analytique constant de (G \s),x) sera analytiquement triviale,

puisque par la semi-universalité de G , la base de notre déformation devra

aller toute entière sur  ̂s^ . Réciproquement, le théorème 2.1 nous dit que

la déformation G ^(G(E(G)) —  ̂G(E(G)) , étant à type analytique constant,

doit être triviale, ce qui entraîne que l'on doit avoir G(E(G)) = ̂  sj par

la semi-universalité, d'où certainement E(G) = .

Mais si G est déformation semi-universelle de sa fibre,

dim S = dinu T̂  . , donc dim E (G) = 0 Q.E.D.
C G-'(s),x

Remarque 1.- Le raisonnement précédent s'applique à toute singularité isolée 

d'intersection complète.
1Remarque 2.- On peut trouver des déformations "à dimension de ^

constant" qui ne sont pas analytiquement triviales. Par exemple la famille
4 4 2 2des quatre droites à birapport variable x + y + tx y = 0 .

Remarque 3.- La proposition 2.3 nous dit que la déformation semi-universelle

de (Xp*Xj) est bien l'objet dans lequel on doit chercher l'espace des modules

locaux de (x ,x ) .o o

§ 3. Déformations equimultiples.

Nous avons deux raisons de nous intéresser à la multiplicité : d'une part 

l'équimultiplicité est une version (très) faible de l'équisingularité : en fait



6.

on a la

3.1. Conjecture (Zariski [22]). Soient (X^,x^) et (^'^2  ̂ deux germes

d'hypersurfaces ayant même type topologique. On a 1̂.1 (x ) = *X̂  ! ^

3#2. Remarque.- La conjecture est démontrée si dim X = dim X̂  = 1x̂  1 ^
(voir par exemple Zariski [19J)*

D'autre part, Zariski a montre que l'équisingularité d'une famille 

de courbes planes (à base lisse) était équivalente à l'équimultiplicité 

de toutes les 'familles infiniment voisines" i.e. obtenues par éclatements 

successifs des lieux singuliers (le lieu singulier de la famille est sup

posé isomorphe à la base par la projection) (cf. Zariski [19]) +

3.3e Que faut-il entendre par déformation equimultiple : contrairement à 

ce qui se passe pour les déformations cquisingulières (remarque 1.5) une 

même fibre d'une déformation peut contenir plusieurs points ayant même 

multiplicité que la fibre spéciale : considérons par exemple la famille de 

courbes définie par

f(x,y, t) = y3 + (x - t)^((x + t)^y + (x - tf (x + tf = 0
3 4 6la fibre spéciale X est la courbe réduite d'équation y + x y  + x = 0o

qui a l'origine pour singularité de multiplicité 3. Mais pour t 0 , la

fibre a deux points singuliers donnés par y = 0 , x = - t , tous

deux de multiplicité 3 . On a envie de dire que la famille est équimultiple 

de deux façons différentes.

D'autre part, l'expérience enseigne que la bonne généralisation,au cas 

non hypersurface de la multiplicité, est la fonction de Samuel.

DEFINITION 3.4.- Soit X un espace analytique. On appelle fonction de Samuel
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de X en un point x ( X 1 ' application Hy ^ : 1N — ^ ÜN définie pcjr :

3.5. Il existe un polynôme P^ ^(T)  ̂ Q[T] de degré d = dim^X tel que 

pour assez grand Ĥ, (-j) = P (i?) .(Hilbert). Le coefficient du

terme de plus haut degré T de ce polynôme peut s'écrire —— g-j-- où

DT (x) ( ïx
(Samuel).

TfL̂ (x) (]M . IfL̂ (x) est (par définition) la multiplicité de X en x

3.6. Si (X,x) est un germe d'hypersurface de défini par

f(z^,..., ẑ ) = 0 , x déterminée par dim^X = n

et 7ït̂ (x) . Dans ce cas )̂L̂ (x) n'est autre que le degré du polynôme

homogène de plus bas degré apparaissant dans le développement en série de f .

Ceci est bien facile à voir : écrivons f(z ,...,z ) = f (z ,...,z ) + ...o n ^  o no
où f (z,...,z ) estun polynôme homogène de degré )!'( = H{ (x) . Onm o n  ô xo
a une suite exacte

°  —   T . "  —   ^  ^  (° )O X
de <D["r ,...,T 1 -modules gradués. Ceci permet de calculer facilement o m
dim gr^ en fonction de Ifict net le résultat vient de ce queC ^ X,x o

Ce qui précède motive la

DEFINITION 3.7.- Une déformation G : (X,x) --  ̂(S,s) de (X^,x^) est dite

equimultiple, si pour tout représentant suffisamment petit de G , il existe 

une section o de G telle que l'on ait, pour tout s' ( S ,

J   ̂,1
% . ^ ( s ' )  * x ^



et le premier résultat de ce paragraphe est le

THEOREME 3.8.- S_i est un germe d'espace analytique à singularité

isolée, il existe une déformation equimultiple semi-universelle de (X ,x ) ,

c'est-à-dire une déformation equimultiple ^

telle que toute autre déformation equimultiple s'en déduise par changement 

de base unique au second ordre près.

La démonstration repose sur le résultat suivant :

THEOREME 3.8. bis (Lejeune-Teissier cf. [7 ] ou [8]).- Soit G : X --

un morphisme d'espaces analytiques. Il existe une partition localement

finie X = LJ X^ de X en sous-espaces analytiques et une famille 
o(6 A

^^*^0(6 A ^'applications de TN dans UN telle que

a) x 6 X^ si et seulement si (posant s = G(x) ) * x = *
s*

b) Pour tout o( 6 A , X^ et X^ - X^ sont des sous-espaces 

analytiques fermés de X .

La partition X s'appelle, par abus de langage, la partition
A

de X en strates de Samuel relatives. Cette partition ne vérifie pas la

propriété de frontière en général (i.e. il est faux que X^flX^ Jüf X^CX^)

mais on a le résultat suivant :

Si x ( X^ , il existe un voisinage ouvert U de x dans X en
1 1tout point x' duquel on a (posant s = G(x) , s' = G(x')) H t H v 

(pour l'ordre total).

3.9. Remarque.- Il résulte du théorème 3.8 et de 3.5 que l'on peut, si l'on



y tient absolument, parler de la stratification par l'équimultiplicité 

relative : une strate d'équimùltiplicité relative sera en effet une réu

nion localement finie de strates de Samuel relatives.

Pour achever la démonstration du théorème 3.9., il suffit d'appli

quer le théorème 3*8 à la déformation semi-universelle de (x ,x ) . Sio o
nous notons ^  ) (S^,s^) celle-ci, notons S^ l'unique strate

de Samuel relative de G^ contenant x et faisons le changement de base

par le morphisme composé de et de l'inclusion de S^ dans X :U M o

'LM
V U

Nous obtenons ainsi une section r , et il est immédiat de constaterM
que (Gy, Ty) est la déformation equimultiple semi-universelle cherchée.

3.10. Ce qui précède est bien formel ! En particulier, on n'obtient aucun

renseignement sur la lissité de S . Mais on leM

THEOREME 3.11.- Si (x ,x ) est un germe d'hyp^rsurface analytique à sin-   o o
gularité isolée, S est lisse, et sa dimension se calcule par une formule

-j
universelle à partir de dim X .If] (x ) et Y* (X ) = dim T .------------- K---------- x o ' 'x ' c/ —  x o' 0 X ,xo o o o o

3.12. Remarque.- La première partie du théorème 3.11 a été établie par

J. Wahl (Berkeley) dans sa thèse [18] pour les courbes planes.

3.13. Démonstration.- La démonstration utilise la théorie du symbole de 

Boardman ([2], [9], [i], [12]) dont nous rappelons certains points (en
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recopiant [14]) par souci d'être complet : soit I un idéal de t

disons I = (f„,...,f ) .On note l'idéal I + A ^ I  , où1 m
désigne l'idéal engendré par tous les (n - k + 1) x (n - k + 1) mineure de

/  ̂ kla matrice -r—^ - .On pose de plus A  I = I si k <, Sup(0, n - m) ,\3z / 1 4 J 4 ̂  
o ̂ i^. n

k , ket A  I = C s*** k n . 1 1  est facile de vérifier que A  I
k k'ne dépend que de k et de I , et que k 4 k' enaraîne A  I C A  I *

On note : A = T ^z^,...,z_^/l et V ^ A  = <C^z^,...,z^j^A^I obtenant

ainsi une suite finie de surjactions :
2A — —  ̂ V'A ----  ̂ Ç A  ......... Ç? A   ̂ (O)

où k est le plus grand entier k (< n) tel que 7^*ü^z z  ̂ *1 L o n j
On peut appliquer le même processus à l'un quelconque des <y^A et, pour

toute suite d'entiers, obtenir un quotient jacobien de, A :

9.. \7*̂ A . En fait, bien souvent ... A sera (o) . Hais

ce qui nous intéresse est le résultat suivant :

THEOREME 3.14. (Boardman).- Si G : (X,x) —  ̂(S,s) est un morphisme 

"transverse à la stratification de Boardman de l'espace j(x,S) " (en par

ticulier un représentant suffisamment petit d'un germe de morphisme stable), 

si pour tout x' 6 X , A(x') désigne l'algèbre analytique correspondant

au germe (G ^(G(x')),x') , pour toute suite d'entiers )

l'ensemble E ^(G) des points x' ( X'/ tels que \7 *** 7̂ A(x')/(o)
jg J.

est un sous-espace analytique lisse de X , et y/ ... A(x') est

l'algèbre analytique correspondant à (G \G(x'))pj  ̂ x') .

3.15. Or, on peut remarquer que si I = f(zp*****z^)**E ̂  ^ *
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r?n+1 -n+1
^

si et seulement si l'ordre de f(z ,...,z ) à l'origine est au moinso n
égal à m .

En effet, en appliquant les définitions, on voit que 

n+1 n+1
^ ___ ... (f) est l'idéal de <B^z^,...,z^j engendré par

m - 1

2)  ̂ ff et les ---- — 5̂  pour ) ^ [ ^ n - 1  ,
2z * *. 3 z o

et que
^n+1 V n+1

m - 1 / ^  ... A  (f)
m- 1

f'M!-!' achever la démonstration du théorème 3.11, on applique ce qui précède à

la déformation semi-universelle : (x^;X^) — > (S^,s^) du germe d'hyper-

surface à singularité isolée (X .x ) . On obtient immédiatement comme corol-o o
laire de 3*14 et 3*15 :

COROLLAIRE 3.16.- L'ensemble X^(m) des points de X^ gui sont de multi

plicité supérieure ou égale à un entier m dans leur fibre est 
m - 1

^n+1,...,n+1 , .
 ̂ U

qui est un sous-espace analytique lisse de .

3.17. De plus, Boardman donne une formule pour la codimension de ses strates, 

qui, dans notre cas particulier, donne :

dimX^") = n + dim^ - ̂ l(n + 1 ; m - 1 )

où ^(n + 1 ; m - 1) désigne le nombre de suites d'entiers

telles que  ̂ ^ j, ^ ^ + 1 *

* *



3.18. Il résulte de la semi-continuité de la multiplicité relative (3.8)

que si (X ,x ) est un germe d'hypersurface de multiplicité = 17) (x̂ ) ,
° ° (111)° la base de la déformation semi-universelle équimultiple est ^

qui est donc lisse, et de dimension donnée par :

3.19. ^o * ^ x ^ o ^  ** A ^ ^ x  ' ^ 0 **^ *o o o
Mais d'autre part, d'après la remarque faite par Morin 1̂2̂ ) du fait que 

"l'ensemble des symboles est égal à l'ensemble des multiindices" on peut 

calculer facilement t̂.(d; m) = ^  - 1 . Ainsi, si nous posons

d = dim X +1 = imdim X , o x o  x oo o
la formule "universelle" cherchée est

-d +TT) -1 
0 'o

3.20. dimS,, = r (x) + d  -
" *° ° ° \  %  -i

3.21. Exemples.- Si l'on regarde les singularités de courbes planes données
m

par x ° + y '̂ = 1 , on trouve dimS^= — -------— * —  , résultat qui
-j

est facile à vérifier directement (il s'agit de points distincts de IP ) .

3.22. Remarque.- Si est une hypersurface de multiplicité , d'équation

) = 0 , tous les monômes de C )z ,...,z 1 de degré au plus TU -2 o n é o n) o
sont certainement linéairement indépendants inodulo (f,-^ ) .

o n
Comparer à 3.20.

3.23. Remarque.- Revenons au cas général. On peut démontrer (voir [7 ]) que 

est normalement plat le long de l'image de la section E^ . C'est-à-dire

que le cône normal C„ , \ est plat sur E (s ) .
T* "

.  ' "c  -  '  3'
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( I I )

§ 1. Introduction.

Nous allons maintenant exhiber dans le lieu discriminant de la défor

mation semi-universelle d'une hypersurface à singularité isolée, la base 

de la déformation semi-universelle à type topologique constant de ladite 

hypersurface. Après ce qui a été dit au paragraphe 2 de l'exposé précédent, 

cette base mérite le nom "d'espace des modules local" pour le type topolo

gique.

§ 2. Rappels sur l'ouverture de la versalité.

Rappelons (cf. [19], [21]) que si (X^,x^) est un germe d'espace
analytique à singularité isolée, à toute déformation F : (X,x) —  ̂(S,s)

de (X ,x ) est associé un morphisme de (%-Moduleso o S

S ?  * ^ g  -----------

où est un (^-Module cohérent puisque le rapport de est

le lieu critique de F , fini sur S d'après le théorème de préparation

de Weierstrass parce que (X^,x^) est à singularité isolée. étant

cohérent, il en est de même de d'après le théorème des images di-
2rectes de Grauert. De plus si T = (o) (cf. [19], [21], F est uneX § x o o

déformation verselle (resp. semi-universelle) pour (X^,x^) si et seulement

si 6^(s) : E --  ̂ ïl. est surjective (resp. un isomorphisme). Si nousF S e s X #x' o o
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supposons F semi-universelle, il résulte de Nakayama que ^p g * s—  ̂̂ ^*^x/3

sera surjective et donc que pour tout s' ( S (i.e. d'un représentant suffi

samment petit de (S,s) ...), 0 , sera surjective.G,s
C'est ainsi que l'on démontre l'ouverture de la versalité dans le cas

où ^ = (o) (qui est le seul où l'on sache le faire pour le moment
o* o

cf. ^2]). Mais remarquons que nous obtenons un résultat plus précis : soit

s'(S' et supposons que la fibre X^, ait k points singuliers x.(s') ,
1 ^ 11 4 i ^ k  . Alors (F^TLy-)(g') = Œ) TL et cela nous donne une suiteX/S ^

exacte :
1 * 10  > T ---> G' (s=)   ̂ T'  ^ 0
S'S i=o ^s',x. s') ̂ 1

où. si l'on a posé %  = <ü",,Tx,* - .x.(s')
o o S ' 1x

dim T = *7̂  - E (rappelons que F est supposée semi-universelle en x )

et ceci nous donne une décomposition de S au voisinage de s' , c'est-à-dire 

la

2.1. Remarque.- Si F : (X,x) —  ̂(S,s) est semi-universelle, et si pour

s'(S , la fibre X^, a k points singuliers, on a au voisinage de s'
A  ̂ \ 2-Et^une decomposition de en produit ^non canonique) S = S x ... x S x (E iS 1 k

qui a la propriété qu'au voisinage du point singulier x^(s')  ̂X^, , F est

isomorphe au morphisme :
r H r  - È. ?.Ŝ  x. . . XS. .xX.xS. . x...xS xC *  ̂ S .x. . . xS. S. x S. . x. . .x S. . x C ^1 i-1 i i+1 k 1 î-î i 1+1 i-1

qui est

id x ... x id x F. x id x ... x id x id 7- Ei5.
S .  ̂ i  i b. ^ i  v  i1 i-1 i+1 k

où F^ : X^  ̂S^ est la déformation semi-universelle de (X^,,x^(s'))
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2.2* Soit : (X^,x^) __  ̂(Ŝ .,ŝ ) déformation semi-universelle d'une

hypersurface à singularité isolée (X^,x^) . Alors le lieu critique (ou

lieu de non-lissité) C de F est un sous-espace analytique lisse de X ,

et dim C = 7̂  -1 (= dim S - 1) , En effet, avec les notations de l'exposéx o s
(2)précédent (3*16) C = X^ * L'image directe est, d'après Grauert, un sous- 

espace analytique de S . C'est à la géométrie de D que nous allons nous 

intéresser.

2*3* D est une hypersurface réduite de S , analytiquement irréductible 

en S * En effet, D est sans composantes immérgées (puisque C est lisse 

et F^]C étant fini, R^(F^)c)^(.^ = (o) pour i ^  1 ) et donc au pire 

D = 1 * (l ( R?) où est (par raison de dimension) une hypersur

face réduite de S . Nous allons montrer que 1 = 1 .  Pour cela, considé

rons la strate de Boardman lf^'^(F ) où n = dim X , et arrêtons—' U x oo
nous un moment pour écrire explicitement F^ * Soit f(z^,***,z^) = 0 

une équation pour (X^t x^) dans ((C*^,o) * Choisissons dans ^z^***,z^j 

des monêmes pour (simplifier) S^ = -1 , S^(_z),*..,S^(z) (où 111 = - 1)

dont les images modulo (f(z) , (.z);**** yy (zj ) forment une base de
ô n

C^z , ...,z ( /  (f^z) , yy (z),..., (^)) = ^  . On peut

décrire F^ comme le morphisme

F^ : ( C ^  x C*", 0)   (C x <c'\û)

où si z ,..*,z sont les coordonnées sur C*" , et t la coordonnéeo n o
sur C *

m
„ , ^ o " ^ U  " .^^i^i^o "*"Sn)2.3*1# ) i=1

(.t.oF^=t. 1 ^ i < m
1 U 1 ^
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m
Posons f(z,t) = f(z ,...,z ) + X t.s.(z #***,z ) d'après 3*14 — o n . . i i o n

de l'exposé I, Z^^ ' (F.J est l'ensemble des points de C où det(^— /. ) = cU dz. dz.
i  J

c'est-à-dire l'ensemble des points de C où le hessien en z_ de f(̂ , t) est

nul. Ou encore, grâce à Morse, l'ensemble .des points de C qui ne sont pas des

points singuliers quadratiques ordinaires de leur fibre. Mais, d'après les

formules de codimension de Boardman, dim Z^^'^(F^) dimC (on peut bien

sûr le voir facilement à la main, mais nous devons essayer de préparer les

généralisations). Ainsi, à l'extérieur d'un sous-espace analytique strict de C ,

les points de C sont des points quadratiques ordinaires de leur fibre. Mais

d'après 2.1, pour nous assurer que 1 = 1  t il suffit de le vérifier pour la

déformation semi-universelle d'un point quadratique ordinaire, i.e. d'une sin-
^ 2gularité de la forme .Z z. = 0 , et dans ce cas c'est evident.1=0 i '

L'irréductibilité de D en s vient de ce que D est l'image de C ,

qui est lisse, donc irréductible.

2.4. Il existe un sous-espace analytique fermé S de D , tel que D - S 

soit dense dans D , et que F^ induise un isomorphisme C - n \s) D - S 

(on a noté n = F^jc ) . Ceci résulte de 2.1 et 2.3. En effet, D étant ré

duite est lisse à l'extérieur de son lieu singulier S . Mais si au-dessus

d'un point de D - S il y avait plus d'un point de C , D ne saurait Être

lisse en ce point, en vertu de 2.1. (*)

2.5. n : C --  ̂D est la normalisation de D . En effet, d'après 2.4

n est biméromorphe. D'autre part, n est fini et C étant lisse est normal. 

Cela suffit.



2*6, Remarque.- Le fait que le lieu critique C soit lisse est bien parti

culier au cas des hypersurfaces : considérons par exemple la déformation semi-
3 2 2 2 3universelle de la courbe de C (x,y,z) définie par x - y z = y - z = 0 .

C*est le morphisme stable F s (P x ( P   ̂(P x (P (coordonnées x,y, z surU
Cp , t̂  , v^ sur , t̂  , t^,...,t^ , u^,...,u^ sur <Ĉ ) donné par :

2 2 2 2 t^. = x - y z + t̂  z + t̂ z + t^y + t^yz + t^yz

"o " ^ ^  + u z + u ^  + u^x + u ^

\  ° *U = *i ' ^  i ^ 5

et il est facile de voir que le lieu critique n'est pas lisse : il a pour 

équations :

0 = 4xy - t^u^ + 3e ordre

0 = 2xu- t, u + 3e ordre1 1 3
0 = t u —  2t,y + 3e ordre.3 1 1
Mais en général, C provenant de variétés déterminantielles dans l'espaces

de jets, dans le cas des déformations semi-universelles de singularités iso

lées d'intersection complète, C sera Cohen-Macaulay, normal, et normalisa

tion de son image.

2.7. La multiplicité de D en s est

(D) = b = dim C$z, ,...,z.
^s'  '  <0 C i . o *  n )  / t<?Zp

Démonstration (Pham [l6j).

2f ^
^z , n

On applique la formule de projection qui nous dit exactement

que W1g(D) est la multiplicité de l'idéal (f* ^  t***! ^  ) dans ^jz^,
o n  ^

Mais l'on dispose d'un critère valuatif de dépendance intégrale (voir par
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exemple [12] ou [17]) qui nous dit que pour vérifier que f est entier
Rf 2)f
3z ***** 3z.sur l'idéal ( ^  ***** ^  ) t ii suffit de vérifier que pour tout morphisme

h : D  — où E) est le disque unité, tel que h(0) = 0 , on a

T?̂ (f oh) ^.min(i)^( ^  oh)) , or ce dernier point est clair ; si t est
i

une coordonnée locale de 3D , on a
 ̂ (z.. o h)

d'où
'i? (foh) -1 ^min(i) ( ^ o h )  -1 o ^ o

Ainsi, l'idéal (f , ^  ***** ) a même fermeture intégrale dans ciz *...,z ^3z; 3z^  ̂ o n;o n
que l'idéal ( ) .Un théorème de Samuel nous dit qu'alors ces

o ^n
deux idéaux ont même multiplicité (ceci résulte de la caractérisation asympto-
tique de la relation de dépendance intégrale,, que l'on peut trouver par exemple

dans [l2j), et un autre théorème de Samuel nous dit que puisque ***** )
o n

est une intersection complète dans (E * sa multiplicité est

exactement dim^(C{z^,...,z.^/{-^....*^). Q.E.D.

2*8* Remarque.- Le résultat 2*7 se visualise ainsi : Morse nous apprend 
qu'une petite déformation "générique" d'une application f : ^ C aura

= dimp C jzp***.,z.^^/(^ ***** ^  ) points critiques quadratiques à 
valeurs critiques distinctes cf* [13]. Une telle déformation revient à res
treindre F^ au-dessus de l'image réciproque d'une droite "générique" de S (ne 

paasitnt' pas par l'origine). Les valeurs critiques de l'application seront les 
points d'intersection de cette droite avec D . Or, une droite "générique" de 

S va couper D en 1 1 1  , (D) points lisses de D * et nous avons vu en 2*3p
et 2.4 que la fibre de F^ au-dessus d'un point lisse de D avait une (et



une seule) singularité quadratique. D'où nî (D) = ̂  .

(^)
2.9. Remarque.- On trouve dans Milnor [13] le fait que est un invariant

du type topologique de 1'hypersurface. u est le "nombre de cycles éva

nouissants" c'est—à—dire que si nous prenons une boule ouverte B__ de rayon

suffisamment petit de centre l'origine dans , et si nous désignons par

l'intersection de l'hypersurface définie par f(z^#...,z^) = t , pour t

suffisamment petit et non nul, avec est non singulière, et l'on a

dim^H^(x^) = ^  (cf. [9] et [13]).

2.10. Prenons sur S^C xC*^ les coordonnées (t , t ,...,t ) (cf. 2.3)o 1 m
et posons T̂ '°= in (t ) .Le cône tangent à D en 0 est l'hyperplano o o
multiple défini par = 0 . Dans gr <E $ t , t„,...,t 1= (E[T , T , ...,T ]^  ̂ o o [ o 1 ' m l  o 1 m**

En effet, te -t , (ensemble sous-jacent à - ) , doit être contenu ' D,0' * D, 0 ^
dans l'image de l'application tangente à restreinte à C . Hais,si nous

prenons un point c' € C notant s' = n(c)  ̂ si s' a pour coordonnées

t * t......t , l'image de l'application tangente à F,, restreinte à C ,o* 1' * n ' ^ U
en c , est l'hyperplan d'équation T - t = E S-(z **..*z )(T. - t.)*  ̂ o o - . ^ - o  n i  ii= 1
( c' a pour coordonnées z ,...,z , t ,...,t ) . Or, Si(0,"s.)0)= 0 pouro n o n T ^
1 i Z m  . Puisque  ̂ est de dimension - D 1  , on a certainement que ^ ^ D,0
[C^ -i est l'hyperplan T = 0 . Mais C doit être une hypersurface deD,0' o D,u
Tg g de multiplicité . Q.E.D.

COROLLAIRE 2.11.- En un point quelconque s' ( D , gt est la réunion

de k hyperplans^ où k est le nombre d'éléments de n (s*) , chaque 

hyperplan correspond à un point x^(s') ( n , et est compté avec la



multiplicité ^,x(x^,) - (on note 4̂ (x )) . Il suffiti x ^  ; o x ^ o
d'appliquer la remarque 2.1.

2.12. Signalons également qu<'on lit sur la formule explicite pour l'image 

de l'application tangente à F^ restreinte à C , donnée en 2.10, que 

pour s' ( D , Cp g! est comme réunion d'hyperplans, l'ensemble des 
positions limites des cbnes tangents aux points de D voisins de s' .

En particulier, [C^ ^,] est l'ensemble des positions limites des hyper- 
plans tangents à D en des points lisses de D voisins de s ' . Nous 

laissons le lecteur donner une formulation précise de ce fait, que nous 

n'utiliserons pas ici.

DEnNITION (Hironaka) 2.13.- Soit C un cône algébrique de . On

appelle espace tangent strict, ou faîte de C , le sous-espace vectoriel 

de C * T c Q * ^ * v ^  (B^/t + v = C  ̂ . (Remarquer que ceci veut dire que 
la translation par v induit un automorphisme de C comme sous—espace 

de , i.e. avec tous ses nilpotents, composantes immergées, etc...).

DEFINITION 2.14.- Soit X un espace analytique. On appelle espace tangent
strict de X ou x 6 X le faîte T.. de C., . (T,. d  E.. , espace-----------  —    X,x —  X,x X,x^- X,x '
tangent de Zariski à X en x et on a égalité si et seulement si X est 

lisse en x ).

2.15. Remarque.- Soit s' ( D . Soit k le nombre d'éléments de n \s') .

On a dim T , = + 1 - k.D, s '
Ceci résulte immédiatement de 2.11, puisqu'il est clair que le faite
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d'une réunion de k hyperplans, même multiples, est leur intersection.

2.16. Remarque.- Soit s' ( D . Soi nt x_̂ (s') , 1 ^ les points
—1de n (s*) * On a l'égalité

-"..o - j, -

Ceci résulte immédiatement de 2.1 et 2.7.

§ 3. Le nombre de MiInor et le type topologique.

Nous avons dit au 2.9 que et (x  ̂ était un invariant du type topolo-' x o o
gique de la singularité isoléu d'hypersurface (x^, x^) . Hais bien mieux, 

on a le résultat suivant, qui fut conjecturé par Hironaka :

THEOREME (Hironaka, Lê Dung Trang, C.P. Ramanujam)voir [9] et [lOj).- 

Soit F : (X,s) — ^ (S,s) un représentant suffisamment petit d'un germe 

de déformation d'hypersurface à singularité isolée (X^,x^) , muni d'une

section E : (s,s) —  ̂(X,x) telle que X - Z(s) soit lisse sur S . On 

suppose que pour tout s' ( S , ^o^ * Alors la défor

mation F est à type topologique constant.*

3.2. Remarque.- Les démonstrations connues sont topologiques et utilisent

la lissité de la base S . On se ramène cependant au cas où S est lisse
(***)

par résolution locale des singularités de (s,s) ([7]) puisque si les

fibres après un changement de base résolvant (S,s) ont toutes même type

topologique, c'était sûrement vrai pour la famille donnée, grâce à la sur-

jectivité des morphismes résolvants.

* Pour le moment, il faut supposer dim X ^ 2
*o °



3*3* Remarque.- Si l'on prend une singularité isolée d'hypersurfacc,

(X ,x )̂ (2 , la section par un hyperplan générique de

fournit une nouvelle hypersurface à singularité isolée, dont le nombre de
n)Milnor ne dépend pas de l'hyperplan générique choisi. On peut conti

nuer et associer à (x ,x ) la suiteo o
) = ,u. (x ) , n^)(x n ^ ( x  )'x  ̂ o - x o ' x o ^x oO O O o

où ) est le nombre /n de Milnor de la section de (x , x ) par' x o / o oo
un hyperplan de codimension j générique*

fn)(Noter que ; ^(x ) = T}1 (X ) - 1 ) * Le narrateur publiera pro-
^o  ̂ ^o ^

chainement [20] une démonstration algébrique du résultat suivant :

THEOREME 3*4*- Si dans la situation du théorème 3*1, on suppose S lisse,

et que pour tout s' ( S , (X ,) = b(^(X ) , 0 4 j n. ,^E(s') s ' x °o
alors (X -^i(s) , ?($)) satisfait les conditions a) et b) de Whitney en 

tout point de E(s) *

Ceci implique que F : (X,x) — (S,s) est topologiquement triviale 

d'après un théorème de Thom-Mather. Le fait qu'il suffise de vérifier l'éga

lité pour j = 0 correspond à une "vérité" concernant la géométrie des lieux 

discriminants de déformations semi-universelles, que l'on trouvera au même 

endroit.

3*5* Nous allons maintenant à la recherche, dans la base , d'un repré

sentant suffisamment petit de la déformation semi-universelle F^: (X̂ ,x̂ j)—^(S^, 

de notre hypersurface (x^,x^) , des points s'  ̂ tels que la fibre X^,

ait un point singulier x(s') tel que (X^,,x(s')) ait même type topologique



que (X^,x^) . Remarquons tout d'abord qu'un tel point x(s') s'il existe,

est le seul point singulier de X^, .

En effet, la semi-continuité de la multiplicité (qui résulte de la semi- 

continuité de la fonction de Samuel, cf. n° 3*8 de l'exposé précédent) nous 

dit que pour tout s' ( S^ , T)1̂ ,(D) ^  7!1̂ (D) . Mais d'après 2.9, le nom

bre de Milnor étant un- invariant topologique, on doit avoir

 ̂ o
et d'après 2.1,

D'après 2.16 (et le fait évident que ^^(x) ̂  1 si et seulement si x est

un point singulier de X ), si X^, avait un autre point singulier que

x(s') , on aurait )1'1 .(D) ^  - contradiction.s ' ' o

3.6. Soit F : (X,x) —  ̂(S,s) une petite déformation à type topologique 

constant de (X^,x^) . Puisque le nombre de Milnor est un invariant du 

type topologique, il résulte de 2.1 que dans le diagramme cartésien

(X,x)

(S,s)

U

^  (Su-=u)

dû à la semi-universalité de F^ , l'image de S devra être contenue

dans l'ensemble des points de multiplicité = )"*- (X ) de D C. SU
Mais ceci n'est autre que la strate de Samuel de dans D (cf. 3.8 et

3.6 de l'exposé précédent), que nous noterons D^ . D'après 3.8 de l'exposé

précédent, pour un représentant suffisamment petit de F^ , D^ sera un



sous-espace analytique fermé de D , donc de * Si nous savions démon

trer qu'au-dessus d'un point s' ( il y a un seul point de C , disons

x(s') , on devrait certainement avoir, d'après 2.16 JLt , ,i,(x .) = ^ -^ (X' x(s ' ) s ' / o - x r
et d'après le théorème 3.1 la déformation obtenue par changement de base

(*DO

4*
(D ,S )  ̂ 4 (S ,s ) ̂ o* ^ U* U

serait "à type topologique coïistant", et clairement semi-universelle pour

cette propriété. Malheureusement, ce que ncus savons jusqu'à maintenant ne

permet pas de montrer cela. En effet, il se peut très bien a priori qu'étant

donné s' ( D , la fibre X . ait k points singuliers x.(s') tels que o s ' i
k
" H \ (X . ) = . Cependant, nous allons montreri=1  ̂ s' ' o

PROPOSITION 3.7.- L'ensemble S des points s' € D tels que X . ait-------  E ----- *----- o ----- —̂  g' ----
un seul point singulier est un sous-cspace analytique ferme de .

Démons tration.

Remarquons que d'après 2.15 :

= j s' ( D / dim T , = Tt! = dimD t .E t  o D,s' J
On pourrait vérifier directement dans ce cas-ci, assez simple puisque D

est une hypersurface, que cela fait de S un sous-espace analytique ferméE
de D . Nous allons cependant donner un argument valable pour n'importe o
quel espace analytique (remarquons en tous cas que l'argument ne marche que 

parce que nous avons déjà su nous restreindre à une strate de Samuel). Nous



allons en effet énoncer la

PROPOSITION 3.8.-(Lejeune-Teissier {[11] et {[12])*- Soient X un espace 

analytique* et Y un sous-espace analytique fermé de X . Les conditions 

suivantes sont équivalentes :

a) Y est contenu dans une strate de Samuel de X .

b) Il existe un cône relatif t[y — Y plat, tel que pour tout

y 6 Y on ait p**\y) = .
Ceci signifie que les cônes tangents à X aux différents points de Y 

se recollent en une famille plate sur Y , si et seulement si Y est contenu 

dans une strate de Samuel de X *

Nous pouvons combiner ceci avec le

LEMME 3*9* (voir {[12])*- Soit C un cône algébrique. Le faîte de C est 

la strate de Samuel du sommet de C (en caractéristique zéro)

pour obtenir

PROPOSITION 3*10*- Soient X un espace analytique* et Y un sous-espace

analytique de X contenu dans une strate de Samuel de X . Il existe un

espace vectoriel relatif T —2-̂. Y tel que pour tout y ( Y on ait

c**\y) = T , espace tangent strict à X ou v .X,y

Démons tration.
T n'est autre que l'unique strate de Samuel relative de p : Cy — ^Y 

de 3*8 qui contient le sommet (i.e* l'image de la section canonique "sommet")



du cône relatif p (cf. [11]) . Mais par définition, la fibre d'une strate

de Samuel relative est une strate de Samuel de la fibre, c'est-à-dire que
— 1 —1 'Z." (y) est la strate de Samuel du sommet de p (y) = C , c'est-à-direx,y

T d'après 3.10.x,y

COROLLAIRE 3.11.- L'ensemble des points où dim 1 , pour tout 1 ,
— — — — — — — — — — — — — — — — — — —  x , y  ^

est un sous—espace analytique de Y . (Ceci n'est autre que la semi—continuité 

analytique supérieure de la dimension de la fibre d'un vectoriel relatif, cas 

particulier très simple de la semi-continuité de la fonction de Samuel, et 

par ailleurs bien connu).

3.12. Le corollaire 3.11 nous montre que, pour un représentant suffisamment

petit F : (X ,x ) __* (s ,s ) , l'ensemble des points de la strateU U U U U' a
de Samuel D de S dans D au-dessus desquels il y a un seul point de C o U
est un sous-cspace analytique fermé de , donc de D , donc de S^ .

Il résulte de ce que nous avons dit en 3.6 que nous avons démontré le

THEOREME 3.13.- Si nous regardons la déformation obtenue par changement de 

base par l'inclusion Ŝ, <— > S^

(XE'*U> '------->

i
Pu

F est la déformation "à type topologique constant" semi-universelle de E



3.14. Nous allons maintenant montrer l'existence d'une section analytique

E de F qui pique l'unique point singulier de chaque fibre de F .E E E
Remarquons tout d'abord que cette question ne concerne que le morphisme

n : C — ^ D : il s'agit de construire E : S — n**\s ) .E E E
Ceci nous permet de supposer que notre germe d'hypersurface

(X ,x ) C  (<C*^*\o) est de multiplicité au moins 3 , c'est-à-dire queo o
s'il est défini par f(z ,...,z ) = 0 , on a f(z ,...,z ) f (z ,...,z .o n o n o n
En effet, un lemme classique (^14]) nous dit qu'au prix d'un changement de 

variables, on peut toujours supposer que

S 2f(z ,...,Z ) = .2 Z. + f(z ,,...,z ) 
 ̂ o * '  n i= o  i  p+1 ' n '

ou :
P+1

 .

Mais on constate immédiatement que le morphisme n : C — —^ D dans la dé
formation semi-universelle de l'hypersurface à singularité isolée détermi
née par f(z „ , . . . , z ) = 0  est isomorphe à n : C — ^ D . Nous supposerons p+1 * n
donc dorénavant que f(z^, ...,z^) ( (z^, ...,z^) . Or dans ce cas, z^,...,z^

sont linéairement indépendants modulo (f, ^  ) . Nous pouvons
^o ^n

donc choisir, dans 2.3.1, *
D'autre part, il résulte de 2.7 et 2.10 que D est donné dans 

^  * c"*,0) par une équation de la forme

JL4 — 1
3.14.1. tj*°+ a^_i(^,...,tjt^ ° + ... + a^(t^,...,tj = 0
(grâce au théorème de préparation de Weierstrass)

avec a M - i ( * i " * " t J  6 (t^.............. *
mOr si W est l'hypersurface lisse de C x C définie par
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%  + (t,.....tj = 0
d'une part, D <2. W (en effet, en tout point de D , la u -1 -ième o o / o
dérivée partielle de 3.14*1 par rapport à t doit être nulle) ; et d'autreo
part, on doit avoir, en tout point s' ( D

3.14.2. Tp^, c, .
(ceci peut aussi se vo* r par un calcul simple, mais c'est un cas particu

lier d'un résultat général : dans la terminologie de [6] ou [J2j , W a 

le "contact maximal" avec D ou , donc, d'après le théorème de conti

nuité du contact maximal, (][6l ou ]j2l) aussi en tout point de D , et leo
contact maximal implique l'inclusion 3.14.2.

Hais si nous prenons s' ( S , on a dim T , = 111 , et doncE s
Tp g, = g, .Si maintenant, l'unique point de C au-dessus de s' a

pour coordonnées z ,...,z ,t ,...,t , et il résulte de 2.10 que IL . = [CL ,o n o m D,s' ' D,s'
est donné par

m
T - t = z ( T  - t  )+...-+z(T ) + E S . ( z , . . . , z ) ( T .  -t.)o o o 1 1 n n+1 n+1 i o n i i

et d'autre part, est donné par

T — t = u E ./l— * (t. ,...,t )(T ** -̂̂ )o o r 3t^ 1 m i i
d'où les égalités

3.14.3. z = 1 3 a
^ (t t )  , O ^ i ^ ni 9t. , ^ 1 " * * ' m' 1  + 1

ce qui montre bien que l'unique point singulier de X; au-dessus de s' ( Ss ' E
est piqué par la section E donnée par 3.14.3.

Il est maintenant bien clair que toute déformation à type topologique 

constant, ou "à constant" au sens de 3.1, possède une section qui provient
par changement de base de la "section universelle" X . Nous montrerons

E



ailleurs le lien entre ce résultat et le problème de la "déformation semi- 

universelle à section" posé par Hironaka [5] à propos de sa théorie du 

(t - r)-index ([5] et [6]).

§ 4* "Vérités" non démontrées.

Le premier problème qui se pose est celui de la lissité de S .

4.1. "Vérité" n°1 : S_ est lisse.— —  g

Dans le cas où dim X = 1 , i+e* des courbes planes ceci (ainsi quex c o
l'existence de S_, , évidemment) a été démontré par J. Wahl (Berkeley) dans E
sa thèse [22] mais sa méthode ne lui permet pas de décrire explicitement S 

comme sous-espace de , et ne se généralise pas en dimension supérieure

à 1 .

4.2. "Vérité" n° 2 : S^ = D .------ E o
Ce qui revient à dire qu'au-dessus d'un point quelconque de il y a

un seul point de C , ou encore que D est irréductible en tout point de

, ou encore que dim Tp „t = dim D pour tout s' ( , ou enfin : pour

toute petite déformation F : (X,x) — ^(S,s) telle que, si pour s' € S ,

x^(s') 1<^i^k sont les points singuliers de X^, , on ait

.X, )<*=.) = ^  ,
1=1 1 o

on a k = 1 et la. déformation F est à type topologique constant.

Cette vérité a pour corollaire (cf. [10]) :

"THEOREME" 4.3.- Soit F : X — S un morphisme plat dont les fibres sont

des hypersurfaces projectives à singularités isolées. On suppose que F est



localement cohomologiquement trivial c'est-à-dire que tout s ' ( S possède

un voisinage U tel que H*(F ^(u) , Z.) ^ H*(? \s') x U , 3 Z ) .  Alors F

est localement topologiquement trivial, c'est-à-dire que tout s' ( S possède 

un voisinage U' , tel que l'on ait un homéomorphisme au-dessus de U' :

F**̂ (s') x U' — — -----F**\u')

La "vérité" n° 2 vient d'être démontrée par Cevdet Ha§ Bey dans le cas des 

courbes planes et par voie topologique (^3j et [4]).

La conjonction des deux premières vérités nous donne :

"Vérité" n° 3 : est lisse, que l'on peut ausssi chercher à démontrer

directement.

§ 5. Lien avec le problème de Pham.

Si nous reprenons l'exemple de Pham [[15] exposé par Berthelot [1], du

point de vue adopté ici, nous nous apercevons qu'il se laisse paraphraser
3 9ainsi : si (x ,x ) est la courbe plane d'équation y + x = 0  , la strateo o

de Samuel D du lieu discriminant D de la déformation semi-universelle de o
(X ,x ) est lisse de dimension 2 (c'est T** dans les notations de D5j; o o
Tj dans ( j ] ) .  Mais la stratification de Samuel de D ne vérifie pas la pro

priété de frontière. Il existe une strate de Samuel de D ( ^  ^^ns les no

tations de [1]) telle que H  , mais . Ainsi, si l'on prend



6 Tj - fl et , les fibres X^, et X^, auront
1 2

même type topologique, mais certainement pas même type topologique univer

sel. Mais on a le résultat suivant :

THEOREME 5.1. (Whitney [23]).- Une partition localement finie X = UX% en 
sous—espaces analytiques tels que X^ _et X^ - X^ soient des sous-espaces 

analytiques fermés, possède un raffinement qui vérifie la propriété de fron

tière, et est la moins fine possible pour cette propriété (parmi celles qui 

sont plus fines que la partition donnée).

Si nous notons T la strate de s dans D pour le raffinement de o
Whitney de la stratification de Samuel de D , nous voyons que nous ne pou

vons plus appliquer la méthode de Pham pour trouver un contre-exemple au fait

que les fibres de : (X^,x^) ---  ̂(S^,s^) au-dessus des points de ont

toutes le même type topologique universel.

D'où

Conjecture 1 : est lisse.
Conjecture 2 : est la strate de s dans la stratification de Thom

(i.e. par le type topologique universel) de .
Question préliminaire : est-ce que les multiplicités jacobiennes critiques 

de Pham [16] sont constantes le long de T ?
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(NOTES)

Page 17 (*) Remarque.- La même méthode permet de démontrer très facilement,

grâce à 2.1, que pour toute strate de Boardman de ,

au-dessus de tout point d'un ouvert analytique partout dense

de F(l^) , il y a un seul point de X! (et même de C )

(sinon, on contredirait par2*1le fait que F(t^) doit être 

irréductible en tout peint d'un ouvert analytique partout dense). 

Ainsi, F : F"* *—  ̂F(^*) est bimeromorphe (et c'est même' leu '
morphisme de normalisation de F(^)) . La formule de projection 

des multiplicités donne alors immédiatement le théorème 4.3. 

de [1] (ou de Pham [16]). 2.1 est un résultat si géométrique 

et si utile qu'il mérite peut-être le nom de théorème.

Page 20 (**) "Entre les lignes" cf. "Singularités à Cargese" (à paraître).

Page 22 (***) n  faut cependant, bien sQr, supposer S réduit.
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C H A P I T R E  II

CYCLES EVANOUISSANTS, PLIS EVANOUISSANTS, 
ET CONDITIONS DE WHITNEY
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0. INTRODUCTION

Nous présentons ici un nouvel aspect du dictionnaire, esquiss 
dans [3] et [4], qui relie les propriétés topologiques des petites dé
formations d'un germe d'hypersurface à singularité isolée aux proprié
tés géométriques des lieux discriminants de morphismes stables dont la 
fibre est une hypersurface . Le but principal de ce travail est d'inter
préter l'obstruction à ce qu'une petite déformation à base lisse, par 
exemple, satisfasse les conditions de Whitney le long de son lieu sin
gulier, en termes de cycles et plis évanouissants. En particulier, nous 
donnons une condition numérique qui assure les conditions de Whitney^ 
et nous présentons une conjecture, de nature purement algébrique, sur 
les lieux discriminants mentionnés plus haut, conjecture dont la véraci
té permettrait de répondre à de nombreuses questions concernant les 
"petites déformations à type topologique constant" au sens de [3] et [4].

u TtoAty

 ̂ 71 ( x Lu v? )

1.1 Théorème 1 : Soit = une équation pour un germe
d'hypersurface à singularité isolée (X^,x^)c((ü*^\o). Posons

,x = ^ n + i / ( f )  ; , X ? 3R=(z^,...,z^)3x .
o o \ o n/ o o o o

Considérons l'application K̂ . ^ : N x N -- définie par :
o' o

K(r,s) = dimg^x x -
o' o/

Il existe r^ et ŝ  tels que pour r^r^, s^s^ ,K(r,s) prenne les 
mêmes valeurs qu'un polynôme en r et s de degré n, dont les termes de 
plus haut degré peuvent s'écrire :

Voir théorème 3 + théorème 4.

(Du
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/ \ M / * \ n** i i   ̂  ̂ n"7 / . ( o) ^ ( i) s r (n) rK̂ r ( r, s) = p  ̂+ . . . + p j . ̂ , + . . . + p rX ,x  ̂ n!  ̂ (n-l)^l^  ̂ n̂o o

où p^*^ (=p^**"^(X ) ) est le nombre de Milnor p (X QH^^) de l'intersec- ̂ ^x o ^x oo o
tion de (X ,x ) avec un plan de codimension i suffisamment général.o o  ̂ & 7
c'est-a-dire appartenant à un ouvert analytique dense de la grassmannienne
G^^ des plans de codimension i de passant par l'origine
( / "  = ^  w  )).

o

1.2 Remarque : En particulier, n'est autre que le nombre de Milnor
p, (X ) de (X ,x ) , et p/^ (X ) =9R (X ) - î,ou 9N (X ) désigne la mul-X  O 0 0 X  O X  O X  oO 0 0 0

tiplicité en x de X (c'est-à-dire, l'ordre de f à l'origine). (Ces o o  ^
derniers faits avaient été montrés par J. J. Risler).

1.3 Théorème 2 : Soit F: (X, x)— ^(S,s) un représentant d'un germe de
déformation de (X^,x^). On suppose que F satisfait les conditions sui
vante s

t
1) S est réduit

^  ) 1 -1 ̂ \ 2) pour tout s' $ S, la fibre F (s') = X ^  possède un point
x(s') tel que ^(g')^g'=^x ^  -

O
Si l'on suppose que (X^,x^) a vraiment une singularité, hypothèse que 
nous ferons dorénavant, ceci entraîne que x(s') est effectivement un 
point singulier de X^ . Le théorème est : x(s') est alors l'unique
point singulier de X^ (quitte à rétrécir X et S, i.e. à prendre un re
présentant plus petit du germe de déformation qui nous intéresse), et
il existe une section <3 : S — X̂ de F telle que <3(s') = x(s'). En particu
lier X-ü(S) est lisse sur S, ainsi que ü(S) (cf. [4]) (et
p , . (X ) = p (X ) pour tout s' € S) .3(s')s' 'x o  ̂o

1.4 Théorème 3 : Soit F : (X,x)---  ̂(S, s) un représentant de germe de défor
mation satisfaisant les conclusions du théorème précédent, avec S réduit. 
Pour un plongement local au voisinage de x :
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(X,x)--- > (Sx s x 0)

défini par une equation G g (3g (plongement qui existe pour
un représentant suffisamment petit, puisque F est plat), on définit
l'Idéal jacobien relatif 3(G) (3̂  . Soit d'autre part4 o z o z ! A\ o n/
l'Idéal définissant o*(S) dans X. Si ne dépend pas de s' (jS,g !  ̂O ( S )
dans la modification o) : X' — ^ X définie par 1' Idéal produit ^ ^

n + 1
on a : dim(ju *̂ (x) = n - 1 .
(et en fait cette condition ne dépend pas du plongement X —^ S x Œ  
choisi).

1.5 Théorème 4 (Hironaka, cf. Nous utilisons ici une forme démontrée
par Canuto et Speder dans [1]) :

Si, avec les hypothèses du théorème 3, nous supposons de plus 
S lisse, la conclusion du théorème 3 implique que (X-c(S), C(S)) satis
fait les conditions a) et b) de Whitney en tout point d'un voisinage 
de x dans C( S) .

1.6 Ainsi, si nous parvenons à montrer que dans la situation de
la conclusion du théorème 2, la constance de n , ,^(X ,) entraîne celle0 \ S / S
de tous les u, , ,.(X ,) (l<i^m), c'est-à-dire celle de ?(?( ) s' Xg, , 3( s' ) '
nous avons montré que la constance du nombre des cycles évanouissants 
^cf(s')(XgY) entraîne? (gi g est lisse) que la déformation satisfait les 
conditions de Whitney le long de son lieu critique ü(S). Cpmme nous 
l'avons déjà remarqué, ^(gT)^g? étant un invariant du type topologique 
au sens de [4], ceci impliquera en particulier qu'une déformation dans 
laquelle le type topologique des fibres est constant satisfait les
conditions de Whitney le long de son lieu critique. Ceci impliquera 
d'autre part que les ^ ^ ^ ( ^  
dans une petite déformation.
d'autre part que les ]j/^(X ) sont des invariants du type topo logiqueXrt O
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11.1

11.2

Zariski a demande , d'autre party (cf. [6])y si la multiplicité
ÜR (X ) était un invariant du type topologique de (X yX ). Ce qui pré- 

o
cède nous suggère la généralisation suivante :

Conjecture 1 : Tous les u/^(X ) 0 < i ^ d i m  X sont des invariants j--------  o x oo o
du type topologique de (X^yX^) (et nous savons que c'est vrai pour i = 0).

La conjecture est vraie pour dim X =1 puisque l'on sait dans ce cas
o

que la multiplicité est un invariant du type topologique.

Ce qui suit est un programme pour montrer l'assertion énoncée
en 1.6. C'est-à-dire y en notant (E—) la condition analogue à (E ) obte-R  _  (i
nue en remplaçant le nombre de Milnor par le polynôme K̂ . ^ y pour mon-

o' o
trer l'implication (E )=$(E—). Nous allons formuler une conjecture nep. R.
portant que sur la géométrie des lieux discriminants de morphismes sta- 
bleSy et qui entraîne que (E^)=* Dans ce qui suity on se restrein
dra au cas où S = B y  disque unité du plan complexe. Remarquons que pour
montrer que (E )=3 (E—) il nous suffit de montrer que (E )=s (E + lep, R  H ^r*
fait qu'il existe une section hyperplane de la famille (i.e. de l'espa
ce total) Xy disons HQXytelle que (3(B) c H  QXy et que

p . i r t c u t t g B

"x < (x. = 3(0)) .
O o

En effet, on aura alors une déformation H Q X —^ B  de (X QH y x^) sa-
° ° (2 )tisfaisant (E^)y et l'on pourra recommencer pour montrer que 

est constanty ....

Remarque : Si (X^yX^)d(Œ^^^yO) est un germe d'hypersurface à singu
larité isolée, pour un hyperplan "assez général" H de passant par
l'originey (X^QHy x^) est encore une hypersurface (de R) à singularité 
isolée. Nous pouvons choisir les coordonnées locales sur
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ae telle façon que H ait pour equation z^ = 0, et le développement
'̂iine equation f - 0 pour (X ,x )o o

z 3f
f  (  Z o  ? Z ^ y . . .  y "  f ( O y Z ^ y . . .  y f ^ ( 0 y Z ^ y . . .  y Z ^ )  + . . ,

O

* i t ?  " T t  * - - -5zo

nous montre que nous pouvons considérer (X^,x^) comme une déformation
de (X (IH9X ) paramétrée par z , c'est-à-dire que nous avons un dia- 

0 0 o
gramme cartésien :

(X H H y X  )  ---------^(X y X  )
0 0 o o

(0)

H

(m,0)

où fg est plat, 
t

isolée, un tel diagramme provient de la déformation semi-universelle de
Mais puisque nous avons choisi H tel que (X^QHyX^) soit à singularité

(X H H y X  )  o o

(X^ n H,x„) - ^  (X ^ )  - ^  (X^(H) ,x^)

fxTH
f 1' h "

(0)

F^(H)

En fait, la situation est décrite par , qui nous décrit comment
(X^yX^) est formée à partir de (X^DHyX^). Remarquons que puisque
(X yX ) est à singularité isolée, h (D) n'est pas contenu dans le 

0 0 ^ o
lieu discrimant D^(H) de F^(H) (cf. [4] pour ce lieu discriminant).
Ceci revient à dire que le discriminant de fg est ensemblistement réduit 
à (0)g D. Le lieu discriminant de f^ n'est autre que l'image réciproque



de D^(H) par h^.Si A = 0 est une equation pour D^(H) dans S^(H), la 
multiplicité avec laquelle est comptée l'origine de D conime lieu dis
criminant de f. est l'ordre en z de A °h =(3^  ̂ . Nous noteronsk o  ̂ ID,0
cet ordre (h . D̂ .(H)) ("nombre d'intersectiod' de h avec D^H) en o U o o U
l'origine 0 ( o u ^  ; quand cette notation sera commode) de s^(H) ).
Le fait que h^ nous décrit la morphogénése de (X^,x^) à partir de
(X DH.x ) est manifesté par le : o o ^

Théorème 5 : On a l'égalité :

n (X ) = (h . D^(H)) -  ̂ (X nH) .^x o o U o "x oo o

(rappelons que ii^^(X^flH) n'est autre quë la multiplicité de D^(H) à 
l'origine de [4]). Le nombre de Milnor apparaît ici comme un "gain 
de multiplicité".

Remarque : De notre point de vue, un germe de courbe plane est cons
truit à partir d'une singularité y**=0. C'est ce qu'écrit le théorème
de préparation de Weierstrass. Si nous choisissons des coordonnées 

2(x,y) dans (t de telle sorte que l'axe des y ne soit pas contenu dans 
la courbe (X̂ ,x̂ )ci((t ,0), nous pouvons écrire une équation de notre 
courbe (après transformation pour éliminer le terme en y*** :

f (x,y) = y" + a^_g(x) y*  ̂+ . . . + a^(x) = 0

et les a. (x) nous décrivent précisément un morphisme h : S  ̂ ,i  ̂  ̂ o m-1
S . étant la base de la déformation semi-universelle de la singularit m-1 ^
y"*=o.
Le théorème 5, dans le cas des courbes planes, se ramène à une formule 
bien connue des géomètres italiens

A = n+m-l ( H (X^) )
o

où A est l'ordre en x du discriminant par rapport à y de f(x,y). (Si 
l'axe des y n'est pas contenu dans le cône tangent à la courbe, m est



l a  m u l t i p l i c i t é  de (X^yX^)) .

11.5

11.5

11.6

Remarque : Nous pouvons choisir des coordonnées locales u^y...yu^ sur

S^(H)y de telle façon que le cône tangent à D^(H) à l'origine ait pour
équation

U ° - 0 où U - in u (cf. [41) .O O O O  *-

D'autre party un "chemin" h^ : ID—  ̂S^(H) est décrit par m^+1 fonctions
holomorphes à 1'origine : u^ = u^(z) 0<k<m^.

1 Définition : Nous dirons que h est transverse à D^(H) si le cône tan-  o U
gent à l'image de h^ n'est pas contenu dans U^ = 0. C'est-à-direy 
désignant l'ordre en Zy si l'on a :

v (u (z)) = v (h ) min v (u (z))o o o o o k0<k^m^

Remarquons que si nous présentons une courbe plane comme en II.4y il 
est facile de vérifier que h^ est transverse au lieu discriminant
^m l^^m 1 ^  et seulement siy au prix d'un changement de coordonnéeSy
la courbe peut avoir comme équation :

Remarque : Si h^ est transverse à D^(H)

(h .D./H)) = v (h ) (D./H))o u  o o o  o U

et réciproquement.

1 Définition : Nous dirons que h est lisse si v (h ) = 1.  o o o
Remarquons que h^ est lisse et transverse à D^(H) si et seulement si
(h . D^(H)) = p, (X QH)y c'est-à-dire si u. (X)=0. Mais dans ce caso U o x o ^x oo o
X^ est non singulier en x^ y cas que nous avons exclu.
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11.7 Remarque Nous aurions pu considérer (X x ) comme déformation
du y***=0 grâce au théorème de préparation de Weierstrass, c'est-à-dire 
considérer (X^yX^) comme donné dans un diagramme cartésien :

(X yX ) O o (X .yO) m-1

h
^->(S .,0)m- i

(notations de 11.4). Nous aurions gagné en simplicité du côté du buty 
mais perdu la vision de h^ comme "chemin". Nous avons préféré garder 
une source de dimension 1 au prix d'une complication du buty comme cela 
nous était suggéré par les résultats de I. On peut cependanty concernant 
le point de vue effleuré ici y mentionner l'outil numérique suivant : 
si A désigne la multiplicité à l'origine du lieu discriminant de p, on 
a 1'égalité

(n-1) , v  ̂ (n) / v \A = n (X ) + n (X )X 0 X 0o o

pourvu que la projection p soit'tassez générale" et en particulier trans
verse, c'est-à-dire que m=9M (X ). (Ceci se déduit de 11.3 en considé- ̂ x oo
rant une droite "suffisamment générale" de (E passant par l'origine).

111.1 Définition : Soit h^ : (D y O )— =&(SyO) un morphisme analytique y où S

est lisse. Dans des coordonnées locales u yU^y...yU pour Sy h esto 1 m o
donné par m+1 fonctions holomorphes u^ = u^(z) (O^i^m). Nous appellerons
déformation de h^ tout morphisme h : (BxIDyO) ^(SyO) donné par des
fonctions holomorphes de deux variables (z et le paramétre de déforma
tion t)

u. = u.(z) + T).(zyt) O^i^m avec T).(zyO) = 0 0<i^mi i i  i

La clé de l'application des considérations précédentes au problème qui
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III.

IV. 1

nous ' téye sse est le

! Théorème 6 Soient (X ,x ) c Æ o o
n+1 ,0) un germe d'hypersurface à sin

gularité isolée y et un hyperplan de ((tn+1 yü) tel que (H D X  ,x )c(H ,0)O 0 0 — 0
soit une hypersurface à singularité isolée. Soit h^ : B —>(S^(H^) un 
chemin tel que

(X yX )--------------)o o u o

D — -ï— > S^(H ) U o

soit cartésien^ ou F^/H ) ^st la déformation semi-universelle deU o
(ByO) de (X yX ) o o(X QH  yX ). Toute déformation de base D F: (X,x)- o o o

est représentée y à isomorphisme de déformation prés, par une déformation 
de h . C'est-à-dire qu'il existe une déformation
h : (Bx ByO) 
torise :

(S^(H^)yO) de h^ telle que F : (X,x) — -^(ByO) se fac-

(XyX)

(ByO)

(Bx ByO)

(X^(H^) yO)

F^(H ) U o
^  (S^(H^)yO)

-1où le diagramme de droite est cartésien, ((p (BxO),x) = (X^,x^) et
((p'to) ,x) -  (X n H ,x ) .

^ 0 0 0

Le résultat précédent nous permet de ramener l'étude des
petites déformations de base B  de (X^,x^) à celle des défprmations
de h . o
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I V . 2

IV.3

Soit (D,0)<r(S,0) une hypersurface (S lisse). Soit
h : B x ]D —  ̂S une déformât ion d'un morphi sme h^ : B x [ 0 ) = B   >S, te 1
que h([0)x(0))=0y et h^(B)<^D. Notons (z,t) des coordonnées locales 
sur B x  B. t est le paramètre de deformation. Pour t suffisamment petit 
mais non nuly le nombre des points d'intersection de l'image de 
h^ : B x  (t)— & S avec Dy qui tendent vers 0 avec le paramètre de defor
mation ty la multiplicité de D en ces pointSy la multiplicité d'inter
section de h^ avec D en ces points et le nombre des points de B x  (t^ 
dont l'image est un de ces pointSy sont indépendants de t. Numérotons- 
les de i = 1 à k. Soit 9JL(D) la multiplicité de D au i-ème point d'in
tersection, (h^ . D)^ la multiplicité d'intersection, n^ le nombre de 
points de Bx(t) dont l'image est le i-ème point d'intersection.
D'après les propriétés élémentaires des nombres d'intersection, on a :

k
(h .D) = X (h, .D).o o .  ̂ t ii=l

(notons qtLe nous entendons par (h, . D) . la somme des ordres de 1' équa-
-1  ̂tion de h^ (D) aux n^ points dont l'image est le i-ême point d'intersec

tion). Nous supposerons d'autre part toujours que h^(B)^D.

Définition : Nous dirons que 1'hypersurface D est harmonieuse en
0 $ D  si pour tout chemin h^: (B,0)— >(S,0) tel que h^(B)^D, et pour
toute déformation h : B x  B — > S de h , on a, avec les notations précé-o
dentes :

k
a) H  (D) ^ X n. . Tt.(D)o . i i ii = l 

k
b) 3R (D) = x n. .3R.(D)o . ^ 1 1i=l

dans deux cas seulement :

1) h est lisse et transverse à D en 0 (c'est-à-dire o
(h .D) =3N(D) ;

0 0 0

2) k=l et n^ = 1.
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IV. 3 Exemple s : A) Si D est non singulier en 0, D est harmonieuse er 0.
En effety choisissons des coordonnées locales u y...<?u sur S telleso m
que D soit donnée par u^ = 0. h peut s'écrirey au prix de la multipli
cation de z par une unitéy par :

a
U  = Z ^ + H ( Z. 3 t)o o

Ui = u^(z) +TI^(zqt) l^i<m

Mais grâce au théorème de préparation de Weierstrass, puisque 
H^(zy0)=0y on peut écrire

a a-1
u = V(z,t)(z ° + [3 .(t)z ° +...+P (t))o a - 1  oo

avec V (0? 0) /0 ̂
Les points d*intersection de h^ avec D qui tendent vers 0 avec t sont 
donc donnés par les racines du polynôme qui apparaît dans l'écriture 
de u^gpuisque TR̂ (D) =1<, l'inégalité a) est certainement vérifiée. 
D'autre party l'égalité de h) entraîne évidemment k = l  et n^=l.

B) Exemple d'hypersurface ne satisfaisant pas la condi-
3tion a) : soit D l'hypersurface de (t (u yU^yU^) définie par :

2 2 ** 3 ,u^ + u^U2 = 0 . Prenons pour h le morphisme D  x 1D —  ̂(E donne par

u = (k ̂  1)o

< Uf = t

3R̂ (D) =2, mais h^ coupe D en un seul point de coordonnées u^ = 0, u^ = t, 
u^ = 0y en lequel ÏR̂ (D) =1. 
a) n'est pas vérifiée.
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C) Exemple d'hypersurface satisfaisant a) mais pas b).
2Prenons l'hypersurface de (t définie par u^,u^ = 0 (elle véri

fiera a) au vu de A) ) , et h donné par :

u = ( z - t) ̂  k ̂  2o

u^ = ( z + t) ̂  1^2

h est donné par u = z\ u^ = z\ v (h ) ^ 2. h n'est donc pas lisse, o ^ o  l ' o o  o ^
D'autre party ÜR̂ (D) =2y et h^ coupe D en deux points, de multiplicité 1 
sur D correspondant à z = ̂ t. a) est évidemment vérifiée, mais pas b) 
puisque l'on a 2 = ÏR̂ (D) + ÏR^(D).

IV.4 Remarquons que l'harmonie est une condition "d* incidence'.'.
L'harmonie d'une hypersurface D en un point O g D  signifie que D s'effile 
vers le point 0 d'une manière bien précise. L'harmonie est une condition 
sur le germe de D en 0.

V.l Proposition : Si D est le lieu discriminant de la déformation semi-
universelle d'un germe d'hypersurface à singularitè^isolée, D satisfait 
la condition a) de l'harmonie.

V. 1 bis Conjecture 2 : Un tel D est harmonieux.

V.2 Définition : Soit f : X — ^S une déformation d'un germe d'hypersurface
à singularité isolée (X^,x^), avec S réduite. Nous dirons que f satis
fait la condition (E ) si pour tout s' $S, notant x.(s') l^i^k les ̂ i
points singuliers de on a l'égalité

. V " .  ( s . ) * . . -1 = 1 i o

Nous avons énoncé comme "vérité non démontrée" dans [4j l'équivalence 
de(X!  ̂et de(E^), c'est-à-dire que l'égalité (M) n'est possible que si 
k = 1.
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Rémàtqhbn^ que diaprés ce que nous avons montre dans [4] il suffit de
verifier Î  éqùivâlenëe de E qt E quand S = D. (En effet 1̂  ensemble
dés points de la base de la déformation semi-universelle de (X , x ) ̂ o o
tels que fa fibre correspondante vérifie (-R) avec k = 1 est un sous- 
ë'sp&è'e;̂  rmé- ( locâlement). de 1̂  ensemble des points où la
fibre vérifie (*R) . Pour montrer que ces deux ensembles sont égaux, il 
suffit de montrer qu* ils contiennent les mêmes germes de courbes irré
ductibles, ce qui après normalisation de ces germes de courbes, nous
ramène au cas S = TD ) . Si nous notons (Er:) la condition analogue à (E )

*" ( i ) ^obtenue en remplaçant )i (X ) par ^ (ou la suite des ^
o o^o o

nous avons posé au début (1.6) le problème de montrer que (E^)=^ (E—).
On peut de même se ramener, en utilisant la semi-continuité de
k  ̂j.
E U  , au cas où S = D  pour montrer (E )=>(E—), et l^on a le :n -K-i

V.3 Théorème 7 : Les propositions suivantes sont équivalentes :

1) (E„)^(E) et (E)^(E-) ;n n n -R-
2) les lieux discriminants de déformations semi-universelles de 

germes d^hypersurfaces à singularité isolée sont harmonieux 
(c^est-à-dire la conjecture 2).

Y.4 Remarque : Diaprés 1.6, si la conjecture 2 est vraie, une déformation
à base lisse satisfaisant (E ) satisfait les conditions de Whitney len
long de son lieu singulier. Diaprés un théorème de Thom ceci entraîne 
que la déformation est topologiquement triviale, et donc en particulier 
que le type topologique des fibres est constant. Comme le nombre de 
Milnor est un invariant du type topologique, la conjecture 2 entraîne 
que les conditions de Whitney sont, dans le cas particulier où nous 
sommes, équivalentes à la constance du type topologique des fibres. 
C?est une réciproque forte, dans un cas particulier, du théorème de 
Thom.
Ceci répondrait partiellement à une question de Zariski ([6]).



51 .

V.5 Terminologie : Dans la situation de 111.2, les points d'intersection
de h, avec le lieu discriminant de E ^ H  ) où h, est lisse et transverse t U o t
à ce lieu discriminant, correspondent à des points lisses de la fibre 
X^, mais en lesquels l'hyperplan tangent est parallèle à . Nous 
dirons que de tels points correspondent à des plis évanouissants de la 
deformation. L'assertion (E )=*(E—) revient à montrer, dans l'hypothèseH ÎY
(E ), qu'il ne peut y avoir de plis évanouissants.P-

VI Démonstrations : On renvoie le lecteur à [5] pour les démonstrations
des théorèmes et propositions énoncés ici.

lt x lilt
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