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Variétés polaires locales et classes de
Chern des variétés singuliéres

Par Lt DONG TRANG et BERNARD TEISSIER

A Dimitri Fotiadi

Dans ce travail, nous commencgons I'étude systématique des variétés polaires
locales attachées a un germe d’espace analytique complexe (que I'on peut décrire
informellement comme lieux de points critiques non singuliers de projections
génériques de cet espace sur des espaces affines). Nous établissons un lien précis
entre ces variétés polaires locales et la théorie des classes de Chern sur un espace
singulier (due a R. MacPherson [24] et M. H. Schwartz [30]) en donnant pour
I'obstruction d’Euler locale de R. MacPherson une expression algébrique comme
somme alternée de multiplicités de variétés polaires. Nous tirons de ce résultat
des méthodes pour le calcul effectif des classes de Chern singuliéres, une
définition des classes de Chern locales et aussi des formules effectives pour la
caractéristique d’Euler-Poincaré x(V') d'une variété projective V, généralisant les
formules de Pliicker.

Divers avatars du concept de variété polaire ont été utilisés depuis long-
temps (Severi, Todd, Pontryaguine,...) pour définir des invariants (“classes
caractéristiques”) des variétés algébriques projectives ou des variétés diffé-
rentielles compactes. La relation entre variétés polaires et classes caractéristiques
des variétés a été estompée par I'extension de la théorie des classes caracteéris-
tiques aux fibrés quelconques et le succeés du point de vue axiomatique et
cohomologique. Par ailleurs les variétés polaires elles-mémes n’ont pas été utilisées
de facon vraiment géométrique puisque les géomeétres ne considéraient, méme
aprés l'extension au cas singulier en géométrie projective [28], que la classe
d’équivalence rationnelle ou la classe de cohomologie des variétés polaires.

Depuis plusieurs années les auteurs du présent travail ont été amenés, dans
I'étude locale des singularités des espaces analytiques, a utiliser des caractéres
géométriques locaux de variétés polaires définies localement. Ces variétés inter-
viennent aussi naturellement dans I'étude des singularités du point de vue
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458 LE DONG TRANG AND B. TEISSIER

topologique (par la théorie de Morse ou la théorie de Lefschetz (cf. [20])) que
dans I'étude du point de vue algébrique (recherche d’invariants, caracteres
pluckériens, étude des limites d’espaces tangents (cf. [32])). Cette ubiquité fait
que les variétés polaires locales sont un outil trés utile et un sujet d’étude
intéressant. Notre étude locale a été en partie motivée, et aussi facilitée, par la
naissance de la théorie de I'équisingularité en géométrie algébrique ou analytique
complexe, puisque nous avons été amenés a esquisser une théorie de I'équiva-
lence “équisinguliére” qui préserve les traits géométriques des variétés polaires.
Ce point de vue a été fortement influencé par les travaux de Zariski sur
I'équisingularité, depuis son article de 1937 [34] ou il utilise en fait implicitement
une telle équivalence “équisinguliére”.

Ce travail a été en partie provoqué par les exposés de ]. P. Brasselet (et son
travail sur les classes de M. H. Schwartz) [30], et de G. Gonzalez-Sprinberg [9]
sur la théorie de MacPherson au séminaire de Géométrie Analytique de 1'Ecole
Normale Supérieure ainsi que par la note aux C. R. Acad. Sc. de A. Dubson [7].
En particulier nous avons été inspirés par le résultat de G. Gonzalez-Springer et
J. L. Verdier cité plus bas et les relations données par R. Piene dans [28].

Avertissement: Le terme “variété polaire” (spécialement “‘courbe polaire’)
a été utilisé par les auteurs dans des travaux antérieurs en un sens un peu
différent, en fait moins restrictif que celui utilisé ici. Le lien entre les deux usages
sera fait dans un prochain travail.

1. Notations

Dans tout ce qui suit (X,0) est un germe d’espace analytique complexe
réduit équidimensionnel de dimension complexe d. On supposera que ( X,0) est
plongé dans (CV*!,0). On désignera encore par X un représentant assez petit de
X et O sera le faisceau structural de X.

(1.1) Modification de Nash

(L.1.1) Soit Q5 le faisceau des différentielles sur X. Comme Q% est un
O,-module cohérent, on peut définir un espace analytique en grassmanniennes
au-dessus de X, Gy = Grass ,Q% £ Xetun quotient L localement libre de rang d
de g*Q} qui satisfait la propriété universelle suivante:

Pour tout morphisme h: Z — X d’espaces analytiques, 'application k - h*L
de I'ensemble des morphismes h: Z — G y tels que go h = h dans 'ensemble des
quotients localement libres de rang d de h*Q} est une bijection. En particulier g
est un morphisme propre et pour tout x € X, (Gy), = g '(x) est la grassman-
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nienne des sous-espaces vectoriels de dimension d de I'espace tangent de Zariski
de X en x ([11]).

Soit X° I'ouvert analytique dense des points non singuliers de X. Puisque
2y , est localement libre de rang d, il existe une section ¢° de g au-dessus de X°:

0% X% Gy

Soit X I'adhérence dans Gy de limage de ¢°. D’aprés un théoréme de
Remmert (cf. [40]), X est un sous-espace analytique fermé réduit de Gy. Le
morphisme g induit donc un morphisme analytique propre »: X - X. La restric-
tion de » a 0°(X?) étant un isomorphisme, le morphisme » est une modification
qu’on appelle la modification de Nash de X. Par construction »*Q% a un quotient
localement libre de rang d qui est le dual du faisceau des sections d’un fibré
vectoriel de rang d sur X, appelé fibré de Nash de X.

(1.1.2) Si X est un représentant assez petit de (X,0), il résulte du théoréme
22 de [42] et du théoréeme de Bertini que l'on peut plonger X dans une
intersection compléte réduite X; de méme dimension. Dans ce cas la modifica-
tion de Nash de X est I'éclatement de la restriction a X de I'idéal jacobien de X,
i.e. la transformée stricte de X par la modification de Nash de X, (cf. [27]).

(1.1.3) Supposons X C C¥*. On peut aussi écrire comme suit la modifica-
tion de Nash de X. Soit G = G(N,d — 1) la grassmannienne des d-plans de
qui passent par 0. Soit Y%: X° —» G le morphisme analytique qui a x € X°
fait correspondre la direction de I'espace tangent T, X en x a X. La restriction de
la projection pr;: X X G — X a la fermeture X dans X X G du graphe de y° est
isomorphe au-dessus de X a la modification de Nash de X.

CN+1

(1.2) Généralités

On suppose ici X fermé dans un ouvert de

(1.2.1) On notera e: X’ — X I'éclatement de {0}, i.e. de I'idéal maximal I
de O ,, dans X.

Rappelons que X’ est le sous-espace analytique fermé de X X PV adhérence
du graphe de l'application de X — {0} dans PV qui & tout x € X — {0} fait
correspondre la droite sécante Ox. De plus e est la restriction 4 X’ de la
projection de X X PV sur X.

On notera & % — X I'éclatement dans X du sous-espace analytique fermé
v~ 1(0) défini par MOy

Rappelons que %X est le sous-espace analytique fermé de X X PV X G
adhérence du graphe de I'application de la partie non singuliére X° de X moins
{0} dans PV X G qui a tout x € X° — {0} fait correspondre le couple formé par

CN+1
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la droite sécante Ox et la direction de I'espace tangent 4 X" en x. De plus ¢ est
induit par la projection de X X P X G sur X X G.

11 résulte de la propriété universelle de I'éclatement que I'on a un diagramme
commutatif:

X XPVX G XXG
) O \prz
e
VI
X—¢ .x
D

X X pV 1>\

On remarque que voé = eopr’ est la restriction a X de la projection
X X P X G sur X.

O_n note Y’' = e L0), Y = v 1(0) (qui n’est pas nécessairement un diviseur
dans X), U =¢ YY) =»" YY) (qui est un diviseur dans °X).

(1.2.2) On appelle morphisme de Gauss v la restriction a X de la projection
pr,: X X G — G. De méme on note A la restriction a X’ de la projection de
X X PV sur PV,

(1.2.3) Soient a: = — PV et 7: ® — G les fibrés tautologiques. On note:

£ =ANE=,a = \a: ¢ - X/,

I
—_—
=

)*¢a=(v)*a§ - X
T=(e)*T,t=(&)*: T > X
et on remarque que t: T — X est le fibré de Nash de X.
(1.3) Deux lemmes-clefs
Soit IC la sous-variété de PV X G formée des couples (I; T) tels que [ C T.

On peut traduire un lemme fondamental de H. Whitney (cf. [41] (7.6)) de la
fagon suivante:

(1.3.1) LeEmME: L’espace analytique réduit |é~ (v '(0))| sous-jacent d
¢ (v 40)) = v} e Y0)) est contenu dans {0} < (.

On peut énoncer ce lemme en disant que la restriction de £ a |%Y| est un
sous-fibré vectoriel de la restriction de T a |%Y].
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D’autre part un résultat que H. Hironaka nous a montré (cf. [19], 1.2)
donne:

(1.3.2) LEMME: Il existe un ouvert de Zariski dense V dans Y’ tel que pour
tout x’ € V, v’ (x’) ne contient qu’un point.

2. Variétés de Schubert et variétés polaires

(2.1) Soit d un entier, 0 < d < N + 1. Considérons dans I'espace vectoriel
C" ! un drapeau D de sous-espaces vectoriels:

(D) D,CcD, C---CD,CD,CC"N''=D,
ot D, est de codimension complexe i dans C"*!. L’ensemble
c(D):={E€G,dmEND, ,, =k}

est une sous-variété algébrique irréductible de codimension k de la Grassman-

nienne appelée variété de Schubert spéciale de codimension k associée au

drapeau ) (en fait associée a D, , | et par conséquent notée aussi ¢,(D; ).
Et on remarque que, si k' =k, on a: ¢;.(D) C ¢,(D).

(2.2) On reprend les notations du paragraphe 1. On a les morphismes analy-
tiques suivants:

X———G
v
X

(2.2.1) D’aprés un théoréme de S. Kleiman [16] (2. Theorem). Si D est un
drapeau assez général, ¥ ~ (¢, (D)) est vide ou de codimension k dans X ainsi que
¥ Yci(D)) N Y dans Y.

De plus, lintersection y (c (D)) N » (X% = (CVN'' X ¢ (D)) N
v }(X°) est non singuliére et dense dans y (¢ (D)),.q» comme il résulte du
lemme suivant:

(2.2.1.1) LEmME: Soit X = U __, X, une stratification d 'un espace analy-
tique complexe X qui satisfait la condition de Whitney. Soient x € X et X, la
strate contenant x. Pour tout plongement local en x de X dans un espace
euclidien CP et pour tout sous-espace non singulier Z défini dans un voisinage de
x dans CP et transversal a X ,,, en x, il existe un voisinage U de x dans CP, tel
que, pour tout y € U, Z soit transversal en y a toute strate Xz telle que
X;D X

a(x)*
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Ce lemme résulte immédiatement de la condition a) de Whitney et de
I'ouverture de la transversalité.
Appliquons maintenant ce lemme a la situation qui nous intéresse:

(2.2.1.2) Soit X = U,e AX une stratification du modifi¢ de Nash de X qui

vérifie la propriété de Whitney et telle que » " {(X?) = X X soit une strate et que

v ~1(0) soit une union de strates. L’existence d'une telle stratification est assurée
par [40].

Soit ¢, (D) = U 4.0, g une stratification de la variété de Schubert ¢, (D)
qui vérifie la condition de Whitney et telle que la partie non singuliére c,(°D)°
soit une strate. D’aprés le théoréme de Kleiman, pour un drapeau °) assez
général, chaque o, 4 est transversal dans {0} X G a chacune des strates X, qui
sont contenues dans » ~(0).

Le lemme (2.2.1.1) montre que chaque CN+lx o, p est transversal dans
CY*1X G a chacune des strates de X dont I'adhérence rencontre » ~!(0). Ceci
signifie que, quitte a choisir un représentant X de ( X,0) plus petit, les C**! X ¢, ,
forment une stratification de C**! X ¢,(°D) qui satisfait la propriété de Whitney
et qui est transverse 4 la stratification (X,),, de X. Les (C¥"1 X o, ;) N X,)
non vides (« € A, B € B) forment donc une stratification de Whitney de
I'ensemble analytique X N (CN*1X ¢, (D)) = vy Y (D)) (cf. [6)).

Par raison ¢ de transversalité, la strate de dimension maximum de XN (CN*H!
X ¢, (D)) est X0 (CM*1X ¢, (D)") et cette intersection est non vide si k<d
et transversale. Toutes les autres strates sont de dimension plus petite, car XO est
dense dans X et ¢,(D)° dense dans c¢,(D).

(2.2.2) On peut donc définir pour chaque drapeau ) assez général le
sous-espace analytique réduit P,(°D) sous-jacent a l'image directe par » de
¥ (¢ (D)). Soit par ailleurs (Y,,0),...,(Y;,0) un ensemble fini de germes de
sous-espaces analytiques réduits fermés de (X,0). D’apres [21] il existe un ouvert
de Zariski dense U de I'espace des drapeaux considérés tel que, pour tout k,
0 <k <d, la famille des Pi(D), %D € QU et les familles (P,(D) N Y,) g, D €U,
soient équisinguliéres du point de vue de la résolution simultanée dans X. On
peut donc en particulier parler de la classe d’équisingularité générique de
((P,(D),0) ou des (P,(D) N Y,),.4,0), et de la multiplicité générique (cf. [33]).

Pour tout %) dans un tel ouvert Q, on appellera P,(D) la variété polaire de
codimension k de X. En fait on peut vérifier que la classe d’équisingularité de
P,(D),0) est indépendante du plongement de (X,0) dans (C***,0).

Comme dans (2.1) on remarque que, si k' = k, on a: P,.(%D) C P, (D)

(2.2.3) Remarque: Si %) est un drapeau assez général, notant 7: (X,0) —
(C?**10) la restriction & X d'une projection linéaire de noyau D,_, ,,, le
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sous-espace analytique (réduit) P,(°D) est la fermeture dans X du lieu critique de
la restriction de 7 a la partie non singuliére X° de X.

(2.3) On remarque que pour tout D € U, (P,(D),0) est vide, car la
dimension de » ~(0) est au plus d — 1. D’autre part P,(D) = X.

Plus généralement, il résulte du théoréme de Kleiman que si dim» ~1(0) < k,
P,(°D) = @ pour tout & € . Nous verrons plus loin la réciproque.

Pour une variété algébrique projective V de dimension d — 1 dans P, en
prenant pour X le cone dans CV*! sur cette variété on trouve que les variétés
polaires P, (D) de X pour D assez général, sont des cones et définissent des
sous-variétés algébriques M,(D) de V. Pour D assez général, la classe d’équiva-
lence rationnelle de M,(°D) dans V est appelée k-iéme classe polaire de V (cf.
[28]). La théorie des variétés polaires locales contient donc la théorie des classes
polaires des variétés projectives.

3. Classes de Chern-Mather et de Chern-MacPherson-Schwartz

(3.1) Rappelons d’aprés larticle de R. MacPherson ([19]) que pour une
variété algébrique projective équidimensionnelle V de dimension v, on définit les
classes d’homologie de Chern-Mather de la variété V de la fagon suivante:

Soit »: V — V la modification de Nash de V. Soit [V] la classe fondamentale
en homologie de V. Sur V nous avons le fibré de Nash f(cf. (1.1) ci-dessus) et on
considére sa classe de Chern totale c(f) en cohomologie. La classe d’homologie
c(f) N [‘7] a une image directe ¢, (V) par » dans 'homologie H«(V) de V que
P'on appelle la classe de Chern-Mather de V:

cn(V) = vi(e(T) N[V]) € Hu(V).
Cette définition s’étend aux cycles algébriques de V par linéarité.

(3.2) Dans [19], R. MacPherson définit un isomorphisme @ du groupe
abélien des cycles algébriques de V dans celui des fonctions constructibles sur V
qui 4 chaque cycle En,V; associe la fonction constructible n, Eu(V;) qui au point
p € V prend la valeur 2n,Eu (V;), ot Eu (V) est un entier appelé I’ obstruction
d’Euler locale de V, en p et qui ne dépend que du germe (V;, p). Nous reportons
le lecteur & [24] pour la définition originale de Eu (V).

Dans [24], R. MacPherson démontre que I'élément ¢, (® (1)) € H«(V),
ou 1, désigne la fonction constructible constante égale a 1 sur V, définit une
classe en homologie qui étend raisonnablement aux variétés algébriques singulieres
la classe d’homologie duale de la classe de Chern totale du fibré tangent a une
variété algébrique non singuliére.
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(3.3) Nous utilisons ici comme définition de 1'obstruction d’Euler la relation
démontrée par G. Gonzalez-Sprinberg et J. L. Verdier dans [9]; en reprenant les
notations de (1.2), on a:

Eu,(X) = deg(c, (T — ¢) N[Y])

ou par définition (cf. [10]) si E et F sont deux fibrés vectoriels sur un espace
topologique Z, ¢,(E — F) est 'élément de degré k dans la cohomologie de Z qui
apparait dans le développement formel du quotient ¢(E)/c(F). On a donc:

d—1
(3.3.1) Eu,(X)=deg| X (—1)'(cy 1 (T)c(&)") N[Y]

i=0
car ¢,(§) = 0 pour i = 2.

Dans [24], R. MacPherson a défini Eu,(X) comme 'obstruction a prolonger
en un champ de vecteurs non nul sur X un certain champ de vecteurs sur X qui
en x € X" est la projection sur T.X? du vecteur radial Ox. Il est intéressant de
comparer la relation de G. Gonzalez-Sprinberg-]. L. Verdier avec celle de R. Bott
et S. S. Chern dans [3], en particulier la Prop. 6.2. (Cf. aussi le travail [30] de
M. H. Schwartz, et [4].)

4. Sections et projections

Dans ce paragraphe nous étudions le comportement des variétés polaires
locales par sections planes et projections linéaires génériques.

(4.1) Nous reprenons les notations du paragraphe 1. Soit D, C C* ! un
sous-espace vectoriel de codimension i tel que (X N D;),., = X, soit de dimen-
sion (pure) d — i.

(4.1.1) Proposition: Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) Pour tout représentant X assez petit on a y (¢, ;. (D;)) N X = 9, o0u
X . C X désigne le transformé strict de X . par la modification de Nash;

ii) Pour tout choix d’un systéme de coordonnées locales z,,...,z\ sur
(CN*10) tel que D, soit défini par z,= -+ = z,_,= 0 on a:

L’idéal JOy =~ de Oy — engendré par les mineurs de la forme

W fseees £ ,d)/a('z,.l,..., z,.., ,) ot les f; appartiennent a l'idéal I de Ox- i,

définissant (X,0) et {i,...,ix. )4} C {0,..., N}, est entier dans ’anneau Oy
sur 1'idéal engendré par les mineurs de la méme forme mais ou {i,...,ix, | 4}
C {i,...,N}.

iii) Le morphisme de X? dans X, X G,, ou G, désigne la grassmannienne des
(d — i)plans de D,, défini par x - (x,T.X N T.D;), s’étend en un morphisme
de X, dans X, X G,, induit par le morphisme naturel de G — c,_,, (D,) dans G,
qui a T associe T N D,, dont ’image est le modifié de Nash X: de X,.
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iv) Le morphisme précédent non seulement existe mais est un morphisme
fini de X, sur X,.

Démonstration:
i) = ii): Soit J, I'idéal de Oy _engendré par les mineurs jacobiens au dénominateur
desquels apparaissent au plus p variables d’indice non contenu dans {i,..., N}.

L’assertion ii) signifie que J,,,_, est entier sur J,. Il suffit de montrer que,
pour tout p, 0 =p =N —d, ], est entier sur J,. Pour cela on utilise le critere
valuatif de dépendance intégrale (cf. [13], Lecture 7, [23]). Considérons un
chemin analytique h: (D,0) - (X,0). Soit A un mineur de J, tel que Ao h soit de
valuation minimale dans h*J,. Supposons d’abord cette valuation finie: on a alors
h(D — {0}) C X" et en un point x € h(D — {0}) 'espace tangent & X admet
pour équations:

N foueen iy )

a(z,,l,..., Zi, A3

(*) Ad'zi,,: - E

le{iy,..., ini1-d}

dz,

Thyt? > Vinyi-d

ot tous les mineurs dans le membre de droite appartiennent a J .. Si la
valuation d’'un élément de J,, | composé avec h était inférieure a celle de Ao h, la
limite en 0 des espaces tangents 3 X° le long de h(D) serait contenue dans un
hyperplan dont I'équation est de la forme X, xyA1dz; =0, donc non
transverse a D,, en contradiction avec i). Un raisonnement analogue montre que
si la valuation de h*]J, est infinie, h(D) C Sing X.

ii) = i): Raisonnons par l'absurde: Si la condition i) n’était pas réalisée il
existerait un chemin analytique h: (D,0) - (X,,£) oa £ €y Yc,_;_(D,) N X,
et tel que h = voh envoie D — {0} dans X°. Le critére valuatif de dépen-
dance intégrale et les équations (*) ci-dessus impliquent que la limite en O des
espaces tangents a X° le long de_ h(D) a pour équations & dz;, = — 28_,-,“ , dz, pour

h=1,.... N+ 1—d e 6§ +# 0. On en déduit aussitbt en prenant
{i.oosiny1—q) C{i,...,N} que cette limite est transverse a D; d’ou une
contradiction.

i) < iii): est évident ainsi que iv) = iii)
Il nous reste a montrer que ii) = iv).

D’aprés (1.1.2) il suffit de montrer cette implication quand X est une
intersection compléte. Il en est alors de méme de X N D; qui est sans composante
immergée d’apres le théoréme de Macaulay (puisque X; est de dimension pure
d — i par hypothése) et génériquement réduit d’apres i), donc réduit.

Le morphisme X, > X, induit par » coincide avec I'éclatement de 'idéal
JxOx o> tandis que la modification de Nash de X; coincide avec I'éclatement de
I'idéal jacobien de X; qui n’est autre que J,. Comme d’aprés ii), JyOy , est entier
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sur J,, X,. et X ., ont méme normalisé, (cf. [13], lecture 7, [23]) d'ou la finitude
cherchée.
Rappelons maintenant:

(4.1.2) Théoréme de Bertini idéaliste le long d une section
Soient Y un espace analytique complexe non singulier de dimension k,

f XY un morphisme analytique muni d’une section o. On note S I'idéal de €
définissant Y, = o(Y). On suppose que l'idéal jacobien relatif Jy, définit un
sous-espace nulle part dense dans X au voisinage de Y,. Il existe un fermé
analytique rare F, dans Y, tel que, pour tout point x € Y, — F|, tout Y-plongement
local (X, x) — (Y, f(x)) X (C¥"1,0) au voisinage de x, tout choix d’équations

fi>---» f,, définissant ce plongement (f, € O, cvi1,) et de coordonnées
(Yys-sYp)s (Zgs-..5 2y) sur (Y, f(x)) et (CV*10) respectivement, on ait pour
tout [, 1 <I<k,et {j,....Tn+ 14} C{1,...,m}:

a(ﬁl""’ﬁN+1—d)

Oy ,C STy y-0
a(yil"“’yh’zim"“’Zizm-d) X, x X/Y ¥ X, x
avec d = dim X — k. La démonstration de ce théoréme est une adaptation facile
de celle de la proposition (2.11) de [31).

(4.1.3) TutorEME (Avatar du théoréeme de Bertini idéaliste de [31]). Soit
(X,0) un germe d’espace analytique réduit purement de dimension d. Pour tout
entier i, et tout plongement (X,0) C (CVN*1,0), il existe un ouvert de Zariski
dense U, dans la grassmannienne G(N, N — i) des plans de codimension i dans
CN*! passant par 0 tel que tout plan D, € U, satisfasse les conditions équiva-
lentes de la proposition (4.1.1).

Démonstration: Soit T C G X CV*! I'espace total du fibré tautologique de la
grassmannienne. Posons Z = T N (G X X); la projection naturelle f: Z - G a
la propriété que, pour D € G, f~ YD) = {D} X (X N D). Notons 0: G > Z la
section nulle et soit F;, C G le fermé de Zariski que nous fournit le théoréme de
Bertini idéaliste avec section (4.1.2). Plagons nous dans la carte affine de G ou les
plans de codimension i sont définis par:

N

(*) 2= D a3, k=0,...,i—1.
i=i

Nous restreignons f (et donc Z) au-dessus de cet ouvert affine V, muni des

coordonnées a, ;. Le fibré T y est trivialisé, I'isomorphisme T, =~ V X CNt1-i
étant justement décrit par (*). Aprés cet isomorphisme, Z, est défini dans un




VARIETES POLAIRES LOCALES 467

voisinage de V X {0} dans V X C¥*!7' par I'idéal engendré par les équations
((f)yr-»(£,),) Ot fi,..., f, engendrent I'idéal définissant X C CV*! et pour
tout g € C{z(,..., 25}

N N
(g), = g( DI Eailyizf’z""“’%v).

i=i =i

On voit aussitot que J ; est 'idéal engendré par les déterminants jacobiens

de la forme 3((f),>---»(fy,,, )a)/0(Z;5--s 2 ) avec {i,....iyey g} C
{i,..., N} et I'on remarque

=[] + S |52 | ax

k

d
aak‘i

(f), :Z"(;_zj:)a’()ﬁk e {0,...,i — 1}.

Nous allons montrer que pour tout point a = (a, ;) n’appartenant pas a
F, NV, les conditions de la proposition sont réalisées pour le plan de codimen-
sion i décrit par les équations (*).

Soit h: (D,0) — (X N D,,0) un chemin analytique.

Nous allons montrer que la valuation de I'image de tout mineur jacobien
(S g (fi, )a)/¥Ris- s 2, ) dans Ok, est au moins égale a celle
de l'idéal jacobien relatif J, ., ce qui nous donnera la condition ii) de la
proposition (4.1.1).

Supposons que seuls i,,...,i, n'appartiennent pas a {i,..., N}. Par ailleurs
choisissons un monéme z, ...z, dont la valuation est minimale parmi celles des
éléments de I'idéal (z;,..., z5)". Nous remarquons que:

0 fuee )

(2,02, 2

[ > ViNt1-d

(£ (Fuora)a)

a, ypoeena; 4,2

a

fre1’"" ziNH d)

qui est entier sur (z,..., 2y)"J; ¢ d'aprés le théoréme de Bertini idéaliste le long
d’une section (4.1.2). Puisque h(D) C D, nous pouvons restreindre cette relation
de dépendance intégrale & z,= - -+ =z, , = 0, i.e. prendre tous les a, ; nuls et
on obtient que:

a(ﬁl""’f;N+l-¢i)

k...Zk
1 'a(zil,..., %, %

Oy € (z55eees2y)]

i,0

z

tey’ > TiNy1-d
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avec X; = (X N D)) qet] = J; Oy .Dapres notre choix du mondéme z; ...z,
et le critére valuatif de dépendance intégrale on a bien:

v a(fljx""’f;v»lf(i)
(250005 2,5 7

)Zv(]).

o

e’ iNy1—d

Q.E.D.

(4.1.4) Remarque: Soit D, un plan de codimension i passant par 0 et

satisfaisant les conditions de la proposition (4.1.1) et soit D, un drapeau de D,.
D’ apreés la proposition (4.1.1) le diagramme:
0.

Xi i
¥ Yi
G_Cd*ile(Di) G,

est commutatif ou y, est le morphisme de Gauss de X,, y, est induit par le
morphisme de Gauss y de X, et o; est le morphisme fini de X sur X défini dans
iii) de (4.1.1). On a, pour tout k, 0<k=<d—iettout drapeau GD dans C*!
prolongeant C’Di et contenant D;:

(**) YWl(Ck(GD)) N XAiZOiil(Yiil(ck(GDi)))'

(4.1.5) ProprosiTioN: Pour tout i, 0 < i =<d — 1, l'ouvert de Zariski dense
U, du théoréme (4.1.3) a la propriété suivante: pour un drapeau ) assez général
tel que D,e U onay Yc,_ (D) NX,= 2.

Preuve: 11 suffit d’appliquer I'égalité (**) de (4.1.4) et (2.3) a X,.

(4.1.6) CoroLLAIRE: Si D, € U, et si %, est un drapeau assez général dans
D, on a:

(Pk(OD) N Di)red - Pk(oDi)

pour tout drapeau D de CN "' qui prolonge D, et i + k<d — 1, ot P(D) et
P (D,) sont respectivement les variétés polaires de X et X .

(4.1.7) Exemple: Soit (X,0) C (C3,0) un germe de surface réduite. On
consideére des drapeaux (°D): D, C D, C C3,

Si 9D est assez général P,(%D) est la partie du lieu critique de la projection
X — C? paralléle a la droite D, qui n’est pas contenue dans le lieu singulier = de
X (appelée partie verticale du lieu critique de cette projection dans [12]).

Ainsi on peut voir que dans certains cas P)(°D) peut étre vide, par exemple
dans le cas ou X est équisinguliére le long de Z en 0. Dans ([19], 3.1.1) on donne
une condition nécessaire et suffisante pour que P (°D) soit vide.
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Le lemme (4.1.8), dans ce cas, signifie que D, n’est pas dans le cone tangent
de P,(%D) quand ) est assez général:

(4.1.8) LEMME DE TRANSVERSALITE DES VARIETES POLAIRES. Soit °D un
drapeau de C* "' assez général:
(D) p,cD, ,C---CD,CD CC""'=D,.
Notant Cy(P,_ (D)) le cone tangent de P, (D) en 0, on a:
(D, N Cy(By— (D)), = {0}

red

Preuve: On démontre ceci par récurrence descendante sur i. Sii = d, on a
Py(D) =X
et on peut choisir D, tel que

(Dy N G(X)),, = {0}

red

On suppose que pour tout j, i <j =< d on ait:

(D;‘ n Co(Pd—,'(GD))),ed = {0}

avec D assez général et D, C --- C D, , choisis par récurrence. On remarque
que: By (D) C Py ; (D). Donc
Co(Py— (D)) C Cy(By - 1(D)),

d’ou
(D, 4y NGBy (D)), = {0}

L’ensemble des sous-espaces vectoriels de CN "' de codimension i qui contien-
nent D, , et une droite de Cy(P,_,(°D)) est de dimension i — 1 au plus, tandis
que l'ensemble des sous-espaces vectoriels de CY*' de codimension i qui
contiennent D, | | est de dimension i. On peut donc choisir D; contenant D, , , et
ne contenant aucune droite de Cy(P,_,(°D)), ce qui signifie:

(Di n CO(PII—i(GD))) a4 {0}.

re:

On interpréte (4.1.6) et (4.1.8) numériquement de la fagon suivante, d’apres
[42], chap. VIII, Section 10, Remark:
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(4.1.9) CoroLLAIRE: Soit %D un drapeau assez général de CN™!, on a, pour
l=i=d:

(Di’ Pd*i(GD)) = mO(Pdﬂ.(GD))
et
mo(Pd—i(GD)) = mO(Pd i(ODi))

ot my(C) est la multiplicité de Cen 0, ( , ) est la forme dintersection en O dans
CN*1, 9D, la restriction de D a D; et P, (D,) est la variété polaire de codimension
d—ide(XND,),,

(4.2) Projections génériques.

(4.2.1) TutoreME. Soit (X,0) C (CVN"1,0) un germe d’espace analytique
complexe réduit purement de dimension d. Il existe un ouvert de Zariski dense U
de 1’ espace des projections linéaires p: CN™' - C4*! tel que, pour toute projec-
tion p € U, on ait:

i) Le germe image X |,0 de X, = (p(X)),.q €n 0 est une hypersurface réduite
de (C'*1,0) et le morphisme m: (X,0) - (X,,0) induit par p est fini et
biméromorphe;

ii) Dans la grassmannienne G = G(N,d — 1), la variété de Schubert S des
d-plans de CN*! qui ne sont pas transverses a Ker p rencontre chaque com-
posante irréductible fk de v~ 1(0) selon un sous-ensemble analytique de codimen-
sion 2 dans Y, ou vide;

iii) Le morphisme m: X — X, se prolonge en un morphisme
7 X — Yy S) - ).(1 a fibres finies.

CVt1o x——X - yll(S)

Pl 771 )
citlo x,—

Démonstration: 1l existe un ouvert U, de projections linéaires de CN*! sur
C? tel que si g € U, la restriction de q a (X,0) soit un morphisme fini. D’apres
le théoréme de Bertini-Sard, pour des représentants X et V de (X,0) et (C% 0), q:
X — Vest fini et il existe un fermé analytique nulle part dense F, de V, tel que la
restriction de g induise un morphisme lisse: ¢ "V — F,) > V — F,.

Soit y € V—F,. Si z reste dans un ouvert dense U, de l'espace des
projections linéaires de CV*! sur C, la restriction de z 4 ¢~ !(y) N X est injective.
Par ailleurs il est facile de démontrer que si z € U, I'ensemble F, des points
y € Vtels que la restriction de za ¢ '(y) N X ne soit pas injective est un fermé
analytique de V rare dans V.
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La projection p = (g, z): CV¥"! > C?"! induit alors un isomorphisme de
Iouvert analytique dense X — g ~!(F, U F,) sur son image dans C¢*! ce qui
prouve l'assertion i).

L’assertion ii) résulte aussitot du fait que la variété de Schubert S est de
codimension 2 dans G, et du théoréme de Kleiman ([16] 2. theorem).

Montrons iii). Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat dans
le cas ou X est une intersection complete, d’aprées (1.1.2).

Soient fi,..., fui1-a € C{zy,..., 2y} des générateurs de I'idéal définissant
X dans CV*! et g(z,..., 2,) un générateur définissant I'image X, C C¢*! de X
par la projection de CV*! sur C?"! qui & (zg,...,2y) associe (Zg,...,2g)-
Puisque le morphisme 7: X — X, est un morphisme fini entre germes de
Gorenstein, on a une relation due a Kleiman (cf. [17] (V, 5)):

(*) wx = GX/XI'W*“’XI

ol wy et wy sont les modules dualisants respectifs de X et X, et Cy y le
conducteur de Oy dans Oy

Par ailleurs on a la description suivante a la Picard, plus ou moins classique
(cf. [44] et [22]), du module dualisant wy. Le O,-module wy est isomorphe a I'un
quelconque des sous O,-modules inversibles de 2} ®¢ Tot(0y) engendré par une
forme différentielle méromorphe de la forme:

dz; N ---Ndz;, |

(£, fN—H—d)

LCRIE I
ou {ig,....i45_1} Y {fj»---»ins1-q4) €St une partition de {0,..., N} et le mineur
du dénominateur n’est pas diviseur de 0 dans O,. Dans la suite nous choisirons
{igs--»iq_1} = {0,...,d}. Dans ce cas si la projection choisie est dans U, le

mineur au dénominateur correspondant n’est pas diviseur de 0 dans O,.
De méme wy, est engendré par une des formes différentielles méromorphes

dzg A - - ANdE; A - - Ndzy
dg
0z;

1

b

ou dg/9dz; n'est pas diviseur de 0 dans O
On dedult de la relation (*) d'une part que C = Cy x, est un idéal inversible
de Oy, et d’autre part I'égalité d’idéaux de O,:

(**) (dg/9z¢,...,0g/92,)0, = C-J’,

ou J’ est I'idéal de O,, contenu dans l'idéal jacobien J, de X, engendré par les
d + 1 déterminants jacobiens o( fi,..., fas1-4)/0(2; 244 15--52x) (0 =i =d).
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(4.2.2) LEmME: L’ouvert X — ¥ “XS) est I’ ouvert des points ¥ € X tels que
LO¢ =705 ¢ .

Preuve: Notons J, I'idéal de Oy engendré par les mineurs jacobiens au
dénominateur desquels apparaissent au plus p coordonnées appartenant a
(zgseszgsonalyCl =T et ]y =y

Montrons d’abord quen tout point f€ X —y S)onaJ,, ,0¢.=]0¢;
pour p, 1 = p =< d. D’apreés le critére valuatif de dépendance intégrale il suffit de
montrer que, pour tout arc analytique h: (D,0) — (X, %) on a, notant v la
valuation correspondante, v(h*J, . ) = v(h*],). Considérons un mineur jacobien
A au dénominateur duquel apparaissent exactement p + 1 coordonnées apparte-
nant a (z,..., z,;) et donnant une valuation minimale parmi les mineurs de cette
sorte. Ecrivons:

(fisee s fvera)

0(2gse-es Zpr i e z,.l\"d)

A=

ot {15 sin-q) C{d+ 1,...,N}

Si tout mineur de cette sorte donne une valuation oo, il n'y a rien a
démontrer. On peut donc supposer que (voh)(D — {0}) C X°. La régle de
Cramer nous donne un systeme de N + 1 — d équations pour I'espace tangent a
X en un point de (voh) (D — {0}), contenant une équation de la forme:

ddz, = (21 0,-dz,+ ﬁ&{-dzkl
a=p i=1
ouke{d,....N} = {j,s1o--sin-a}> 0, E i1, 8, = 4,
8 e, et 8:8(2', az(fl’”;f:*l‘d )
02 Bp—1> B B oo By

Montrons qu’il est impossible que v(Aoh) soit inférieur a inf(v(8oh), v(8;oh),

i=1,...,p). En effet, si c’était le cas, en passant a la limite le long de
voh(D — {0}) I'équation précédente devient de la forme:
d
> 8*dz, =0
a=p

qui s’annule identiquement sur le noyau de la projection p. La limite d’espace
tangent obtenue en O le long de vo h n’est donc pas transverse au noyau Ker p de
la projection p contrairement a I’hypothése & ¢ y ~(S).
Pour tout £ € X — y ~X(S), on a donc bien IO +=705 ¢
Réciproquement supposons qu'en £ € X on a JxO05 =105 ; . Considérons
un arc analytique h: (D,0) - (X, %) tel que (voh)(D — {0}) C X°.
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L’hypothése entraine que I'un au moins des mineurs
0 frvees Fur /(2020 1o 2y)

ne s’annule pas identiquement sur (vo h) (D). Le critére valuatif de dépendance
intégrale montre que tous les mineurs jacobiens ont une valuation au moins égale
4 un mineur de cette forme et la régle de Cramer montre que la limite en 0 des
espaces tangents le long de (voh) (D) est transverse a Kerp, donc £ ¢y ~(S).
Remarquons que le fait que la limite en O le long de v o h soit transversale a
Ker p est équivalente a I'égalité des valuations v(h*J’) = v(h*]y).
Reprenons la démonstration de (4.2.1) iii). Considérons le diagramme suivant:

T
XX =y X)X~y \(5)

\ ~ . l
i f\\\\\\\f

ot X — X et X, — X, sont les normalisations.

D’apres la remarque précédente X — Y !S) est I'ensemble des points x’
dans Xou Jy - OF . =T -OF .

Remarquons maintenant que, utilisant la propriété universelle de la normal-

T

X,

isation (cf. [23]), le morphisme 7 est dominé par I’éclatement normalisé dans X,
de tout idéal définissant un sous-espace rare de X, contenant I'ensemble des
points ot X, n’est pas normal. Ainsi le morphisme composé X, — _)_(~ L — X, se
factorise par A a travers 7. Soit W l'ensemble des points x’ € X , tels que
Jo - 03, =T -0F ., les idéaux étant remontés au moyen du morphisme A.
Pour achever la démonstration de iii), il suffit de vérifier I'assertion suivante: le
morphisme 7: X - Yy X8) —» X~l s’étend en un isomorphisme de X - v XS) sur
W. En utilisant (**) et le fait que le conducteur € est un idéal inversible de O
cet isomorphisme résulte facilement de la propriété universelle de I'éclatement
normalisé. Ceci achéve la démonstration du théoréme (4.2.1).

(4.2.3) Proposition: Soit (X,0) C (C¥*1,0) un germe d’espace analytique
complexe réduit purement de dimension d. Il existe un ouvert de Zariski dense U’
contenu dans I’ ouvert U du théoréeme (4.2.1) tel que, pour toute projection p € U’
de CN*L sur C41 il existe un ouvert de Zariski dense Q, de la variété des
drapeaux de C**! tel que, pour tout drapeau ), € §2,, d’une part les variétés
polaires locales Pi(D,), k = 0,..., d — 1, de X, = p(X) relativement @ 9, sont
dans la classe d’équimultiplicité générique (cf. (2.2.2)) et pour le drapeau )
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image réciproque par p de D, les variétés polaires locales P,(D) (k = 0,...,
d — 1) de X relativement @ °D sont dans la classe d’équimultiplicité générique.
De plus on a:

p(Pk(GD)) = P,(D,)
et leurs multiplicités en 0 sont égales.

Preuve: Considérons 'ouvert U du théoréme (4.2.1). On note A (resp. 4,)
I'espace des drapeaux de C¥*! (resp. C?"!), Z le sous-espace des A X U formé
des couples (9, p) tels que Kerp € 9 et Y, le sous-espace de A, X U formé des
couples (9D, p) tels que les variétés polaires locales de X, = p(X) associées a D,
soient dans la classe d’équimultiplicité générique. On a le diagramme suivant:

Z Y,
pr/ \Prz q
A U
ou pr;, pr, et g sont induits par les projections. Soit U” un ouvert de Zariski
dense de A tel que, pour tout ) € U”, les variétés polaires locales associées soient
dans la classe d’équimultiplicité générique. On remarque que pr, est une fibra-
tion algébrique, donc un morphisme ouvert pour la topologie de Zariski. D’autre
part d’apres le lemme (4.1.8) de transversalité des variétés polaires, il existe un
ouvert de Zariski dense W de Z de couples (%D, p) tel que Ker p soit transverse
aux coOnes tangents des P,(°D) (k =0,...,d — 1) en 0. Montrons que I'ouvert
cherché est U = pry(pr; (U”) N W): Pour cela, il suffit de prouver que pour
P € U’ on a p(P(D)) = P(D,) et my(P (D)) = my(P(D))).

D’aprés la définition des variétés polaires locales (cf. (2.2.3)) ou bien
P,(D,) = @ ou bien P(%D,) coupe la partie non singuliére de X, suivant un
ouvert dense dans P,(%D,). L’image inverse de P,(°D,) par le morphisme fini et
biméromorphe 7: X — X, induit par p € U’ est alors une union de composantes
irréductibles de P,(D).

Montrons que 7~ '(Py(D,)) = Py(°D). Supposons que P,(°D) contienne une
composante C qui ne soit pas contenue dans 7~ ( P,(%D,)). Comme p € pry( W),
la restriction de 7 a un ouvert dense de C est de rang d — k. Si I'image p(C)
rencontre la partie non singuliére de X,, d’aprés (2.2.3), p(C) devrait étre une
composante de P,(D,) ce qui impliquerait que C C 7~ ( Pi(%,)): contradiction.
L’image p(C) est donc contenue dans la partie singuliére de X,. Comme le rang
de 7 en tout point d’'un ouvert dense C° de C est d — k, les limites d’espaces
tangents 4 X, en tout point d'un ouvert dense de p(C) sont les images par
I'application tangente a 7 des plans tangents 4 X en les points de 'ouvert dense
C? de C. Comme C est dans P, (D) et que p(C) est de dimension d — k, car 7
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est fini, la remarque précédente montre que p(C) est une composante de P,(D,)
contenue dans le lieu singulier de X, ce qui est a nouveau contradictoire d’aprés
(2.2.3). Donc on a bien: p(P(D)) = P(D,). L'égalité des multiplicités résulte
immédiatement de ceci et de la transversalité de Kerp avec les cones tangents
des P,(%D) en O (cf. 4.1.8).

(4.2.4.) CoroLLAIRE: Soit (X,0) C (CN*1,0) un germe analytique complexe
réduit purement de dimension d. Pour toute projection p appartenant d 1’ ouvert
U du théoréme (4.2.1), on a:

dim», }(0) = dim» '(0)
et dim v~ '(0) = sup{k | P(D) # @} pour un drapeau D de CN*! assez général.

Démonstration: Du théoréme (4.2.1) résulte que dans toute composante D
de » 1(0) il existe un fermé F de codimension 2 tel que # induise hors de F un
morphisme a fibres finies dans »; '(0), d’ot I'inégalité:

dim»'(0) < dim», }(0).

Par ailleurs, pour tout drapeau 9, dans C?*!, les variétés de Schubert
c,(9D,) sont des sous-espaces linéaires de codimension k de I'espace projectif P“.
Il résulte donc du théoréme de Bezout et de la définition des variétés polaires que
I'on a:

dim»; (0) = Sup{k|P,(D,) # 2}
pour %, assiz général. La proposition (4.2.3) et le théoréme de Kleiman montrent
I'inégalité:
dim »'(0) = dim», '(0).

(4.2.5) Remarque. En fait on peut montrer que chaque composante
irréductible de », '(0) rencontre I'image de #.

5. Variétés polaires locales et obstruction d’Euler locale.

(5.1) Enoncé et démonstration du théoréme principal
Nous reprenons les notations du paragraphe 1, de (3.3) et de (4.1).
(5.1.1) TukorEME: Pour tout drapeau ) assez général dans CN*!, on a:
(—1)* 'deg(cy—1—(T)-¢,(§) N[V]) = mo(Py_, (D)) = my(T;)

ou I, est la variété polaire locale de codimensiond — 1 — ide (X N D;),q, ¢’ est
a dire sa courbe polaire.
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Ce théoréme a le corollaire immédiat suivant, en utilisant (3.3):

(5.1.2) CoroLLAIRE: Pour tout drapeau 0 assez général dans CN*!, on a:
d—1
d—1—i
Eu,(X) = 2 (—1) mo(Pd—l—i(GD))'
i=0
Nous donnerons dans le paragraphe 6 d’autres applications et des
commentaires.

(5.1.3) Démonstration de (5.1.1): On remarque que T (resp. &) est la
restriction 4 X du fibré ©’ (resp. Z’) image réciproque du fibré universel 7:
O — G (resp. a: = — PV) par la projection X X PV X G — G (resp. X X PV X
G — PV). Soient T, et £, les restrictions de ©” et =" & {0} X P X G. Comme
Y = (vo&) 1(0) égale ({0} X PV X G) N X et est donc contenu dans {0} X
PN X G, on a Iégalité:

deg(cd,l,,,(T)cl(g)i m[cy]) = deg(cdﬂﬂ'(To )Cl(go)i m[@])

Rappelons que d’apres [1] (theorem 29.4) la classe de Chern de degré k d’'un
fibré égale le produit par (—1)* de la classe obtenue par obstruction.

La classe d’obstruction associée a c,(T,) est définie par {0} X P™ X ¢,(D)
ot D est un drapeau de C**! et de méme la classe d’obstruction associée a
c,(&,)" est définie par {0) X (L} N ---NL;) X G, ouL},..., L} sont des hyper-
plans de P" en position générale. Pour simplifier on notera H, = L, N ---NL}]
quand Li,..., L] sont en position générale.

D’apres 2], [1] et le résultat de S. Kleiman [16] qui nous assure que les
intersections sont propres:

(5.1.3.1) deg<cd—l—i(TO)cl($0)i N [Gy])

= (=1 i({0} X P¥X ¢,y (D), (0} X H X G, %]

ou 9 est un drapeau de CV*! assez général L},..., L/ des hyperplans de P" assez

généraux et en position générale et i( , , ) désigne le nombre d’'intersection des
variétés en question dans {0} X PV X G.
On a maintenant:

(5.1.3.2) LEMME: Supposons que L,,..., L, soient des hyperplans passant
par 0O assez généraux de CN™Y; on note X/ la transformée stricte de (X N L,
N -+ NL;),.q par e. L’ espace réduit sousjacent a la transformée totale v’ (X))
de X[ par v’ égale la transformée stricte X, de X/ par v'.

Preuve: Comme || et |Y’| ont la méme dimension d — 1, on peut stratifier
|Y’| par des sous-ensembles constructibles (V;),;<q 1 tel que dimV; < j et pour
tout x € V, dim»' “Y(x) =d — 1 —j.
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Si L,,..., L, sont assez généraux, on note D, = L, N ---NL, et les hyper-
plans L/, ..., L] qu'ils définissent dans {0} X P" coupent les V; transversalement
de telle sorte que:

dim» (Y NH)<d—-1—i.

Soit S l'union des composantes de 'ensemble exceptionnel de »": X — X’
qui se projettent sur le lieu singulier = de X par ec»’. On note 2’ la transformée
stricte de 2 par e. La dimension de € est au plus d — 1. Comme ci-dessus on
peut stratifier £ par des sous-ensembles analytiquement constructibles de telle
sorte que, si L,,..., L, sont suffisamment généraux, on obtienne:

dimy' Y2 NH))<d—-1—i.

Comme en chaque point x de »’~ (Y’ N H/), la transformée totale v (X)) =
(X X H/ X G) N %X de X/ par v’ est de dimension au moins d — i, en fait égale
ad—iquand L),..., L] sont assez généraux, d’apres le théoréme de S. Kleiman
[16], on en déduit qu'au voisinage de chaque point x de v Y’ N H)) il existe
des points de »*(X]) qui ne sont pas dans 'ensemble exceptionnel du mor-
phisme »: %X — X'. Ceci prouve bien: X, = »'~!(X/),4, par définition de la
transformée stricte, puisque X, est dense dans »'~'(X/) oq-

(5.1.3.3) Remarque: La méme démonstration donne un résultat plus général
qu’ont peut énoncer de la fagon suivante:

Soient Z un espace analytique complexe réduit, T C Z un sous-espace
analytique fermé de Z, et f: Z’ — Z une modification qui est un isomorphisme
en dehors de T.

Soient X un sous-espace analytique réduit fermé équidimensionel dans Z tel
que dim X N T < dim X et X, un sous-espace analytique fermé réduit de Z’
équidimensionel. On suppose que f induit un isomorphisme de X, — f “YT) sur
X — T et que dim_ X, N f " XT) < dim_, X, pour tout z € X; N £ (T). Alors
X, est la transformée stricte de X.

Revenons a la démonstration de (5.1.1). On note %Y, = X, N Y. En refaisant
le raisonnement du début, on a pour L},..., L] assez généraux dans P" et un
drapeau ) de CV*! assez général:

(5.1.3.4)
({0} X H X G) N ({0} X PN X ¢, (D)), ¥ N ({0) X H] X G))
= (=1 ideg(ey,(T) N [Y]).

ot maintenant, i( , ) désigne le nombre d'intersection des variétés en question
dans {0} X H] X G.
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Or on a:
i({0) X PN X ¢, | (D),{0) X H X G,%)

=i{({0} X H; X G) N ({0} x PN X ¢, , (D)), ¥ N({0} X H X G).
Donc
(5.1.3.5) deg(c, , (T)e, (&) N[V]) = (—1)'deg(c, ,(T) N[¥]).

Nous sommes donc ramenés a un calcul de degré dans la transformée stricte
X,de XN D, parn = voé =eov'

Nous allons montrer que ce degré égale la multiplicité de 'image dans
Cx Né My Yeyoy (D)) de Tideal MO, qui définit Y dans X.

Ramarquons que le nombre d'intersection ({0} X PV X ¢, ,_(D),
{0} X H X G, %) égale celui de CN*"' X PV X ¢, | (%D),C""' X H] X G et
%Y dans CV*! X PY X G, donc celui de CN*' X H] X ¢, ; (D) et Y dans
CN*1 X PN X G. On a alors:

(5.1.3.6) LEmME: Quand D et L},..., L] sont assez généraux le nombre
dintersection de C* "' X H! X c,_,_ (D) et Y dans C* "' X PY X G peut se
calculer dans X, i.e. est égal a la multiplicité de 1’image de 1’idéal N0, dans

e (v ey (D)) N X, MO, étant I’idéal qui définit Y dans X.

Preuve: En utilisant le théoréme de S. Kleiman [16], on voit que CV"1 X
H; X c¢;_,_(°) est non singulier aux points ou il coupe %, quand D et
Li,..., L] sont assez généraux.

L’espace analytique réduit |%| sous-jacent a %Y est également non singulier
en ces points d’intersections. En fait, si 9 et L/,..., L] sont assez généraux, on a
en plus:

1) Y| et CN*'X H] X ¢;_,_,(°D) se coupent transversalement;

2) les points d'intersection de || et CN*'X H] X ¢; | (%) sont des
points ou X est équirésoluble au sens fort le long de % au sens de [33] (comme %Y
est de codimension 1 dans %X, cette équirésolution sera donnée par la normalisa-
tion).

Le nombre d’intersection de Y et CN*! X H/ X ¢, _,_ (D) dans CV*! X
PV X G est la somme des nombres d’intersection locaux en chacun des points
d’intersection. Il suffit donc de démontrer le lemme localement en ces points
d’intersection. Le lemme (5.2.3.6) est donc conséquence du lemme trés utile
suivant:

(5.1.3.7) LEmME: Soit (Z,0) un germe d’espace analytique réduit dans
(C?,0). Soit (Y,0) C (Z,0) un sous-espace défini par I’idéal I, de O , tel que:
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1) Y est de codimension 1 dans Z en 0;

2) | Y| est non singulier en 0;

3) Z est équirésoluble en 0 le long de Y au sens fort de [33];
Soit (U,0) un germe de sous-espace analytique non singulier, défini par l’idéal 1.
de Qg ., tel que U N | Y |= (0} et que I intersection avec | Y | soit transverse en
{0}. Alors la multiplicité de 1, - O, , égale celle de 1, -0, .

Y Z

—

Preuve: Soient y,,...,y,, des générateurs de I'idéal I, définissant (U,0) dans
(CP,0), qui forment un systéme de coordonnées locales de | Y | en 0. On note n:
Z — 7 la résolution simultanée de Z en 0. (Comme Y est de codimension 1 dans
Z, c’est la normalisation de Z.) Les fonctions y; obtenues en composant y; avec n
forment au voisinage de chaque point z,(j = 1,...,1) de n~ !(0) une partie d'un
systtme de coordonnées sur Z puisque, par hypothese d’équirésolution, le
morphisme induit par n de |n~(Y) | sur | Y| est étale. L'image inverse par n de
(Z N U,0) est une union (ie germes (I}, z;) de courbes non singuliéres en les z;
qui sont transverses dans Z a |n~'(Y)|.

Comme n est fini et biméromorphe, la multiplicité de I,,0,  est égale a la
somme des multiplicités de Ip, - 0,1y, . (i = L,...,1). Choisissons une coor-
donnée locale t; de (I}, z;). D’aprés ce qui précede, d’une part yj,...,y,. ¢
forment un systéme de coordonnées de Z en z; et d’autre part (n }Y), z;) est
défini par u;t® = 0, ot u; est une unité et a; € N*. La multiplicité de I, -
01y, 5, est donc a;. Par ailleurs, comme n induit la normalisation (T, 2;) > (Z
N U,0), la multiplicité de I, -0, , égale la somme des multiplicités de
Iy-Op .. OrOp . =C{t) et I, - O _ est engendré par ¢%. D'ou le résultat
annonceé.

On a donc démontré que:

(5.1.3.8)

(_l)d_l_ideg(cd—l—i(T) ﬂ[Gyi]) = m‘ﬂt(%6%iﬂé“‘(y"'(cd,l_,("D))))
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pourvu que D soit assez général (mult désigne la multiplicité d’idéaux au sens de
P. Samuel).

Soit X, la transformeée stricte de (X N L, N - -- NL;),., par la modification
de Nash ». Si L,,..., L, sont assez généraux, du lemme (5.1.3.2), de la définition
de la transformée stricte et de ce que voé = eop’, on déduit que X, est la
transformée stricte de X, par & et Y =& X Y,), o ¥, = Y N X,. Pourvu que le
drapeau 9) soit assez général, le morphisme &;: %, — X, induit par & est fini au
voisinage de chacun des points de &€ '(y (¢, ,_,(D))) N ¥,. On en déduit (cf.
[42], Théoréeme 24 du chapitre 8):

(5.1.3.9) mult( MO -, 1 ) = mult( MO ) vy o)

y Meq o (D

pourvu que D et L,,..., L, soient assez généraux.
Comme on a un morphisme fini biméromorphe o;: X, - X, de X, sur le
modifié de Nash X, de (X N D;) .4, on a encore:

(5.1.3.10) mult(MOg 1., . (o) = mult(ME, . op)

ou vy;: X i = G;, est le morphisme de Gauss et avec un drapeau ®D[i] de D, qui se
prolonge en °D.
Montrons enfin:

mu}t(%@y,’ ‘(r*,,,,,,l(vD[i]))) = m()(Pdflfi(GD))
= mO(Fi)'

L’égalité my(P,_,_ (D)) = my(T;) ou I, = P,_, (°D[i]) a été établie par

(4.1.6) et (4.1.8) quand ) est un drapeau assez général. Il nous reste 4 montrer:

mult( MO, = my(T}),

“Mey ~1/1(“D[i])))

quand D est assez général.

Or d’aprés la remarque (5.1.3.3), si 9D et L,,..., L; sont assez généraux,
v, Y(cy_;_ (D[i])) est la transformée stricte de T,. Comme par définition m(I})
= mult(%@rvo) la formule de projection nous donne:

mult(IO, 1. (apiyy ) = mult(IOr )
= m()(ri)

)

et donc le théoréme (5.1.1) est démontré.

(5.1.4) CoroLLAIRE: Si la fibre v~ %(0) de la modification de Nash v: X-X
a au plus la dimension k, on a, pour un drapeau D assez général:

k
Eug(X) = 2 (=1)'my(B(D)),
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en particulier si la modification de Nash est un morphisme fini Euy(X) = m(X).

Preuve: Ceci résulte aussitot de (4.2.4) et de (5.1.1)

(5.1.5) Remarque: Si dim»~*(0) < k, pour tout plan D, , | passant par 0
de codimension d — k — 1 assez général, on a:

EuO(X) = EuO(X N Dd—k—l)

red”

(5.1.6) Remarque: On peut reformuler le théoréme (5.1.1) de la facon
suivante:

Soit I', = P,_ (D) une courbe polaire assez générale de X. Soit D, un
hyperplan passant par 0 assez général, on a I'égalité

Eu,(X) = Euy(X N D)), + (—1)* 'my(T).

red

6. Consequences et remarques

(6.1) Stratifications.

(6.1.1) Le théoréme (5.1.1) montre que l'obstruction d’Euler de (X,0) ne
dépend que de l'algebre locale complétée O, , de Oy ;. Comme, dans le cas
analytique complexe, on obtient bien un invariant local qui permet de construire
les classes de Chern singuliéres (cf. § 3), on peut, comme A. Dubson (cf. [7]),
utiliser le principe de Lefschetz pour en déduire qu'on a une expression algébrique
de I'obstruction d’Euler sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.
Il serait préférable de faire une démonstration directe montrant que l'expression
de (5.1.1) permet de construire une théorie des classes de Chern singuliéres: ce
sera I'objet d’'un prochain travail.

On a une autre conséquence intéressante de (5.1.1):

(6.1.2) LemME: L’application de X dans Z qui a x € X fait correspondre
Eu, X est constructible.

Ce résultat est énoncé avec une esquisse de preuve par R. MacPherson ([24],
§ 3, lemma 2) et aussi prouvé par A. Dubson ([7]).

Les points de X ou la multiplicité d’une k-ieme variété polaire générique est
constante forment un constructible d’aprés les propriétés des multiplicités. Or
d’aprés (5.1.1) 'obstruction d’Euler est somme alternée de ces multiplicités.

(6.1.3) Remarque: Attention: l'obstruction d’Euler n’est semicontinue ni
supérieurement ni inférieurement. (Considérer le parapluie de Cayley-Whitney
de C? donné par X% — Y2Z = 0.)
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(6.1.4) Dans le cas ou (X,0) est une hypersurface a singularité isolée, il
résulte de [34] que, pour d = 3:

my () - my (L)

mo(Ti ) — me(Lesy)

On se demande dans quels cas cette inégalité reste vraie. Ce n’est pas toujours le
cas, puisqu’il existe des cas ou my(I;) = 0 et my(I,) # 0 pour i’ =i + 1

(0<i=<d-3).

(6.1.5) Pour calculer la classe de Chern-MacPherson, nous avons vu (cf.
(3.2)) que la difficulté essentielle est de construire un cycle 2, ;n,V; de X pour
lequel ®(Z, ;n.V,) = 1,, ie., tel que pour tout x € X on ait:

2nEu (V) =1L

iel

Nous allons donner un procédé constructif pour obtenir un tel cycle.

Pour simplifier nous supposerons que X est une variété algébrique irréduct-
ible compacte.

Soit Y un espace analytique complexe réduit équidimensionnel. On note
[*(Y) la suite des multiplicités des variétés polaires génériques de Y en x.

Nous allons définir une suite décroissante de sous-variétés algébriques de X:

(6.1.5.1) F,OF,D:---DFD---
ou

F, = X,

F, = Z, lieu singulier de X.

On note (F, ; ), ;, les composantes irréductibles de F), F; est la réunion du
lieu singulier de F, et des ensembles algébriques fermés en nombre fini, formés
des x € F, ; tels que [}(X) ou I'¥(F, ;) (j; €J;) ne prenne pas la valeur qu’il
prend en un point générique de F, ;. On note (F, ;) (avec j, € J,) les com-
posantes irréductibles de F,. En général soit F, la réunion du lieu singulier de
F, _, et des ensembles algébriques fermés, e nombre fini, formés des x € F,
(jx — €], ) tels que I'une des suites d’entiers

[X(X), Fx*(Fl,il)(flejl)»“w F:(Fk—l,ik,l) (ik—1€ Ji—1)

ne prenne pas en x la valeur qu'elle prend en un point générique de Fy_, ; . On
note (F, ; ), .; les composantes irréductibles de F.

Quand k > dim X, on a F;, = &, car ce processus donne une suite stricte-
ment décroissante.
Pour rendre la notation cohérente, on note F, , = F, et J, = {0}.

e
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On remarque que sur F, , — F,,, la suite d’entiers [(F, ;) est celle
donnée par un point non singulier de F, ;. Les suites IX(F, ;) (I = k,j,€])
étant constantes sur F, ; — F; |, en tout point x € F, , — F, ., Eu (F, ;) pour
I = ket j, € J,, prend une méme valeur notée E, , (L, j).

On définit une suite d’entiers n; ; par:

nyo=1
n, ; +ny,E ;(0,0)=1

(6.1.5.2)

gt 20 2B i) =1

0=<l=k—1j,€]

On définit le cycle de MacPherson:
(6.1.5.3) O Nly) =2 2 ni Fre

k €l

La classe de Chern-MacPherson est donc donnée par:

(6.1.5.4) c(X)=3 > nk’,.ch(Fk‘ik)

k j ey
ou par abus de notation on a noté ¢ (F; ;) I'image dans I'homologie de X de la
classe de Chern-Mather de F) ;.

(6.1.5.5) Remarque: Dans le cas d'un espace analytique complexe réduit
dénombrable a I'infini on peut définir de fagon analogue un cycle de MacPherson
donné par une somme localement finie.

Dans le cas d'un germe d’espace analytique complexe réduit, la construction
précédente donne explicitement la classe de Chern locale (comparer a [14]).

(6.1.5.6) Remarque: La description donnée ci-dessus du cycle de
MacPherson est constructive (comparer a 7] et [4], [30]).

En s’inspirant d'une formule annoncée par A. Dubson dans [8] on peut
montrer que les entiers n;, égalent 1 — x,; o x,; est la caractéristique d’Euler-
Poincaré obtenue de la fagon suivante:

On suppose V plongé dans P".

Soient x,; un point de F;; assez général, B;; une boule centrée en x,; dans un
ouvert affine contenant x,; dans PV et de rayon assez petit. Soit L,; un espace
affine assez général ne contenant pas x,;, passant pres de x,; et dont la
codimension égale dim F; + 1, alors:

Xii — X(Bif N Liim V)'

Comme on le verra en (6.1.8), cette caractéristique d’Euler-Poincaré x;; ne
dépend que de F;;.
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Dans [36] B. Teissier a démontré:

(6.1.6) TutoreME: Soit X un espace analytique réduit purement de dimen-
sion d. Soient Y un sous-espace analytique non singulier de X et 0 € Y, alors les
conditions suivantes sont équivalentes:

1) La multiplicité des variétés polaires locales P, (X, y) des germes (X,y)
pour y € Y est localement constante sur Y au voisinage de 0, pour 0 < k <d — 1;

2) Le couple (X°,Y) satisfait les conditions de Whitney en 0, ou X" désigne
la partie non singuliére de X.

Il résulte de ce théoréme:

(6.1.7) CorovLLAIRE: La stratification de X dont les strates sont les
E, — VU, Fy (cf. (6.1.5) satisfait les conditions de Whitney et est appelée
stratification canonique de X.

k>i

On en déduit:

(6.1.8) ProposiTioN: Soit X un espace analytique réduit purement de di-
mension d. Soit X = I1 X la stratification de Whitney canonique donnée dans
(6.1.7). Soient x € X, et (X,x) C (C* "', x) un plongement local. Pour chaque
i =d, = dim X, il existe un ouvert dense W de la grassmannienne des plans de
C" " de codimension i tel que, pour tout L, € W, pour toute boule B centrée en
x de rayon assez petit et pour tout L, paralléle a L, assez proche de L et
suffisamment général, la caractéristique d’Euler-Poincaré x(B N X N L,) ne
dépend que de (X, X,,). On la notera x; _,(X, X,,)

Démonstration: On considére une rétraction linéaire locale de (C**!, x) sur
(X,, x). Cette rétraction induit r: (X,x) — (X, x). Si [ est une projection
linéaire sur C' 9= assez générale, la restriction de ¢ = (r,1): (X, x) - (X, X
Ci~4: (x,0)) a chaque strate X, adjacente a X, au voisinage de x est de rang
maximum en dehors de la variété polaire P, ;. (Xg, x) et de plus on montre
facilement que cette stratification (X,) de X satisfait la condition A (condition
“sans éclatement”’) de Thom (cf. [37]). En choisissant un voisinage convenable de
x dans X, @ y induit une fibration topologique au-dessus du complémentaire de
I'image par ¢ des Pdﬂ,Hl( X, x) dans un voisinage de (x,0) dans X, X Cide,
Ceci donne le résultat cherché en utilisant le théoréme d’isotopie de Thom-Mather
(cf. [25]).

(6.1.9) TutoreMme: Soit X = I X la stratification de Whitney de X donnée
dans (6.1.7). Soit x € X ;; on a ’égalité:
X1 (X, X,) = xo(X, X,)

_ ﬁé (—D)% (P 1 (Kx) J(1 = xu(X, X))
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Démonstration: Par une section par un plan assez général de codimension
d, passant par x on se rameéne facilement au cas ou d,= 0. Dans ce cas
= {x}; considérons une projection linéaire de C"*! sur C? assez générale.
Soit 7 la restriction de cette projection a un voisinage assez petit de x dans X
(que I'on notera encore X). La stratification (X;) de X satisfait la condition A
de Thom, donc 7 induit une fibration topologique au-dessus du complémentaire
de la réunion des images par 7 des courbes polaires des adhérences X, p des strates
X4 On en déduit par Mayer-Vietoris:

xi(X, {x}) = {1 -3 m,,u,(w(a,ﬂ;l(fg,x)))}xz(x,{x})

B#*a
+ 2 mw(x)('”(Pd,,ﬂl(XB’ x)))'XB
B+*a

ou xy est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la fibre au-dessus d'un point
général de la courbe 7(P dy 1 XB, x)). D’apres le lemme de transversalité des
variétés polaires (4.1.8) on a I'égalité des multiplicités.

mw(r)(”(Pd,,—l(x_B’x))) = mx(Pd,,Al(X_B’x))'

Par ailleurs le lemme 3 de [36] implique que la fibre au-dessus d'un point y,
général de 7( PdﬁAl( Xz, x)) n'a qu'un seul point xz sur P, i XB’ x). Soit xj la
caractéristique d’Euler-Poincaré de la trace dans un voisinage convenable de xj
d’une fibre voisine de la fibre 7 "1(yB). On a, en utilisant encore le théoréme de
Mayer-Vietoris et la structure conique locale d'une singularité (cf. [5]):

Xg = xz(X,{x}) - X;3+ L.
On a donc

XX, (x)) = xo( X, (x)) + 3 m (B, (Ko x) J(1 = xp).

B#a

Pour calculer x; on procéde comme suit. On projette linéairement (X, x4) sur
(C%™*1,0). Si cette projection est assez générale, elle induit a I'extérieur de
Iimage de Xj une fibration topologique dont les fibres ont leur caractéristique
d’Euler-Poincaré égale a x (X, X;) et au-dessus des points de I'image de X les
fibres sont contractiles. En utilisant 4 nouveau le théoréme de Mayer-Vietoris on
trouve:

Xp= (=D % (X, Xg) + (14 ()% 77,
d’ow:
x (X, {x}) = xo(X, {x}) + BE (—1)d”_lmx(PdB-1(fﬁ,x))(1 - x.(X, Xp)).

Ce qui démontre le théoréme (6.1.9).
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(6.1.10) Remarque: La formule de (6.1.9) permet de montrer par récurrence
que les multiplicités des variétés polaires locales de (X, x) s’expriment en
fonction des x,(X, g Xp') avec x € X g C X g- Ceci permet de donner une
caractérisation topologique de la stratification de (6.1.7).

(6.2) Quelques calculs effectifs de | obstruction d’Euler.

Nous donnons ici quelques conséquences de ce qui préceéde. Dans le cas ou
(X,0) a une singularité isolée on retrouve le résultat de A. Dubson ([7] Remarque
p- 240):

(6.2.1) ProposiTioN: Supposons que (X,0) a une singularité isolée en 0. Si
H est un hyperplan de CN*! suffisamment général voisin de 0 mais ne contenant
pas 0, pour un représentant convenable X de (X,0), la caractéristique d’FEuler-
Poincaré de X N H égale Euy(X).

Preuve: Dans ce cas la stratification de Whitney de (6.1.7) est réduite a {0},
X°, et (6.1.9) donne:

x(X,{0}) — x.(X,{0}) = (_1)(i71m0(P(1—1(X,0))'

Soit D, un hyperplan assez général passant par 0; on a:

Xl((x N Dl)red’ {0})_ Xz((x N Dl)red’ {0}) :(_l)dwzmo(Pdfz((Xle)mpO))-
D’apres (4.1.9):
mo(Pd—z((X N Dl)red’())) = my(P,_(X,0))

et évidemment on a:

Xl((x N Dl)red’{o}) = x.(X,{0}),

ce qui donne le résultat en itérant et en appliquant (5.1.1)

(6.2.2) Remarque: Cette proposition donne le résultat démontré par A.
Dubson [7], M. Kato [15] et R. Piene [29]; si (X,0) est une hypersurface a
singularité isolée en 0, on a:

Euy(X) =1+ (—=1)"'u9(X,0)

ot w4 (X,0) est le nombre de Milnor en 0 d’une section hyperplane passant par
0 suffisamment générale de X.

En effet ceci résulte immédiatement de la proposition et des résultats de J.
Milnor dans [26] sur les fibres de Milnor des hypersurfaces complexes.

On peut aussi le déduire immédiatement du théoréme (5.1.1) de fagon
algébrique en utilisant le fait démontré dans [35] (2.8.3, Corollary p. 610) que:

mo(Ty—;-1) = n7O(X,0) + p(X,0)
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ot p"(X,0) est le nombre de Milnor en 0 de I'intersection de X par un plan
général de dimension ! passant par 0.

Dans le cas ou la dimension en 0 du lieu singulier £ de X égale 1, on obtient
un résultat énoncé par A. Dubson dans le cas d = 2 ([8]):

(6.2.3) ProposiTioN: On suppose que dim,Z = 1. Soit H, l’hyperplan
défini par | = t, ot l est une forme linéaire de CN*! assez générale. Avec t # 0,
assez petit et X un représentant convenable de (X,0), on a, pour tout t # 0 et
assez petit:

Euy(X)=x(XNH,) — 2(1 — E;)-m,

ot m, est la multiplicité de la i-eme composante 2, du lieu singulier Z de X, et E;
I”obstruction d’Euler de X en un point quelconque de Z; — {0}.

Preuve: Dans ce cas la stratification de X donnée par (6:1.7) est X, =, —
{0},{0}. Donc:
x1(X,{0}) = x2(X, {0}) = (= 1) 'my(P,_,(X,0))
+ 3m, (1 — x,(X,2,— {0})).
I1 suffit de remarquer que:
x(X,Z, - (0}) = E,

et que si D, est un hyperplan passant par 0 assez général on a toujours I'égalité
(cf. (5.1.6)):

(6.2.4)  Euy(X) = Eu,((X N Dl))red + (_1)([_177’0(1)(171()(’0))-

Dans ce cas on a Euy(X N D)) = x,(X,{0}) d’aprés (6.2.1), ce qui démontre
(6.2.3).

(6.3) Applications aux variétés projectives .

Soit V une variété projective complexe de dimension d — 1 plongée dans un
espace projectif PV,

Les variétés polaires P,(D) associée au cone X en 0 dans C V*! associé a V
sont des cbnes associés aux variétés polaires M, de V définies classiquement par
Todd dans [38], puis dans le cas singulier par R. Piene dans [28].

Si 9 est un drapeau assez général, on en déduit aussitdt que:

my(Ly_, ;) = degré de la i-¢me classe polaire [M,] de V,

ou, comme dans (5.1.1), T, est la courbe polaire locale de (X N D)), en 0.
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En particulier si V est une hypersurface, my(I,_,_,) égale le degré de la
variété duale de I'hypersurface intersection de V et d'un plan de codimension i
dans PY assez général.

On peut tirer de ceci de nombreuses formules effectives généralisant les
formules de Pliicker effectives de [33] (comparer a [28]) et valables dans les cas

ou les singularités de V sont quelconques. Elles s’appuient sur le théoréme
suivant:

(6.3.1) TuEOREME: Le degré de la classe de Chern-Mather de degré d — 1 de
V égale a la somme des obstructions d’Euler en 0 des sections planes génériques
de dimension au moins 1 du céne X sur V:

d
deg(cM(V))d—l = 2 EuO(X N Di)red
i=1

ot D, est un plan de CN*! passant par 0 de codimension i assez général.

Démonstration: En utilisant des relations de Todd dans le cas singulier, R.
Piene donne dans [29] (théoréme 3) la relation:

d—
(CM(V))d_l = g: (-l)d_l_i(i + I)Cl(L)i N [Mdflfi]'
En faisant comme dans la démonstration de (5.1.1), on obtient:
deg(ey (V)), | = Ei(—n‘"""(i + 1)my(T)
ou T est la courbe polaire de (X N D,) ., en 0.
En utilisant (5.1.1) on obtient aussitOt le résultat.

(6.3.2) Remarque: Si les singularités x,..., x, de V sont isolées, comme la
classe de Chern-MacPherson de V vaut:

k

(V) = ey(V) + T (1 - E){x)

avec E; = Eu_(V), on a la formule suivante qui donne la caractéristique d’Euler-
Poincaré de V:

d k
x(V) = 3 Eu(XN D)), + 3 (1-E)

i=1

ot D, est un plan de CV*! passant par 0 de codimension i assez général.
En fait nous avons le résultat plus général suivant déduit de (6.1.5.4) et
(6.3.1):
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(6.3.3) CoroLLAIRE: Soit V une variété projective. Soit £ ,_,n,V, son cycle
de MacPherson (cf. 6.2.5.3). On a:
d d,
X(V) = 2 Euo((X N Di))red + 2 Ny 2 EuO((Xa N Di)),ed
A

i=1 acE i=1
d,<d

a

ot X, est le cbne sur V, de sommet 0 dans C""! et d , est la dimension de X,
(d = dim X).

On peut regarder d'une part cette formule comme une généralisation des
formules de Pliicker si I'on suppose qu’on peut calculer x(V), et d’autre part c’est
une formule effective (cf. (6.1.5)) pour calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré
x(V)de V.

(6.4) Un théoréeme pratique.

On peut calculer I'obstruction d’Euler d'un germe d’espace analytique
réduit en se ramenant a celui d’'une hypersurface, grice au théoréme suivant:

(6.4.1) TrtoriME: Soit (X,0) un germe d’espace analytique complexe
réduit purement de dimension d plongé dans CN*1,0). Il existe un ouvert de
Zariski dense Q de 1’ espace des projections linéaires de CN*' sur C'*! tel que
pour tout p € Q, I’obstruction d’Euler de X en 0 égale celle de 1’ hypersurface
réduite X, = p(X) de C*** en 0.

Démonstration: C’est une conséquence immédiate de (4.2.3) et (5.1.1).

(6.5) Remarque: Dans un travail récent, [39], A. N. Varchenko étudie
certaines intégrales de courbure sur I'intersection X N §? = M(¢) d’une surface &
singularité isolée (X,0) C (C>,0) et d'une sphére S? de rayon & assez petit
centrée en 0. Il indique que ces intégrales de courbure admettent un développe-
ment asymptotique Za; (Log €)’e? dont le terme constant a,, est égal a
p3@(X,0) — 1 (et donc d’aprés 6.1.8 4 — Euy(X)). Son calcul est indirect et
utilise le résultat de [35], (2.8.3) déja utilisé par nous en 6.22.

Nous avons remarqué que ce calcul est trés proche, aprés un choix d’une
résolution convenable des singularités de (X,0), du calcul d’obstruction a la
Bott-Chern intervenant dans la relation de Gonzalez-Verdier.

Par conséquent, au moins dans le cas ou (X,0) C (C¥*!,0) est un germe
d’espace analytique a singularité isolée, I'obstruction d’Euler Euy(X) peut s’ex-
primer comme terme constant par rapport a ¢ de certaines intégrales de courbure
sur X N $2¥~!. Nous reviendrons sur ce sujet dans un prochain travail.

EcoLE POLYTECHNIQUE, PALAISEAU, FRANCE
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