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Variétés polaires locales et classes de 

Chern des variétés singulières 


'4 Dimitri Fotiadi 

Dans ce travail, nous commenGons l'étude systématique des variétés polaires 
locales attachées à un germe d'espace analytique complexe (que l'on peut décrire 
informellement comme lieux de points critiques non singuliers de projections 
génériques de cet espace sur des espaces affines). Nous établissons un lien précis 
entre ces variétés polaires locales et la théorie des classes de Chern sur uri espace 
singulier (due à R. Macpherson [24] et M. H. Schwartz [30])en dorinant pour 
l'obstmctiori d'Euler locale de R. Macpherson une expression algébrique comme 
somme alternée de multiplicités de variétés polaires. Nous tirons de ce résultat 
des méthodes pour le calcul effectif des classes de Chern singulières, une 
définition des classes de Chern locales et aussi des formules effectives pour la 
caractéristique d'Euler-Poincaré x ( V )  d'une variété projective V, généralisant les 
formules de Plücker. 

Divers avatars du concept de variété polaire ont été utilisés depuis long- 
temps (Severi, Todd, Poritryaguine, . . . ) pour définir des invariants ("classes 
caractéristiques") des variétés algébriques projectives ou des variétés diffé-
rentielles compactes. La relation entre variétés polaires et classes caractéristiques 
des variétés a été estompée par l'exterision de la théorie des classes caractéris- 
tiques aux fibrés quelconques et le succès du point de vue axiomatique et 
cohomologique. Par ailleurs les variétés polaires elles-mêmes n'ont pas été utilisées 
de façon vraiment géométrique p~usqiie les géomètres ne corisidéraient, même 
après l'extension au cas singulier en géométrie projective [28], que la classe 
d'équivalence rationnelle ou la classe de cohomologie des variétés polaires. 

Depuis plusieurs années les auteurs du présent travail ont été amenés, dans 
l'étude locale des singularités des espaces analytiques, à utiliser des caractères 
géométriques locaux de variétés polaires définies localement. Ces variétés inter- 
vierinerit aussi naturellement dans l'étude des singularités du point de vue 
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topologique (par la théorie de Morse oii la théorie de Lefschetz (cf. [20])) que 
dans l'étude du point de vue algébrique (recherche d'invariaiits, caractères 
pluckérieris, étude des limites d'espaces tangents (cf. [32])). Cette ubiquité fait 
que les variétés polaires locales sont un outil très utile et un sujet d'étude 
intéressant. Notre étude locale a été en partie motivée, et aussi facilitée, par la 
naissance de la théorie de l'équisingularité en géométrie algébrique ou analytique 
complexe, puisque nous avons été amenés à esquisser une théorie de l'équiva- 
lence "équisingidière" qui préserve les traits géométriques des variétés polaires. 
Ce point de vue a été fortement influencé par les travaux de Zanski siir 
l'équisingularité, depuis son article de 1937 [34] où il utilise en fait implicitement 
une telle équivalence "équisirigulière". 

Ce travail a été en partie provoqué par les exposés de J. P. Brasselet (et son 
travail sur les classes de M. H. Schwartz) [30], et de G. Gonzilez-Sprinberg [9] 
sur la théorie de Macpherson au séminaire de Géométrie Analytique de l'Ecole 
Normale Supérieure ainsi que par la riote aux C. R. Acad. Sc. de ,4. Dubson [7]. 
En particulier nous avons été inspirés par le résultat de G. Gonzalez-Springer et 
J. L. Verdier cité plus bas et les relations données par R. Pierie dans [28]. 

Auertissernent: Le terme "variété polaire" (spécialement "courbe polaire") 
a été utilisé par les auteurs dans des travaux antérieurs en un sens un peu 
différent, en fait moins restrictif que celui utilisé ici. Le lien entre les deux usages 
sera fait dans un prochain travail. 

1. Notations 

Dans toiit ce qui suit ( X , O )  est un germe d'espace analytique complexe 
réduit éqiudimerisiorinel de dimension complexe d .  On supposera que (X,O) est 
plongé dans (C.'+',O). On désignera encore par X un représeiitant assez petit de 
X et C ,sera le faisceau stnictural de X. 

( 1.1) Modification de Nash 
(1.1.1) Soit Qile faisceau des différentielles sur X. Comme Q:. est uri 

6,-module cohérent, on peut définir un espace analytique en grassmannierines 
audessus de X, G, = Grass dQ,\ -f 

g 
X et un quotient L localemerit libre de rang d 

de g*Q; qui satisfait la propriété universelle suivante: 
Poiir tout morphisme h: Z -,X d'espaces analytiques, l'application h -,@ L  

de l'ensemble des morphismes h:Z -+ G ,  tels que g 0h = h dans l'ensemble des 
quotients localement libres de rang d de h*Qiest une bijection. En particulier g 
est un morphisme propre et pour tout x E X, (G,y), = gpl(x)  est la grassman- 



nienrie des sousespaces vectoriels de dimension d de l'espace tangent de Zariski 
de X en x ([Il]). 

Soit X O  l'ouvert analytique dense des points non singuliers de X. Puisque 
a,;,est localement libre de rang d ,  il existe une section a Ode g audessus de Xo: 

Soit 2 l'adhérence dans G ,  de l'image de a! D'après un théorème de 
Remriiert (cf. [40]), 2 est un sous-espace analytique fermé réduit de Le 
morphisme g induit donc un morphisme arialytique propre v: 2 - X. La restric- 
tion de v à a O ( X o )étant un isomorphisme, le morphisme v est une modification 
qu'on appelle la modification de Nash de X. Par construction v*a,;a un quotient 
localement libre de rang d qui est le dual du faisceau des sections d'un fibré 
vectoriel de rarig d sur 2, appelé fibré de Nash de X. 

(1.1.2) Si X est un représentant assez petit de ( X, O), il résulte du théorème 
22 de [42] et du théorème de Bertirii que l'on peut plonger X dans une 
iritersection complète réduite X, de même dimerisiori. Daris ce cas la modifica- 
tion de Nash de X est l'éclatement de la restriction à X de l'idéal jacobien de X,, 
i.e. la transformée stricte de X par la modificatior~ de Nash de X, (cf. [27]) .  

(1.1.3) Supposons X C C.'+'. On peut aussi écrire comme suit la modifica- 
tion de Nash de X. Soit G = G(N, d - 1) la grassmannienne des d-plaris de 
CS+, qui passerit par 0. Soit -yo: Xo  -. G le morphisme arialytique qui à x E X O  
fait correspondre la direction de l'espace tangent T,X en x à X. La restriction de 
la projection pr,: X X G - X à la fermeture 2 dans X X G du graphe de -y0 est 
isomorphe audessus de X à la modification de Nash de X. 

(1.2) Généralités 
011suppose ici X fermé daris uri ouvert de C.'+'. 
(1.2.1) On notera e: X' -. X l'éclatement de {O), i.e. de l'idéal maximal % 

de O,,,, dans X. 
Rappelons que X' est le sousespace analytique fermé de X X PAadhérerice 

du graphe de l'application de X - {O) daris P.' qui à tout x E X - {O} fait 
correspondre la droite sécante Ox. De plus e est la restriction à X' de la 
projectiori de X X Px sur X. 

On notera e': V3i -. 2 l'éclatement dans 2 du sousespace analytique fermé 
'(0) défirii par bm. O ,  

Rappelons que Ji est le sousespace analytique fermé de X X Px X G 
adhérence du graphe de l'applicatiori de la partie nori singulière X0 de X moins 
{O) dans P1' X G qui a tout x E X O- {O) fait correspondre le couple formé par 

v 
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la droite sécante Ox et la direction de l'espace tangent à 'Y0 en x. De plus P est 
induit par la projection de X X P' X G sur X X G .  

Il résulte de la propriété universelle de l'éclatement que l'on a iin diagramme 
commiitatif: 

X X G  
C \ Pr2 

On rernarqiie que v 0 ë = e 0 V' est la restriction à :Y de la projection 
'Y X P \ X Ci siir X. 

On note Y' = P ' (O) ,  = v l ( 0 )(qui n'est pa, nécessairement lin diviseiir 
dans X'), = ë l (  (I)= v" ' (Yf)  (qui est lin diviseiir dans !Y ).L". 

-
(1.2.2) On appelle nzorplzisnle de Gauss y la restnction à X de la projection 

Pr,: 'Y X G -+ G .  De rnême on note h la restnction à X' de la projection de 
X X P \  siir P \ .  

(1.2.3) Soient a :  Z -+ P' et 7: O G les fibrés ta~itologiques. On note. -+ 

5' = A*:. a' = A*&: 5' + X', 

T = y*@,t = y * ~ :14 X ,  

et on rernarque que ?: -+ f est le fibré de Nash de X. 

(1.3) Deux lemmes-clefs 
Soit 'X la sous-variété de P \  X G formée des couples ( 1 ;  1)tels que 1 C 1. 

On peut traduire un lernme fondamental de H. Whitney (cf. [41] (7.6)) de la 
façon suivante: 

(1.3.1) LEMME:L'espace analytique réduit 1 e'-'( v - ' ( 0 ) ) 1  sous-jacent à 
e'-'(v - ' (O))  = Y' - ' ( e  -'(O)) est contenu dans { O )  x X .  

On peut énoncer ce lemme en disant que la restriction de 6 à 1 est un 
sous-fibré vectoriel de la restriction de T à 1% 1. 

1'1 
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D'autre part iin résultat qiie H. Hironaka nous a montré (cf. [19], 1.2) 
donne: 

(1.3.2) LEMME:Il existe u n  ouvert cle Zariski tlense 1' clans Y '  tel que pour 
tout x' E V ,  V '  ' ( x ' )  ne conticnt qzi ' u n  point. 

2. Variétés de Schubert et variétés polaires 

(2.1) Soit cl lin entier, O 5 tl 5 S + 1. Considérons dans l'espace vectoriel 
c\-1 lin drapeaii "2 de sousespaces vectoriels: 

oii D, est de codimension complexe i dans C \ +'.L'ensemble 

e,t ilne sous-variété algébrique irrédiictible de codimension k de la C.rassrnari-
nienne appelée varlCtC tlc Schubert spécialc tle cotlilnension k associée c~u  
clrapeuu "i! (en fait associée à D(lpk+let par conséquent notée aussi ck(Ucl-A + l ) ) .  

Et on remarque que, si k ' 2 k ,  on a: ~ ~ ( ~ 2 )C c , ( q ) .  

(2.2) On reprend les notations du paragraphe 1. On a les morphisriies analy- 
tiques suivants: 

(2.2.1) D'après iin théorème de S. Kleiman [16] (2 .  Theorem). Si "2 est lin 

drapeaii assez général, y ' ( ~ ~ ( 9 ) ) 
est vide oii de codirnension k dans f ainsi qiie 
y '(c,(.J)) n f dans Y.  

De plus, l'intersection - ' ( Ç ~ ( ~ J ) )n v p ' ( x O )= (C'-'  X ~ ~ ( ~ 2 ) )n 
est non singulière et dense dans y pl(ch(qîi)),,,,,comme il résidte dii 


lemme suivant: 


(2.2.1.1) LEMME:Soit X = U,t , 4 X a  une stratification d ' u n  espace analy- 

tique cmplexe  X qui satisfait lu condition de Whitney. Soient x E X et X,, ,, la 

strate contenant x. Pour tout plongement local en x de X dans u n  espace 

euclidien C D  et pour tout sous-espace non singulier Z défini dans u n  voisinage de 

x dans C D  et transversal à X,(,, en x, il existe u n  voisinage C7 de x dans C D ,  tel 

que, pour tout y E C', Z soit transversal en y à toute strate XB telle que 


&2 Xa(x,. 
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Ce lemme résidte immédiatement de la condition a) de Whitney et de 
l'ouverture de la transversalité. 

Appliquons maintenant ce lemme à la situation qiu nous intéresse: 

(2.2.1.2) Soit X = U,,,X, une stratification du modifié de Nash de X qui
LI 

vérifie la propriété de Whitney et telle que v ' ( X O )= XOsoit une strate et que 
v -'(O) soit une union de strates. L'existence d'une telle stratification est assurée 
par [40]. 

Soit ~ ~ ( 0 2 )= U,,,,a, ,,une stratification de la variété de Schubert c , (~?)  
qui vérifie la condition de Whitney et telle que la partie non singulière ~ , ( ~ i ) ) '  

soit une strate. D'après le théorème de Kleiman, pour un drapeau "3 assez 
général, chaque oh,,,est transversal dans {O) X G à chacune des strates foqui 
sont contenues dans v -'(O). 

Le lemme (2.2.1.1) montre que chaque C A + 'X a, O est transversal dans 
C A - 1  X G à chacune des strates de J? dont l'adhérence rencontre v -'(O). Ceci 
signifie que, quitte à choisir un représentant X de (X, O) plus petit, les C "' X a, O 

forment une stratification de C1+' X ~ ~ ( ~ 9 )qui satisfait la propriété de Whitney 
et qui est transverse à la stratification (X,),, ,de f.Les ( ( C f + 'X a, ,,) n X,) 
non vides ( a  E A, ,û E B) forment donc une stratification de Whitney de 
l'ensemble analytique f n (C\+'X ch(u?)) = y ' ( c , (~?) )  (cf. [6]). 

Par raison de transversalité, la strate de dimension maximum de f ri (C\ '-
x c,(u?)) est Xo n (C1" et cette intersection est non vide si k < dX ~ ~ ( 4 2 ) ' )  

.I 

et transversale. Toutes les autres strates sont de dimension plus petite, car Xo est 
dense dans f et c,(u?)" dense dans ~ ~ ( 9 ) .  

(2.2.2) On peut donc définir pour chaque drapeau O? assez général le 
sousespace analytique réduit P , (q)  sous-jacent à l'image directe par v de 
y - '( c,(u? )). Soit par ailleurs ( Y,, O), . . . ,( Y,, O) un ensemble fini de germes de 
sousespaces analytiques réduits fermés de (X,O). D'après [21] il existe un ouvert 
de Zariski dense 021 de l'espace des drapeaux considérés tel que, pour tout k ,  
O 5 k 5 d ,  la famille des P k ( 9 ) ,  d9 E Eet les familles (P k ( q )n Y,)red, q E EL, 
soient équisingulières du point de vue de la résolution simultanée dans X. On 
peut donc en particulier parler de la classe d'éqiùsingidarité générique de 
((Pk(9) ,0)ou des ( P k ( ~ 2 )n Y,),e,,,O), et de la multiplicité générique (cf. [33]). 

Pour tout 9dans un tel ouvert %, on appellera P,(U?) la uariété polaire de 
codimension k de X. En fait on peut vérifier que la classe d'éqiùsingularité de 
Pk(d9),0)est indépendante du plongement de (X,O) dans (C +',O). 

Comme dans (2.1) on remarque que, si k '  2 k ,  on a :  P, ( 9 )  C P,(Q) 

(2.2.3) Remurque: Si 9 est un drapeau assez général, notant 11: (X,O) -. 
(C"k+' ,O) la restriction à X d'une projection linéaire de noyau D,-,+,, le 



sousespace analytique (réduit) Pk(ill))est la fermeture dans X du lieu critique de 
la restriction de .ir à la partie non singulière X o  de X. 

(2.3) 011remarque que pour tout E " 1 I ,  (P,,("$),O) est vide, car la 
dimension de v ' ( 0 )  est ail plus d - 1. D'autre part Po( GD) = X. 

Plus généralement, il résrdte di1 théorème de Kleimari que si dim v '(O) < k ,  
P,(.$) = 0 pour tout do E 91. Nous verrons plus loin la réciproque. 

Pour ilne variété algébrique projective V de dimension d - 1 dans P', eri 
prenant pour X le cône dans C L + '  sur cette variété on trouve que les variétés 
polaires l',(ci') de X pour "3 assez général, sont des côiies et définissent des 
sous-variétés algébriques M,("C) de V. Pour "1 assez général, la classe d'éqiiiva- 
lence rationrielle de ML("$) dans V est appelée k-ième classe polaire de V (cf. 
[BI).  La théorie des variétés polaires locales contient donc la théorie des classes 
polaires des variétés projectives. 

3. Classes de Chern-Mather et de Chern-Macpherson-Schwartz 

(3.1) Rappelons d'après l'article de R. Macpherson ([19]) que pour une 
variété algébrique projective équidime~isio~inelle V de dimension O, on définit les 
classes d'homologie de Chern-Mather de la variété V de la f a ~ o n  suivante: 

Soit V :  V + V la modification de Nash de V. Soit [clla classe fondarnei~tale 
eii homologie de c. Sur cnous avons le fibré de Nash f (cf. (1.1) cidessiis) et on 
considère sa classe de Chern totale c ( f )  en cohomologie. La classe d'homologie 
c(f ) n [cla une image directe c,,(V) par v dans l'homologie H,(V) de V que 
l'on appelle la classe de Chern-Mather de V: 

Cette définition s'étend aux cycles algébriques de V par linéarité. 

(3.2) Daris [19], R. MacPhersori définit un isomorphisme du groupe 
abélien des cycles algébriques de V dans celui des fonctions constructibles sur V 
qui à chaque cycle 2nlV, associe la fonction constructible Zn, Eii(V,) qui au point 
p E V prend la valeur 2 n l  E i ip (y) ,  où Eup(V,) est un entier appelé 1 'obstruction 
d 'Euler locale de V, en p et qui ne dépend que du germe ( y ,  p).  Nous reportons 
le lecteur à [24] pour la définition originale de Eup(V, ). 

Dans [24], R. MacPherson démontre que l'élément c,( -'(l,,))E H,(V ), 
où l,, désigne la fonction coristructible constante égale à 1 sur V, définit iine 
classe en homologie qui étend raisoiinablemeiit aux variétés algébriques singulières 
la classe d'homologie duale de la classe de Chem totale du fibré tangent à une 
variété algébrique non singulière. 
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(3.3) Nous utilisons ici comme définition de l'obstnictiori d'Euler la relation 
démontrée par G. Gonzalez-Spririberg et J. L. Verdier dans [9];eii reprenant les 
iiotatioris de (1.2), oii a: 

où par défiriitiori (cf. [IO]) si E et t; soiit dein fibrés vectoriels sur i i r i  espace 
topologique 2,c,(E t;)est l'élément de degré k dans la cohoinologie de Z qui-

apparaît daiis le développement formel du quotieiit c(E) /c(  F). Ori a donc: 

(3.3.1) Ei i , , (X)= deg ( - l ) ' ( ( ~ , , p l p , ( ï ' ) . c , ( ( ) 'n [.?II 1) 

car c l ( < )= O pour i 2 2. 
Dans 1241, R. Macpherson a défini Eu,( X ) cornme l'obstix~ctiori à proloiiger 

en un champ de vecteurs iiori riul sur f uii certain champ de vecteurs sur X0 qui 
eii x E XO est la projection sur T,XO du vecteur radial Ox: Il est iiitéressaiit de 
comparer la relation de Cr. Gorizalez-Sprinberg-J. L. Verdier avec ceile de R. Bott 
et S. S. Cher11 dans [3 ] , en particulier la Prop. 6.2. (Cf. aussi le travail [:30] de 
M. H. Schwartz, et 141.) 

4. Sections et projections 

Dails ce paragraphe iious étudions le comportement des variétés polaires 
locales par sections planes et projectioris linéaires gériériqiies. 

(4.1) Nous reprenons les notatioiis du paragraphe 1. Soit D, C C '-' iin 
sous-espace vectoriel de codin-ierisiori i tel que (X n D,),,,, = S,soit de dirnen- 
sion (pure) d - i. 

(4.1.1)PROPOSITION:Les conditions sz~ioantus sont équiualentes: 
i) Pour tout représentant X assez petit on a y '( c,,_, +,(Dl )) n 2,= 0 ,où 

2,C f désigne le transformé strict de X ,  par la ~rmdificcrtion de Xash; 
ii) Pour tout choix d ' u n  systèrne de coordonnées locales z,, ,. . . , z ,  sur 

-(C ' l,  O) tel que Dl soit dé$ni par z,, = . . . - z l p l Z  O on a:  + 

L'idéal J,iC ,,,, de i-\, ,, engendré par les mineurs cie la forrile 

a , , .. f ;  , , ) / ( z l 1 .z 1 \ - I  C I  ) ozi les f ;  appartiennent à l'idéal I de i-,\ 
définissant (X,O) et { i , ,  . ..,i ,  +,, , )  C {O,.. .,S } ,est entier dans 1 'anneau i-, ,, 
sur 1 'idéal engendré par les mineurs de la même forme nlais où { i  ,,.. . ,i ,  + ,p ( l )  

c { i ,. . . ,X}.  
iii) Le morphisme de XI dans X, X G , ,  où G ,  désigne la grussnunnienne des 

( d  - i)-plans de D l ,  défini par x + ( x ,  T,X f' T,D,), s'étend en u n  morphisme 
de 2,dans X ,  X G, ,  induit par le morphimne naturel de G - c , , ~ ,,( D, ) dans G ,  + 

qui à T associe T n D l ,  dont 1 'inlage est le modifié de Xash J?, de X,. 



iv) Le morphisnze précédent non seulement existe nmis est un nzorphislne 
fini de i lsur T l .  

Démonstration: 

i) =I ii): Soit J, l'idéal de i- ,, ,, erigendré par les mineurs jacobieris ail dénomiriateiir 

desquels apparaissent au plus p variables d'indice non contenii dans {i ,  . . . , S ) . 


L'assertion ii) signifie que J,,, est entier sur JO. Il suffit de montrer que, 
pour tout p ,  O 5 p 5 S- d ,  1,-, est entier sur 1,. Pour cela on utilise le critère 
valuatif de dépendarice intégrale (cf. 1131, Lecture 7,  [23]). Considérons uri 
chemin analytique h: (D,O) + (X, ,O). Soit A un mirieur de J, tel que A 0 h soit de 
valuation minimale dans h*J,. Supposoris d'abord cette valuation finie: on a alors 
h ( D  - { O ) )  C X" et en un point x E h ( D  - { O ) )  l'espace tangent à X admet 
pour équations: 

où tous les mineurs daris le membre de droite appartienrierit à J,+,. Si la 
valuation d'un élément de J,,, composé avec h était inférieure à celle de A 0 h, la 
limite en O des espaces tangents à Xo le long de h(D) serait contenue dans un 
hyperplari dorit l'équation est de la forme 2,,:,, , , ) A , dzI = O, doiic nori 
transverse à Dl, en contradictiori avec i). Un raisonnemerit analogue montre que 
si la valuation de h*J, est infinie, h(D) C Sing X. 
ii) * i): Raisonnons par l'absurde: Si la coridition i) n'était pas réalisée il 
existerait un chemin analytique h: (D,O) + ( x , ,  #)  où # c y p'(cdp,p ,( D,)) Ti X, 
et tel que h = v o i envoie D - {O) dans X". Le critère valuatif de dépen- 
dance intégrale et les équations (*) cidessus impliquerit que la limite en O des 
espaces tangents à X' le long de h(D) a pour équations 6dz lh=  -P & ~ ,, d;, pour 
h = 1, . . . , N + 1 - et 6 + O. 011 en déduit aussitôt en prenant 
{i,,... , i ,+,p,i) C { i , .. . , N )  que cette limite est transverse à Dl d'où une 
coritradiction. 
i) o iii): est évident airisi que iv) * iii) 
Il nous reste à montrer que ii) * iv). 

D'après (1.1.2) il suffit de montrer cette implication quand X est une 
intersection complète. Il en est alors de même de X ri Dl qui est sans composante 
immergée d'après le théorème de Macaulay (puisque X, est de dimension pure 
d - i par hypothèse) et génériquemerit réduit d'après i), donc réduit. 

Le morphisme 2, -+ X, induit par v coincide avec l'éclatement de l'idéal 
JXi-,,,,, tandis que la modification de Nash de X, coincide avec l'éclatement de 
l'idéal jacobien de X, qui n'est autre que JO. Comme d'après ii), JXtx,,,  est entier 
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sur &, g l  et 2, ont inême normalisé, (cf. [1.3], lecture 7, [23]) d'où la finitude 
cherchée. 

Rappelons inaintenant: 

(4.1.2) Théorème de Bertini idéaliste le long d 'une section 
Soient Y un espace analytique coinplexe non singulier de diinension k ,  

f XAY un inorphisme analytique inuni d'une section a On note S l'idéal de P, 
définissant Y, = a(Y). On suppose que l'idéal jacobien relatif J,,, définit iin 
,ouseSpace riidle part dense dans X au voisinage de Y,. Il existe iin fermé 
analytique rare F, dans Y, tel que, pour tout point x E Yl - F,, tout Y-plongement 
local ( X ,  x )  - (Y, f ( x ) )  X (c'+',O) au voisinage de x,  tout choix d'équations 
f,,. . . , f;,, définissant ce plongemerit ( f ;  E i-, x , \ l i  ,) et de coordonnées 
( yl ,  . . . ,yr ), ( z,,,. . . ,z ,  ) sur ( Y, f ( x ) )  et ( C  \-',O) respectivernerit, on ait pour 
tout 1, 1 5 15 k ,  et {il  , . . . ,  i,+,-(,} C (1, . . . ,  m } :  

avec d = diin X - k.  La déinoristration de ce théorème est une adaptation facile 
de celle de la proposition (2.1 1) de [31]. 

(4.1.3) THÉORÈME(Avatar du théorème de Bertini idéaliste de [31]). Soit 
(X,O) un germe d 'espace anulytiqz~e réduit purement de dimension d .  Pour tout 
entier i ,  et tout plongernent (X,O) c (c'+',O), il existe u n  oz~liert de Zariski 
dense L: dans la grassmannienne G ( S ,  S- i )  des plans de codimension i dans 
c \ - 1 passant par O tel que tout plan Dl E U, satisfasse les conditions éqz~iva- 
lentes de la proposition (4.1.1). 

Démonstration: Soit T C G X C 1 + l  l'espace total du fibré tautologique de la 
grassmannienne. Posons Z = T n ( G  X X);  la projection naturelle f :  Z + G a 
la propriété que, pour D E G, f ' ( D )  = { D }  X ( X  n D). Notons a: G + Z la 
section nulle et soit F,  C G le fermé de Zariski que rioiis fournit le théorème de 
Bertini idéaliste avec section (4.1.2). Plaçons nous dans la carte affine de G où les 
plans de codimension i sont définis par: 

,I' 

(*> zk = 2 a,,,',, k = O,..., i - 1. 
1 = 1  

Nous restreignons f (et donc Z )  audessus de cet ouvert affine V, muni des 
coordonnées a,, ,. Le fibré T y est trivialisé, l'isomorphisme Tl" V X C.\+'-' 
étant justement décrit par (*). Après cet isomorphisme, Zv est défini dans un 



voisiriage de V x { O )  daris V X par l'idéal engendré par les équatioris 

((  ., ,( A,,),]) 0i1 fi , .. . ,A,, erigendreiit l'idéal définissarit X C C \ -' et pour 
tout g E C{z , , .  .., z , )  

Ori voit aussitôt que Jz Ic  est l'idéal eiigeiidré par les déterminants jacobieiis 
de la forme a ( ( $ l ) ,,,... , ( f i \+l  < , ) a ) / a ( z l l , . . . ,  ,!) avec { il , . . . ,  i t A 1  (,) C 

- l \  

{ i ,  . . . ,S ) et l'on remarque 

Nous alloris moiitrer que pour tout point a = (a , , ,) ri'appartenant pas à 
F,  n V, les conditions de la proposition sont réalisées pour le plail de codimeii- 
siori i décrit par les équatioris (*). 

Soit h:  ( D ,  O) + ( X  n Dl ,O) un chemiri ailalytique. 
Nous allons montrer que la valuatioii de l'image de tout mineur jacobieri 

~ ( ( $ l ) ~ l ~ ~ ~ ~ ~ ( $ \ ~ l ~ , , ) ~ l ) / ~ ( ~ l l ~ ~ ~ ~ ~ ~ t , 
1 - ( ,  ) dans ?(1nD, )rec, est au moins égale à celle 
de l'idéal jacobien relatif J,/,, ce qui nous donnera la coiiditioii ii) de la 
proposition (4.1.1). 

Supposons que seuls i l , ..-., i, ri'appartieririeiit pas à {i,. . . ,S ) .Par ailleurs 
choisissons un monôme zk l. . . U k ,  dont la valuatioii est miiiirnale parmi celles des 

élémerits de l'idéal (z ,,. . . , z ,)'. Nous remarquons que: 

zk,. . .  "k, d ( z i 1 ,  ..., N-- ,,, - > 

ci 

zt,\+l-<!)I l (1 

qui est entier sur ( z , ,. . . ,z,)'Jz7,/, d'après le théorème de Bertini idéaliste le long 
d'une section (4.1.2).Puisque h ( D )  C D, nous pouvons restreindre cette relation 

-de dépendance intégrale à z ,  = - z , - ,  = O, i.e. prendre tous les a,, , nuls et 
on obtient que: 



468 LÊ) DUNG T R ~ G.4ND B. TEISSIER 

avec X, = (X f' Dl),,, et J = JZ,,. i- ,, ,,. D'après notre choix du monôme z h l . .. z , ,  
et le critère valuatif de dépendance intégrale on a bien: 

Q.E.D. 

(4.1.4) Remarque: Soit Dl u n  plan de codin~ension i passant pur O et 
satisfaisant les conditions de la proposition (4.1.1) et soit u n  drapeau cie Dl.Q$I
D 'après la proposition (4.1.1) le diagramme: 

est coininiitatif où y, est le rnorphisine de Gaiiss de XI, y, est induit par le 
morphisme de Gaiiss y de X, et o, est le morphisme fini de S,sur f Idéfini dans 
iii) de (4.1.1). On a, pour tout k ,  O i k i d - i et tout drapeau "2 dans C '-' 
prolongeant et contenant Dl: 

(4.1.5) PROPOSITION:Pour tout i ,  O i i i d - 1, 1 'ouvert de Zariski dense 
U, du théorèrne (4.1.3) a la propriété suivante: pour u n  drapeau "D assez général 
tel que DIE U, on a ypl (~ , r - l ( " ' i ? ) )f l  XI = 0. 

Preuve: Il suffit d'appliquer l'égalité (**) de (4.1.4) et (2.3) à X, 

(4.1.6) COROLLAIRE:Si Dl E C', et si ~~2~est u n  drapeau assez général dans 
LI , ,  on a :  

pour tout drapeau "2 de C 1 + '  qui prolonge "'1,et i + k 5 d - 1, où P,($) et 
PA("$,)sont respect i~en~ent  les uariétés polaires de X et XI. 

(4.1.7) Exentple: Soit (X,O) C (CJ,O) u n  germe de surface réduite. O n  
considère des drapeaux D2c Dl C CJ. 

Si "0 est assez général Pl("$) est la partie du lieu critique de la projection 
X - C"arallè1e à la droite D, qui n'est pas contenue dans le lieu singulier 2 de 
X (appelée partie verticale du lieu critique de cette projection dans [12]). 

Ainsi on peut voir que dans certains cas P,("i?) peut être vide, par exemple 
dans le cas où X est équisingdière le long de 2 en O. Dans ([19], 3.1.1) on donrie 
une condition nécessaire et suffisante pour que Pl("D) soit vide. 



Le lemme (4.1.8),dans ce cas, signifie que D, n'est pas dans le cône tangent 
de quand eC est assez général: 

(4.1.8) LEMMEDE TRNSVERSALITÉ DES V~QRIÉTÉSPOLAIRES. Soit p2 un 
drapeazt de C ' ' assez général: + 

( u C  ) D(,C D , , ,  C . . . C D, C Dl C C ' + ' =  D,,. 

Sotant Co(P , , , (4)) le cône tangent de P(,-,(GQ)en O, on a :  

( D !n C , , ( ~ , I - , ( ~ ) ) ) _ ,= ( 0 ) .  

Preuue: On démontre ceci par récurrence descendante sur i. Si i = d ,  on a 

P,(GQ) = X 

et on peut choisir D,, tel que 

( Q I  = ( 0 ) .n co(x))r,,, 
On suppose que pour tout j ,  i < j 5 d on ait: 

( D ,n ~ , , ( ~ d - , ( ~ f i ) ) l . , , ,  = ( 0 )  

avec e? assez général et D,, C . . . C DI+ ,choisis par récurrence. On remarque 
que: Po , ( O $ )C P,,- ,  ,("fi)).Donc 

Co(P(l-l(6fi))c COPd l ( ~ ~ Q l ) >1 

d'où 

Pl+, rec, = { O bn ~ o ( f ' ( l - , ( o f i ) ) ~  

L'ensemble des sousespaces vectoriels de C' + ' de codimension i qui contien- 
nent Dl+,et une droite de C,(P, ,p , (9))est de dimension i - 1 au plus, tandis 
que l'ensemble des sousespaces vectoriels de C ' + '  de codimension i qui 
contiennent DI+ ,est de dimension i. On peut donc choisir DI contenant Dl + ,et 
ne contenant aucune droite de C,(P , ,  ,(GD)), ce qui signifie: 

(9n ~ , ( ~ , , - , ( L D ) ) ) n < ,  = 10). 

On interprète (4.1.6) et (4.1.8) numériquement de la f a ~ o n  suivante, d'après 
[42],chap. VIII, Section 10, Remark: 



(4.1.9)COROLLAIRE: on a ,  pour Soit 00 u n  drapeau assez général de C.'", 
l s i l d :  

p l ,  Pd-,("fi )) = nlo(~ , i - , (o f i ) )  

où m,,(C) est la nwltiplicité de C en O, ( , ) est la fonne d 'intersection en O dans 
C \ ', la restriction de "3à DI et P , ,  l ( eQ1) est la variété polaire de codimension * 

d - i d e  ( X  n Dl)reci .  

(4.2) Projections génériques. 

(4.2.1) THÉORÈME.Soit (X,O) C ( C '+ ',O) u n  germe d 'espace analytique 
complexe réduit purement de dimension d .  11 existe u n  ouvert de Zariski dense C7 
de 1 'espace des projections linéaires p: Ci'+' + C"+' tel que, pour toute projec- 
tion p E C7, on ait: 

i) Le germe inmge X l  ,O de X ,  = (p( X )),,,en O est une h ypersurface réduite 
de (C"+' ,O)  et le nwrphisrne a:  (X,O)+ (Xl ,O)  induit par p est fini et 
bin~éromrphe; 

ii) Dans la grass~nannienne G = G ( S ,d - l), la variété de Schubert S des 
d-plans de Ci'-' qui ne sont pas transverses à Ker p rencontre chaque conl- 
posante irréductible fkde ~ ' ( 0 )  selon un sous-ensemble analytique de codimen- 
sion 2 dans fkOU vide; 

iii) Le morphisme a:  X + X l  se prolonge en u n  murphisrne 
fi: 2 - y '(s) + 2, à fibres finies. 

Démonstration: Il existe un ouvert C<, de projections linéaires de Ci'+' sur 
C" tel que si 9 E Cr,,,la restriction de q à (X,O)soit un morphisme fini. D'après 
le théorème de Bertini-Sard, pour des représentants X et V de (X,O)et (C",  O) ,  9: 
X - V est fini et il existe un fermé analytique n d e  part dense Fl de V ,  tel que la 
restriction de 9 induise un morphisme lisse: q l ( V  - F,) - V - F,. 

Soit y E V - F,. Si x reste dans un ouvert dense Ul de l'espace des 
projections linéaires de Cs+' sur C ,  la restriction de z à q - ' ( y )  n X est injective. 
Par ailleurs il est facile de démontrer que si x E Ul, l'ensemble F, des points 
y E V tels que la restriction de z à q l ( y )  n X ne soit pas injective est un fermé 
analytique de V rare dans V .  



La projection p = (9 ,  z ) :  C '+ '+ cc'+'induit alors un isomorphisme de 
l'ouvert analytique dense X - q 1 ( F lU F,) sur son image dans Cc'+'ce qui 
prouve l'assertion i). 

L'assertion ii) résulte aussitôt du fait que la variété de Schubert S est de 
codimension 2 dans G, et du théorème de Kleiman ([16]2. theorem). 

Montrons iii). Remarquons d'abord qu'il suffit de démontrer le résultat dans 
le cas où X est une intersection complète, d'après (1.1.2). 

Soient f,, . . . ,f, + ,_,E C{z,, . . . ,z,  ) des générateurs de l'idéal définissant 
X dans C"' et g(z,, . ,.,z,) un générateur définissant l'image X, C C"" de X 
par la projection de C '+' sur cd++'qui à (z,, . . . ,z,  ) associe (z,, . . . ,zd). 
Puisqiie le morphisme T: X + X ,  est un morphisme fini entre germes de 
Gorenstein, on a une relation due à Kleiman (cf. [17] (V, 5)): 

(*  1 0, = e,,xl. T*%, 

où w ,  et w,, sont les modules dualisants respectifs de X et X, et C",,,l le 
condiicteur de CO, dans CO,,. 

Par ailleurs on a la description suivante à la Picard, plus ou moins classique 
(cf. [44] et [22]), du module dualisant w,. Le O,-module a, est isomorphe à l'un 
quelconque des sous O,-modules inversibles de Qk QcyTot(CO,) engendré par une 
forme différentielle méromorphe de la forme: 

d z t n A. . .Adz,,, , 

où { i , . .  . ,i l )  U {il , .. . , j, + ,+,) est une partition de {O,. . . ,N )  et le mineur 
du dénominateur n'est pas diviseur de O dans CO,. Dans la suite nous choisirons 
{i,, . . .,id-,) = {O,.. . ,d ) .  Dans ce cas si la projection choisie est dans Cl, le 

De même wxl  est engendré par une des formes différentielles méromorphes 

où ag/az, n'est pas diviseur de O dans 
On déduit de la relation (*) d h e  part que = C?,,,l est un idéal inversible 

de O,, et d'autre part l'égalité d'idéaux de Ox: 

où 1' est l'idéal de O,, contenu dans l'idéal jacobien J, de X, engendré par les 
d + 1déterminants jacobiens a( fi,. ..,fN+,-d)/d(z,, z ~ + ~ , .  . . ,zhr)(O 5 i 5 d ) .  

@,. dansOmineur au dénominateur correspondant n'est pas diviseur de 



- - 

- - 

(4.2.2)LEMME: L ' o u ~ e l t  f - y ' ( S )  cst 1 'ouvert des points f t 2 tels que 
J,c',,= J ' C O F , ~  . 

Preuve: Notons J, l'idéal de 0 ,  engendré par les mineurs jacobiens au 
dénominateur desquels apparaissent au plus p coordonnées appartenant à 
( z O , . . . ,= c i ) ;  011 a J6 C J,,,, Jl = J' et J,,,, = 1,. 

Montrons d'abord qu'en tout point f t2 - y ' ( S )  on a J,+lï'\ 18;, 
pour p,  1 5 p 5 d.  D'après le critère valuatif de dépendance intégrale il suffit de -

montrer que, pour tout arc analytique h:  (D,O) - (2 ,f )  on a, notant G la 
valuation correspondante, l;(h*J,- ,) 1 l;(h*J,).Considérons un mineur jacobien 
A au dénominateur duquel apparaissent exactement p + 1 coordonnées apparte- 
nant à ( z , ,  . . .,x,!)et donnant une valuation minimale parmi les mineurs de cette 
sorte. Ecrivons: 

où { i,-,,..., i\ C { d  + 1, . . . , A 7 } .  
Si toiit mineur de cette sorte donne une valuation CO, il n'y a rien à 

démontrer. On peut donc supposer que ( v o h ) ( D- { O ) )  C Xo. La règle de 
Cramer nous donne iin système de N + 1- d éqiiations pour l'espace tangent à 
X en un point de ( vo  h )  ( D  - { O ) ) ,  contenant iine équation de la forme: 

Montrons qu'il est impossible que l;( A 0 h ) soit inférieur à inf( ~ ( 60 h ), l;( 6: 0 h ), 
i = 1,... ,p) .  En effet, si c'était le cas, en passant à la limite le long de 
v 0 h ( D  - { O ) )  l'équation précédente devient de la forme: 

d 

6: dx, = O 
Cl =p 

qui s'annule identiquement sur le noyau de la projection p. La limite d'espace 
tangent obtenue en O le long de v 0 h n'est donc pas transverse au noyau Ker p de 
la projection p contrairement à l'hypothèse 2 g y-- ' ( S ) .  

-

pour tout f t f - y ' ( S ) ,on a donc bien J,,Of,= . 
Réciproquement supposons qu'en f E f 011a JxC; = J'O* . Considérons 

un arc analytique h: ( D ,  O )  - ( f ,  f )  tel que ( v0 h ) ( D- { O ) )  C X O .  



L'hypothèse entraîne que l'un ail moins des mineurs 

ne s'annule pas identiquement sur (v 0 h)  (D). Le critère valuatif de dépendance 
intégrale montre que tous les mineurs jacobiens ont une valuation au moins égale 
à un mineur de cette forme et la règle de Cramer montre qiie la limite eri O des 
espaces tangents le long de ( v 0 h ) (D) est transverse à Ker p ,  donc 52 4y '( S ). 

Remarquons que le fait que la limite en O le long de v 0 h soit traiisversale à 
Ker p est équivalente à l'égalité des valiiations v(h*J') = J,).~ ( h *  

Reprenons la démonstration de (4.2.1) iii). Considérons le diagramme suivant: 

J 

X - x - y-'(s)- x - ' (S)  
I l 1 l 

-

oii f - x et fl+ Xl sont les normalisations. 
D'après- la remarque précédente f yp'(S) est l'ensemble des points x'-

dans f où 1, . 0.: x f  = J' . Ox,x'.= 

Remarqiions maintenant qiie, utilisant la propriété universelle de la normal- 
isation (cf. [23]),le morphisme a est dominé par l'éclatement normalisé dans X1 
de toiit idéal définissant un sousespace rare de X, contenant- l'ensemble des 
points où X, n'est pas normal. Ainsi le morphisme composé f ,  - 2, - X, se 
factorise par X à travers T .  Soit W l'ensemble des points x ' E  Fl tels que 
J, - O,;l,x, = J' . O = les idéaux étant remontés au moyen du morphisme A.  
Pour achever la démonstration de iii), il suffit de vérifier l'assertion suivante: le 

morphisme f:f - yp'(S) - 2, s'étend en un isomorphisme de f - y-'(S) sur 
W. En iitilisant (**) et le fait que le conducteur C? est un idéal inversible de O, 
cet isomorphisme résulte facilement de la propriété universeue de l'éclatement 
normalisé. Ceci achève la démonstration du théorème (4.2.1). 

(4.2.3) Proposition: Soit ( X ,  O) C (c"+', O) un germe d 'espace analytique 
complexe réduit purement de dimension d .  I l  existe un ouvert de Zariski dense Cr' 
contenu dans 1 'ouvert Cl du théorème (4.2.1) tel que, pour toute projection p E Cr' 
de Cs+ '  sur Cd+', i l  existe un ouvert de Zariski dense Q, de la variété des 
drapeaux de Cd+' tel que, pour tout drapeau 9,E Q,, d'une part les variétés 
polaires locales P,(GD,), k = O,. . . , d - 1, de X, = p( X) relativement hi G D ,  sont 
dans la classe d 'équimultiplicité générique ( c f .  (2.2.2)) et pour le drapeau 6fi 



image réciproque par p de CD,, les variétés polaires locales PL(") ( k = O , .  . . , 
d - 1) de X relativement à sont dans la classe d 'équimultiplicité générique. 
De plus on a: 

et leurs multiplicités en O sont égales. 

Preuve: Considérons l'ouvert U du théorème (4.2.1).On note A (resp. A, )  
l'espace des drapeaux de Cs+' (resp. cd+'),Z le sousespace des A X U formé 
des couples (CD, p )  tels que Ker p r 9et Y ,  le sousespace de A ,  X Cl formé des 
couples (GD,, p)  tels que les variétés polaires locales de X I  = p( X ) associées à 9,  
soient dans la classe d'équimultiplicité générique. On a le diagramme suivant: 

où pr,, pr, et 9 sont induits par les projections. Soit Cr" un ouvert de Zariski 
dense de A tel que, pour tout 9 r U'', les variétés polaires locales associées soient 
dans la classe d'équimultiplicité générique. On remarque que pr, est une fibra- 
tion algébrique, donc un morphisme ouvert pour la topologie de Zariski. D'autre 
part d'après le lemme (4.1.8) de transversalité des variétés polaires, il existe un 
ouvert de Zariski dense W de Z de couples (9,p)  tel que Ker p soit transverse 
aux cônes tangents des Pk(OIi) ( k  = O , .  . . , d - 1) en O. Montrons que l'ouvert 
cherché est U' = pr2(prL1(U") n W): Pour cela, il suffit de prouver que pour 
P E U', on a p(Pk(OIi))= Pk(Q,) et mo(Pk(OIi))= mo(Pk(Oi),)). 

D'après la définition des variétés polaires locales (cf. (2.2.3)) ou bien 
P k ( 9 , )= 0 ou bien Pk(GI),)coupe la partie non singulière de X, suivant un 
ouvert dense dans Pk(Oi),).L'image inverse de Pk(Q,) par le morphisme fini et 
biméromorphe m: X -. X I  induit par p E U' est alors une union de composantes 
irréductibles de Pk(Oi)). 

Montrons que m-'(Pk(oi),))= Pk(GI)).Supposons que P k ( 9 )contienne une 
composante C qui ne soit pas contenue dans m-'(Pk(ol),)).Comme p r pr,( W ) ,  
la restriction de m à un ouvert dense de C est de rang d - k .  Si l'image p (C)  
rencontre la partie non singulière de X I ,  d'après (2.2.3), p (C)  devrait être une 
composante de l',(QI) ce qui impliquerait que C C m- ' (Pk(q l ) ) :contradiction. 
L'image p ( C )  est donc contenue dans la partie singulière de X I .  Comme le rang 
de m en tout point d'un ouvert dense Co de C est d - k ,  les limites d'espaces 
tangents à X ,  en tout point d'un ouvert dense de p (C)  sont les images par 
l'application tangente à m des plans tangents à X en les points de l'ouvert dense 
C o  de C. Comme C est dans Pk('9) et que p (C)  est de dimension d - k ,  car m 



est fini, la remarque précédente montre que p ( C )  est une composante de P k ( q 1 )  
contenue dans le lieu singulier de X I ,  ce qui est à nouveau contradictoire d'après 
(2.2.3).Donc on a bien: p(Pk(Oi)))= Pk(!Ol).L'égalité des multiplicités résulte 
immédiatement de ceci et de la transversalité de Kerp avec les cônes tangents 
des Pk(~li!)en O (cf. 4.1.8). 

(4.2.4.)COROLLAIRE: u n  genne analytique cm~plexe Soit (X,Oj C (c.\+',o) 
réduit purement de dimension d .  Pour toute projection p appartenant à l'oucert 
C7 du théorème (4.2.1), on a :  

dim v ~ ' ( 0 )= dim vP ' (0 )  

et dim v ' ( O )  = sup{k / Pk(!O ) # 0 ) pour u n  drapeau 01i de C.\ + ' assez général. 

Démonstration: Du théorème (4.2.1) résulte que dans toute composante D 
de vP'(0)il existe un fermé F de codimension 2 tel que 7j induise hors de F un 
morphisme à fibres finies dans v l l ( 0 ) ,d'où l'inégalité: 

dim vP ' (0 )5 dim v ~ ' ( 0 ) .  

Par ailleurs, pour tout drapeau 9,  dans Cd+' ,  les variétés de Schubert 
c k ( q l )sont des sousespaces linéaires de codimension k de l'espace projectif P". 
Il résulte donc du théorème de Bezout et de la définition des variétés polaires que 
l'on a: 

pour 9,assiz général. La proposition (4.2.3)et le théorème de Kleiman montrent 
l'inégalité: 

dim v l ( 0 )> dimv;'(O). 

(4.2.5) Remarque. En fait on peut montrer que chaque composante 
irréductible de vL1(0)rencontre l'image de 5. 

5. Variétés polaires locales et obstruction d'Euler locale. 

(5.1) Enoncé et démonstration du théorème principal 

Nous reprenons les notations du paragraphe 1, de (3.3) et de (4.1). 

(5.1.1) THÉORÈME:Pour tout drapeau 9 assez général dans CL+' ,on a:  

( - l )dP 'deg(cdPl . ., ( T ) . c , ( ( ) 'n [ - i l )  = m , ( ~ , - , - , ( 9 ) )  = m,(r ,  ) 

où r,est la variété polaire locale de codimension d - 1 - i de ( X  n c'est 
d dire sa courbe polaire. 



Ce théorème a le corollaire immédiat suivant, en utilisant (3.3): 

(5.1.2) COROL~LAIRE:Pour tout drapeau 9 assez général dans C '  +',on a :  
( IF  1 

Eu, , (X)  = 2 ( - l ) ( i p ' ~ ' ~ ~ ~ o ( ~ ~ ~ p l ~ , ( ~ D ) ) .  
1 = O  

Nous donnerons dans le paragraphe 6 d'autres applications et des 
commentaires. 

(5.1.3) Délizonstration de (5.1.1): On remarque que T (resp. [) est la 
restriction à :Y du fibré O' (resp. E') image réciproque du fibré universel r :  

O - G (resp. a: E - P ' )  par la projection X X P \  X G - G (resp. X X P \  X 

G + P') .  Soient T, et [, les restrictions de O' et E' à {O} X P '  X G. Comme 
4 = ( v ~ ë ) ~ ' ( O )égale ({O) x P \  X 6)n tY et est donc contenu dans {O) x 
P '  X G, on a l'égalité: 

Rappelons que d'après [ l ]  (theorem 29.4) la classe de Chern de degré k d'un 
fibré égale le produit par ( - l)kde la classe obtenue par obstruction. 

La classe d'obstruction associée à ck(TO) est définie par {O) X P '  X ck(Q) 
où 4 est un drapeau de C.'+' et de même la classe d'obstniction associée à 
cl([,)' est définie par {O) X ( L i  n . . . nLi) X G, où L i , .  . . ,Li sont des hyper- 
plans de P~ '  en position générale. Pour simplifier on notera H,' = Li n . . . nLi 
quand Li , .  . . ,Li sont en position générale. 

D'après [2], [l]et le résultat de S. Kleiman [16] qui nous assure que les 
intersections sont propres: 

= ( - i )" ' i ({o)  x P '  x c , , - , ( 9 ) ,  {O} x H: x G , Q )  

où 9 est un drapeau de C '+'assez général Li,. .. ,Li des hyperplans de P'  assez 
généraux et en position générale et i( , , ) désigne le nombre d'intersection des 
variétés en question dans {O) X P.' X G. 

On a maintenant: 

(5.1.3.2) LEMME: Supposons que L I , .  . . ,L I  soient des hyperplans passant 
par O assez généraux de CL'+'; on note X: la transformée stricte de ( X  n L, 
n . . . nLI),,, par e. L'espace réduit sous-jacent à la transformée totale v' -'(X:) 
de X:par v' égale la transformée stricte X t  de X: par v'. 

Preuve: Comme / 91 et / Y'\ ont la même dimension d - 1,on peut stratifier 
/ Y ' /  par des sous-ensembles constnictibles (y)05,id-l tel que d imy 5 i et pour 
tout x E V,, dimvf- '(x) = d - 1 - i .  





= i ( ( ( 0 )  x H,' x 6)n ( { O )  x P' x c,,-, , ( " i ! ) ) ,Sn ( { o )  x H: x G ) .  

Donc 

hous sommes donc ramenés à un calcul de degré dans la transformée stricte 
'Y ,  d e X  n Dl parq  = v o ë =  eov' .  

Nous allons montrer que ce degré égale la multiplicité de l'image dans 
i- , n é '(y '( c,,-, -,( dQ)) de l'ideal ?Il t',qiu définit dans 5. 

Kamarquorls que le nombre d'intersection i ( (0)  X P' X c,,_,-,(CD), 
{O) X H: X 6,%)égale celui de c'" X P' X c,,-,-,(L~D),c\+' X H,' X G et 
~5 dans C'- '  X P' X G, donc celui de C'+' X H: X c,_,-,(Oj)) et ?? dans 
c\-1 X P'  X G. On a alors: 

(5.1.3.6) LEMME:Quand Oi) et Li , . . . ,L: sont assez généraux le nombre 
[l'intersection cle C ' + l x  H: ,(9) P' X G peut seX c,,-, et ~ 7 idans C ' + l x  
calculer clans ?Y, i.e. est égal à la multiplicité de 1 'itrulge cle 1 'idéal .?Kt',dans 
e '(y '(c,, -?(Oi)))) n %,, ?Il t',étant 1 'idéal qui cléfinit ??dans 3. 

Preu~e:En utilisant le théorème de S. Kleiman [16], on voit que C L - '  X 
H :  X c,,~, -,(9)est non singulier aux points où il coupe 9,quand ''3 et 
Li , . . .,L: sont assez généraux. 

L'espace analytique réduit / / est également non singulier ?? sous-jacent à ~%i 

en ces points d'intersections. En fait, si ui) et Li , . . . ,Li sont assez généraux, on a 
en plus: 

1) 1 ?? / et C '+'X H: X c,,- ,-,(Oi)) se coupent transversalement; 
+2) les points d'intersection de 1 / et CA' l X H: X cd-, - ,(!O) sont des 

points où % est équirésoluble au sens fort le long de % au sens de [33] (comme 9 
est de codimension 1dans 3,cette équirésolution sera donnée par la normalisa- 
tion). 

Le nombre d'intersection de % et C '+ ' X H: X cd_ ,- ,( Oi)) dans C \ ' X 

P' X G est la somme des nombres d'intersection locaux en chacun des points 
d'intersection. Il suffit donc de démontrer le lemme localement en ces points 
d'intersection. Le lemme (5.2.3.6) est donc conséquence du lemme très utile 
suivant: 

(5.1.3.7) LEMME:Soit (Z,O) u n  germe d'espace analytique réduit dans 
(CP, O). Soit (Y, O) C (2,  O) u n  sous-espace défini par 1 'idéal 1, de t',,, tel que: 



1) 2 est de coclimension 1 dans Z en O ;  
2 )  1 2 1 est m n  singulier en O ;  
3) Z est équirésoluble en O le long cle k' au sens fort cle [33]; 

Soit (17,0) u n  germe de sous-espace analytique non singulier, cléfini par 1 'idéal 1, 
de i-,:,, ,, tel que Ci n / k' 1 = { O )  et que 1 'intersection ucec / k' 1 soit truns~erse en 
{O) .  Alors la multiplicité cle 1, . e ,  ,égale celle de 1, . i-, .,,,. 

Preu~e:Soient y , ,  . . . , y,,, des générateurs de l'idéal 1, définissant ( C r ,  0) dans 
(Cv,O),qui forment un système de coordonnées locales de / 2 j en O. On note n:  -
Z -+ Z la résolution simiiltanée de Z en O. (Comme Y est de codimension 1dans 
Z ,  c'est la normalisation de 2.)Les fonctions y,' obtenues en composant y, avec n 
forment au voisinage de chaque point z,( j = 1, .. . ,1 ) de n p ' ( 0 ) iine partie d'un 
système de coordonnées sur Z puisque, par l'hypothèse d'équirésolution, le 
morphisme induit par n de 1 n p l ( Y )/ sur / Y 1 est étale. L'image inverse par n de 
( Z  n U,O) est une union de germes (r,,z , )  de coiirbes non singulières en les z ,  
qui sont transverses dans Z à 1 n p  ' ( Y )  1 . 

Comme n est fini et biméromorphe, la multiplicité de I,,O, ,est égale à la 
somme des multiplicités de I ,  . t,,l(,,,zl ( i = 1,.. . ,1). Choisissons une coor-
donnée locale t ,  de ( T l ,2,). D'après ce qui précède, d'une part y;,. . . ,y,:,, t ,  
forment un système de coordonnées de Z en z ,  et d'autre part ( n p l ( Y ) ,u , )  est 
défini par u,t,"l = O, où u ,  est une unité et a ,  E N*. La multiplicité de 1, . 
6, , ;!est donc a,. Par ailleurs, comme n induit la normalisation I I (T , ,  z , )  - ( 21 , ,  

n U,O), la multiplicité de 1, . C,,, ,égale la somme des multiplicités de 
1,  . Fr,, Z l .  Or Or, ,  z l  = C { t , )  et 1,  . C ,-, zl est engendré par tyj. D'où le résiiltat 
annoncé. 

On a donc démontré que: 
(5.1.3.8) 

( - l)d-l-'deg(c,,-l-,(T) n [ % ' ] ) = mult/ l ( y  ,(.i-)), 1Li'd 



pouiwi que "$ soit assez général ( m ~ d t  désigne la multiplicité d'idéaux au sens de 
P. Samuel). 

Soit 2, la transformée stricte de ( X  n L I  n . . . nL,),,,, par la modificatiori 
de Nash v. Si L I , .  . . ,L I  sont assez généraux, du lemme (5.1.3.2), de la définition 
de la transformée stricte et de ce que v o é  = eo v', on déduit que ' Y I  est la 
transformée stricte de J?, par ë et u3,= é l ( ? l ) ,  où - = n 2).Poiimi que le ?l 

drapeau "3 soit assez général, le morphisme 4 :  2, induit par ë est fini au 
voisinage de chacun des points de F - '(c,, , ,("21 ) )  n "9,. On en déduit (cf. 
[42], Théorème 24 du chapitre 8): 

pourvu que "$ et L,, . . . ,L I  soient assez généraux. 
Comme on a un morphisme fini biméromorphe 0,:f ,- de f Isur le 

modifié de Nash f ,de ( X  n D I ),,,,, on a encore: 

-
où yl: X, -. G,,, est le morphisme de Gauss et avec un drapeau L,$ [ i l  de Dl qui se 
prolonge en "2. 

Montrons enfin: 

, ( ( P l ] ) ) )  = , l - l - , ( ~ ) )  

L'égalité n l , (Pd ,-,("$)) = nl,(T1) où Tl = P,i-,-l("$[i]) a été établie par 
(4.1.6) et (4.1.8) quand "9 est un drapeau assez général. Il nous reste à montrer: 

quand L,$ est assez général. 
Or d'après la remarque (5.1.3.3), si "9 et L I , .  . . ,LI sont assez généraux, 

y, 
1 

( cd-, ,("2 [i l))  est la transformée stricte de Tl. Comme par définition ?no(Tl) 
= m~il t (%i-~, , , )la formide de projection noiis donne: 

et donc le théorème (5.1.1) est démontré. 

(5.1.4) COROLLAIRE: de lu modification de A7mh v: ?? - XSi lu fikm vP' (O)  
a a u  plus la dimension k ,  on a ,  pour un drapeau L,$ assez général: 



en particulier si la modification de A7ashest un morphisnze fini Eu ,( X ) = n~,(X ). 

Preztce: Ceci résidte aussitôt de (4.2.4) et de (5.1.1) 

(5.1.5) Remarqzte: Si dim vpl(0) 5 k ,  pour tout plan Dripkp passant par O 
de codimension cl - k - 1 assez général, on a: 

Eu,(X) = Eu,(X n 

(5.1.6) Remarque: On peut reformider le théorème (5.1.1) de la façon 
suivante: 

Soit r, = P(,+,(!O) une courbe polaire assez génkrale de X. Soit D, un 
hyperplan passant par O assez général, on a l'égalité 

6. Consequences et remarques 

(6.1) Stratifications. 

(6.1.1) Le théorème (5.1.1) montre quh l'obstnictiori d'Euler de (X,O) ne 
dépend que de l'algèbre locale complétée CO,,,  de CO,,,. Comme, dans le cas 
analytique complexe, 011obtient bien un invariant local qui permet de constnnre 
les classes de Chem singulières (cf. § 3), on peut, comme A. Dubson (cf. ['il), 
utiliser le principe de Lefschetz pour en déduire qu'on a une expression algébrique 
de l'obstruction d'Eider sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. 
Il serait préférable de faire une démonstration directe montrant que l'expression 
de (5.1.1) permet de construire une théorie des classes de Chem singulières: ce 
sera l'objet d'un prochain travail. 

On a une autre conséqiience intéressante de (5.1.1): 

(6.1.2) LEMME: L'application de X dans Z qui à x E X fait correspondre 
Eu, X est constructible. 

Ce résultat est énoncé avec une esquisse de preuve par R. MacPhersuri (1241, 
9 3, lemma 2) et aussi prouvé par -4. Dubson (171). 

Les points de X où la multiplicité d'une k-ième variété polaire générique est 
constante forment un constructible d'après les propriétés des multiplicités. Or 
d'après (5.1.1) l'obstruction d'Euler est somme alteniée de ces multiplicités. 

(6.1.3) Remarque: Attention: l'obstruction d'Euler n'est semicontinue ni 
supérieurement ni inférieurement, (Considérer le parapluie de Cayley-Whitney 
de C ' donné par X2 - Y2z= 0.) 



(6.1.4) Dans le cas où (X,O) est une hypersiirface à singularité isolée, il 
résidte de [34] que, pour d 2 3: 

On se demande dans quels cas cette inégalité reste vraie. Ce n'est pas toujours le 
cas, ptusqu'il existe des cas où nl,( Tl) = O et nl,( Tt ) # O pour i f  2 i + 1 

(6.1.5) Pour calcider la classe de Chem-Macpherson, nous avons vu (cf. 
(3.2))que la difficulté essentielle est de construire un cycle 2 , G , n l y  de X pour 
lequel @(C, ,n,V,) = 1,\,  i.e., tel que pour tout x E X on ait: 

Nous allons donner un procédé constructif pour obtenir un tel cycle. 
Pour simplifier rious supposerons que X est une variété algébrique irréduct- 

ible compacte. 
Soit Y un espace analytique complexe réduit équidimensionnel. O11 note 

T:(Y) la suite des midtiplicités des variétés polaires génériques de Y en x. 
Nous allons définir une suite décroissante de sous-variétés algébriques de X: 

(6.1.5.1) F, 3 F, 3 . . . 3 F k 3. . .  

F, = X,  

F, = 2 , lieu singulier de X . 

On note (F,, il)il les composantes irréductibles de F,, F2 est la réunion du 
lieu singulier de F,  et des ensembles algébriques fermés en nombre fini, formés 
des x E F,, tels que T,*( X )  ou r,*(F,, il) ( j ,  E J,) ne prenne pas la valeur qu'il 
prend en un point génériqiie de Fl , i .  On note (F2,i2) (avec 1, E J2) les com- 
posalites irréductibles de F2. En général soit F,  la réunion du lieu singulier de 
F, ,et des ensembles algébriques fermés, eri nombre fini, formés des x E F, ,,i k - ,  

( jk -,E Jk ,) tels que l'une des suites d'entiers 

ne prenne pas en x la valeur qu'elle rend en un point générique de F ,  ,,l k l .  On 
note (F,, lk)lktlk les composantes irréductibles de F,. 

Quand k > dim X, on a Fk= 0,  car ce processiis donne une suite stricte- 
ment décroissante. 

Pour rendre la notation cohérente, on note F,,, = Foet JO = {O). 



On remarque que sur F,, ii - Fkhlla suite d'entiers TT(F,, ji) est celle 
donnée par un point non singulier de F,, Les suites T,*(Fl, i l )  (1 5 k ,  ilE JI) 
étant constantes siir F,, j k - Fk+l ,  en tout point x E Fk, Fk+l ,  Eu,(Fl, ,/) pouri k -

15 k et il E JI, prend une même valeur notée E k ,ii(l, il).  
On définit une suite d'entiers nk ,  ik par: 

On définit le cycle de Macpherson: 

La classe de Chern-Macpherson est donc donnée par: 

où par abus de notation on a noté c,,(F,, l k )  l'image dans l'homologie de X de la 
classe de Chern-Mather de F,, lk. 

(6.1.5.5) Remarque: Dans le cas d'un espace analytiqiie complexe réduit 
dénombrable à l'infini on peut définir de façon analogue un cycle de Macpherson 
donné par une somme localement finie. 

Dans le cas d'un germe d'espace analytiqiie complexe réduit, la construction 
précédente donne explicitement la classe de Chem locale (comparer à [14]). 

(6.1.5.6) Remarque: La description donnée ci-dessus di1 cycle de 
Macpherson est constructive (comparer à [7] et 141, [30]). 

En s'inspirant d'une' formule annoncée par A. Dubson dans [8] on peut 
montrer que les entiers n i j  égalent 1- xii où x t iest la caractéristiqiie d'Euler- 
Poincaré obtenue de la façon suivante: 

On suppose V plongé dans Px. 
Soient x , ~un point de Fiiassez général, B,i une boule centrée en xii dans un 

ouvert affine contenant xti  dans Px et de rayon assez petit. Soit Lii  un espace 
affine assez général ne contenant pas x , ~ ,  passant près de x i j  et dont la 
codimension égale dim Fij+ 1,alors: 

X i i  = X ( ~ t in L , ~n v) .  
Comme on le verra en (6.1.8), cette caractéristique d'Euler-Poincaré x i jne 

dépend qiie de Fi 



Dans [36] B. Teissier a démontré: 

(6.1.6) THÉORÈME:Soit X ztn espace analytique réduit pztronent tle cliinen- 
sion d .  Soient Y u n  sous-espace analytiqzte non singulier de X et O E Y ,  alors les 
conditions sztivantes sont équivale~îtes: 

1 )  Ln niultiplicité des variétés polaires locales Ph( X, y )  des gelmes ( X, y ) 
pour y E Y est localement constante sur Y au voisinage de O ,  pour O 5 k 5 d - 1; 

2 )  Le couplc ( X O ,Y ) sati,sfait les conditions de Whitney en O ,  où S0clésigne 
la partie non singulihe de X. 

Il résulte de ce théorème: 

(6.1.7) COROLLAIRE:La str(1tificatiori de X dont IPS strates sont les 
F,, - U ,,, F,, (cf. (6.1.5)) satisfait les conditions de U71zitriey et est appelée 
stratificntioiî canoniqzte de X .  

On en déduit: 

(6.1.8) PROPOSITION:Soit ?i 1111 espace clnalytique réduit purmrlent de di- 
rriensiori cl. Soit X = LI X, la stratification cle Whitney canoniqzte clonnéc clans 
(6.1.7). Soierit x E X, et ( X ,  x )  C ( C l t ' ,  x )  un plongement local. Pour chaquc 
i 2 = dim X,y ,i l  existe u n  oztvert dense W de ZQ grasmzannierine des plans de 
C '+ ' de codimeruion i tel que, pour tout L,, E W ,  pour toztte houle B centrée en 
x de rayon assez petit et pour toztt L ,  parallèle à L, assez proche de L,  et 
sztffisarmnent général, la caracthistique d 'Euler-Poincaré X( B n X f' L , )  ne 
dépend que de ( X ,  X , )  On la notera X ,  ( t jX,X,) 

D&riorutration: On considère une rétraction linéaire locale de (Ci+ ' ,  x )  sur 
(X,, -2.). Cette rétraction induit r: ( X ,  x )  - (X,, x ) .  Si 1 est une projection 
linéaire sur c"'. assez générale, la restriction de q = ( r , 1 ) :  ( X ,  x )  -, (X,  X 
C '  4,(x,O)) à chaque strate XB adjacente à X, au voisinage de x est de rang 
maximum en dehors de la variété polaire Pdp ,+ l(XB, x ) et de plus on montre 
facilement que cette stratification ( X , )  de X satisfait la condition A, (condition 
"sans éclatement") de Thom (cf. [37]) .En choisissant un voisinage coriveriable de 
x dans X, q y induit une fibration topologique audessus du complémentaire de 
l'image par q des Pd,p,+l(Xp,  x )  dans iin voisinage de (*,O) dans Xa X C '  " , y .  

Ceci donne le résultat cherché en utilisant le théorème d'isotopie de Thom-Mather 
(cf. [25]).  

(6.1.9) THÉORÈME:Soit X = LI X, la stratification de Whitney de X donnée 
dans (6.1.7). Soit x E X,; on a 1 'égalité: 



Dhr~onstration: Par une section par lin plan assez général de codiniension 
d ,  passant par x on se ramène facilement au cas où d ,  = O. Dans ce cas 
Xn = {x); considérons une projection linéaire de C '" sur C G s s e z  générale. 
Soit n la restriction de cette projection à un voisinage assez petit de x daris 'Y 
(que l'on notera encore X ) .  La stratification ( X P )  de X satisfait la condition A, 
de Thom, donc a induit une fibration topologique audessus du complémentaire 
de la réunion des images par a des courbes polaires des adhérences des strates 
Xi,. On en déduit par Mayer-Vietoris: 

où xp  est la caractéristique d'Euler-Poincaré de la fibre au-dessus d'un point 
-

général de la courbe n(  Pl,, ,(XP, x ) ) .  D'après le lemme de transversalité des 
variétés polaires (4.1.8) on a l'égalité des multiplicités. 

m-ix,(.(shpl(AFPJ I I ]  = n%(pll,+ l(AFPJ 1 ) .  
Par ailleurs le lemme 3 de [36] implique que la fibre au-dessus d'lin point yP 

.-

général de n(Pl,,+ ,( AFP,x )) n'a qu'un se~d  point xP sur Pl,,< ,( XP,x ). Soit x; la 
caractéristique d'Euler-Poincaré de la trace dans un voisinage convenable de xP 
d'une fibre voisine de la fibre a ' ( y P ) .  On a, en utilisant encore le théorème de 
Mayer-Vietoris et la structure conique locale d'une singularité (cf. [5] ) :  

x B = x , ( X , { x ) )  - x i +  1. 

On a donc 

X ~ ( S ,{ x ) )  = * 1) (1-x 2 ( X ,  { X I )  + Z r > ~ , ( ~ , ~ , - , ( ~ ,  x i ) .  
P i f i  

Pour calculer X$ on procède comme suit. On projette linéairement (X ,  xg)  sur 
(c"~+' ,o) .  Si cette projection est assez générale, elle induit à l'extérieur de 
l'image de XP une fibration topologique dont les fibres ont leur caractéristique 
d'Euler-Poincaré égale à x,(X, Xg) et audessus des points de l'image de XP les 
fibres sont contractiles. En utilisant à nouveau le théorème de Mayer-Vietons on 
trouve: 

x j  = ( - l ) ' f ~ p l X l ( ~ ,  lfg 2 
),xg)+ (1+ (-1)  

d'où: 

Ce qui démontre le théorème (6.1.9). 



(6.1.10)Remarque: La formule de (6.1.9)permet de montrer par récurrence 
que les multiplicités des variétés polaires locales de ( X ,x )  s'expriment en 
fonction des x , ( X B ,X p . )  avec x E xB.C z p .  Ceci permet de donner une 
caractérisation topologique de la stratification de (6.1.7). 

(6.2)Quelques calculs effectifi de 1 'obstruction d 'Euler. 

Nous donnons ici quelques conséquences de ce qui précède. Dans le cas où 
(X,O)a une singularité isolée on retrouve le résultat de A. Dubson ( [ 7 ]Remarque 
p. 240): 

(6.2.1)PROPOSITION:Supposons que (X,O)  a une singularité isolée en O. Si 
H est u n  hyperplan de C.'+l suffisamment général voisin de O mais ne contenant 
pas O, pour u n  représentant convenable X de (X,O) ,  la caractéristique cl 'Euler-
Poincaré de X n H égale Eu,(X).  

Preuve: Dans ce cas la stratification de Whitney de (6.1.7)est réduite à {O) ,  
Xo ,  et (6.1.9)donne: 

x 1 ( K  { O } )  - { O } )  ( - l ) ( f - l m , ( p < , - l ( x > O ) ) .x ~ ( X >  = 

Soit Dl un hyperplan assez général passant par 0;  on a: 

X I ( ( '  Dl)red<{ O l  I - x ~ ( ( x  n Di)red.{ O } )  =(-1)" 2 m 0 ( ~ , 1 - 2 ( ( ~ n ~ , ) r e c l , ~ ) )  

D'après (4.1.9): 

"~o(P,,-2((Xn Dl),ed'O))= mo(P,,-2(X,O)) 

et évidemment on a: 

XI ( ( '  n Dl)recl,(01 I = x ~ ( X ,{ O ) ) ,  

ce qui donne le résultat en itérant et en appliquant (5.1.1) 

(6.2.2) Remarque: Cette proposition donne le résultat démontré par A. 
Dubson [7] ,M. Kato [15] et R. Piene [29];si (X,O)  est une hypersurface à 
singularité isolée en O, on a: 

où p'")(X,O)est le nombre de Milnor en O d'une section hyperplane passant par 
O suffisamment générale de X .  

En effet ceci résulte immédiatement de la proposition et des résultats de J. 
Miinor dans [26]sur les fibres de Miinor des hypersurfaces complexes. 

On peut aussi le déduire immédiatement du théorème (5.1.1) de fagon 
algébrique en utilisant le fait démontré dans [35] (2.8.3, Corollary p. 610) que: 

m O ( r < I - i - l )= p(lt l)(X,O)+ p("(X,O) 



où p"'(X,O) est le nombre de Milnor en O de l'intersection de X par un plan 
général de dimension 1 passant par 0. 

Dans le cas où la dimension en O du lieu singulier Z: de X égale 1, on obtient 
un résultat énoncé par A. Dubson dans le cas d = 2 (181): 

(6.2.3) PROPOSITION: que dim, Z H, 1 'hyperplanOn suppose = 1. Soit 
défini par 1 = t ,  où 1 est une forme linéaire de C.'+' assez générale. Acec t # O, 
assez petit et X u n  représentant convenable de (X,O), on a ,  pour tout t # O et 
assez petit: 

Eu,(X) = x ( X  n H , )  - x(1- E , ) . m ,  

où ni, est la multiplicité de la i-ème composante 2 , d u  lieu singulier Z: de X, et El 
1 'obstruction d 'Euler de X en u n  point quelconque de 2 ,- {O}. 

Preuve: Dans ce cas la stratification de X donnée par (6.l.7) est Xo, 2 ,-
{O}, {O). Donc: 

Il suffit de remarquer que: 

et que si D, est un hyperplan passant par O assez général on a toujours l'égalité 
(cf. (5.1.6)): 

Dans ce cas on a Eu,(X n Dl)  = x,(X, {O)) d'après (6.2.1), ce qui démontre 
(6.2.3). 

(6.3) Applications aux oariétés projectives. 

Soit V une variété projective complexe de dimension d - 1plongée dans un 
espace projectif P l .  

Les variétés polaires P k ( 9 )associée au cône X en O dans C '+'associé à V 
sont des cônes associés aux variétés polaires M ,  de V définies classiquement par 
Todd dans [38], puis dans le cas singulier par R. Piene dans [28]. 

Si 9est un drapeau assez général, on en déduit aussitôt que: 

ln,(Tcl , ,) = degré de la i-ème classe polaire [ M , ]  de V, 

où, comme dans (5.1. l ) ,  T, est la courbe polaire locale de ( X f' D,),,, en O. 



En particulier si V est ilne hypersurface, rn,(Tc1_, _,) égale le degré de la 
variété duale de l'hypersurface intersection de V et d'un plan de codimension i 
dans Px assez général. 

On peut tirer de ceci de nombreuses form~iles effectives généralisant les 
formules de Plücker effectives de [33] (comparer à 1281) et valables dans les cas 
où les singularités de V sont quelconques. Elles s'appuient sur le théorème 
suivant: 

(6.3.1) THÉORÈME:Le degré de la classe de Chern-Mather de degré d - 1de 
V égale à la somme des obstructions d'Euler en  O des sections planes génériques 
de dimension au moins 1d u  cône X sur V: 

où D, est un plan de C.'+' passant par O de codimension i assez général. 

D h n s t r a t i o n :  En utilisant des relations de Todd dans le cas singulier, K. 
Piene donne dans [29] (théorème 3) la relation: 

En faisant comme dans la démonstration de (5.1.1), on obtient: 

où rlest la courbe polaire de ( X  n Dl),,,, en O. 
En utilisant (5.1.1) on obtient aussitôt le résultat. 

(6.3.2) Remarque: Si les singularités x,, .. .,x, de V sont isolées, comme la 
classe de Chem-Macpherson de V vaut: 

avec E l  = Eu,,(V), on a la formule suivante qui donne la caractéristique d'Euler- 
Poincaré de V: 

où Dl est un plan de CXt1passant par O de codimension i assez général. 
En fait nous avons le résultat plus général suivant déduit de (6.1.5.4) et 

(6.3.1): 



(6.3.3)COROLLAIRE:Soit V une cariété projectice. Soit 2aF,naV, son cycle 
de Macpherson (cf. 6.2.5.3). On a:  

où X a  est le cône sur Va de sommet O dans C'+' et d a  est la dimension de X ,  
( d = dim X).  

On peut regarder d'une part cette formule comme une généralisation des 
formules de Plücker si l'on suppose qu'on peut calculer x ( V ) ,et d'autre part c'est 
une formule effective (cf. (6.1.5))pour calculer la caractéristique d'Euler-Poincaré 
x ( V )  de V. 

(6.4) lin théorème pratique. 

On peut calculer l'obstruction d'Euler d'un germe d'espace analytique 
réduit en se ramenant à celui d'une hypersurface, grâce au théorème suivant: 

(6.4.1) THÉORÈME:Soit (X,O) u n  germe d'espace analytique complexe 
réduit purement de dimension d plongé dans C.'+',O). Il existe u n  ouvert de 
Zariski dense fi! de 1 'espace des projections linéaires de C1+l  sur c"+'tel que 
pour tout p E a,1 'obstruction d 'Euler de X en O égale celle de 1 'hypersurface 
réduite X ,  = p ( X )  de c"+'en O. 

Démonstration: C'est une conséquence immédiate de (4.2.3) et (5.1.1). 

(6.5) Remarque: Dans un travail récent, [39], A. N. Varchenko étudie 
certaines intégrales de courbure sur l'intersection X n SE = M ( E )d'une surface à 
singularité isolée (X,O) C (C3,0) et d'une sphère S,5 de rayon E assez petit 
centrée en O. Il indique que ces intégrales de courbure admettent un développe- 
ment asymptotique Z a , , , ( L ~ g e ) ~ e ~  le constant estdont terme a,,, égal à 
p ' 2 ' ( ~ , ~ )- 1 (et donc d'après 6.1.8 à -Eu,(X)). Son calcul est indirect et 
utilise le résultat de [35], (2.8.3) déjà utilisé par nous en 6.22. 
Nous avons remarqué que ce calcul est très proche, après un choix d'une 
résolution convenable des singularités de (X,O), du calcul d'obstruction à la 
Bott-Chem intervenant dans la relation de Gonzalez-Verdier. 

Par conséquent, au moins dans le cas où (X,O) C (C1+',O) est un germe 
d'espace analytique à singularité isolée, l'obstruction d'Euler Eu,(X) peut s'ex- 
primer comme terme constant par rapport à E de certaines intégrales de courbure 
sur X n S,2'"-'. NOUSreviendrons sur ce sujet dans un prochain travail. 
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