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Sur la classification des singularités des espaces 
analytiques complexes. 

Introduction 

On associe à chaque point x d'un espace analytique complexe réduit X 
la suite des multiplicités en x des variétés polaires locales de X. Étant 
donné un plongement (X, x) c (CN, 0), on peut décrire la variété polaire-
locale de codimension Je soit comme ensemble des points y e X où une 
direction limite en y d'hyperplans tangents à la partie lisse X° de X 
appartient à un sous-espace linéaire Pd~k c P ^ " 1 donné et assez général^ 
soit comme lieu critique d'une projection linéaire assez générale X->Cd~~k+\ 
Dans le cas où X est un cône de sommet œ on retrouve des notions connues. 
de géométrie projective. La première définition permet de relier les variétés 
polaires à la géométrie des limites d'espaces tangents et en particulier-
de montrer l'existence d'une stratification de Whitney canonique minimale 
de X, c'est-à-dire de classifier, du point de vue de l'équisingularité à la. 
Whitney, les singularités de X. La seconde définition permet de relier,. 
au moyen de la théorie de Morse, les multiplicités des variétés polaires 
en x à des invariants topologiques locaux de X en x. Geci permet de dé
montrer une réciproque du théorème de Thom-Mather, c'est-à-dire de 
montrer l'équivalence de conditions topologiques et des conditions de 
Whitney. Une partie de ces résultats s'étend au cas relatif, c'est-à-dire 
à la condition vrf de Thom stricte pour un morphisme / : X-^8. Les liens 
avec la théorie des ^-modules d'une part, et avec les problèmes de résolu
tion simultanée des singularités d'autre part, auraient par trop allongé 
le texte. Le lecteur est renvoyé à [10], [17] pour l'un et à [13] pour l'autre. 

§ 1. Limites d'espaces tangents 

Soit N un entier et soit X c RN un sous-ensemble sous-analytique. 
D'après [6], il existe un sous-ensemble sous-analytique SingX de X 

[763] 
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tel que X° = X—Sing X soit dense dans X et soit un sous-es^ace analy
tique réel non singulier de RN. Supposons que toutes les composantes 
connexes de X° aient la même dimension d, et considérons l'application 
de Gauss y: X°->G(N—l,d—l)(R) de X° dans la grassmanienne des 
(d--l)-plans de PN"1(R) qui à chaque point xeX° associe la direction 
de l'espace tangent à X° en x. En utilisant le théorème de rectilinéari-
sation de loc. cit., on peut vérifier que le graphe de l'application de Gauss 
-est sous-analytique, et il en est donc de même (loc. cit.) de son adhérence 
N(X) dans I x ö où 0 =0(2^—1, d—l)(R). Le sous-ensemble sous-
analytique N(X) de RN xG, muni du morphisme v: N(X)-^X induit 
par la première projection, sera appelé modification de Nash de l'ensemble 
sous-analytique X. Le morphisme v induit un isomorphisme v"1 (X°) ~> X° 
•et dim N(X) = d. Pour chaque point x eX, le sous-ensemble sous-ana
lytique v~*(x) = N(X)n({x} xG) de Cr est l'ensemble des positions limites 
^n x d'espaces tangents aux points de X°. De façon analogue, on peut 
définir l'espace conormal de X dans RN comme l'adhérence T^RN, dans 
l'espace cotangent T*RN à RN, de l'espace conormal àX° dans RN cons
titué de l'ensemble des couples (x, g) e T*RN tels que x appartienne 
.à X° et que l'espace tangent à X° en x soit contenu dans le noyau de 
l'application linéaire f : TRN3X->R. Ainsi T^RN est un sous-ensemble 
fermé de T*RN ~RNxRN où RN désigne le dual de RN, stable par les 
homothéties du second facteur et dont on vérifie comme plus haut qu'il 
'est sous-analytique. On note G(X, RN) son projectivisé, c'est-à-dire son 
image dans RN xP^"1 , et #: Ö(X,RN)->X le morphisme induit par la 
première projection. Un point (x, |) de T*RN est dans T^RN si £ est 
limite en x de directions d'hyperplans tangents en des points de X°, 
e'est- à-dire s'il existe une suite de points œi eX° tendant vers x et d'hy
perplans Si = 0 tangents à X° en xi, c'est-à-dire tels que TxotXi soit contenu 
dans le noyau de f̂ , et que l'on a | = Lim S4. Il revient au même de 
dire que le noyau de | en x contient une direction limite en x d'espaces 
tangents à X°. On remarque que pour x e X°, la fibre n~l(x) est isomorphe 
à P ^ - 1 - ^ et donc dim 0(X, RN) = N-l. 

Soit / : X->RP un morphisme sous-analytique, que nous supposons 
installé, c'est-à-dire que l'on s'est donné un plongement X c RpxRN 

sous-analytique et que/est obtenu comme restriction à X de la première 
projection. Supposons qu'il existe un ouvert sous-analytique dense X° 
de X qui soit une sous-variété analytique réelle de X telle que en chaque 
point x de X° .le noyau de l'application linéaire tangente à / en x soit 
de dimension d. On peut définir une application de Gauss relative yf: 
X°->G et par l'adhérence de son graphe définir comme plus haut la modi-
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fication de Nash relative, notée vf: Nf(X)->X; un point z eI[f(X) repré
sente une direction limite en vf(#) d'espaces tangents aux fibres de / en 
des points de X° tendant vers vf($). De même on peut définir l'espace 
-conormal relatif T*xofììpRp xRN de X° dans Rp xRN comme noyau de 
l'homomorphisme naturel de fibres cotangents relatifs T*(Rpx 
xRN)/Rp x X°-+T*(X°IRP) et l'adhérence dans T*(RpxRN)/Rp de 

RPxnW 
TxOfjtf>(Rp xRN)/Rp est l'espace conormal relatif de X, qui est un sous-
•ensemble sous-analytique de T*(RpxRN)/Rp ~RpxRNxRN stable par 
rapport aux homothéties de RN, et dont le projectivisé est un sous-ensem
ble sous-analytique Of(X,RpxRN) de Rp xRN xP^^R), de dimension 
N+p— 1, en fait contenu dans XxPN"1(R). 

Supposons maintenant que X est un espace analytique complexe 
réduit et soit jf: X->8 un morphisme analytique complexe. Notons Q) 
= ûx/s te öx-module cohérent des 1-formes différentielles relatives et 

-supposons qu'il existe un sous-ensemble ouvert dense X° de X tel que 
£2} | X° soit localement libre de rang d. Soit g: G->X la grassmannienne 
•des quotients localement libres de Q}. Par définition, l'image réciproque 
$*Qf a sur G un quotient localement libre de rang d: g*fì}->It->0 et, pour 
un morphisme h: T->X, se donner un quotient localement libre de rang 
d, h*Qf-+LT-+0, équivaut à se donner un morphisme T—>G tel que gos = h 
et s*L c±LT. D'après l'hypothèse on a donc une section a: X°->G de 
# | g~1(X°). L'adhérence de l'image de cette section est un sous-ensemble 
analytique fermé Nf(X) c G, et le morphisme vf: Nf(X)->X induit par g 
est propre et induit un isomorphisme au-dessus de l'ouvert dense ?J£"1(JL0). 

d'est donc une modification de X, appelée modification de Nash relative 
de X/8. Si le morphisme/est installé au moyen d'un plongement X c 8 X 
xCN, ce qui est toujours le cas localement sur X, on retrouve ainsi la 

modification de Nash décrite ci-dessus dans le cadre sous-analytique. 
On peut de même, dans le cas où / est installée, définir l'espace conormal 
relatif (complexe) de X dans B x CN, qui est un sous-espace analytique 
de T*(8xCN)IS ~8 xCN xCN conique par rapport aux homothéties de 
CN, et l'espace conormal projectif associé Gf(X, 8 xCN) ou Of(X), qui 
est un sous-espace analytique fermé de XxPN~x, de dimension ^ — 1 + 
+ dim 8. 

Exemples. (1) Soit U un ouvert de CN et soit / : U-+C un morphisme 
analytique. La modification de Nash relative coïncide avec l'espace conor
mal relatif et est l'éclatement dans U de l'idéal jacobien j(f) = (df/dz17... 
. . . , dfjdZj^jQxj engendré par les dérivées partielles de / . 
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(2) Soient TJ un ouvert de CN et X =/"1(0) avec / comme ci-dessus 
et tel que / -1(0) soit réduit non vide. La modification de Nash de X 
coïncide avec l'espace conormal et est l'éclatement dans X de l'idéal 
j(f)-@x engendré dans 6X par les restrictions à X des dérivées partielles 
de / (voir [26], [27]). 

Soit maintenant X un sous-espace analytique complexe réduit, pure
ment de dimension d, d'un ouvert TJ de CN, et soit x un point de X. Con
sidérons le diagramme: 

XxPN~l xPN-1^JExO(X)-^->G(X)<=>X XP1*-1 

\ 

X xP^1^^! ^ X<=>CN 

où H est le morphisme conormal défini ci-dessus, ex l'éclatement du point 
x dans X, ex l'éclatement dans G(X) du sous-espace ^(x), et K1 le mor
phisme dû à la propriété universelle de l'éclatement. Soit <&= {J^a la 

a 

réunion des composantes irréductibles de dimension N~2 du diviseur 
exceptionnel C1(^)7 que nous considérons comme sous-espace de PN"1 x 
xpN-im P o l 3 r chaque a posons Va = x'(\&a\) c P*-1 , et Wa = Sx{\Wa\) 
c JP^"1, Où \<2/a\ désigne l'espace réduit sous-jacent à &a. Eemarquons 
que puisque \<&\ = IC^aOI d'après le Hauptidealsatz, on a {jVa= lej1^)! 

a 

= |Proj GXjX\ où GXtX désigne le cône tangent à X en a?, et \J Wa = [aT1 (x)| T 
a 

ensemble des limites en x d'hyperplans tangents à X. 
En fait, la collection des sous-variétés projectives Va de |Proj GXiX\ 

suffit pour reconstituer l'ensemble des limites en x d'hyperplans tangents ; 
THéORèME (Lê-Teissier). Pour chaque a, Wa est la variété projective 

duale de Va, et par conséquent Vensemble des limites en x d'hyperplans 
tangents à X est réunion des variétés duales des Va. De plus, pour chaque 
composante irréductible G de |Proj GXiX\ il existe exactement un indice a 
tel que Von ait Va = G. 

En fait, on montre que pour chaque a, \&a\ est l'espace conormal 
G(Va, P^""1), ce qui implique que Wa est le dual projectif de Va. 

Exemple (cf. [17]). Soit (X, 0) c (C3, 0) un germe de surface analy
tique complexe réduite. Il existe un nombre fini de génératrices Z19 •.., Zr du 



Classification des singularités des espaces analytiques complexes. 767 

cône tangent GXtQ telles que l'espace |v~1(0)| des limites en 0 d'espaces 
tangents à X° soit la réunion du dual de la courbe projective |Proj GXt0\ 
et des droites projectives ^ = {E e CB\M => ZJ. De plus, si (X, 0) est 
à singularité isolée, ou si GX$Q est réduit, la déformation naturelle de 
(X, 0) sur son cône tangent GXt0 est équisingulière (cf. ci-dessous) si et 
seulement si r = 0. 

Remarque. Il est probable qu'un avatar du théorème ci-dessus est 
vrai dans le cas sous-analytique. Pour l'étude numérique des limites 
d'espaces tangents, voir ([26], Chap. 2,1.6), et pour l'étude géométrique, 
voir [4], [14], [17]. 

§ 2. Variétés polaires locales i 

Soient N un entier, et 

©: (0) c BN_1 c DN_% c . . . c B1 c D0 = CN 

un drapeau de sous-espaces vectoriels de CN, avec codim J)i = i. Étant 
donnés un entier d, 0 < d < N et une suite d'entiers a = (aly..., ad), on 
eonsidère dans la grapsmanienne G =G(N—l,d—l) des sous-espaces 
vectoriels de dimension d de CN la sous-variété algébrique (variété de 
Schubert) 

cra(3)) = {T eG\ dim(TnJOd+a^.) > i pour i = 1 , . . . , d}. 

Sa codimension dans G est purement J ^ . Dans le cas particulier où 
a = (1 , . . . , 1, 0 , . . . , 0) avec k fois 1, on notera cft(3)) pour cra(25). 

Soit maintenant / : X->8 un morphisme analytique complexe installé 
eomme au § 1, c'est-à-dire muni d'un tf-plongement I c S x CN. Suppo
sons 8 non singulier, et considérons la modification de Nash relative 
du §1 

y t / * 
/ Pr2 

Nf(X)^XxG 

et le morphisme de Gauss relatif yf. À l'aide d'un théorème de Kleiman 
et de l'ouverture de la transversalité, on peut montrer (cf. [28], Ohap. IV, 
1.3) que tout point x e X possède un voisinage ouvert, que nous noterons 
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encore X, tel qu'il existe un ouvert de Zariski dense W de l'espace des
drapeaux, tel que pour tout 'S) eW, on ait pour tout a: 

(i) yj1[aa('X)))nvJ1(XQ) est réduit et dense dans ly/^aCD))!» e t ce" 
dernier espace est vide ou purement de codimension ]£a{ dans Nf(X)» 

(ii) Si y/1(cra(3)))niy1(flj) n'est pas vide, on-a 

öimyf^aj^nvf^x) = dimij"1^)-^^-

En conséquence, pourvu que le drapeau S) soit assez général, si l'on posa 

i>«</;S>=|^71K(»)))|, 
on voit que Pa</;3)> est l'adhérence dans X de P0</;35>n X°, et est 
un sous-espace analytique réduit purement de codimension J>X de X 
ou vide. De plus, yj1 (cra(35)) coïncide ensemblistement avec le transformé 
strict de Pa</;3)> par le morphisme vf (noter que yj1 [aa (2))) n'est pas 
en général réduit), 

DéFINITION. Pa</; 35> sera appelée variété polaire locale associée* 
à / : X->8, au drapeau 35, et à la suite a = (ax,..., ad). 

PROPOSITION. JJcms cette situation, pour chaque point x e X et chaque 
a, il existe un ouvert de Zariski dense Wx de Vespace des drapeaux tel que 
la multiplicité mx(Pa(f; J)» de Pa(f; S)> en x ne dépende pas de 3) e Wxr 

et en fait ce nombre ne dépend que du type analytique du germe en x du 
morphisme f. 

Lorsque a = ( 1 , . . . , 1, 0 , . . . , 0), on notera P&</; 3)> pour P a</; D>» 
C'est un sous-espace analytique réduit, purement de codimension k dans 
X ou videi Lorsque 8 est un point, on notera PÄ<X; 35> pour P&</; 3)>. 
On note que PÄ</; 3)> ne dépend en fait que de DÄ_&+1, car l'on a <?Ä(3J> 
= {T eG\ dim TnDd_k+1 > k}. On le notera aussi PÄ</; -Dd_Ä+1>. 

On propose ici d'associer à un morphisme / : X->8, en chaque point 
x de X, les invariants analytiques ^(P a </ ;35» où 3) est assez général-
On s'intéressera particulièrement aux invariants mx(Pk(f; 2>», k = 0,. . , 
. . . , d. Dans le cas particulier où 8 est un point et X un espace analytique 
réduit, on associera, pour tout point x e X, au germe (X, x) (ou à l'algèbre 
0XiX) la suite de d entiers 

• » Ì . = K(P0<X;2)>),mJP1<X;î)>),...,ma;(P^]L<X;î)>)). 

On remarquera que P0<X; 3)> = X et par conséquent le premier terme 
de cette suite est la multiplicité de X en x. 
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Exemples. (1) Eeprenons l'exemple (1) ci-dessus. On a d =JVr— 1 et 
la modification de Nash relative est contenue dans le sous-espace de 
TJxP**-1 défini par les équations Ti(8fld^j)-Tj(dfldzi) = 0 . Dans PN~l 

les seules variétés de Schubert sont les ck(1)), et en choisissant des coor
données adaptées au drapeau S), on voit que PÄ</; 3)> est obtenu comme 
ceci. Soit Sing/ le lieu critique de /, et pour chaque entier k, soit Pk le 
sous-espace de U défini par bf\dzx = ... = df\bzh = 0. Alors Pu </; î>> 
est l'adhérence dans TJ de P^XSing/. Dans le cas où / a un seul point 
critique dans TJ, noté OJPJX/JS)) est exactement le sous-espace de TJ 
défini par bf\òzx = ... = df)dzk = 0. On retrouve la définition des variétés-
polaires donnée dans ([27], [14]). Dans ce cas (cf. [27]), la multiplicité1 

en 0 de PÄ</;35> (toujours pour 3) assez général) est égale à f^k)(f, 0), 
qui est par définition le nombre de Milnor ([23]) de la restriction de / ' 
à un sous-espace vectoriel de dimension k assez général de CN. De plus,. 
le nombre d'intersection en 0 de la courbe polaire Pjy-i </; 3)> avec l'hyper-
surf ace/"^(/(O)) v a i L t AtW(/?

0)+/*(JV"1)(/J°)-
(2) Eeprenons l'exemple (2) ci-dessus en supposant X réduit. Puisque-

les valeurs critiques de/sont isolées, on peut vérifier que l'on a Pk(X; 3)> 
= Pk </; 3D> nX. Si 0 est un point critique isolé de /, on a les égalités i 

m0(PÄ<X;2)» =A*W(/,0) + /4*+1)(/f0) ( 0 < & < # - 2 ) . 

(3) Soit V c PN~l une variété projective réduite et soit X c CN le
eóne de sommet 0 sur V. Alors les variétés polaires P/C<-2T;3)> sont le$ 
cônes sur les lieux polaires Mk de V introduits par Todd dans le cas où 
V est non singulière et par E. Piene [24] dans le cas général, leurs mul
tiplicités sont les classes de V. 

La théorie classique des variétés polaires projectives correspond dono 
au cas particulier où 8 est un point et X un cône de sommet 0. Par exemple,. 
si X est le cône sur une courbe projective plane réduite de degré m et 
de classe ( = degré de la courbe duale) m, on a 3ïXiQ = (m, m). 

Les variétés polaires "absolues" (8 = un point) sont introduites et 
étudiées dans [18]. On a dans [23, chap. IV] la description suivante 
des variétés polaires relatives comme lieux critiques de projections. Sup
posons donné un #-plongement X c 8 x CN, et supposons que / soit un 
morphisme lisse en tout point x eX°. Soit p: CN->Cd"k'^1 une projection 
linéaire. Pour xeX°, la fibre X(f(x)) est non singulière en x, contenue 
dans {f(x)}xCN et l'on notera %x: X(f(x))-+Cd-7e+1 la restriction à la 
fibre X(f(x)) de la projection p. Soit PjXfip}0 l'ensemble des points 
x e X° tels que x soit critique pour nx. Alors on a Pk </; p}° 
=== vf[Vf1[°k(^d-k^i))riVf1(^0))i e t par conséquent pour p assez générale, 
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l'adhérence P f t</;#> de Pfc</;jp>° dans X est la variété polaire locale 
.PÄ</;Ker^>. 

On doit à J. P. G-. Henry et M. Merle (cf. [5]) la description suivante 
dePÄ</;3)>. Supposons toujours Xc8xCN et considérons l'espace 
•conormal relatif du § 1 : 

Ì 

jpN- 1 

Alors .pour tout IB e i et 0 < ü < ä = dim X —dim 8, il existe 
un voisinage ouvert de x dans X, encore note X, et un ouvert de Zariski 
dense TJk de la grassmanienne des (d — ft)-plans de PN-1 tels que pour 
Ld~keUk, on ait \nf[Xjl (Ld~k))\ = PÄ<X; D M + 1 > , où D M + 1 est l'in
tersection des hyperplans appartenant à Ld"k. 

En fait, la considération des cônes tangents des variétés polaires permet 
de reconstruire géométriquement les sous-variétés projeetives Va de 
IP^oj GXtX\ vues au § 1,'et donc les limites d'espaces tangents à X en xi 

THéORèME (Lê-Teissier). Étant données (X,0)c (CN, 0) comme ci-dessus 
et une projection linéaire p: CN->Cd~k+1 assez générale, le réduit |0pÄ,o! äu 
oône tangent en 0 à la variété polaire Pk = PA.<X;Ker#> est la réunion 
des cônes sur les variétés projeetives Va du § 1 qui vérifient dim Va + 1 = d—k 
(partie fixe) et des variétés polaires de dimension d — k relatives à Ker_p 
des cônes sur les Va telles que dim Va+1 >d — k (partie mobile). 

§ 3 . Conditions de Whitney et de Thom 

Étant donnés deux sous-espaces vectoriels A et B de CN, muni de la 
métrique hermitienne, on définit la distance de A à B (dans cet ordre) 
par la formule 

Ô(A, B) = sup 

veA—{0] 
^ - © I N I ' I M I ' 

où BL = {u e CN\ (u, b) = 0 pour tout b e B}. On note que ô(A, B) 
si et seulement si JB 3 A. 



Classification des singularités des espaces analytiques complexes 771 

Soient / : X-+8 un morphisme entre espaces analytiques réduits, tel 
qu'il existe un ouvert dense X° de X sur lequel / est de corang constant d. 
Soit Y un sous-espace analytique non singulier de X sur lequel / est de 
corang constant, et x un point de Y. On dit que le couple (X°, Y) satisfait 
la condition a / de Thom en x s'il existe un plongement local (X, x) c (CM, 0) 
tel que, pour toute suite (xn)neN de points de X° tendant vers x, on a 

Umô(TxY(f(x)), TXnX(f(xn)))=0 
n-*oo 

ou: toute limite en x d'espaces tangents aux fibres de /1 X° contient l'espace 
tangent en à? à la fibre de / 1 Y. 

On dit que (X°, Y) satisfait la condition â  de Thom stricte avec exposant 
1, aussi appelée condition wf s'il existe un voisinage TJ de x dans X et 
une constante G > 0 tels que pour tout y G Un Y et x' e Ur\X° on ait 

ô(TyY{f(y)), Tx.X{f(x')))<G diBt(*', Y). 

Dans le cas où S est un point, on dira que le couple (X°, Y) satisfait 
la condition (a) de Whitney (resp. la condition (w), ou condition (a) de Whit
ney stricte au sens de Hironaka avec exposant 1). 

Cette condition est indépendante du choix du plongement. 
Eestons dans le cas où 8 est un point, et choisissons une rétraction 

locale Q: CM->Y. On dira que (X°, Y) satisfait en o? G Y la condition (b) 
de Whitney (resp. la condition (b) stricte avec exposant e) si pour toute suite 

(xn)neN de points de X° tendant vers x, on a Limdist(a?ne(a?J, Tx X°) 
n->oo 

= 0 (resp. s'il existe un voisinage TJ de a? et une constante G tels que 

l'on ait dist(a?e(a?), S^X0) < Odist(a?, Y)e pour œ G X 0 ) Où XQ(X) désigne 
la direction de la droite sécante joignant x et Q(X) dans CM. 

On appelle stratification d'un espace analytique X une partition 
localement finie X== \JXa de X en sous-espaces analytiques non singu
liers à fermeture et frontière analytiques. 

DéFINITION. Une stratification de X est une stratification de Whitney 
si pour tout couple Xa, Xp tel que XanXß ^ 0 on a I a c Xß et en tout 
x eXa, le couple (Xß, Xa) satisfait les conditions (a) et (b) de Whitney. 

On appelle stratification d'un morphisme / : X-># la donnée d'une 
stratification X = ! JX a de X, et d'une stratification S = {J8ß de 8 
telles que la restriction de / à chaque Xa soit une submersion de Xa sur 
une strate 8ß. Ainsi chaque f^(8ß) est réunion de strates Xa. 

53 — Proceedings... 
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DéFINITION (Thom-Sabbah, cf. [25]). On dit qu'un morphisme stra
tifié / est sans éclatement si 

(1) Pour tout couple de strates Xa, Xß de X telles que XanXß ^ 0 
on a : \ -

Xa c: Xß et(X / 3 ,Xa) satisfait la condition &f[x en tout point de Xa. 

(2) La stratification 8 = \j8ß de S est une stratification de Whitney, 
et enfin: 

(3) Pour tout ß, la stratification / _ 1 (8ß) = JJ Xa est de Whitney» 

Les stratifications de Whitney et de Thom-Sabbah ont des propriétés 
opologiques extrêmement utiles: 

THéORèME (Thom-Mather, cf. [21]). Si X= (JXŒ est une stratification 
de Whitney, pour tout xeX, tout plongement local (X, x) c (CN, 0) il 
existe une rétraction locale r: (CN, 0)->(Xa, x), où Xa est la strate contenant 
x, et un nombre réel e0 > 0 tels que pour tout 0 < e < e0, il existe rje>0 
tel que pour 0 < r\ < rj8 on ait, en notant Be la boule de centre 0 et de rayon e 
dans CN, un homéomorphisme B8nr"1(BVJnXa) c^.[r"1(x)nBe)x(XanBn) 
compatible avec la rétraction r et induisant pour chaque Xß contenant x un 
homéomorphisme de 

Xß nB8 nr-1 (Bn nXa) sur (Xß nr'1 (x)) x (Xa nBn). 

En d'autres termes, chaque Xß, ou si on préfère, l'ensemble stratifié X 
est localement topologiquement trivial le long de Xa en x. 

THéORèME (Thom-Lê-Sabbah). Si f: X->8 est un morphisme stra
tifié sans éclatement, f admet une théorie des cycles évanescents en tout point 
xeX. (Voir [25].) 

Rappelons que cela signifie que pour tout x e X, posant s = f(x), 
il existe un système fondamental à un paramètre de bons voisinages de x 
(resp. s) dans X (resp. S), noté (BB)seI (resp. (Bv\er) où I = ]0, a] , V 
= ]0, a'] (cf. [19], §2), et un sous-ensemble sous-analytique E de IxV 
auquel 1 x 0 est adhérent tels que pour (s,rj) eE, le morphisme induit 
par / : 

est descriptible, c'est-à-dire qu'il existe une stratification de Whitney 
analytique complexe de Dn, en fait Dn = ( J (D^nSß), telle que/e7? induise 
une fibration topologique localement triviale f-l(Br]n8ß)->Bfin8ß pour 
tout ß. Ceci implique en particulier que les faisceaux images directes 
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Ri(fE v)* C sont analytiquement constructibles sur T>n et que l'on a de plus, 
pourV < e et n' tel que (s', v') e E, l'égalité &(&>*>)* C = I2'(/e,„)* C | Dn.m 

Bn outre, les stratifications de Whitney et de Thom-Sabbah ont le 
mérite d'exister! 

THéORèME (Whitney [32]). Soient X un espace analytique complexe 
(réduit) et (Y^j une famille localement finie de sous-espaces analytiques 
à fermeture analytique dans X. Il existe une stratification de Whitney X 
= ( J j a telle que chaque Yi soit réunion de strates. 

Rappelons que l'existence de stratifications de Whitney pour les 
ensembles semi-(resp. sous-) analytiques a été démontrée par Lojasiewicz 
[20] (resp. Baronata [8] et Hardt [34]). 

THéORèME (Sabbah [25]). Soitf: X->8 un morphisme propre d'espaces 
analytiques complexes réduits muni d'une stratification 9>. Il existe un 
éclatement n\ S'-+8 de 8 et une stratification 9" du produit fibre X' = X x S', 

compatible avec £f en ce sens que les images réciproques dans 8' (resp. X') 
des strates de 8 (resp. X) sont réunions de strates, et telle que le morphisme 
/ ' : Xf-*S' déduit de f par changement de base soit sans éclatement. Dans 
le cas où f est compleœifié d'un morphisme analytique réel, Véclatement est 
aussi complexifié d'un morphisme analytique réel, et les strates des strati
fications sont invariantes par conjugaison. 

En particulier, si 8 est une courbe non singulière, / admet une théorie 
des cycles évanescents. 

Remarque. Sabbah a également montré dans loc. cit. l'analogue local 
du Théorème ci-dessus. 

Exemple. Reprenons l'exemple (1) ci-dessus et soit Y un sous-espace 
non singulier de TJ contenu dans l'hypersurface /"^(O). Supposons 0 e Y 
et /(O) = 0 . Choisissons des coordonnées locales yx, ..., yt, zu ..., zN_t 

pour CN en 0 telles que Y soit défini par: zx = ... = zN_t = 0. Dans 
[29], j 'ai introduit la condition d'équisingularité appelée condition (0) 
pour X le long de Z e n O : 

où la barre désigne la fermeture intégrale des idéaux. Dans [27] on montre 
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que la condition (C) implique les conditions (a) et (b) de Whitney et dans 
[2] la réciproque, dans le cas où X° = X—Y. Dans [27] (appendice) 
on montre que la condition (Ö) équivaut à la condition wf pour (X°, Y) 
en 0, et d'autre part un exemple de Briançon-Speder, / = zl+yzx^ + 
+ #2 #3+%li satisfait 2nf en 0 mais pas wf. 

Par ailleurs, Kuo-Verdier (cf. [31]) ont montré que la condition (w) 
implique les conditions (a) et (b) de Whitney, dans le cadre sous-analytique 
réel. 

§4u Critères numériques pour les conditions de Whitney et de Thom 

THéORèME (cf. [28], chap. V, [22]). Soient X un espace analytique 
complexe réduit purement de dimension d, Y un sous-espace analytique 
de X et 0 e Y un point non singulier de Y. Les conditions Suivantes sont 

(1) Le couple (X°, Y) satisfait les conditions (a) et (b) de Whitney en 0. 
(2) L'application Y->Nd définie par y\->MXy est constomte au voisinage 

de 0. 
(3) Le couple (X°, Y) satisfait la condition (w) en 0, donc au voisinage 

de 0. 

La démonstration est par récurrence sur d — t où t = dim0 Y. On 
utilise de façon fondamentale le diagramme analogue à celui du § 1, où 
er est l'éclatement de Y: 

pN-l 

EYG(X; CN) ^—>G(X-, CN) d x ^ 1 

\ 

I X J ^ - ^ ' D ^ I -
er 

- > X c CN 

qui permet de relier les cônes normaux le long de Y des variétés polaires 
aux limites d'hyperplans tangents. Une étape importante de la démon
stration de (2)=>(3) est de prouver que (2) est équivalent à 
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(2') Le morphisme £: f_1(]F)->Y a toutes ses fibres de la même dimen
sion au voisinage de 0. 

On doit à J. P. G. Henry et M. Merle la découverte du fait que l'équi
valence de (2) et (2') nécessite la considération du diagramme ci-dessus 
à la place du diagramme analogue construit à partir de la modification 
de Nash. On peut supposer choisi un plongement local de X dans CN 

tel que Y soit un sous-espace linéaire de CN. L'idée de la récurrence est 
de prouver que chacune des conditions implique que si H est un hyperplan 
de CN assez général parmi ceux contenant Y, alors \XnH\ satisfait les 
mêmes conditions. À part des résultats généraux sur l'équimultiplicité 
et une idée de Hironaka prouvant (2')o(3), les résultats utilisées sont 
des généralisations et renforcements de l'idée de "transversalité des 
variétés polaires aux plans servant à les définir" dont le prototype est 
le résultat suivant (cf. [19]): si 2) est un drapeau assez général, pour 
chaque i, l'espace vectoriel Di est transverse en 0 dans CN à la variété 
polaire Pa_*<X; D ^ ) en ce sens que l'on a |2><nö0(Pd_<<X; A- i» l = {°}> 
où ö0(Pd_i<X;Di_1» désigne le cône tangent en 0 à la variété polaire. 

Pour les courbes polaires, on a un résultat beaucoup plus précis inspiré 
par un résultat de [1] dans le cas N = 3, qui est très utile pour la preuve 
de (1)=>(2). Soit (X, 0) c (CN, 0), et soit (T, 0) e (X, 0) une courbe non 
singulière. Pour une projection linéaire p : CN->C2 assez générale, notant 
PÄ_!<X; Kerjp> la courbe polaire associée à la projection p, la même 
projection p est une projection générale pour la courbe YuPd^ <X; Ker #> 
en ce sens qu'aucune direction limite en 0 de bisécantes à cette courbe 
n'est contenue dans Ker^ (cf. [28], chap. V, lemme clé). 

Remarque. On doit pouvoir démontrer le résultat analogue en géométrie 
analytique réelle en traduisant géométriquement le raisonnement al
gébrique de loc. cit. 

Comme on a ainsi traduit les conditions de Whitney en termes purement 
algébriques (dimension des fibres de £ et multiplicités de variétés polaires) 
ne dépendant que des algèbres locales 0XtX (en fait de leur complété &XfX) 
on peut utiliser les résultats généraux sur la semi-continuité de la mul
tiplicité de la manière suivante (cf. [18], [28], chap. VI). 

Soient X un espace analytique, (Y^j une famille localement finie de 
sous-espaces analytiques fermés de X. Définissons une filtration de X 
inductivement comme suit : J?0 = X et supposons avoir défini E0,..., Ek^. 
Pour chaque i, notons Et = \jEitii *a décomposition en composantes 
irréductibles de Et. Définissons Ek comme la réunion du lieu singulier 
de JPÄ_2, et de la famille localement finie de sous-espaces analytiques fermés 
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rares dans Ek_1 que voici : les Ek_x n Yj rares dans .Ffc_i et les {x e Ek_hjk_l \ 
l'une des suites MXx, M%1. tX, ..., M%k__2 . tX, ne prend pas en x la 

valeur qu'elle prend en un point général de Ek_1jk__1}. 
La filtration X = E0z^ E1-=> ... j ? ^ =D Ek 3 . . . stationne localement, 

et l'on a: 

PROPOSITION. La famille des composantes connexes des Ek — Ek+1 est 
une stratification de Whitney de X telle que chaque Y{ soit réunion de strates. 
Toute stratification de Whitney ayant ces propriétés en est un raffinement, 
c'est-à-dire que chaque Fk est réunion de strates de cette stratification (cf. [28], 
chap. VI, [19]). 

En particulier, prenant I = 0 , on a : 

COROLLAIRE. Pour tout espace analytique réduit localement équidimen-
sionnel, la construction ci-dessus fournit une stratification de Whitney à 
strates connexes, dite canonique, dont toute stratification de Whitney de X 
est un raffinement. On appelle filtration canoniqîie de X la filtration con
struite ci-dessus. 

Remarques. La stratification canonique est invariante par le pseudo
groupe des isomorphismes locaux de X. Pour tout ouvert U de X, la 
famille des EknTJ est la filtration canonique de TJ. Enfin pour tout plon
gement local (X, x) c (CiV, 0) et tout sous-espace non singulier (JET, 0) 
de (CN, 0) transverse dans CN en 0 à la strate contenant x, il existe un 
voisinage ouvert TJ de x dans X tel que les \FknEnU\ constituent la 
filtration canonique de \TJnH\. 

COROLLAIRE. Si X et les Yi sont des variétés algébriques complexes défi
nies sur une extension galoisienne K de Q, les fermés Ei sont des sous-variétés 
algébriques de X définies sur K. 

En particulier, comme l'a remarqué Deligne, nous pouvons considérer 
un germe (X, 0) c (CN, 0) défini par des polynômes Pi = £pJtAZA, 

A 

1 < j < f- Notons M le nombre des pjsA, introduisons des indéterminés 
PjtA, et soit X la sous-variété de CM x CN définie par les équations 
£PjAZA = 0 ( l < j < r ) et la filtration canonique X = E0 3 Ft ^ . . . 
A 

associée à X et au sous-espace CM x {0}. 
Notons n: X->CM la première projection. Quitte à raffiner la strati

fication associée aux Fk, on peut supposer que pour chaque strate Xa 

contenue dans CM x {0}, n"1 (Xa) est réunion de strates. D'après le théorème 
de Thom-Mather, n~l(Xa) est localement topologiquement trivial le long 
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de Xa et donc pour p,qeXa, les germes définis par ]?PjtAZA = 0 (1 < j 
< r ) et par £qjtAZA ( l < j < r ) sont topologiquement équivalents (et en 
fait bien plus, voir ci-dessous). Puisque les Xa sont définis sur Q, les points 
à coordonnées algébriques y sont denses, et par conséquent n'importe 
quel germe algébrique est topologiquement équivalent (et en fait bien 
plus) avec un germe défini par des polynômes à coefficients entiers al
gébriques. 

Ceci répond en particulier à une question que posait P . Pham en 1972 
au séminaire de Thom, et implique que l'ensemble des germes algébriques 
à (w)-équisingularité près est dénombrable; la classification de ceux-ci 
est donc possible. 

On a, avec une preuve analogue, un analogue relatif du théorème ci-
dessus. Soit jf; X->8 comme au §1 . Pour tout xeX notons Pk(f,x) 
le germe en x de "la" variété polaire générale locale de codimension k, 
et posons Uk(f) = {x G X| Pk(f, x) ^ 0} . (Si / est instaUé, Sk(f) = {x G X\ 
dim Hjl{m)> N-d + k}.) 

DéFINITION (Sabbah). On dit que /e s t sans éclatement en codimension 0 
si pour tout k, 0 < 7c < rif, les fibres de f\£1c(f): £k(f)->8 sont de dimen
sion z^d — k. 

THéORèME (Henry-Merle-Sabbah, cf. [5]). Soient f: X->S un mor
phisme sans éclatement en codimension 0, Y un sous-espace analytique 
non singulier d'une fibre f~l(0). Les conditions suivantes sont équivalentes: 

(1) Le couple (X°, Y) satisfait la condition wf en tout point de Y. 
(2) Les variétés polaires générales Pk(f) (0 < 7c < d) sont equimultiples 

le long de Y. 

§ 5, Critères lopologiques pour les conditions de Whitney 

La présentation des variétés polaires locales comme lieux critiques de 
restrictions à X c CN de projections linéaires p: cN~^Cd"k+1 vue au l§ 2 
permet d'appliquer la théorie de Morse pour calculer les multiplicités en x 
des variétés polaires locales de X en a? en fonction d'invariants topologi
ques locaux de X, généralisant ainsi les formules de l'exemple (2) du § 2. 
Voici les invariants topologiques locaux qui interviennent (cf. [9], [10], 
[3], [19]). 

Soit X = [jXa une stratification de Whitney de X. Pour x e Xa soit 
(X, x) cz (CN, 0) un plongement local. Pour chaque entier i^da, où 
da = dim Xa, il existe un ouvert de Zariski dense W de la grassmanienne 
des plans de codimension i de CN et pour chaque Li e W deux nombres 
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réels e0,rj0, un sous-ensemble sous-analytique E c ]0, sQ] x]0, rç0] auquel 
]0,ß0]x{0} est adhérent et un sous-ensemble sous-analytique TJ de 

[J Bv tel que chaque TJn = CTnJB̂  soit dense dans B,,, tels que pour 

tout (s,rj) eE et i G Z7̂  la caractéristique d'Euler-Poincaré %[Xn(Li + 
+ t)nBe) ne dépende que de (X,Xa), i.e., pas du plongement, ni du 
choix de xeXa (ici L{ + t est un (JV--£)-plan parallèle à Li et passant 
par t). On la notera %i(X, Xa). 

THéORèME ([19], 4.11). Soit X = \jXa un espace analytique complexe 
réduit muni d'une stratification de Whitney analytique complexe et soit 
x eXa. On a l'è 

Xda+i(X, X a ) - ^ a + 2 ( X , X J 

ß*a 

On vérifie aussitôt que cette formule permet de calculer par récurrence 
les mx(Pk(Xß, x)) en fonction des caractéristiques d'Euler-Poincaré 
%j(Xß,Xy), et inversement. 

Ce résultat, joint à la caractérisation numérique des stratifications 
de Whitney vue ci-dessus, a permis dans loc. cit. de caractériser les strati
fications de Whitney des espaces analytiques complexes par des conditions 
topologiques: Soit X = \JXa une stratification analytique complexe. 
Disons qu'elle satisfait la condition (T T)* ( == trivialité topologique locale 
pour les sections générales) si pour toute strate Xa, x eXa et tout plonge
ment local (X,x) <z (CN, 0), il existe pour tout i, 0 < i < N—da un ouvert 
de Zariski dense Wt de la grassmanienne des plans de codimension i de 
CN contenant Tx tX tel que pour tout sous-espace non singulier L de 
CN défini au voisinage de 0, contenant Xa et tel que TLt0 G Wi7 l'inter
section XßnL est localement topologiquement triviale le long de Xa en 
x pour toute strate Xß telle que x e Xß. On a alors 

THéORèME (Lê-Teissier, [19]). Pour ime stratification analytique com
plexe X = [jXa d'un espace cmalytique X, les conditions suivantes sont 

(1) X =• \jXa est une stratification de Whitney. 
(2) X = \jXa satisfait la condition (TT)*. 

On a ainsi, dans ce cas, la réciproque correcte du théorème de Thom-
Mather. En fait dans loc. cit. on associe à chaque point d'un espace ana
lytique complexe son "type d'homotopie evanescent total" qui est un 
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invariant combinatoire local de X et on montre que les conditions ci-
dessus sont aussi équivalentes à: 

(3) le type d'homotopie evanescent total de X est constant le long de 
chaque strate. 

Il se trouve que la formule ci-dessus, appliquée dans le cas où X est 
le cône sm une variété projective 7 c PN_19 contient une généralisation 
des formules de Plücker, c'est-à-dire permet de calculer le degré de la 
variété duale 7V de 7 (i.e., sa classe) en fonction de la topologie de l'en
semble stratifié que constitue 7 munie de sa stratification de Whitney 
canonique. Pour le voir il suffit de faire les observations suivantes: 

(1) La classe de 7 est égale à w0(Pd-1<X;!D», où d = dimX. 
(2) Si F == 0O 3 0J =3 ... :D Gj => ... est la filtration canonique de V, 

notant j ^ le cône de sommet 0 sur Qi} la filtration canonique de X est 
X = E0 3 Px =3 ... => {0} (parfois le {0} est superflu). 

(3) Si L + t est un hyperplan voisin de 0 dans CN et général, on a 

x(Xn(L + t)nBe) ~%(V)-%(VnH) où E - P r o j i . 

(4) Si Li + t est un plan de codimension i voisin de 0 dans CN, il existe 
un hyperplan Lx +1 voisin de 0 et un plan Li__1 de codimension i —1 passant 
par 0 tel que L^t = Z ^ n ^ + tf). On a donc 2(Xn(i^ + tf)nJBe) =%(Vn 
n H i - i J - ï t F n f f ^ n H J où fl* =Pro jZ f . 

(5) Pour toute strate Xa de X autre que {0}, notant 7 a = Proj Xa, 
on a 

%k(X,Xa) = ^ ( 7 , 7a). 

On retrouve ainsi facilement, dans le cas où 7 est une hypersurface de 
degré m à singularités isolées de Pd+1 la formule de [29] et [12]: 

deg7v = m ( m - l ) d - JT (/*(d+1)(7, wi)+^(Yi x{)). 
gjESing V 

(Comparer à [24], [11], [35].) 
Enfin il faut remarquer que l'on n'a pas encore donné de réciproque 

au théorème de Thom-Lê-Sabbah du § 3 dans un cas plus général que 
celui de l'exemple du § 3. 

Notes ajoutées à la eorreetion des épreuves: 

1. J'ai appris à Varsovie que la sous-analycité du morphisme de Gauss du § 1 
était prouvé dans [36]. 

2. Dans l'énoncé du théorème de Thoin-Mather au § 3, il existe en fait, par 
Tanalycité, un sous-ensemble sous-analytique E de ]0, a] X ]0, a'], auquel ]0, a] x {0} 
est adhérent, et tel que pour (c, rç) e E, on ait... 
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