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Introduction

On associe 4 chaque point » d’un espace analytique complexe réduit X
la suite des multiplicités en x des variéiés polaires locales de X. Xitant
donné un plongement (X, #) = (C¥, 0), on peut décrire la variété polaire-
locale de codimension & soit comme ensemble des points ¥ € X oll une
direction limite en y d’hyperplans tangents & la partie lisse X° de X

appartient & un sous-espace linéaire P* < P¥-! donné et assez généraly
soit comme lieu critique d’une projection linéaire assez générale X —-C% %+1,
Dans le cas ot X est un cone de sommet  on retrouve des notions connues.
de géométrie projective. La premiére définition permet de relier les variétés
polaires 4 la géométrie des limites d’espaces tangents et en particulier
de montrer I’existence d'une stratification de Whitney canonique minimale
de X, c’est-a-dire de classifier, du point de vue de I’équisingularité & la.
Whitney, les singularités de X. La seconde définition permet de relier,.
au moyen de la théorie de Morse, les multiplicités des variétés polaires
en & 4 des invariants topologiques locaux de X en a. Ceci permet de dé-
montrer une réciproque du théoréme de Thom-Mather, c’est-a-dire de
montrer 1’équivalence de conditions topologiques et des conditions de
Whitney. Une partie de ces résultats s’étend au cas relatif, c’est-a-dire
4 la condition w, de Thom stricte pour un morphisme f: X—8. Les liens
avec la théorie des Z-modules d'une part, et avec les problémes de résolu-
tion simultanée des singularités d’autre part, auraient par trop allongé
le texte. Lo lecteur est renvoyé A [10], [17] pour I’un et & [13] pour Pautre.

§ 1. Limites d’espaces tangents

Soit N un entier et soit X < RY un sous-ensemble sous-analytique.
D’aprés [6], il existe un sous-ensemble sous-analytique Sing X de X
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764 Section 6: B. Teissier

tel que X" = X —Sing X soit dense dans X et soit un sous-espace analy-
tique réel non singulier de RY. Supposons que toutes les composantes
connexes de X° aient la méme dimension d, et considérons ’application
de Gauss y: X'->Q(N—1,d—1)(R) de X° dans la grassmanienne des
(d—1)-plans de PY-1(R) qui & chaque point # e X° associe la direction
de espace tangent & X° en #. En utilisant le théoréme de rectilinéari-
sation de loc. cit., on peut vérifier que le graphe de I’application de Gauss
est sous-analytique, et il en est done de méme (loc. cit.) de son adhérence
N(X) dans X xX@ ou G =@(N—1, d—1)(R). Le sous-ensemble sous-
analytique N(X) de RY x@, muni du morphisme »: N(X)—X induit
par la premidére projection, sera appelé modification de Nash de 1’ensemble
sous-analytique X. Le morphisme ¥ induit un isomorphisme »~1(X?) = X°
ot dim N (X) = d. Pour chaque point # € X, le sous-ensemble sous-ana-
lytique »™!(%) = N(X)n({} x@) de G est ensemble des positions limites
en x d’espaces tangents aux points de X°. De fagon analogue, on peut
définir 1espace conormal de X dans RY comme ’adhérence T% RY, dans
Despace cotangent T*RY 3 RY, de l’espace conormal 3 X° dans RY cons-
titué de l’ensemble des couples (», &) € T*RY tels que z appartienne
A X° et que l’espace tangent & X° en x soit contenu dans le noyau de
Papplication linéaire &: Tpy,—>R. Ainsi T3 RY est un sous-ensemble
formé de T*RY ~ RY xRY o BY désigne le dual de RY, stable par les
homothéties du second facteur et dont on vérifie comme plus haut qu’il
est sous-analytique. On note C(X, RY) son projectivisé, c’est-a-dire son
image dans RN xPV-1, et x: O(X, B¥)->X le morphisme induit par la
premiére projection. Un point (w, §) de T*RY est dans TxRY si & est
limite en # de directions d’hyperplans tangents en des points de X°,
c’est-a-dire §’il existe une suite de points #; € X° tendant vers # et d’hy-
perplans §; = 0 tangents & X° en #;, c’est-a-dire tels que T'xo ,, s0it contenu
dans le noyau de &;, et que l'on a & = Lim &;. Il revient au méme de
dire que le noyau de & en « contient une direction limite en 2 d’espaces
tangents & X°. On remarque que pour z € X°, 1a fibre »~*(#) est isomorphe
4 PN¥-1-4 ot done dim 0(X, RY) = N —1.

Soit f: X—-R? un morphisme sous-analytique, que nous supposons
ingtallé, c’est-a-dire que l’on s’est donné un plongement X « R? X RY
sous-analytique et que fest obtenu comme restriction & X de la premiére
projection. Supposons qu’il existe un ouvert sous-analytique dense X°
de X qui soit une sous-variété analytique réelle de X telle que en chaque
point # de X° le noyau de l’application linéaire tangente a f en x soit
de dimension ¢. On peut définir une application de Gauss relative y,:
X°—>@ et par I’adhérence de son graphe définir comme plus haut la modi-
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fication de Nash relative, notée »;: N,(X)->X; un point 2 € N (X) repré-
gente une direction limite en »:(2) d’espaces tangents aux fibres de f en
des points de X° tendant vers »;(z). De méme on peut définir ’espace
conormal relatif TxopsR? XRY de X' dans R” XR" comme noyau de
PThomomorphisme naturel de fibrés cotangents relatifs T™*(R? x
x RY) /R” >< X"—+T* (X°/R?) et l’adhérence dans T™*(RP? xRY)/R? de

Txopo (R? xRN }/R? est D’espace conormal relatif de X, qlu est un sous-
ensemble sous-analytique de T*(R® x RY)/R? ~ R? x RY x RY stable par
rapport aux homothéties de RY , 6 dont le projectivisé est un gous-ensem-
ble sous-analytique 0,(X, R? xR") de R” xR x PN-1(R), de dimension
N-+p—1, en fait contenu dans X x PN-1(R).

Supposons maintenant que X est un espace analytique complexe
réduit et soit f: X =8 un morphisme analytique complexe. Notons £}
= Q% le Ox-module cohérent des 1-formes différentielles relatives et
supposons qu’il existe un sous-ensemble ouvert dense X° de X tel que

> | X° soit localement libre de rang d. Soit g: G—X la grassmannienne
des quotients localement libres de Q}. Par définition, I'image réciproque
¢*Q} a sur @ un quotient localement libre de rang d: g*Q}—~L->0 et, pour
un morphisme h: T'—-X, se donner un quotient localement libre de rang
4, h*Q; L0, équivaut 4 se donner un morphisme 7°>@ tel que gos = h
et s*L ~ L,. D’aprés ’hypothése on a donc une section o: X°->@ de
g | 97 (X°). L’adhérence de ’image de cette section est un sous-ensemble
analytique fermé N,(X) c @, et le morphisme »;: N (X)—X induit par g
est propre et induit un isomorphisme au-dessus de I’ouvert dense »;*(X°).
(’est done une modification de X, appelée modification de Nash relative
de X /8. Si le morphisme f est installé au moyen d’un plongement X <= § x
xC¥, ce qui est toujours le cas localement sur X, on retrouve ainsi la
modification de Nagh décrite ci-dessus dans le cadre sous-analytique.
On peut de méme, dans le cas oll f est installée, définir ’espace conormal
relatif (complexe) de X dans 8 xCV, qui est un sous-espace analytique
de T*(8 xCM)|8 ~8 x OV x C¥ conique par rapport aux homothéties de
éN, et I’espace conormal projectif associé U, (X, 8 xC¥) ou 0;(X), qui
est un sous-espace analytique fermé de X xi’N‘l, de dimension N —14
+dim 8.

Bxemples. (1) Soit U un ouvert de CV et soit f: U~>C un morphisme
analytique. La modification de Nash relative coincide avec 1’espace conor-
mal relatif et est 1’éclatement dans U de I'idéal jacobien j(f) = (of/d2,, ...
«vey 0f[02y) Oy engendré par les dérivées partielles de f.
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(2) Soient U un ouvert de C¥ et X = f~1(0) avec f comme ci-dessus
et tel que f~'(0) soit réduit non vide. La modification de Nash de X
coincide avec l’espace conormal et est 1’éclatement dans X de 1’idéal
J(f) 0% engendré dans Ox par les restrictions & X des dérivées partielles
. de f (voir [26], [27]).

Soit maintenant X un sous-espace analytique complexe réduit, pure-
ment de dimension d, d’un ouvert U de CV, et soit # un point de X. Con-
sidérons le diagramme:

2

X xPYN-1xPV-12 F 0(X) >0(X)<»X x PN-1

N
%' %
N
XxPYeT,X N Ferow
ew
otl # est le morphisme conormal défini ci-dessus, e, 1’éclatement du point

x dans X, ¢, ’éclatement dans O(X) du sous-espace »~(x), et »' le mor-
phisme df & la propriété universelle de I’éclatement. Soit = | J#, la

réunion des composantes irréductibles de dimension N—2 du c{ivi-éeur
exceptionnel {~(»), que nous considérons comme sous-espace de PV~!x
xPN¥-1, Pour chaque a posons V, = #'(|%,]) ¢ P¥!, et W, = &,(|1%,|)
< P¥ —1, ol |#,] désigne l’espace réduit sous-jacent & #,. Remarquons
que puisque || = [{~!(»)| d’apres le Hauptidealsatz, on a | JV,= le;* (2)]
= |Proj Ox | ot Ox,, désigne le cOne tangent 4 X en x, et UﬁW,z = |~ x)|,

a

engemble des limites en 2 d’hyperplans tangents a X.
En fait, la collection des sous-variétés projectives V, de [Proj Cx !
suffit pour reconstituer ’ensemble des limites en # d’hyperplans tangents:

TakoriME (Lé-Teissier). Pour chaque o, W, est la variété projective
duale de V,, et par conséquent Uensemble des limites en x d’hyperplans
tangents & X est réunion des variétés duales des V,. De plus, pour chaque
composante irréductible C de |Proj Ox .| il exviste ewactement un indice a
tel que Von ait V, = 0.

En fait, on montre que pour chaque a, |#,| est ’espace conormal
C(V,, PN7Y), ce qui implique que W, est le dual projectif de V,.

Exzemple (cf. [17]). Soit (X, 0) = (C? 0) un germe de surface analy-
tique complexe réduite. Il existe un nombre fini de génératrices I, ..., I, du



Clagsification des singularités des espaces analytiques complexes. 767

cdne tangent Cx, telles que ’espace [v~1(0)| des limites en 0 d’espaces
tangents a4 X° soit la réunion du dual de la courbe projective |[Proj Ox
et des droites projectives ii ={H e C*|H > 1}. De plus, si (X,0) osb
4 singularité isolée, ou si Ox, est réduit, la déformation naturelle de
(X, 0) sur son cOne tangent Ox, est équisinguliére (cf. ci-dessous) si et
seulement si # = 0. '

Remargue. I1 est probable qu'un avatar du théoréme ci-dessus est
vrai dans le cas sous-analytique. Pour 1’6tude numérique des limites
d’espaces tangents, voir ([26], Chap. 2, 1.6), et pour I’étude géométrique,
voir [4], [14], [17].

§ 2. Variéiés polaires locales \

Soient N un entier, et
b: (0) c 'DN"I (e 'DN—2 cC ... C 'Dl c .Do = CN

un drapeau de sous-espaces vectoriels de OV, avec codim D; = ¢. Htant
donnés un entier d, 0 < d << N et une suite d’entiers a = (a,, ..., az), on
considére dans la gragsmanienne G = G(N —1,d—1) des sous-espaces
vectoriels de dimension ¢ de CV la sous-variété algébrique (variété de
Schubert)

0,(®) = {T €@| &im(TNDy,,._)>1i pour i =1,...,d}.

Sa codimension dans G est purement »'a;. Dans le cas particulier ol
a=(1,...,1,0,...,0) avec k fois 1, on notera ¢, (D) pour o,(D).

Soit maintenant f: X—8 un morphisme analytique complexe installé
comme au § 1, c’est-a-dire muni d*un S-plongement X = § x CV. Suppo-
sons 8 non singulier, et considérons la modification de Nash relative
du §1

~9

lprz
Ny(X)=>X x@G
|

v
X

Yr

et le morphisme de Gauss relatif y,. A I’aide d*un théordme de Kleiman
et de ’ouverture de la transversalité, on peut montrer (cf. [28], Chap. IV,
1.3) que tout point ¥ € X posséde un voisinage ouvert, que nous noterons
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encore X, tel qu’il existe un ouvert de Zariski dense W de l’espace des
drapeaux, tel que pour tout D € W, on ait pour tout a:
(1) 77 (02(D) Ny7 ! (X°) est réduit et dense dans |y;Yo,(D))|, et ce
dernier espace est vide ou purement de codimension > a; dans N,(X).
(ii) 8i y;7(04(D)) 9y (@) n'est pas vide, on. a

dimy; (o,(D)) v (@) = dimy; (@) - a;.
En conséquence, pourvu que le drapeau ® soit assez général, si 1’on pose

Plf3 D) = |n(v7 {oa(D)))]

on voit que P,{f; D) est ’adhérence dans X de P,{f;D)n X°, et est
un sous-espace a.na.lythue réduit purement de codimension Da; de X
ou vide. De plus, y;* (cr D)) coincide ensemblistement avec le transformé
strict de P,{f; D) par le morphisme v, (noter que p;*(o,(D)) n’est pas
en général réduit).

DEFINITION. P,{f; D) sera appelée wariéié polaire locale associée
a f: X—8, au drapeau D, et & la suite a = (ay, ..., ag).

PROPOSITION. Dans celte situation, pour chaque point @ € X el chaque
a, il ewiste un owvert de Zariski dense W, de Vespace des drapeaux tel que
la muliiplioiié m,(P,{f;D)) de P,{f; D) en  ne dépende pas de D € W,
el en fait ce nombre ne dépend que du type amalytique du germe en x du
morphisme f.

K

Lorsque ¢ = (1,...,1,0,...,0), on notera P, {f; D) pour P,{f; D).
Clest un Sous-espace a,na,lythue réduit, purement de codimension % dans
X ou vide. Lorsque 8 est un point, on notera P,<X; D> pour P, {f; D).
On note que P {f;D) ne dépend en fait que de Dy_,;, car 'on a ¢,(D)
={T'e@| dim T'nD;_,,,>k}. On le notera aussi Pp<{f; Dg_z,1)-

On propose ici d’associer 4 un morphisme f: X—8, en chaque point
@ de X, les invariants analytiques m,(P,<{f; D)) ol D est assez général.
On g’intéressera particulidrement aux invariants m, (P,<{f; D>), k =0, ...
«esy d. Dans le cas particulier ott 8 est un point et X un espace analytique
réduit, on associera, pour tout point # € X, au germe (X, ) (ou a 'algdbre
Ox.) la suite de d entiers

Xo = (M (Po<X; D)), My (P1<X ;D)) «vry My (Pyr <X5 D))

On remarquera que Py{X;D) = X et par conséquent le premier terme
de cette suite est la multiplicité de X en .
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Hxemples. (1) Reprenons ’exemple (1) ci-dessus. On a d = N—1 et
la modification de Nash relative est contenue dans le sous-espace de
U xPV-1 @éfini par les 6quations T;(of |02) —T;(of |02;) = 0. Dans py-v
les seules variétés de Schubert sont les ¢, (D), et en choisissant des coor-
données adaptées au drapeau D, on voit que P, <{f; D) est obtenu comme
ceci. Soit Sing f le lieu critique de f, et pour chaque entier %, soit P, le
sous-espace de U défini par of/oe, = ... = of[d%, = 0. Alors P, {f; D)
est 1'adhérence dans U de P,\Sing f. Dans le cas oll f a un seul point
critique dans U, noté 0, P, {f; D) est exactement le sous-espace de U
défini par 9f/oz, = ... = 8f/d#, = 0. On retrouve la définition des variétés
polaires donnée dans ([27], [14]). Dans ce cas (cf. [27]), la multiplicité
en 0 de P, {f; D) (toujours pour D assez général) est égale a u™(f, 0),
qui est par définition le nombre de Milnor ([23]) de la restriction de f
4 un sous-espace vectoriel de dimension % assez général de CV. De plus,
le nombre d’intersection en 0 de la courbe polaire Py_, {f; D> avec I’hyper-
surface f(f(0)) vaut u™(f, 0)4-u™N-1(f, 0).

(2) Reprenons 'exemple (2) ci-dessus en supposant X réduit. Puisque
les valeurs critiques de f sont isolées, on peut vérifier que ’on a P, <{X; D)
=P, {f; D)NX. 8i 0 est un point critique isolé de f, on a les égalités:

mo(P<X; D)) = p®(f, 0)+u®I(f,0) (0<ESN-2).

(8) Soit ¥V = PY-! une variété projective réduite et soit X = C¥ le
cOne de sommet 0 sur V. Alors les variétés polaires P, <X ;D) sont les
cOnes sur les lieux polaires M, de V introduits par Todd dans le cas ol
V est non singuliére et par R. Piene [24] dans le cas général, leurs mul-
tiplicités sont les classes de V.

La théorie classique des variétés polaires projectives correspond done
au cas particulier oll § est un point et X un cone de sommet 0. Par exemple,
si X est le cOne sur une courbe projective plane réduite de degré m et
de classe (= degré de la courbe duale) m, on a My, = (m,m).

Les variétés polaires “absolues” (8§ = un point) sont introduites et
étudiées dans [18]. On a dans [23, chap. IV] la deseription suivante
des variétés polaires relatives comme lieux critiques de projections. Sup-
posons donné un S-plongement X < 8 xC¥, et supposons que [ soit un
morphisme lisse en tout point # € X°, Soit p: CN->C% %! yne projection
linéaire. Pour # € X°, la fibre X ( f(m)) est non singuliére en x, contenue
dans {f(x)} xC¥ et ’on notera m,: X (f(w))>C? "+ la restriction & la
fibre X (f(m)) de la projection p. Soit P,{J;p)° I'ensemble des points
@ € X° tels que @ soit critique pour m,. Alors on a P, <{f; p)°
= vf(y,Tl(ok(Dd_,c_H))rw,‘1 (X")), et par conséquent pour p assez générale,
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Iadhérence P, {f;p)> de P,{f;p)® dans X est la variété polaire locale
P <f; Ker p).

On doit & J. P. G. Henry et M. Merle (c¢f. [5]) 1a description suivante
de P,{f; D). Supposons toujours X « 8 XCN et considérons 1’espace
conormal relatif du §1:

Ar
) TPra

Of(.X) C—}.X X PN—

X

Alors .pour tout 2 eX e 0< k< d = dim X—dim 8, il existe
un voisinage ouvert de # dans X, encore noté X, et un ouvert de Zariski
dense U, de la grassmanienne des (d—%)-plans de PN-1 telg que pour
L% % e Uy, on ait | (471 (L%F)| = P (X; Dd_,m), ott D; ., est lin-
tersection des hyperplans appartenant a L%,

En fait, 1a considération des cOnes tangents des variétés polaires permet
de reconstruire géométriquement les sous-variétés projectives V, de
[Proj Cx | vues au § 1, et done les limites d’espaces tangents & X en x:

TaGoriME (Lé-Teissier). Hiant données (X,0)<= (CY, 0) comme ci-dessus
et une projection linbaire p: CN—~C* ¥+ asses générale, le réduit |Op, | du
cbne tamgent en 0 & la variéié polaire P, = P, (X ; Ker p) est la réunion
des cones sur les variétés projectives V, du § 1 qui vérifient dim V,+1 = d—Fk
(partie fixe) et des wariétés polaires de dimension d—k relatives & Ker p
des cones sur les V, telles que dim V,+1 >d —Fk (partie mobile).

§ 3. Conditions de Whitney et de Thom N

Yitant donnés deux sous-espaces vectoriels A et B de C¥, muni de la
métrique hermitienne, on définit la distance de A 4 B (dans cet ordre)
par la formule

(%, )]

ueBl —0) ltul- o]}’

D

8(4,B) =

ott Bt = {u € C"| (u, b) = 0 pour tout b € B}. On note que §(4, B) =0
§i et seulement si B o A.
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Soient f: X—8 un morphisme entre espaces analytiques réduits, tel
qu’il existe un ouvert dense X° de X sur lequel f est de corang constant d.
Soitt ¥ un sous-espace analytique non singulier de X sur lequel f est de
corang constant, et # un point de ¥. On dit que le couple (X, Y) satisfait
la condition a, de Thom en # §'il existe un plongement local (X, #) = (C™, 0)
tel que, pour toute suite (,),.n de points de X° tendant vers @, on a

Lim §(, Y (f(@)), T, X(f(@y)) =0

ou: toute limite en x d’espaces tangents aux fibres de f | X° contient ’espace
tangent en o & la fibre de f| Y.

On dit que (X°, ¥) satisfait la condition a, de Thom stricte avec emposant
1, aussi appelée condition w, s’il existe un voisinage U de x dans X et
une constante ¢ > 0 tels que pour tout y e UNY et &' € UNX® on ait

8(T, Y (f(v)), TwX(f(2)) <O dist(a', X).

Dans le cas olt § est un point, on dira que le couple (X°, ¥) satisfait
la condition (a) de Whitney (resp. la condition (w), ou condition (a) de Whit-
ney stricte au sens de Hironaka avec exposant 1).

Cette condition est indépendante du choix du plongement.

Restons dans le cas ol 8 est un point, et choisissons une rétraction
locale g: C¥—Y. On dira que (X°, Y) satisfait en @ € ¥ la condition (b)
de Whitney (resp. la condition (b) stricte avec exposant €) si pour toute suite

——
(#n)ney de points de X° tendant vers @, on a Limdist(z,e (@), T, X')
n—>o00
= 0 (resp. 8’il existe un voisinage U de # et une constante O tels que
Pon ait dist(we(w), T,X°) < Odist(w, ¥)° pour € X°) oh we(w) désigne
la direction de la droite sécante joignant x et o(x) dans C™.
On appelle stratification d’un espace analytique X une partition

localemeént finie X = ( JX, de X en sous-espaces analytiques non singu-
liers & fermeture et frontiére analytiques.

DiipinrrioN. Une stratification de X est une siratification de Whitney
si pour tout couple X,, X, tel que X,nX; # @ on a X, = X, et en tout
w e X,, le couple (X,, X,) satisfait les conditions (a) et (b) de Whitney.

On appelle stratification d’un morphisme f: X—S la donnée d’une
stratification X = | JX, de X, et d’une stratification 8§ = |J8, de S
telles que la restriction de f a chaque X, soit une submersion de X, sur
une strate 8;. Ainsi chaque f~*(8p) est réunion de strates X,.

53 — Proceedings...
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DEFINITION (Thom—Sabbah, cf. [25]). On dit qu’un morphisme stra-
tifié f est sams éclatement si ,

(1) Pour tout couple de strates X,, X; de X telles que X, nXﬂ' #+ @
ona: '
X, = X, et(X,, X,) satisfait la condition anxz, en tout point de X,.

(2) La stratification § = (J§, de § est une stratification de Whitney,
et enfin:
(8) Pour tout g, la stratification f~(8;)= |J X, est de Whitney.
’ Xpcf —I(Sﬂ)
Les stratifications de Whitney et de Thom—Sabbah ont des propriétés
opologiques extrémement utiles:

THEOREME (Thom—-Mather, cf. [21]). 8t X = X, est une stratification
de Whitney, pour tout x e X, tout plongement local (X, x) < (CV,0) il
existe une rétraction locale r: (CV, 0)—(X,, #), ot X, est la sirate contenant
@, et un nombre réel ey > 0 tels que pour tout 0 < & < &, il ewisie 5, >0
tel que pour 0 < n < 7, on ait, en notant B, la boule de centre O et de rayon s
dans C¥, un homéomorphisme B,n r~(B,nX,) ~ (r(»)nB,) X (X,NB,)
compatible avec la rétraction r et induisant pour chaque X, contenant © un
homéomorphisme de

X;nB, 0 (B,nX,) sur (Xpnel(a)) X (X,NB,).

En d’autres termes, chaque X, ou si on préfére, Pensemble stratifié X
est localement topologiquement trivial le long de X, en z.

TaorEME (Thom-Lé-Sabbah). 8¢ f: X—8 est un morphisme sira-
tifié sams éclatement, f admet une théorie des cycles évanescents en tout point
w e X. (Voir [25].)

Rappelons que cela signifie que pour tout » € X, posant s = f(z),
il existe un systéme fondamental & un paramétre de bons voisinages de
(resp. 8) dans X (resp. 8), noté (B,)yr (resp. (Dy)yer) ot I =10,a], I’
= 10, a'] (cf. [19], §2), et un sous-ensemble sous-analytique E de I xI’
auquel I X0 est adhérent tels que pour (e, n) € I, le morphisme induit
par f:

Sont B.OfY(D,)—D,

est descriptible, c’est-a-dire qu’il existe une stratification de Whitney
analytique complexe de D,, en fait D, =) (D,N8,), telle que f,, induise
une fibration topologique localement triviale f;1(D,NS8;)—D,NS, pour
tout B. Ceci implique en particulier que les faisceaux images directes
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Ri(f, ;) C sont analytiquement constructibles sur D, et que I’on a de plus,
pour &’ < & ¢t 9’ tel que (&, 9') € H, 1'égalité R (f,,)s C = R'(f,,)«C | D,..

HEn outre, les stratifications de Whitney et de Thom-Sabbah ont le
mérite d’exister!

TEEOREME (Whitney [32]). Soient X un espace analytique compleme
(réduit) et (X;);r une famille localement finie de sous-espaces analytiques
o fermeture analytique dans X. IT ewiste une stratification de Whitney X
= |J X, telle que chaque Y, soit réunion de strates.

Rappelons que l’existence de stratifications de Whitney pour les
ensembles semi-(resp. sous-) analytiques a ét6 démontrée par Xojasiewicz
[20] (resp. Hironaka [8] et Hardt [34]).

TeRorEME (Sabbah [25]). Soit f: X—8 un morphisme propre d’espaces
analytiques complexes réduits muni d’une stratification . Il ewiste un
éclatement w: S'—8 de 8 et une stratification &' du produit fibré X' = X X 8,

compatible aveec & en ce sens que les images réciprogues dans 8’ (resp. X')
des strates de S (resp. X) sont réunions de strates, et telle que le morphisme
[’y X'—>8" déduit de f par changement de base soit sans éclatement. Dans
le cas on f est complewifié dun morphisme analytique réel, Uéclatement est
aussi complexifié d’un morphisme analytique réel, et les sirates des strati-
fications sont imvariantes par conjugaison.

En particulier, si 8 est une courbe non singuliére, f admet une théorie
des cycles évanescents.

Remarque. Sabbah a également montré dans loc. ¢if. ’analogue local
du Théoréme ci-dessus.

Hzemple. Reprenons ’exemple (1) ci-dessus et soit ¥ un sous-espace
non singulier de U contenu dans ’hypersurface f~*(0). Supposons 0 € ¥
et f(0) = 0. Choisissons des coordonnées locales ¥y, ..., ¥, @1y ..., Zy_s
pour CV en 0 telles que ¥ soit défini par: 2, =... =2y_, = 0. Dans
[29], j’ai introduit la condition d’équisingularité appelée condition (O)
pour X le long de Y en 0:

of of o .
et TN 9 e < <
( ayi)o € Basees By ( 02, """ ey, )(DON’O 1<k,

otl 1a barre désigne la fermeture intégrale des idéaux. Dans [27] on montre
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que la condition (C) implique les conditions (a) et (b) de Whitney et dans
[2] 1a réciproque, dans le cas ol X° = X—Y. Dans [27] (appendice)
on montre que la condition (C) équivaut 4 la condition w, pour (X°, ¥)
en 0, et d’autre part un exemple de Briangon—Speder, f = 2} +yz,23 +
+ 232,123, satisfait a, en 0 mais pas w;,. ~

Par ailleurs, Kuo—Verdier (cf. [31]) ont montré que la condition (w)
implique les conditions (a) et (b) de Whitney, dans le cadre sous-analytique
réel.

§ 4. Critéres numériques pour les conditions de Whiiney et de Thom

TeEOREME (cf. [28], chap. V, [22]). Soient X wn espace amalytique
complexe réduit purement de dimension d, Y un sous-espace analytique
de X et 0 € Y un point non singulier de Y. Les conditions %uivgmtes sont
équivalentes:

(1) Le couple (X°, Y) satisfait les conditions (a) et (b) de Whiiney en 0.

(2) LD’application YN définie par y+—>My, est constante aw voisinage
de 0. '

(8) Le couple (X°, Y) satisfait la condition (w) en 0, donc au voisinage
de 0. :

La démonstration est par récurrence sur d—i¢ ol ¢ =dim,¥Y. On

utilise de fagon fondamentale le diagramme analogue & celui du §1, o
ey est 1’éclatement de Y:

pr-s
/
B, 0(X; CN)——>O'(X CN)chPN"
\\

‘\C %
4
| | N
X xpV-1-t 5 EYX——e—-—>X = OV
. ¥
qui permet de relier les cOnes normaux le long de Y des variétés polaires
aux limites d’hyperplans tangents. Une étape importante de la démon-
stration de (2)=-(3) est de prouver que (2) est équivalent a
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(2") Le morphisme ¢: (7Y (X)—>Y a toutes ses fibres de la méme dimen-
sion au voisinage de 0.

On doit & J. P. G. Henry et M. Merle la découverte du fait que 1’6qui-
valence de (2) et (2’) nécessite la considération du diagramme ci-dessus
4 la place du diagramme analogue construit & partir de la modification
de Nash. On peut supposer choisi un plongement local de X dans CV
tel que Y soit un sous-espace linéaire de CV. L’idée de la récurrence est
de prouver que chacune des conditions implique que si H est un hyperplan
de CV assez général parmi ceux contenant ¥, alors |XNH| satisfait les
mémes conditions. A part des résultats généraux sur I’6quimultiplicité
et une idée de Hironaka prouvant (2')=-(3), les résultats utilisées sont
des généralisations et renforcements de l'idée de “transversalité des
variétés polaires aux plans servant & les définir” dont le prototype est
le résultat suivant (cf. [19]): si D est un drapeau assez général, pour
chaque 4, 'espace vectoriel D; est transverse en 0 dans CV & la variété
polaire Py_,{X; D;_,> en ce sens que I'on a [D;NOW(P;_,;<{X; D;_>)|= {0},
ot 0y(Py_;<{X; D;_,») désigne le cOne tangent en 0 i la variété polaire.

Pour les courbes polaires, on a un résultat beaucoup plus préeis inspiré
par un résultat de [1] dans le cas N = 3, qui est trés utile pour la preuve
de (1)=(2). Soit (X, 0) = (C¥, 0), et soit (¥, 0) = (X, 0) une courbe non
singuliére. Pour une projection linéaire p: CV—C* assez générale, notant
P; ,{X; Ker p)> la courbe polaire associée & la projection p, la méme
projection p est une projection générale pour la courbe YUP,;_,<{X; Ker p)
en ce sens qu’aucune direction limite en 0 de bisécantes a cette courbe
n’est contenue dans Ker p (cf. [28], chap. V, lemme clé).

Remarque. On doit pouvoir démontrer le résultat analogue en géométrie
analytique réelle en traduisant géométriquement le raisonnement al-
gébrique de loc. cit.

Comme on a ainsi traduit les conditions de Whitney en termes purement
algébriques (dimension des fibres de ¢ et multiplicités de variétés polaires)
ne dépendant que des algébres locales Oy, (en fait de leur complété Ox )
on peut utiliser les résultats généranx sur la semi-continuité de la mul-
tiplicité de la maniére suivante (cf. [18], [28], chap. VI).

Soient X un espace analytique, (¥;),.; une famille localement finie de
sous-espaces analytiques fermés de X. Définissons une filtration de X
inductivement comme suit: #, = X et supposons avoir défini F, ..., F,_,.
Pour chaque ¢, notons F; = | JF;;, la décomposition en composantes
irréductibles de F;. Définissons F, comme la réunion du lieu singulier
de F;_,, et de la famille localement finie de sous-espaces analytiques fermés
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rares dans Fy,_,; que voici:les Fy_ N Y;rares dans F_, etles {weFy_,; |
. o %

I'une des suites MY, MFl;fl’“” . MFk—z,jk_z'm’ ne prend pas en z la

valeur qu’elle prend en un point général de H, ,; .}
La filtration X = Fyo F, > .., F}_, o F;, o ... stationne localement,

et Pon a:

PROPOSITION. La famille des composantes connexves des ¥, — Fy,, eost
une stratification de Whitney de X telle que chaque Y, soit réunion de sirates.
Toute stratification de Whitney ayant ces propriétés en est un raffinement,
c’est-a-dire que chaque Ty, est réunion de strates de cetie stratification (cf. [28],
chap. VI, [197).

En particulier, prenant I = @, on a: ,

COROLLAIRE. Pour tout espace analytique réduit localement équidimen-
sionnel, la construction ci-dessus fournit unme stratification de Whitney &
strates comnexes, dite canonique, dont foute stratification de Whitney de X
est un raffinement. On appelle filiration canonique de X la filtration con-
struite ci-dessus.

Remarques. La stratification canonique est invariante par le pseudo-
groupe des isomorphismes locaux de X. Pour tout ouvert U de X, la
famille des F,nTU est la filtration canonique de U. Enfin pour tout plon-
gement local (X, x) < (CV,0) et tout sous-espace non singulier (H, 0)
de (C¥, 0) transverse dans C¥ en 0 A la strate contenant #, il existe un
voisinage ouvert U de # dans X tel que les |F,NHNU]| constituent 1a
filtration canonique de |UNH|. ‘

COROLLAIRE. 8i X et les Y, sont des variéiés algébriques complexes défi-
nies sur une extension galoisienne K de Q, les fermés F; sont des sous-variétés
algébriques de X définies sur K.

En particulier, comme 1’a remarqué Deligne, nous pouvons considérer
un germe (X, 0) < (CV,0) défini par des polyndmes P; = >'p; ,Z4,
A4

1<j<r. Notons M le nombre des p; 4, introduisons des indéterminés
P; 4, et soit & la sous-variété de CM x CV définie par les équations
2P 4724 =0 (1<j<r) et la filtration canonique % =Fy> F,; > ...
4

associée & Z et au sous-espace CM x {0}. -

Notons w: &—>C™ la premidre projection. Quitte & raffiner la strati-
fication associée aux F,, on peut supposer que pour chaque strate Z,
contenue dans C¥ x {0}, »~'(%,) est réunion de strates. D’aprés le théordme
de Thom-Mather, z~'(%,) est localement topologiquement trivial le long
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de Z, et done pour p, g € %,, les germes définis par D'p; 474 =0 (1<]j
<) ot par gy 4Z* (1< j<r) sont topologiquement équivalents (et en
fait bien plus, voir ci-dessous). Puisque les %, sont définis sur Q, les points
4 coordonnées algébriques y sont denses, et par conséquent n’importe
quel germe algébrique est topologiquement équivalent (et en fait bien
plus) avec un germe défini par des polyndmes & coefficients entiers al-
gébriques.

Ceci répond en particulier 4 une question que posait F. Pham en 1972
au séminaire de Thom, et implique que I’ensemble des germes algébriques
a (w)-6quisingularité prés est dénombrable; la classification de ceux-ci
est donc possible.

On a, avec unc preuve analogue, un analogue relatif du théoréme ci-
dessus. Soit f: X—8 comme au §1. Pour tout z € X notons P,(f, z)
le germe en z de “la” variété polaire générale locale de codimension £,
et posons Xy, (f) = {®w € X| P,(f, ®) # O}. (Si f est installé, 2y (f) = {we X|
dim »;'(z) > N —d+k}.)

DEriNITION (Sabbah). On dit que f est sans éclatement en codimension 0
8i pour tout &, 0 << k< d, les fibres de f | 23 (f): 2,(f)—8 sont de dimen-
sion <d—k.

THEOREME (Henry—Merle-Sabbah, cf. [5]). Soient f: X—>8 un mor-
phisme sans éclatement en codimension 0, ¥ wun sous-espace anolytique
non singulier d’une fibre {~1(0). Les conditions suivanies sont équivalentes:

(1) Le couple (X°, X) satisfait la condition w, en tout point de Y.

(2) Les variétés polaires générales P, (f) (0 < k< d) sont équimultiples
le long de Y.

§ 5. Critéres 1opologiques pour les conditions de Whitney

La présentation des variétés polaires locales comme lieux critiques de
restrictions & X = CV de projections linéaires p: C¥—C%*+! vue au I§ 2
permet d’appliquer la théorie de Morse pour calculer les multiplicités en 2
des variétés polaires locales de X en « en fonction d’invariants topologi-
ques locaux de X, généralisant ainsi les formules de 1’exemple (2) du § 2.
Voici les invariants topologiques locaux qui interviennent (ef. [9], [10],
[3], [19]).

Soit X = | JX, une stratification de Whitney de X. Pour » € X, soit
(X, ) = (CY,0) un plongement local. Pour chaque entier ¢>d,, ol
d, = dim X, il existe un ouvert de Zariski dense W de la gragsmanienne
des plans de codimension ¢ de CV et pour chaque I; € W deux nombres
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réels &y, 1y, Un sous-ensemble sous-analytique B < ]0, g,] X ]0, 5,] auquel
10, 5] X {0} est adhérent et un sous-ensemble sous-analytique U de
U B, tel que chaque U, = UNB, soit dense dans B,, tels que pour

7€]0,70}

tout (e,7) e H et te U, la caractéristique d’Huler—Poincaré yx(Xn(L;+
+1) nB) ne dépende que de (X, X,), i.e.,, pas du plongement, ni du
choix de we X, (ici L;+1t est un (N —4)-plan parallele & L; et passant
par ?). On la notera x;(X, X,).

TaEOREME ([19], 4.11). Soit X = |JX, un espace analytique compleve
réduit muni dune siratification de Whitney analytique complexe ei soit
wvelX,. On a Végalité

Xagr1 (X, Xo) — xa,402(X, X,)

= D —1)% % m, (Pgyg,—1( Xy 8)) (L— Hap1 (X5 X))
b#a

On vérifie aussitdt que cette formule permet de caleculer par récurrence
les m,(P(X;, ) en fonction des caractéristiques d’Euler-Poincaré
1;(Xg, X)), et inverscment.

Ce résultat, joint & la caractérisation numérique des stratifications
de Whitney vue ci-dessus, a permis dans loc. ¢if. de caractériser les strati-
fications de Whitney des espaces analytiques complexes par des conditions
topologiques: Soit X = (JX, une stratification analytique complexe.
Disons qu’elle satisfait la condition (T T)* (= trivialité topologique locale
pour les sections générales) si pour toute strate X,, » € X, et tout plonge-
ment local (X, ©) < (CV, 0), il existe pour tout 4, 0 << N —d, un ouvert
de Zariski dense W, de la grassmanienne des plans de codimension ¢ de
CV contenant T'x,. tel que pour tout sous-espace non singulier L de
CV @éfini au voisinage de 0, contenant X, et tel que T, € W;, Dinter-
section Xﬁ NZL est localement topologiquement triviale le long de X, en
@ pour toute strate X, telle que # € X;. On a alors

THEOREME (Lé-Teissier, [19]). Pour une siratification analytique com-
plexze X =\ JX, d'un espace amalytique X, les conditions suivamies somt
équivalentes:

(1) X =X, est une siratification de Whitney.

(2) X = JZX, satisfait la condition (TT)*.

On a ainsi, dans ce cas, la réciproque correcte du théoréme de Thom~
Mather. En fait dans loe. ¢it. on agsocie i chaque point d’un espace ana-
lytique complexe son “type d’homotopie évanescent total” qui est un
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invariant combinatoire local de X et on montre que les conditions ci-
dessus sont aussi équivalentes &:

(8) le type d’homotopie évamescent total de X est comstant le long de
chaque strate.

Il se trouve que la formule ci-dessus, appliquée dans le cas ol X est
le cOne sur une variété projective ¥V <= P,_,, contient une généralisation
des formules de Pliicker, c¢’est-3-dire permet de calculer le degré de la
variété duale V™ de V (i.e., sa classe) en fonetion de la topologie de ’en-
semble stratifié que constitue ¥V munie de sa stratification de Whitney
canonique. Pour le voir il suffit de faire les observations suivantes:

(1) La classe de V est égale & my(Py_, (X ; D)), ol d = dim X.

2)S8iV=0>6G>..>0G>... est la filtration canonique de V,
notant F; le cone de sommet 0 sur @;, la filtration canonique de X est
X =F,o> F,>...o {0} (parfois le {0} est superflu).

(8) 8i L+ est un hyperplan voisin de 0 dans CV et général, on a

2(XN(Z+1)NB) = 4(V)—x(VAH) od H = ProjL.

(4) 8i L;-1 est un plan de codimension ¢ voisin de 0 dans CV, il existe
un hyperplan L, 4 voisin de 0 et un plan Z,_, de codimension ¢ —1 passant
par 0 tel que I;+t = L;_,N(Ly+1). Ona done x(XN(L;+1)nB,) = x(Vn
NH;_,)—x(VnH;_,nH,) ou H; = Proj L,.

() Pour toute strate X, de X autre que {0}, notant V, = Proj X,,
on a

1( Xy Xo) = a1 (V, Vo).

On retrouve ainsi facilement, dans le cas ot ¥V est une hypersurface de
degré m & singularités isolées de P%*! la formule de [29] et [12]:

deg V' =m(m—1)°*— 2 (M(d+1)(v, w,-)-i—y(‘z)(V, wi))'
xesing V
(Comparer a [24], [11], [3b].)
Enfin il faut remarquer que ’on n’a pas encore donné de réciproque
au théoréme de Thom-Lé-Sabbah du §3 dans un cas plus général que
celui de ’exemple du § 3.

Notes ajoutées & la correction des épreuves :

1. &’ai appris & Varsovie que la sous-analycité du morphisme de Grauss du § 1
était prouvé dans [36].

2. Dans I’énoneé du théoréme de Thom-Mather au § 3, il existe en fait, par
I’analycité, un sous-ensemble sous-analytique B de 0, a] X ]0, a’], auquel ]0, a] x {0}
est adhérent, et tel que pour (e %) € B, on ait...
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