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THEORIE DES GROUPES (THEORIE DES NOMBRES)_. — Sur des représentations
supercuspidales exceptionnelles de groupes métaplectiques locaux. Note de Corinne Blondel,
“présentée par Hervé Jacquet.

Soit F un corps local non archimedien; soient g le cardinal de son corps résiduel k, et n un diviseur de
— 1. On construit certaines représentations supercuspidales irréductibles spécifiques du groupe métaplectique
d’ordre n sur GL_(F) a partir des représentations cuspidales du groupe fini GL, (k). On calcule la dimension
de leur espace de Whittaker et on caractérise les cas ou elle vaut 1. Quand » égale r, on obtient des

représentations supercuspidales irréductibles spécifiques du groupe metaplectiqua ayant unique modele de
. Whittaker.-

'GROUP THEORY (NUMBER THEORY). — On some exceptional supercuspidal representations of ‘meta-
plectlc groups. -

Let F be a local non archimedean fi eld let q be the order of its residual field k, and n be a divisor of q—1. We
build some genuine irreducible supercuspidal representations of the n-fold metaplectzc group over GL, (F) starting
from the cuspidal representations of the finite group GL, (k). We compute the dimension of their Whittaker
space and characterize the cases when this dimension is 1. When n is equal to r, we obtain genuine irreducible
supercuspzdal representations of the metaplectic grovp with unique Whittaker model.

1. Soit F un corps local non archimédien; on note ¢ son anneau d’entiers, p son idéal
premier, k son corps.résiduel, de cardinal g. Soit n=1 un entier premier d g tel que le
“groupe p, (F) des racines n-iémes de I'unité dans F ait pour cardinal n. Soit 7 =2 un entier |
et G=GL,(F). On notera G Iextension centrale G de G par p, (F) décrite dans[3] :

lop (F)>G5G-1
T

(les notations sont celles de [3] et s est une sectlon fixee). -
L hypothése n premier a g permet d’identifier de fagon canomque [3] Ie sous-groupe
“compact maximal standard K=GL,(0) de G & un sous-groupe de G noté encore K. On
va montrer ici comment les représentations de K provenant de représentations cuspidales
irréductibles de GL, (k) via I'isomorphisme K/I4+ M, (p) ~GL, (k) permettent de construire
des représentations supercuspidales irréductibles spécifiques de G [on spécifigue signifie
toujours que la composée avec i est un isomorphisme de p, (F) sur p, (O)].

2. Soit k, une extension de degré r de k. Le groupe de Galois £ de k, sur k agit sur le
groupe des caractéres de k,* par 6° (x) 0 (x®) (Bcaractére de k., xekr", ceZX). Les
~caracteres réguliers de k. sont ceux dont le fixateur dans X est réduit a Iidentité. Les
representations cuspidales irréductibles de GL, (k) s’obtiennent de la maniére suivante

(voir [5], theoréme 7-12 et [2], théorémes 4 4 §) :

THEOREME. — A fout caractére régulier 0 de k. correspond un caractére irréductible
t(0) de GL,(k), de degré (g—1)... (g1 —=1); il est nul sur tout élément semi-simple
régulier de centralisateur non isomorphe a k; sur un élément semi- Szmple réegulier x de
centralisateur zsomorphe ak” zl vaut (— 1~ > 8°( (x)), o ] est un k-isomorphisme du

ceX
centralisateur de x sur k, . :
— L’application GI—M:(B) détermine une bijection entre les S-orbites de caractéres régu-
liers de k) et les classes d’isomorphie de représentations cuspidales irréductibles de GL, (k).
— Soit my une représentation de’ GL, (k) de caractéret(8). Soient N le sous-groupe de
GL, (k) formé des matrices unipotentes triangulaires supérieures et e un caractére de N
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non dégénéré [ est-a-dire dont le fixateur, dans le sous-groupe des matrices diagonales de
GL, (k) agissant par conjugaison sur les caractéres de N, est réduit aux matrices scalaires).
Il v a a scalaire prés un seul vecteur non nul vy dans Pespace de my sur lequel N opére
par e. ’

3. Fixons un isomorphisme & de p,(F) sur p,(C). Pour tout acF”, notons ¢, le
caractére de F* défini par ¢, {(x)=2((a, x), "% (out ( , ), r désigne le symbole de
Hilbert d’ordre n sur ™, et ou ¢ est Ventier modulo n figurant dans [3] dans la définition
du cocycle sur G); puisque n est premier 4 g, c, est trivial sur 1+p et détermine un
caractére de k* noté encore c,. Identifions F* au centre de G par aral, aeF”". Le
commutateur dans G de relévements quelconques de aeF* et ge G ne dépend pas de
ces relévements; son lmage par € est c¢,(détg). Le centre-de G est Z=p 1 (F*") avec
n =nf{nr—142rc).

Soient @ un caractére régulier de k et m, une representatmn de GL, (k) de
caractére T(0) : notons encore m, la représentation du sous-groupe K de G qui s’en déduit.
Soit y un quasi-caractére de Z (tel que x°i=g) coincidant sur 7Z N K avec le caractére
central de m,; alors ¥y®m, est uné représentation irréductible spécifique de ZK, dont la
conjuguée par un €lément a de F™ est equivalente 4 L®m,, , OU C, , o5t le caractére de

k> obtenu par composition de ¢, avec la norme de k) sur k™. Le flxateur dans F"‘ de

la classe de y®m, note F™ (8), est donc 'image inverse > du sous- groupe des aeF™ tels
que 6.c, , soit dans Porbite de 0 sous I. L’étude de cette condition fournit le :

THEOREME. — 1. Soit kg la plus petite sous-extension de k, sur k telle que Q" soit trivial
sur le noyau de la norme de k- sur k. Alors le degré dg de k, sur ky divise v, et Ientier
jo=n'[dy vérifie :

CFX{8y=p 1 (0> .F*J),
2. Notons Hy=F* (6) K. La représentation y®m, de ZXK admet exactement d, prolonge-
s - » - » M » - -
ments non isomorphes a Hy. Leur vestriction d F™ (8) a dy composantes isotypiques, toutes
) e -
de méme dimension, dont les types sont lés dy quasi-caractéres de F™ (0) prolongeant le
caractére central de Y®m,. Le choix d'un caractére non dégénéré e de N permet d’indexer

les prolongements par ces quasi-caractéres: on notera n(8, ®) la représentation de i,
prolongeant @, dans laquelle v; est de type ® sous F ™ (6).

3. La fepresenmtwn (0, ®) = EﬁdF9 Kn(0, @) est spécifique irréductible de degré
jolg=1)...(¢""*—1). La représentation T (6, ®) = Indﬁw (0, @) est spécific que irréducti-
ble supercuspidale.

4, Soit N le sous-groupe des matrices unipotentes triangulaires supérieures de G; la
section s restreinte & N est un bomomorphisme de N dans G (voir[3]) grice auguel on
identifie N & un sous-groupe de &G noté encore N. L’espace de Whittaker, relatif a un
caractére non dégénére e de N, d’une representation admissible T de G dans Tespace \'
est espace Wh(V, ¢) des formes linéaires A sur V vérifiant :

roT(n)=e(m)h pourtoutneN.
C’est 1e dual de 'espace VN_ . quotient de ¥ par le sous-groupe engendré par les vecteurs
de la forme T(n)v—e(m)v pour veV, neN. Si T est irréductible, ces espaces sont de

dimension finie (voir[3]; cette dimension est le nombre de modeles de Whittaker). Ils
sont naturellement munis d’une action, déduite de T, du centralisateur de e : P'image
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réciproque F* du centre de G. Si T est spécifique, les espaces Wh(V, ¢) et ¥ , sont des

représentations spécifiques de F*, groupe d’Heisenberg de centre F**" avec n’”’ =n’/(n, r) :
leur dimension est donc multiple de n”.

5. Fixons 1=7(0, ®) ct son induite T=T (8, ®) comme ¢n 3 et notons ¥ et V leurs
espaces respectifs; 'espace V est celui des fonctions f; lisses et & support compact modulo

le centre, d¢ G dans Y, vérifiant f (kg)=7 (k) f(g) pour tous ke F*K et ge, et la
représentation T y est la translation a droite.par les éléments de G.

Posons No=NNK, N, =NN(I+M,(p)), et fixons un caractére non dégénéré e de
N trivial sur N, et dont la restriction ey a4 N, détermine un caractére non dégénéré e de
N=~N,/N,. Les définitions de 4 s’appliquent de maniére évidente aux représentations de

Eama S04

F*K, relativement & (N, ¢,).

Pour toute fonction f dans v, I'intégrale J e(n) f (n)dn est absolument conyergente et
. ) N ‘ ’
'ona:

" PROPOSITION. — L’homomorphisme de V dans Y défini par
fHJ e(n) 1 (n)dn, feV

détermine un isomorphisme de F*-modules de VN . sur le sous-espace YN °0 des vecteurs
de Y sur lesquels N, opére par e,.

On obtient.par transposition un 1somorphlsme de Fx-modules de Wh(V, e) sur le dual
de YI‘U °0, ce qui permet de décrire I’espace de Whittaker : la construction de T=T (6, ®)
a mis en -€vidence (aprés choix d’un caractere non dégénéré e de N) le role du quasi-

caractére ® de F* (8), qui est le type de 1}'— sous F* (8) (voir 3). Alors :
THEOREME. — L. espace de Whittaker Wh(V, e) de la representatzon T(B ®) est de

dimension jo. -Comme représentation de F~ , il est isomorphe a linduite Inle: 5 0 ®1; il se
décompose en jy/n”’ représentations irréductibles dont les caractéres centraux sont les jo/n’”

prolongements distincts @ F*"' de la restriction de ®~! 4 F* () YF*"". En particulier
Wh(V, e) est irréductible sous F* si et seulement si jo=n"'; C’est-a-dire si et seulement si
dg a la valeur maximale (n, 7). ’

6. Le groupe F* est commutatif si et seulement si n=, r)(n, r—14+2rc). Cette
condition est réalisée si n=r, cas particulier dont I'importance a ét¢ mise en évidence
- dans [3] : les auteurs y construisent (théoréme I.2.9) une représentation spécifiqqe Irre-
ductible dite exceptionnelle de G notée V, (®), unigue quotient irréductible d*une représen-
tation de la série principale, dont Pespace de Whittaker est pour n=r de dimension 1
(théoréme 1. 3.5, corollaire 1. 3. 6).

Supposons n=r impair pour simplifier; alors la restriction 4 F~ (identifié au centre de
G) de 1a section s est un homomorphisme griace auquel on identifie F* a un sous- groupe
de G. D’autre part on montre que :

LemMME. — Soit r un diviseur impair de q—1. La restriction des caractéres détermine
une bijection R de I'ensemble des Z-orbites de caractéres réguliers de k dont la puissance
r-iéme factorise a travers la norme de k. sur k>, sur U'ensemble des caractéres de k> dont
la restriction a p,. (k) est injective. |
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Soit y un quasi-caractére de F* dont la restriction 4 p,(F) est injective. Puisque n=r
est premier a ¢, on peut choisir un caractére A de F* tel que A" et y coincident sur 1+p;
on note encore A le caractére g— A{détp(g)) de G. Posons y, =71 ""; alors y, détermine
un caractére de k> et le lemme ci-dessus permet de choisir un caractére 6 de &k, dans
R (x,). La représentation T (6, %,®¢}®X [0o0 & est un isomorphisme fixé de i(y,(F))
sur ()] ne dépend, & équivalence prés, que de y : on la note E(y). Les résultats de 5
s’interpretent alors en :

THEOREME. — Supposons r impair premier d q et n=r. Fixons un caractére non dégénéré e
de N vérifiant les conditions de 5. Pour tout quasi-caraciérey, de F* de restriction a p,(F)
injective, la représeniation B (y) de & vérifie les conditions suivantes :

(1) La représentation E(y) est irréductible spécifique supercuspidale.

(2} Son espace de Whittaker Wh{E(Y), e) est de dimension 1.

(3} L action de F* sur Wh(E(y), ) est donnée par (x®g) .

Remarque. — Si-y est trivial sur i, (F), Pexistence d’une représentation exceptionnelle
(au sens def[3], théoréme I.2.9) de & vérifiant les conditions (2) et (3) du théoréme
découle de [3]. Si n=r est impair non premier, les cas intermédiaires ou yx est un
quasi-caractére de F™ dont la restriction & p, (F) n’est ni triviale, ni injective, mériteraient -
d’étre &tudiés. Notons enfin que Fon r’a donné aucun résultat d’unicité. ‘

7. Pour r=2, n pair, et g impair, les représentations T (0, ©) avec d,=2 sont les seules
représentations supercuspidales spécifigues de G dont Pimage dans la correspondance -de
Shimura est une représentation spéciaie de G (voir [1}; pour n=2 ce sont les représenta-
tione de Weil impaires), et, en caractéristique 0, les seules représentations supercuspidales

spécifiques de G dont espace de Whittaker est irréductible sous F~.

Four r=n=3 et g premier a 3, la représentation E(y) définie en 6 est équivalente 4 la
représentation V°(y) de [4], théoréme 4.1.1 (on montre; en utilisant le théoréme 6’ de
[6], identité de leurs facteurs T). o
Recue le 18 juillet 1986,
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