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Introduction

Le but de ce travail est de construire des représentations (complexes) irréductibles
supercuspidales des groupes spinoriels définis sur des corps p-adiques en utilisant
la méthode des types semi-simples. L’étude de la théorie des représentations des
groupes algébriques réductifs définis sur des corps p-adiques intéresse de nombreux
mathématiciens depuis les années 1950. Roger Evans Howe a présenté dans [21] une
approche des représentations du groupe linéaire général par la méthode de restriction
a sous-groupes ouverts compacts. La théorie des représentations des groupes linéaires
généraux p-adiques a été enfin complétée au moyen de types semi-simples par les
travaux de Colin John Bushnell et Philip Caesar Kutzko [13], [14], [T5].

Gréce aux travaux indépendants d’Allen Moy et Gopal Prasad [29] et de Lawrence
Morris [27] pendant les derniéres années du vingtiéme siécle, nous connaissons une
classification compléte des représentations de niveau zéro, i.e., les représentations
dont la restriction au radical pro-unipotent d’un certain sous-groupe parahorique
contient le caractére trivial, d'un groupe réductif connexe p-adique quelconque. Pour
les représentations de niveau positif, Jiu-Kang Yu [46] a présenté une construction
générale de représentations supercuspidales dont 1’exhaustivité est démontrée par Ju-
Lee Kim [23] avec des conditions sur le corps de base notamment que la caractéristique
résiduelle soit suffisamment grande.

Dans les travaux de Colin John Bushnell et Philip Caesar Kutzko [I3] pour le
groupe linéaire général, ils ont présenté une description délicate de nature arithmé-
tique des représentations irréductibles supercuspidales des groupes linéaires généraux.
L’idée de cette description est d’obtenir toutes les représentations irréductibles super-
cuspidales comme des représentations induites compactes a partir de sous-groupes
ouverts compacts (modulo le centre). Développant cette idée, Shaun Stevens [42] a
décrit toutes les représentations irréductibles supercuspidales des groupes classiques
connexes p-adiques (les groupes unitaires, les groupes symplectiques et les groupes
spéciaux orthogonaux) lorsque la caractéristique résiduelle du corps de base est
impaire. Parallélement, les travaux de Vincent Sécherre [34] puis de Vincent Sécherre
et Shaun Stevens [35] ont fourni une description des représentations supercuspidales
des groupes linéaires généraux sur des algébres a division sur des corps p-adiques.
Suivant la méthode de Shaun Stevens, Laure Blasco et Corinne Blondel [3] ont trés
récemment construit une famille de représentations irréductibles supercuspidales des
groupes exceptionnels G5 p-adiques avec p > 3. Nous nous intéressons a adapter
la construction de Shaun Stevens pour construire des représentations irréductibles
supercuspidales de groupes spinoriels définis sur des corps p-adiques.

Soit G un groupe spinoriel sur un corps local non-archimédien de caractéristique
résiduelle impaire. Le but de la construction est de fabriquer des paires (J, \) compo-
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sées d’'un sous-groupe ouvert compact J de G et d'une représentation irréductible
A de J telles que la représentation induite compacte © = c—Ind?)\ est une représen-

tation irréductible supercuspidale de G. De plus, nous espérons obtenir toutes les
représentations irréductibles supercuspidales de G par cette construction.

Les groupes spinoriels

Puisque les groupes spinoriels ne sont pas bien connus, nous voulons d’abord
introduire ces groupes et des concepts reliés. Soit F' un corps local localement compact
non archimédien de caractéristique résiduelle p impaire et soit V' un F-espace vectoriel
de dimension finie N muni d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée h. Notons
q la forme quadratique associée a h. Soit C 'algébre de Clifford définie par (V, h).
C’est une algebre Z/2Z-graduée, C = C* @ C~, engendrée par V' (vu comme un
sous-espace) de dimension 2V. On définit un automorphisme v de C' de sorte que
Yo+ = lde+, ¥|e- = —Idg- et 42 = Idc. Soit T' le groupe des éléments inversibles u
de C vérifiant y(u)Vu~! =V, appelé le groupe de Clifford de q. Chaque élément u de
[ induit une isométrie ¢, de (V, h). En particulier, si u est un vecteur non-isotrope de
V alors t, est la réflexion de V' par rapport & u. Nous avons donc un homomorphisme
surjectif ¢tr de T sur le groupe des isométries, noté G*, de (V, h). Cet homomorphisme
a pour noyau F*. Il est bien connu que G est engendré par les réflexions de V', T est
donc engendré par les vecteurs non-isotropes de V. En particulier, tout élément du
sous-groupe ' = I' N CF est un produit d’un nombre pair de vecteurs non-isotropes
de V et 'image de I'* par ’homomorphisme tr est le groupe des rotations, noté G,
de (V,h). Il y a une norme @ définie sur I telle que Q(x) = g(x) si x est un vecteur
non-isotrope de V et que Q(ku) = k*Q(u) pour tout k € F* et tout u € I'. Notons
G le noyau de la restriction de Q a I'", autrement dit, G est le sous-groupe de I'"
composé des éléments de norme 1.

Correspondant & la norme @, on définit un homomorphisme sn de G a valeur
dans F'*/(F*)?%. La restriction de cet homomorphisme & G induit une norme sur G,
appelée norme spinorielle. Le noyau de cette norme est appelé groupe orthogonal
réduit, noté O'(h). De plus, la restriction de 'homomorphisme ¢ & G induit un
homomorphisme surjectif ¢ de G sur O'(h) de noyau fini d’ordre 2 contenu dans le
centre. Autrement dit, nous avons une suite exacte de groupes :

1= {+1} =G5 0'(h) = 1.

Cette suite n’est pas scindée en général. Cependant, il y a un résultat qui joue le
role d’une clef de cette thése : la suite est scindée de maniére unique au-dessus des
pro-p-sous-groupes. C’est-a-dire, pour tout pro-p-sous-groupe H de G (H est donc
contenu dans O'(h)), il existe une unique section homomorphe sy : H — G telle
que t o sy = Idy, ou Idy est 'homomorphisme d’identité de H. Cela entraine que
la suite est aussi scindée de maniére unique au-dessus des radicaux unipotents des
sous-groupes paraboliques de G. Pour simplifier, nous allons noter s/ I'image dans G
d’un pro-p-sous-groupe (ou un radical unipotent) H de G'; et nous notons K l'image
inverse dans G par ’homomorphisme ¢ d’un sous-groupe quelconque K de G.
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En passant sur une cloture algébrique de F', nous allons voir que G est en fait le
groupe des F-points rationnels d’un groupe algébrique réductif simplement connexe
G, appelé un groupe spinoriel, défini sur F', qui est une extension centrale d’'un groupe
orthogonal spécial G défini sur F' dont G est le groupe des F-points rationnels. De
plus, G partage avec le groupe G l'algebre de Lie g et les points de I'immeuble
de Bruhat-Tits Z(G, F'). L’action adjointe sur g et l'action sur Z(G, F) de G se
factorisent respectivement par celles de G.

Soit 8 = @!_,3; un élément de I'algeébre de Lie g tel que la F-algébre £ = F[f]
est une somme directe d’extensions finies E; = F[f;],i = 1,...,1, de F. Dans notre
construction, il est nécessaire que le fixateur G 3 de 3 dans G sous D'action adjointe soit
(le groupe des F-points rationnels d’)un groupe réductif. Rappelons que le fixateur
G de 3 dans G est le groupe des F-points rationnels d'un groupe réductif connexe
qui est un produit de groupes linéaires généraux, de groupes unitaires et d’au plus
un groupe orthogonal spécial [9]. Malheureusement, nous n’avons pas une description
similaire pour le groupe @5 (voir . De plus, nous avons trés peu d’information
sur @5. Nous n’arrivons donc pas a voir que @5 est un groupe réductif. Par la
théorie générale des groupes réductifs, si les Ej, 7 =1,...,[, sont des extensions finies
séparables de F' alors Gg est le groupe des F-points d’un groupe réductif connexe
défini sur une certaine extension de F. Pour que CAJB soit un groupe réductif,
nous devons donc supposer dans cette thése que la caractéristique de F
soit nulle. Nous espérons supprimer dans le futur cette hypothése.

La construction de représentations supercuspidales

Nous rappelons d’abord la notion dans [40] de strate semi-simple gauche [A, n, m, f3]
dans g associée & une décomposition orthogonale V =_1!_, V. C’est un ensemble de
certaines données locales : # est un élément semi-simple elliptique de g, c’est-a-dire,
E = F[f] est une somme directe d’extensions finies E; = F[3;],1 < i < [, de F
stables sous I'involution induite par h, ou 3 = ®!_,;; pour chaque 1 < i <[, V*
est un Ej-espace vectoriel ; A est une suite autoduale de réseaux dans V' attachée a
un point rationnel x, de 'immeuble de Bruhat-Tits Z(Gg, F) de G ; et n, m sont
deux nombres entiers. La suite de réseaux A définit un sous-groupe ouvert compact
P(A) de G de radical pro-p-unipotent P;(A) et donc un sous-groupe ouvert compact
P(A,,) = P(A) NG de G de radical pro-p-unipotent P;(A,,) = Pi(A) N Gp.

Attachés a une strate semi-simple gauche [A,n,m, ] dans g, Shaun Stevens
[41] a défini une suite décroissante {H*(3,A)};>; de pro-p-sous-groupes de G et
un ensemble fini C(A, m, 3) de caractéres abéliens de H™ (3, A). Ces caractéres
généralisent les caractéres simples pour les groupes linéaires généraux de [13] et
ils sont appelés les caractéres semi-simples gauches. Comme les caractéres simples
pour les groupes linéaires généraux, les caractéres semi-simples gauches possédent
des “bonnes propriétés” d’entrelacement et des propriétés de transfert. Comme t
induit sur les pro-p-sous-groupes des isomorphismes, nous définissons les caracteres
semi-simples pour G de maniére naturelle : en relevant les caractéres semi-simples
gauches, nous obtenons un ensemble de caractéres abéliens de (H™ (5, A) :

C(A,m, B) = {8 =00t gmiian : 0 €C(Am,B)}.
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Cet ensemble est appelé ’ensemble des caractéres semi-simples gauches relevés de
SH™TL(B, A). Par définition, les propriétés de transfert des caractéres semi-simples
gauches se tranportent pour les caractéres semi-simples gauches relevés. Par ailleurs,
les propriétés d’entrelacement des caractéres semi-simples gauches sont aussi préser-
vées par un résultat général (lemme : soient 0;,7 = 1,2, deux représentations
d’un pro-p-sous-groupe H de G. Posons ;0; = 0; o t| g pour i = 1,2. Alors

I5(s01, 502) =t (Ig(01,02) N O'(R))

et
Iy(salu 302) = It@) (017 02)7 pour tout g € I@(sgh 502)-

Nous décrivons maintenant la construction de représentations irréductibles su-
percuspidales de . Rappelons que notre construction est I'adaptation de celle
de [42] pour le groupe G. Nous partons donc d’une strate semi-simple gauche
[A,n,0, 5] dans g. Pour le groupe GG, Shaun Stevens [4I] a défini deux sous-groupes
ouverts compacts J(3,A) 2 J'(3,A) contenant H'(3, A) et entrelacant chaque ca-
ractére semi-simple gauche de H'(3,A), ou J'(3,A) est un pro-p-sous-groupe et
J(B,A) = P(Ay,)J (B, A). Posons J(B,A) = t=2(J(3,A) N O'(k)). Alors J(B,A) et
sJ1(B, A) jouent les mémes roles que J(3,A) et J*(B,A). Les caractéres semi-simples
gauches relevés de (H'(S3,A) héritent des propriétés importantes des caractéres
semi-simples gauches de H'(3, A) : pour chaque caractére semi-simple gauche relevé
s0 € ,C(A,0,p), il existe un unique prolongement ,n de 0 a ,J' (3, A) (extension de
Heisenberg) ; 'ensemble d’entrelacement de ¢n est celui de 40 ; et, de plus, tout espace
d’entrelacement de ¢n est de dimension 1.

_L’étape suivante de la construction est de chercher des bons prolongements de ;1
a J(B,A) - les B-extensions. De maniére naturelle, nous définissons les 5-extensions
en relevant celles pour G définies par Shaun Stevens dans [42]. Autrement dit, nous
cherchons les B-extensions dans 1’ensemble des prolongements de 4 qui sont triviaux
sur le centre de I'extension. Nous vérifions ensuite que nos -extensions respectent
des propriétés nécessaires. Rappelons que, dans le cas o P(A,,) est un sous-groupe
ouvert compact maximal de G, les S-extensions pour G' généralisent celles pour les
groupes linéaires généraux dans [13] et que, dans le cas général, en choisissant une
suite de réseaux AM dans V telle que P(Af,‘é ) est un sous-groupe ouvert compact
maximal de G contenant P(A,,), une f-extension x de J(f,A) correspondant a
un caractére semi-simple gauche 6 € C(A, 0, §) est définie en compatibilité avec une
B-extension ry; de J(B8, AM) correspondant au transfert de # dans C(AM,0, 8). Cette
propriété de compatibilité est préservée pour nos [-extensions a I (B,A) :si P(AM)
contient P(A), la représentation k = K ot[j; ) est I'unique extension de ;7 & J (B, A)
qui vérifie la condition de compatibilité relativement a Ky = ks o t| F(B.AM)

P(Aop)sPL(A)~ P(Aoy)sPr(A)

Indz, R Indp 7 R | Boa . g

Comme dans [42], nous choisissons pour % une [3-extension standard de 1, ¢’est-a-dire,
une [3-extension de 1 relativement & un bon choix de AM.

La derniere étape de la construction est d’ajouter une piéce de niveau zéro. Noter
que P(A,,) est le fixateur dans G du point x, et que P (A,,) est son radical pro-p-

unipotent. Le quotient P(A,,)/sPi (Ao, ) est donc un groupe réductif M défini sur un
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corps fini. Notons ﬁO(AU ) 'image inverse de la composante connexe M de M dans
ﬁ(A0 ) par 'application du quotient. 13"(/\0 ) est un sous- groupe parahorique de
@5 De méme, comme J(8,A)/J (3, A) ~ M, nous notons J°(B, \) Pimage inverse
dans J(8,A) de M. Soit p° 'inflation a J°(3,A) d’une représentation irréductible
cuspidale de M et soit p une représentation irréductible de J (B A) contenant p°. Les
représentations p” et p sont aussi dites cuspidales. Posons A = & ® p.

La paire (J (6 A), \) est dite un type cuspidal si le centre de GB est compact et
si IBO(AUE) est un sous-groupe parahorique maximal de @5. Si (j (6,A),A) est un
type cuspidal, nous allons voir que ’entrelacement de \ est J (6,A). En particulier,

I'induite compacte m = c—Indfi( 5 A))\ est irréductible supercuspidale et (j (B,A), ) est

un [G, 7] o-type au sens de [I4]. L’idée du calcul de I'entrelacement de A est la méme
que dans [42] : nous pouvons d’abord restreindre a I’entrelacement de \° =k ® p°
en utilisant la théorie de réductibilité de Clifford [I8] ; ensuite, en remarquant que
Ientrelacement de la restriction de k & un pro-p-sous-groupe de Sylow est celui
de 51, nous pouvons restreindre encore a l'entrelacement de la restriction de p° au
radical unipotent d'un sous-groupe d’Iwahori de G contenu dans P°(A,, ) ; par [42]
Proposition 1.1], 'hypothése de maximalité de ﬁ"(AOE) nous permet de restreindre
I’entrelacement au normalisateur de ﬁO(AoE) dans @5; enfin, puisque le centre de
G5 est compact, P(A,,) est le normalisateur de P°(A,,).

Le probléme d’exhaustivité

Comme pour les groupes classiques, nous espérons montrer que toute représenta-
tion irréductible supercuspidale 7 de G contient un type cuspidal. Autrement dit, nous
espérons montrer que nous pouvons obtenir toutes les représentations irréductibles
supercuspidales de GG par notre construction au-dessus. Nous suivons toujours l'idée
de [42] (aprés celle de [13]). Cette idée comporte trois étapes principales : montrer
que 7 contient une strate semi-simple gauche ; montrer que 7 contient un caractére
semi-simple gauche relevé dans un certain ;C(A, 0, 5); montrer que 7 contient un
type cuspidal.

Par définition des caractéres semi-simples gauches relevés, nous voyons que les
deux premiéres étapes sont en fait totalement identiques a celles du cas des groupes
classiques. Précisément, le résultat de [40] est parfaitement adapté a la premiére étape
alors que celui de [41] est transporté a la deuxiéme par les sections homomorphes des
pro-p-sous-groupes. L’idée pour la premiére étape : d’abord, d’aprés un résultat de
Allen Moy et Gopal Prasad [2§], la représentation 7 contient une strate fondamentale
dans g, de plus, on peut montrer que cette strate n’est pas G-scindée au sens de [40] ;
ensuite, par [40, Théoréme 4.4, on peut raffiner cette strate pour obtenir une strate
semi-simple gauche [A, n,n—1, 5] contenue dans 7. Alors, la représentation m contient
un caractére semi-simple gauche relevé de ;H"(f, A). L’idée pour la deuxiéme étape
est de prolonger ce caractére pour obtenir un caractére semi-simple gauche relevé de
sH "*1(/8 ,\) qui est aussi contenu dans 7 et répéter cette procédure pour trouver un
caractére semi-simple gauche relevé ;0 € ,C(A,0, 5) qui est contenu dans .

Pour la derniére étape, nous suivons l'idée de [42], §7|. Cependant, il y a des
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détails plus compliqués. D’abord, nous pouvons voir que 7 contient une représentation
Y =RK®pde e °(8,\), ou K est une -extension standard et p est une représentation
cuspidale. Ensuite, nous utilisons ’absurde : en supposant que ]30(1\0 ») N'est pas
maximal ou que le centre de G 3 n'est pas compact, nous devons montrer que 7 n’est
pas supercuspidale, donc une contradiction.

Pour montrer que 7 n’est pas supercuspidale, nous utilisons la méthode de paires
couvrantes de Bushnell-Kutzko [14] : chercher une paire couvrante contenue dans
m. Utilisant la notion de décomposition exactement subordonnée a la strate de V
de [42], nous pouvons choisir un sous- groupe de Levi L de G tel que, pour tout
sous-groupe parabolique P de facteur de Levi L le sous-groupe JO(B A) admet une
décomposition d’Iwahori relativement & (L, P) Noter que, dans le cas ou Po(A,,)
est un sous-groupe parahorique maximal de GB, nous avons L = G. Comme dans
[42], pour un sous-groupe parabolique P=1LU , nous définissons

= H'(8,A)(J°(8,A) N P)

et notons ¥ la représentation naturelle de j]% sur 'espace des vecteurs de ¢ fixés
par J°(3,A) N,U. Alors U5 es/‘E triviale sur le radicaAl unAipotent de tout sous-groupe
parabolique de facteur de Levi L et sa restriction sur J 2N L est irréductible. Autrement
dit, (JO Up) est une paire décomposée. De plus, la restriction de 7 & JO contient 5.
L’idée est de montrer que (J 2,75 ) est une paire couvrante. Il nous reste a chercher

un sous-groupe de Levi LAM de G contenant L et un sous-groupe parabolique P
de G de facteur de Levi LM tels qu’il existe un ¢lément inversible de 'algebre de
Hecke H(G, JZ ¥5) qui a pour support JI%C %, 0l ¢ est un élément fortement positif
relativement a (PM, j]%) du centre de LM.

Dans le cas ou le centre de CAJB n’est pas compact, @5 est contenu dans un
sous-groupe de Levi propre LM de G. En particulier, nous avons

I5(9p) C JSLM

mo)

Alors tout élément fortement positif relativement a (ZSM , jz%) du centre de LM
supporte un élément inversible de H((A}, j%, ¥5) [14, Théoréme 7.2]. Ainsi, (j\]%, Vp)
est une paire couvrante de (j]% NLM, 19]3|j%sz).

Dans le cas ol le sous-groupe parahorique ﬁO(A ») 'est pas maximal, le sous-
groupe L choisi est un sous- groupe de Levi propre de G - le stabilisateur d'une
décomposition autoduale V = @Tzme(J) qui est exactement subordonnée a la
strate. Pour ce cas, nous pouvons restreindre I'entrelacement de /5 a I'entrelace-
ment de p dans un groupe engendré par une famille d’éléments de groupe de Weyl
55, E}E, SiksJyk =1,...,m, relativement & la décomposition. Ces éléments sont des
relevements dans I' des éléments s, s77, s de [42]. Cependant, contrairement au cas
des groupes classiques, il peut arriver des situations plus compliquées :

(i) méme si ces éléments ne normalisent pas p, leurs produits peuvent normaliser

p. En effet, on n’a pas toujours de décomposition du quotient P°(A,,)/sPi (Ao, )
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en produit direct et donc on n’a pas toujours de décomposition de p, vue comme
représentation de ce quotient, en produit tensoriel ;

(ii) deux éléments s; et sT sont tous les deux soit des rotations soit des retourne-
ments. Cependant, leurs normes spinorielles ne sont pas toujours les mémes. II
peut donc arriver que §; € G mais Ch ¢ (G ou que tous les deux ne sont pas

dans G.
Ces difficultés supplémentaires sont ’obstruction de notre démonstration.

On considére, par exemple, le cas qui est semblable au cas de [42] §7.2.1|, c’est-a-
dire, le cas ou il existe un élément 5, qui ne normalise pas p. On définit un ensemble
d’indices J semblable a I’ensemble J qui, dans loc. cit., permet de construire un
sous-groupe de Levi LY supportant I'entrelacement de p. Ici, il peut arriver qu’il
existe un indice j tel que +5 € J ce qui empéche de construire un tel sous-groupe
de Levi. En fait, ce cas survient quand s, et le produit §;,5; normalisent p (c’est
impossible dans loc. cit.). Méme si —j ¢ J pour tout j € J, nous n’avons pas réussi
a voir s'il existe un sous-groupe de Levi convenable.

Notons que, comme la décomposition V = @TZ_mW(j ) est exactement subordon-
née a la strate, pour tout j # 0, il existe un indice ¢ = ¢; tel que W) est contenu dans
le E-espace V. Soit F; o le sous corps des points fixes de F; par I'involution. Lorsqu’il
existe un indice j # 0 tel que E;/E;,, ou i = i;, est une extension quadratique
ramifiée, on montre qu’il existe une décomposition du quotient P°(A,)/sPi(Aq,,)
en produit direct et donc une décomposition de p en produit tensoriel (le corollaire
. On peut alors trouver un sous-groupe de Levi convenable et on peut conclure
(la proposition [4.34).

Sinon, on distingue plusieurs cas dont deux sont résolus : R

Cas 1 : il existe un indice j > 0 tel que §; normalise p et que §; appartienne a G.
Alors EJE appartient aussi a G. En utilisant la construction de [42, §7.2.2], on
trouve un bon sous-groupe de Levi.

Cas 2 : il existe deux indices non nuls j et k tels que i; = 44, que la norme
spinorielle de s;s;, est triviale et que le produit §;5; normalise p. Utilisons
encore la construction de loc. cit., nous trouverons un sous-groupe de Levi
convenable.

Nous espérons résoudre dans un travail ultérieur les situations qui restent.

Plan de la thése

Cette theése contient quatre chapitres : un chapitre de préliminaires et trois
chapitres principaux.

Chapitre 1 : Préliminaires

Le premier chapitre est consacré a des rappels sur les notions utilisées dans
cette thése. Dans la premiére section, nous donnons quelques notations générales et
quelques conventions pour toute la suite. Nous rappelons dans la deuxiéme section
la théorie générale des représentations complexes de groupes algébriques réductifs et
la théorie des types de Bushnell-Kutzko. Dans la troisiéme section, nous rappelons
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quelques ¢éléments de la théorie des immeubles de Bruhat-Tits des groupes algébriques
réductifs connexes, en particulier, quelques propriétés des sous-groupes paraboliques
et des sous-groupes parahoriques d’un groupe réductif.

Chapitre 2 : Groupes spinoriels

Comme le groupe spinoriel n’est pas bien connu, nous utilisons ce deuxiéme
chapitre pour le présenter et établir des propriétés importantes qui servent dans
toute la suite.

Dans la premiére section, nous présentons la définition des groupes spinoriels
et quelques propriétés de base. Nous rappelons d’abord les notions d’algebres de
Clifford, de groupes de Clifford et de groupes spinoriels. Ensuite, nous décrivons la
structure des groupes de Clifford et démontrons que le groupe spinoriel, en tant que
groupe algébrique, est un groupe simplement connexe (c’est une extension centrale
d’un groupe spécial orthogonal). Nous présentons ensuite des critéres de calculs de
la norme spinorielle sur un groupe orthogonal. Enfin, nous nous familiarisons avec
les calculs dans le groupe spinoriel avec deux exemples simples : le premier exemple
est de construire un paramétrage pour le groupe Sping(1,1); le deuxiéme est de
construire un paramétrage d'un tore déployé maximal du groupe Sping(2,2).

Dans la deuxiéme section, nous présentons une propriété importante qui joue le
role d’une clef de cette thése : I'extension est scindée au-dessus des pro-p-sous-groupes
et des radicaux unipotents de sous-groupes paraboliques.

La derniére section du chapitre est consacrée a ’étude du centralisateur d’un
élément semi-simple de ’algébre de Lie. En particulier, nous démontrons une relation
entre la norme spinorielle sur un groupe spécial orthogonal et la norme spinorielle
sur un groupe unitaire que I'on 'appelle la norme de Wall pour éviter des confusions.

Chapitre 3 : Construction de représentations supercuspidales

La premiére section est formée de rappels sur la notion de strate semi-simple
autoduale. C’est la notion initiale de la construction.

Dans la deuxiéme section, on définit les caractéres semi-simples pour le groupe
spinoriel. Ensuite, on démontre des propriétés d’entrelacement et des propriétés de
transfert des caractéres semi-simples.

On établit dans la troisiéme section I'existence, ['unicité et des propriétés d’entre-
lacement des extensions de Heisenberg d'un caractére semi-simple.

Dans la quatriéme section, on définit les S-extensions d’un caractére semi-simple.
On démontre également la propriété de compatibilité des S-extensions.

Dans la derniére section, on construit un type cuspidal & partir d’'une S-extension
standard d’un caractére semi-simple.

Chapitre 4 : Probléme d’exhaustivité

Ce chapitre franchit des étapes importantes en direction d’'une démonstration de
I'exhaustivité de notre construction. Dans la premiére section, on démontre d’abord
que toute représentation irréductible supercuspidale du groupe spinoriel contient
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une strate semi-simple gauche, c’est-a-dire, ’exhaustivité des strates semi-simples
gauches.

La deuxiéme section est consacrée a la démonstration de l'exhaustivité des
caractéres semi-simples gauches relevés.

La troisieme section étudie des objets techniques qui servent a la démonstration
de I'exhaustivité des types cuspidaux : des morphismes d’algebres de Hecke; des
¢léments de groupe de Weyl §;, 5, ; des espaces d’entrelacements ; ete.

Dans la derniére section, on démontre d’abord que toute représentation irré-
ductible supercuspidale du groupe spinoriel contient un produit tensoriel d’une
[-extension standard et d’une représentation cuspidale de niveau zéro. On présente
ensuite la stratégie de démontration par ’absurde de I’exhaustivité des types cuspi-
daux utilisée dans le cas des groupes classiques et on détaille les obstacles rencontrés
pour les groupes spinoriels. Enfin, on présente les résultats partiels obtenus.






Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous rappelons des notions et des résultats élémentaires
que nous allons utiliser dans la suite de la thése. Nous allons également fixer les
notations pour les chapitres qui suivent.

1.1 Notations et conventions

Dans cette thése, nous travaillons avec un corps local non archimédien F' muni
d’une valuation discréte v, qui est normalisée de sorte que v(F*) est le groupe additif
des entiers, et nous noterons oy son anneau des entiers muni d’une valuation discréte,
pr idéal maximal de or. Nous fixerons une uniformisante wp € F* de F telle que
pr = wpop. Nous noterons aussi kg = op/pr le corps résiduel de F' qui sera supposé
de caractéristique impaire p. On supposera de plus que kg soit fini de cardinal g,
ou en équivalence, que F soit localement compact. A partir de la fin de paragraphe
nous supposerons de plus que la caractéristique de F soit nulle. Si E est une
extension finie de F, on gardera ces notations par rapport a E.

Nous fixerons dans cette thése un caractére additif lisse non trivial ¢ de F' qui
est trivial sur pr et qui n’est pas trivial sur op. Nous avons aussi une convention que
toute représentation considérée dans cette thése sera complexe et lisse.

1.2 Représentations supercuspidales et types

Tout d’abord, nous voulons rappeler des notions et bien stir des résultats sur les
représentations supercuspidales, et en particulier sur la méthode de construction de
telles représentations par le moyen de types. Pour tous les détails, on peut trouver
dans [14], et [17].

1.2.1 Représentations supercuspidales

Soient F' un corps local non archimédien, G le groupe des points F-rationnels
d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F'. Soit (7, V) une représentation
complexe de GG. Cette représentation est dite lisse si, pour tout vecteur v de V, il
existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que v soit fixé par tous les élément
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de K. En équivalence, on a
V=t

ot VX est 'espace des points fixes de K dans V et K varie dans ’ensemble des
sous-groupes ouverts compacts de G. Si, de plus, 'espace VX est de dimension finie,
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, alors la représentation lisse (7,V)
est dite admissible.

Pour deux représentations lisses (71, V1) et (72, Vs) de G, on définit '’ensemble
Hom ¢(m, m2) des applications linéaires f : V; — V, G-invariantes, c’est-a-dire :

fom(g) =m(g)o f,Vg€QG.

Avec cette définition, ’ensemble des représentations lisses de G forme une catégorie
Rep(G). De plus, c’est une catégorie abélienne. On dit que deux représentations
(71, V1) et (72, Vs) de G sont isomorphes, ou équivalentes, s’il existe un isomorphisme
G-invariant f : V; — Vs.

Soient H un sous-groupe fermé de G et (o, V) une représentation lisse de H. On
désigne par Indga I’espace des fonctions f : G — W telles que

(i) f(hg) =o(h)f(g) pour tout h € H,g € G, et

(ii) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que f(gk) = f(g), pour

tout g € G,k € K.

Le groupe G agit sur cet espace par la translation & droite. Il est facile de voir que,
avec cette action, Indga est une représentation lisse de GG, appelée la représentation
induite par o, et que 'application o — Indfla donne un foncteur

Ind% : Rep(H) — Rep(G),

appelé le foncteur induction lisse. Ce foncteur est additif et exact.

Rappelons qu’on a un H-morphisme surjectif, de Indga a W, défini par f — f(1g)
et que la composition avec ce morphisme induit, pour toute représentation lisse V
de G, un isomorphisme entre Hom ¢(V, Ind$ o) et Hom z(V, W) (la réciprocité de
Frobenius).

Notons c—Indga le sous-espace de Indga formé des fonctions a support compact
modulo H. Il est facile de voir que c—Indfl est stable sous l'action du groupe G et
qu’il donne donc une autre représentation lisse de G. On a aussi un autre foncteur
additif et exact

c-Ind$; : Rep(H) — Rep(Q).

Ce foncteur s’appelle induction compacte.

Si H\G est compact et la représentation (o, W) est admissible alors Ind%o =
c-Ind%o et elles sont admissibles.

Si H est un sous-groupe ouvert de G alors c—Indga se compose des fonctions
f: G — W, asupport compact modulo H, telles que f(hg) = a(h)f(g),h € H,g € G.
De plus, si H est un sous-groupe ouvert de G, il y a un H-isomorphisme de W
dans I’espace des fonctions f € c¢-Ind%o telles que suppf C H qui, & un vecteur
w € W, fait correspondre la fonction f,, € c—Indga a support dans H telle que
fw(h) =o(h)w,h € H. L'inverse de cet isomorphisme est défini par f — f(1¢).

On considére, en particulier, le cas ot H est un sous-groupe parabolique de G.
Soit P = LU un sous-groupe parabolique de GG de radical unipotent U et de facteur
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de Levi L. Si (0, W) est une représentation lisse de L, elle est aussi vue comme une
représentation lisse de P qui est triviale sur U. La représentation Indga est dite
I’induction parabolique de o a GG. Remarquons que si ¢ est admissible alors Indga
I'est aussi car P\G est compact.

Soient (7, V) une représentation lisse de G' et V(U) le sous-espace de V engendré
par les éléments de la forme 7(u)v — v, pour u € U et v € V. L’espace Vy = V/V(U)
est naturellement I’espace d’une représentation lisse (7, Vy) du quotient L = P/U.
La représentation (7, Vi) s’appelle le module de Jacquet de (m, V) associé & P. Avec
cette définition, on a un foncteur exact et additif, appelé le foncteur de Jacquet,

Rep(G) — Rep(L)
(7?', V) —> (7TU, VU)

Si (m, V) est une représentation lisse de G alors la réciprocité de Frobenius donne
un isomorphisme
Hom ¢(V,Ind%eo) = Hom (Vy, o).

Cela implique que s’il y a un G-morphisme non nul de V dans Indga alors Vy est
non nul.

Définition 1.1. Une représentation lisse irréductible (7,)) de G est appelée su-
percuspidale si le module de Jacquet Vy est nul pour tout sous-groupe parabolique
propre P = LU de G. Si, au contraire, Vy est non nul pour certain sous-groupe
parabolique propre P = LU de G, on dit que 7 est une représentation dans les séries
principales.

Par la réciprocité de Frobenius, une représentation lisse irréductible (7, V) de G
est supercuspidale si et seulement si il n’existe aucun G-morphisme non trivial de V
dans une représentation induite parabolique de G.

Choisissons une mesure de Haar sur GG. Soit P = LU un sous-groupe parabolique
de G de facteur de Levi L et radical unipotent U, soit dp : P — L — C* le module
de P (défini par la mesure de Haar choisie), et soit (o, W) une représentation lisse

de L. On définit (S0 = Indg((ﬁ ® o) et on lappelle induction normalisée. On a
un fait que si (7, V) est une représentation lisse irréductible de G alors il existe un
sous-groupe parabolique P = LN de G de facteur de Levi L et une représentation
supercuspidale irréductible o de L tels que 7 soit équivalente a un sous quotient de
%0 (voir [I7, Theorem 5.1.2|).

Remarquons qu’une représentation lisse irréductible m de G est dite cuspidale
si elle est équivalente & un quotient d'une représentation induite parabolique (S0
de G. Comme toute représentation considérée dans cette thése est complexe, une
représentation cuspidale est aussi supercuspidale.

Pour ¢ = 1, 2, soit o; une représentation d’un sous-groupe H; de G. Pour g € G,
I'espace Hom gg,nm, (901, 02), o YH, = gH g™ et 90 est la représentation x
o1(g 'xg) de 9Hy, est appelé 'espace d’entrelacement en g de o avec o9 et est noté
I,(01,02). On dit qu'un élément g de G entrelace oy avec o9 si I4(01,02) # 0. Posons

Ig(01,00) = {g € G : I,(01,02) # 0}.
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Si Hi = Hy et 0y = 02 = o, on note I,(0),Iz(0) au lieu de I (0,0),Iz(0,0),
respectivement, et si g € I5(0) alors on dit qu’il entrelace o.

Le critére suivant nous permet de construire une représentation irréductible
supercuspidale de G a partir d’'une représentation lisse irréductible d’un sous-groupe
ouvert compact modulo le centre de G.

Théoréme 1.2 (|16, Proposition 1.5, (1)]). Soient H un sous-groupe ouvert compact
modulo le centre de G et o une représentation lisse irréductible de H. Si Ig(o) C H
alors la représentation induite compacte © = c-Ind% (o) est admissible irréductible
supercuspidale.

1.2.2 Types dans les groupes réductifs

Considérons maintenant les couples (L, o) qui se composent d’un sous-groupe de
Levi L de G et d’une représentation irréductible supercuspidale ¢ de L. On définit
dans I'ensemble des tels couples une relation d’équivalence : deux tels couples (L4, o1)
et (Lg, 09) sont dits équivalents s’il existe un élément g € G et un quasi-caractére
non ramifié y de L tels que

L2 :ng et gO'l gO’Q@X.

Les classes de cette relation sont appelées classes d’inertie. On désigne par [L, olq la
classe d’inertie du couple (L, o) et par B(G) 'ensemble des classes d’inertie dans G.

Soit (m, V) une représentation lisse irréductible de G. Soit P = LU un sous-groupe
parabolique de GG et ¢ une représentation supercuspidale irréductible du sous-groupe
de Levi L tels que 7 est équivalente a un sous-quotient de :%o. Alors la classe d’inertie
[L, o] est uniquement déterminée par (m,)). On appelle le support d’inertie de et

note J ().

Définition 1.3 (|14, (4.2)]). Soient & une partie finie de B(G), K un sous-groupe
ouvert compact de G et o une représentation lisse irréductible de K. Le couple (K, o)
est dit un S-type dans G si, pour toute représentation lisse irréductible (7,V) de
G, on a J(m) € G si et seulement si 7w contient 0. Si & n’a qu’une seule classe
s = [L,0]g, on dit que le couple (K, o) est un s-type au lieu de {s}-type.

Nous nous intéressons aux s-types ol s est une classe supercuspidale, ¢’est-a-dire
s = [G, 7]g, ot w est une représentation irréductible supercuspidale de G. Dans ce
cas, Bushnell et Kutzko [14, Proposition 5.2] ont montré que si s admet un type
alors la représentation 7 est trés proche d’une représentation induite compacte d’un
sous-groupe ouvert compact modulo le centre de G. De plus, ils ont montré [14]
Proposition 5.4] que si 7 est une représentation irréductible supercuspidale de G de
la forme 7™ = c—Ind?(&) pour une représentation ¢ d’un certain sous-groupe ouvert

compact modulo le centre J de G alors (J,o)est un [G, 7|g-type dans G, ou J est
I"unique sous-groupe compact maximal de J et ol ¢ est une compsante irréductible
de 6"]
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1.2.3 Algébres de Hecke et paires couvrantes

Fixons sur G une mesure de Haar dg. Soient K un sous-groupe ouvert compact de
G et (o, W) une représentation lisse irréductible de K. On note H(G, K, o) l'espace
des fonctions lisses & support compact ® : G — End¢)V qui vérifient

(I)(k'lgkz) = O'(k1>q)<g)0'(l€2)7/€1 € K, kg € K,g €qd.

C’est une C-algébre associative unitaire de convolution standard

Dy Dy(z) = /(;@1(9)‘52(91%)659-

Une relation trés importante entre cette algébre et I'entrelacement de o dans G
est qu'un élément g de GG entrelace o si et seulement s’il existe une fonction ¢ €
H(G, K, o) dont le support contient g (voir [13, Proposition 4.1.1]).

Soient L un sous-groupe de Levi propre de G et P = LU un sous-groupe parabo-
lique de G de radical unipotent U. On désigne par P~ le sous-groupe parabolique
de G opposé de P par rapport a L et par U~ son radical unipotent. On fixe un
sous-groupe ouvert compact J;, de L et une représentation lisse irréductible oy, de
Jr, dans un C-espace vectoriel W.

Soient J un sous-groupe ouvert compact de GG et ¢ une représentation lisse
irréductible de J. Posons J* = JNU et J- = JNU~. La paire (J,0) est dite
une paire décomposée au-dessus de (Jp, o) relativement a P si les deux conditions
suivantes sont vérifiées

(i) JNL=Jyet J=J J,Jt;

(ii) la restriction de o a L est égale a o, et o est triviale sur J* et J~.

C. Bushnell et P. Kutzko [14, Proposition 6.3] ont montré que si (J,0) est une
paire décomposée au-dessus de (Jp, o) relativement a P alors

It(op) =Ig(o)N L,

c’est-a-dire qu’'un élément z de L entrelace o si et seulement s’il entrelace o;,. De
plus, il existe un homomorphisme injectif d’espaces vectoriels,

T:H(L,Jy, o) = H(G, J, o),

qui & une fonction ¢ € H(L, Jy, o) a support JpzJy, pour un certain z € L associe
I'unique fonction ® € H(G, J, o) dont le support est contenu dans JzJ telle que
®(z) = ¢(2).

Soit Z** lensemble des éléments z du centre de L tels que
2Tz It 2J 2 o

et pour tous sous-groupes compacts Hy, Hy de U (respectivement U™) il existe un
entier positif (respectivement négatif) tel que 2" Hy2~™ C Hj. C’est un sous-ensemble
non vide du centre de L (voir [I4] (6.14)]). Les éléments de Z* sont dits fortement
positifs relativement a (P, J).
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Une paire décomposée (J, o) au-dessus de (Jp, o) relativement a P sera dite une
paire couvrante de (Jp,or) relativement a (P, J) s'il existe un élément inversible de
H(G, J, o) de support Jz~1J pour un certain élément z de Z+.

Si (J,0) est une paire couvrante de (Jg,or) relativement & P = LU alors
I’lhomomorphisme T se prolonge uniquement a un homomorphisme injectif ¢ :
H(L,Jp,01) — H(G,J,0) de C-algébres unitaires [14, Théoréme 7.2|. De plus,
pour toute représentation lisse (m,)) de G, I'application canonique 7y de V dans le
module de Jacquet Vi de V induit un isomorphisme V7 = V/*, de la composante
isotypique de type o de V dans celle de type o de Vy, et il y a un isomorphisme
de Hom ;(o,V) dans Hom 4, (0, Vi) [14, Theorem 7.9]. Cela implique qu’une paire
couvrante d’'un type de L est un type de G [14, Theorem 8.3].

Supposons que (J, o) est une paire décomposée comme ci-dessus et que

H(G, J, o), ={f € H(G, J,0) : suppf C JLJ},

ou suppf désigne le support de f, est une sous algébre de H(G, J, o). Cette hypothése
est réalisée, en particulier, si Ig(o) C JLJ ou, en équivalence, si H(G, J, o), =
H(G, J,0). C. Bushnell et P. Kutzko [14, Théoréme 7.2| ont également montré que
toute fonction dans H(G, J, o) ayant le support Jz~1J, o z est un élément fortement
positif relativement a P et J, est inversible et, de plus, H(G, J, o), est 'image de
I’homomorphisme ¢t qui préserve le support des fonctions au sens que

supp(tf) = J -suppf - J.

1.3 Immeubles de Bruhat—Tits

Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de la théorie des immeubles
de Bruhat—Tits des groupes réductifs connexes. Nous faisons également des rappels
sur les sous-groupes parahoriques qui jouent un role important dans la suite de la
theése. Tous les détails peuvent étre trouvés dans [10], [43] et [27].

1.3.1 Appartement

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps local non-archimédien
F. On désigne par T un tore maximal de G et par X*(T) (resp. X.(T)) le groupe
des caractéres (resp. cocaractéres) de T. Nous rappelons qu'un caractére (resp.
cocaractére) de T est un homomorphisme de groupes algébriques de T dans le groupe
multiplicatif G,,, = GL; (resp. de G,, dans T). Pour £ € X*(T) et A € X,(T),{0 A
est un endomorphisme de G,,. On a un isomorphisme End(G,,,) = Z et on désigne
par < &, A > l'entier correspondant & £ o A via cet isomorphisme. On définit ainsi
une forme bilinéaire nondégénérée a valeurs entiéres

<, > X*(T) x X.(T) — Z.

Soient Xg = X, (T) ®z R et Xj = X*(T) ®z R. Alors X} est espace vectoriel dual
de XR.
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Soit ® = (G, T) C X*(T) 'ensemble des racines de G par rapport a T, i.e., des
caractéres non triviaux de T dans la représentation adjointe de G. C’est un systéme
de racines (non nécessairement réduit) au sens de Bourbaki [6]. Soient N (resp. Z) le
normalisateur (resp. centralisateur) de T dans G et N = N(F) (resp. Z = Z(F)) le
groupe des points F-rationnels de N (resp. Z). Alors le groupe fini "W = N/Z est le
groupe de Weyl du systéme de racines ®. On notera " la surjection canonique de N
sur “WW. Nous munissons Xr d’un produit scalaire invariant par "W.

Pour toute racine a € ®, on note U, le sous-groupe radiciel associé. Il est
caractérisé par 'existence d’un isomorphisme f, : G,qqg — U, du groupe additif G,q4q
sur U, tel que

tf ()t = fo(a(t)z), ¥Vt T,Vr € Gaua.

Soient T, la composante neutre du noyau de a; Z, son centralisateur dans G ; et
Z! le groupe dérivé de Z,. Alors Z, est un sous-groupe réductif connexe et T est
un tore maximal de Z,. Le groupe Z/ est semi-simple de rang 1 dont T N Z/, est un
tore maximal. Il existe un unique cocaractére a¥ de T dont I'image est T N Z. et tel
que < a,a’ >= 2. Soit ®" I'ensemble des a”, ou a parcourt ®. C’est le systéme de
racines inverse de P.

Pour a € &, soit U, = U,(F) le groupe des points F-rationnels de U,. Alors
(Z,(Uy)aco) est une donnée radicielle génératrice dans G = G(F') — le groupe
des points F-rationnels de G. On fixe une valuation discréte ¢ = (@4)eco de la
donnée radicielle (Z, (Uy,)aee) (voir la définition d’une donnée radicielle et d’une
valuation d’une donnée radicielle dans [10, §6]). Soit A ’ensemble des valuations
équipollentes a ¢. C’est un espace affine sous Xg. On munit A de la distance
euclidienne correspondant au produit scalaire sur Xg. Le groupe N agit sur A de la
fagon suivante : soit n € N avec w = "v(n) € YW ; noter que, pour a € ® et u € U,,
on a ntun € Uy-1(q); 00 Pose N.¢ = (N.@q)acd, OU N0 (1) = @u1(q)(n"tun), et
n.(¢ +v) = n.p +"v(n)(v), pour v € Xg. D’aprés [10, Proposition 6.2.10], 'espace
A est stable sous l'action de N et, pour n € N, I'application v(n) : ¥ — n.1) est un
automorphisme de A dont I'image canonique dans Aut(V') est égale a “v(n). L’espace
affine A est appelé I'appartement de T (relativement a G).

1.3.2 Murs et chambres

Pour une racine a € ®, on pose U} = U, — {1},

Lo = 0a(Uy), et Ty = {pa(u) : u € Uy, 0q(u) = sup @, (ula)}.

Pour tout a € ®, onaI'_, = =T, Ty =T, U 3Ty, et T, =T, lorsque 2a ¢ ®. Dire
que @ est une valuation discréte est équivalent a dire que I', est un ensemble discret
pour tout a € ®.

On appelle racine affine de G (relativement a T et F') une fonction affine oy, sur
A qui est définie par o, (z) = a(z — @) + k, ol sa partie vectorielle a appartient a
® et k est un élément de I7,. Soit ¥ 'ensemble des racines affines de G. On I'appelle
le systéme de racines affines de G ([10, 6.2.6] et [43], 1.6]).

Pour toute racine affine o € X avec la partie vectorielle a € ®, on désigne par A,
I'ensemble a*([0,0)), par DA, le bord a~*(0) de A,, et par 7, la réflexion affine
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de A dont la partie vectorielle est la réflexion r, et dont I’hyperplan des points fixes
est OA,. Les A, sont appellés les demi-appartements de A et les 0A, s’appellent les
murs de A.

La relation “z et y sont contenus dans les mémes demi-appartements” est une
relation d’équivalence sur A. Une classe de cette relation est dite une facette de
A. Chaque facette F est une partie convexe ouvert d’'un sous-espace affine qu’elle
engendre et que 'on appelle le support de F. La dimension du support de F est
aussi appelée dimension de F. On appelle cloison de A une facette de A dont le
support est un mur. Si G est semi-simple, les facettes sont des polysimplexes, i.e.,
des produits directs de simplexes alors que, en général, elles sont produits directs
d’un polysimplexes et d’un espace affine réel. Les facettes de dimension maximale
sont appelées les chambres de A. Ce sont les composantes connexes du complément
dans A de la réunion des murs.

Soient F et F' deux facettes de A. On dit que F’ est une facette de F si F’ est
contenue dans I'adhérence F de F. On dit qu'une cloison F est une cloison d’une
chambre C' si F est une facette de C'. On appelle murs d'une chambre C' les supports
des cloisons de C.

Soit W le groupe de Weyl du systéme de racines affines ¥. Ce groupe agit
simplement transitivement sur I’ensemble des chambres de A. Fixons une fois pour
toute une chambre C' de A. L’adhérence C' de C' est un domaine fondamental pour
W opérant sur A. De plus, W est engendré par I’ensemble des réflexions par rapport
aux murs de C' et le couple (W, S) est un systéme de Coxeter (|6l Théoréme 1, p.74]).

Identifions A & Xg en choisissant pour origine un point spécial de A (rappelons
qu'un point x de A est dit spécial si, pour tout mur L de A, il existe un mur équipollent
a L contenant x). On sait que W est le groupe de Weyl affine d’un systéme de racines
réduit 'Y dans X}, dont les éléments sont proportionnels aux éléments de & (|10,
p.22|). Remarquons aussi que Y n’est pas nécessairement proportionnel & ®, méme
si @ est réduit. De plus, 'ensemble des murs de A n’est autre que ’ensemble des
hyperplans L, = {x € A : a(x) + k = 0} pour a € "X et k € Z. Les racines affines
sont donc les fonctions affines o sur A qui sont de la forme a« = Da+k pour Da € *2
et k € Z. Comme "W est aussi le groupe de Weyl de "X, on a un homomorphisme
D:W —="W.

1.3.3 Immeubles de Bruhat—Tits

Soit o« = a+k une racine affine dont la partie vectorielle a est un élément de . On
désigne par U,, le sous-groupe U, . = ¢, '([k, +00)). Soit {2 une partie de A. On note
U, le groupe engendré par la réunion des groupes U, tels que les demi-appartements
A, contiennent 2. On voit que Uy, est normalisé par le groupe H = v~ (Idy) et
donc P, = H.Ug, est un sous-groupe de G.

Soit N, o le fixateur de {2 dans N. Ce groupe normalise Uy, et Pg,. Posons

Py = No.Ug = Ng.Py.

Lorsque {2 est réduit & un point z € A, nous écrirons U,, P,, etc. au lieu de U{x}, Py,

etc. Il est clair qu’on a Py = ﬂ P,. Comme @ est discréte, on a N, =v 1(VV ), ol
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ﬁ/\x est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux murs de A
passant par x. Par suite, N, = N N P, et donc P, = P,.

Considérons le produit G x A muni de la relation suivante : on dit que deux
¢léments (g, x) et (h,y) sont en relation si et seulement s'il existe n € N tel que
y = v(n)(z) et que g thu € P,. C’est une relation d’équivalence sur G x A. On
désigne par Z(G, F) 'ensemble quotient du produit G x A par cette relation.

Pour z,y € A, si (1,z) et (1,y) sont équivalents, alors il existe n € NN P, = Nx
tel que y = v(n)(x) et donc z = y. Cela implique que 'application j : A — 7
qui, & x € A, fait correspondre I'image canonique du couple (1, z) dans Z(G, F') est
injective. On peut donc identifier A et son image dans Z(G, F') par j.

En faisant agir G sur lui-méme par translation a gauche, GG opére sur le produit
G x A. Cette opération est compatible avec la relation d’équivalence. Elle définit
donc par passage au quotient une action de G sur Z(G, F) telle que I'image du
couple (g, z) dans Z(G, F') soit égale a g.x, pour tout g € G et pour tout x € A. En
particulier, pour n € N et x € A, on a n.x = v(n)(x).

Si (2 est une partie de A alors ]39 est le fixateur de {2 dans G (par l'action de G
sur Z(G, F)).

Définition 1.4. On appelle immeuble de G I'ensemble quotient Z(G, F') précédent ;
appartement de Z(G, F') un transformé de A par un élément de G'; facette (respec-
tivement chambre) de Z(G, F') un transformé d’une facette (respectivement d’'une
chambre) de A par un élément de G.

Le sous-groupe N (respectivement H) est le stabilisateur (respectivement fixateur)
de l'apartement A dans G. Il en résulte que sur tout appartement A’ de Z(G, F)
il existe une structure d’espace affine euclidien et une seule telle que, pour tout
g € G avec A’ = g.A, application x — g.x soit un isomorphisme d’espaces affines
euclidiens de A sur A’'.

Soit N’ = v~ (W) et soit G’ le groupe engendré par N’ et les sous-groupes
radiciels U, pour a € ®. Alors G’ est un sous-groupe distingué de G. Soit T = TN N'.
Alors (17, (U,)ace) est une donnée radicielle génératrice de G’ (voir [10], 6.2.11]).

Notons B = P¢, ou C' est la chambre fixée de A. D’aprés [10, Théoréme 6.5], on a
BNN'=H,N'/H =W et le quadruplet (G', B, N’, S) est un systéme de Tits (voir
la définition dans [6, Ch.IV, §2, n.1]). De plus, I'immeuble Z(G, F) est isomorphe &
I'immeuble associé a ce systéme de Tits ([10, §2]).

On appelle sous-groupe parahorique la composante connexe du fixateur dans G’
d’une facette de Z(G, F'). En particulier, le sous-groupe parahorique associé a une
chambre de Z(G, F') est appelé un sous-groupe d’[wahori (|27, 1.6]). Les sous-groupes
d’Iwahori sont donc les sous-groupes parahoriques minimaux.

1.3.4 Paraboliques et parahoriques

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats trés utiles de L. Morris [26],
[27] sur les sous-groupes parahoriques. Nous nous plagons pour simplifier dans le cas
semi-simple.

Nous conservons les notations précédentes. Pour z € A, on désigne par X,
I’ensemble des racines affines qui s’annulent en z, par ®, le sous-ensemble de ®
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associé a X, et par W, le groupe engendré par les réflexions r, pour a € ¥,. Comme
ces objets ne dépendent que de la facette F de A qui contient z, ils sont aussi notés
Y5, ®r, et Wx. L’ensemble @ est un sous-systéme de racines de ® et son groupe de
Weyl est la partie vectorielle de Wx. Nous noterons @~ la cloture de @ .
Soit P = Px le sous-groupe parahorique centralisant la facette F. Alors on a une
suite exacte
1-U—-P—>M-—1,

ou U est un pro-p-sous-groupe ouvert compact de G et M est le groupe des points
kp-rationnels d’un groupe réductif connexe M défini sur kr. De plus, d’apres [11],
Proposition 5.1.32], il y a une bijection entre I’ensemble des sous-groupes parahoriques
contenus dans P et 'ensemble des (groupes des points kp-rationnels des) sous-
groupes paraboliques de M. Cette bijection fait correspondre a chaque sous-groupe
parahorique @) de P le groupe quotient U\Q.

__ Soit ﬁAle fixateur de F dans G. Il existe un 0p-schéma en groupes lisse P tel que
P(or) = P et que P soit le groupe des points entiers de la composante connexe de
P. On a aussi une suite exacte

1sU—>P—M-—1

ot M est le groupe des points kp-rationnels d’un groupe réductif M défini sur kp
dont M est la composante neutre.

Soit M le groupe engendré par T et par les sous-groupes radiciels U, pour
a € “Dx. C’est un sous-groupe réductif connexe défini sur F' de G. Soient S la
composante F-déployée du centre de M et L son centralisateur. Alors S est un
sous-tore F-déployé de T et donc L est un sous-groupe de Levi de G contenant M.
De plus, L = G si et seulement si P est un sous-groupe parahorique maximal. Soit
L = L(F), Morris a montré les propriétés suivantes :

Théoréme 1.5 (|27, Théoréme 2.1}).

(i) LN P= @ est le fixateur dans L d’un sommet de l'immeuble de L. Q = PN L
est un sous-groupe parahorique maximal de L, qui est contenu dans (). Les suites

1-UNL—-Q—M-—1 etl%UﬂL%@—M\?%l

sont exactes.

(i) Soit P un sous-groupe parabolique contenant L et avec la décomposition de Levi
P(F) = L.U*. Alors on a deux homéomorphismes (avec la topologie p-adique)

UNU xPNLxUNU"—=P e UNU xPNLxUNU' — P.



Chapitre 2

Groupes spinoriels

Soit V' un F-espace vectoriel de dimension finie N muni d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée h. On désigne par ¢ la forme quadratique associée a h
(i.e. g(v) = h(v,v) pour tout v € V). La forme h induit sur l'algébre Endp(V)
une involution adjointe que 1'on désignera par ~ Notons 7 'involution sur Autg(V)
définie par g — g~! pour tout g € Autp(V). Cette involution agit sur I'algébre de
Lie Endp(V) par a — —a pour tout a € Endr(V') que 'on note parfois aussi 7.

Notons Op(h) I'ensemble des points fixes de 7 dans Auty(V'). En équivalence,

Or(h) se compose de tous les éléments de Autp(V) qui conservent la forme h :
Op(h) ={g € Autp(V) : h(gv, gw) = h(v,w) pour tout v,w € V}.

C’est le groupe des points F-rationnels d'un groupe orthogonal en tant que groupe
algébrique réductif défini sur F. On désigne par SOp(h) le groupe des points F-
rationnels du groupe orthogonal spécial correspondant et par sog(h) son algébre de
Lie.

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord dans le paragraphe la définition
du groupe spinoriel Sping(h) défini par 'espace (V,h) qui est un sous-groupe fermé
du groupe de Clifford de q. Sping(h) est également le groupe des F-points d'un
groupe algébrique réductif connexe Spin(h) qui est une extension centrale d’indice
2 du groupe orthogonal spécial SO(h) défini sur F, c’est-a-dire, il y a une isogénie
centrale t de noyau d’ordre 2 de Spin(h) sur SO(h). Ce groupe partage avec SOp(h)
son algébre de Lie. De plus, son action adjointe sur I’algébre de Lie se factorise par
celle de SOg(h). Il partage de plus les points de son immeuble de Bruhat-Tits avec
SOp(h). Cela nous permet d’identifier les strates semi-simples pour Sping(h) et celles
pour SOg(h). L’isogénie t induit sur Sping(h) un homomorphisme de groupes ¢ dont
I'image est le noyau O'(h) de la norme spinorielle de SOg(h).

Ensuite, nous présenterons des propriétés essentielles de la norme spinorielle sur
le groupe SOg(h), en particulier, des critéres pour calculer la norme spinorielle dans
certains cas. Nous donnons deux exemples sur les groupes Sping(1,1) et Sping(2,2).
Afin d’étudier le centralisateur d’un élément semi-simple de I'algébre de Lie, nous
démontrons dans le paragraphe une relation entre la norme spinorielle usuelle
et la norme spinorielle sur un groupe unitaire définie par G. E. Wall [44].

En utilisant un résultat général de cohomologie, nous donnerons une relation
importante entre les pro-p-sous-groupes de Sping(h) et ceux de SOg(h) (le corollaire
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: pour tout pro-p-sous-groupe H de SOg(h), il existe un unique homomorphisme
de groupes sy : H — Sping(h) tel que t o sy = Idy. Nous donnerons également une
relation analogue pour les sous-groupes unipotents (le corollaire .

Pour simplifier les notations, dans toute la suite de cette these, G désignera le
groupe des F-automorphismes Autg(V') de V' et A = Endp(V) sera son algébre de
Lie. Nous noterons G le groupe des isométries de V' par rapport a h, G le sous-
groupe des rotations SOg(h), G le groupe spinoriel Sping(h) associé et g l'algébre de
Lie sor(h). Si H est un sous-groupe de G, nous désignerons par H' I'intersection de
H avec O'(h) et par H limage inverse dans G de H' par I'homomorphisme ¢. Si H
(respectivement U) est un pro-p-sous-groupe (respectivement sous-groupe unipotent)
de G alors ,H (respectivement ,U) désignera I'image dans G de H (respectivement de
U) par la section homomorphe unique sy (respectivement s;;) de H (respectivement
de U) définie par le corollaire (respectivement le corollaire [2.14)). Nous noterons
aussi G = SO(h), G = Spin(h).

2.1 Définition et exemple

2.1.1 Définition

Nous rappelons dans cette section la définition du groupe spinoriel G = Sping(h)
défini par (V) h). Les références principales pour ce paragraphe sont [37, §3.1] et [2]
Chapitre 5, §4|. Soit ¥ l'algebre tensorielle de V,ie. T=FaV e (VRV)d -,
et J I'idéal bilatére de ¥ engendré par les éléments de la forme = ® = — ¢(z) avec
x € V. On appelle algébre de Clifford de la forme ¢ 1'algébre quotient C' = ¥/7J. La
restriction & V' (vu comme un sous-espace de ¥) de l'application quotient est une
injection de V' dans C. On peut donc identifier V' avec un sous-espace de C. Avec
cette identification, on voit de plus que C' est une algébre graduée de dimension 2V
engendrée par V. Soit C'" la sous-algébre de C' engendrée par les éléments de la
forme zy (le produit dans C), avec z,y € V. C’est une sous-algébre de dimension

2NV=1. Nous pouvons interpréter C™ comme le quotient T, /J, ot T, = ® Ve
n pair
Posons également C~ = T_/J avec T_ = @& V" On peut voir que I'algebre de
n impair

Clifford est une algebre Z/2Z-graduée : C = CT @ C~.
Par définition de C, on a x? = ¢(x), pour tout z € V, et donc

xy + yx = h(z,y), pour tout z,y € V.

En particulier, si z,y € V sont orthogonaux alors xy = —yz. De plus, tout vecteur
non isotrope v de V est un élément inversible dans C' avec v = g(v)w.

Supposons que 'on ait une base orthogonale {x1,...,xy} de V. Pour chaque
partie S de € = {1,2,..., N}, on définit un élément eg de C' comme suit

{1, si S =0,
€g =

Tiy v Ty, SIS:{Z1<<ZT}

Alors les élément eg, o1 S parcourt I'ensemble des parties de &, forment une base de
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I’algébre de Clifford C'. La multiplication de C' est déterminée par :

eger = ( H (s,1) H q(m,)) esur—snr, pour tout S,T C €&,

seSteT 1€SNT

ou (s,t) est un signe qui est égal a +1 si s <t et a —1si s> t. De plus, si on note
|S| le cardinal d’une partie S de &, alors, on a

eser = (=1)ISITI=ISTle e g (2.1)
ou T et S sont deux parties quelconques de €. Pour toute partie S # (), € de €, on
voit qu'il existe toujours une partie 7' de cardinal 2 de € telle que |[SNT| =1, et

donc, par (2.1), eser = —eres. Comme C* est engendrée par les éléments er avec
|T| = 2, cela implique que le centralisateur Z¢(C™) de C* dans C' est

CO ::F—I—Fe@.

Si N est pair, I’élément ee appartient & Ct. Donc Cj est le centre de C7.
Cependant, dans ce cas, eg ne commute pas avec les éléments ep pour |T'| = 1, donc
le centre Z(C') de C' est F.

Si N est impair, alors e commute avec tous les éléments de C' mais il n’est pas
dans C'*. Dans ce cas, Z(C) = Cy alors que Z(Ct) = F.

Soit 7 'automorphisme de C' défini par y(ez) = (—1)"ler pour toute partie 7' de
€. En particulier, vy|c+ = Idc+, v|c- = —Idc- et 4* = Idc. Considérons I'ensemble T
des éléments inversibles u de C' qui vérifient v(u)Vu~! = V. Cet ensemble forme un
groupe, appellé le groupe de Clifford de q. Posons ' = T'NC'". C’est un sous-groupe
de I'. Par définition, chaque élément u de I' définit un automorphisme de V'

ty: V=V, x> y(u)su .
Il est clair que t,, = t,t, pour tout u,v € I'. Nous avons donc un homomorphisme
de groupes B
tr: ' = G,u—t,.

Le noyau de cet homomorphisme est déterminé par
Proposition 2.1 ([32, Lemme 3.1]). ker (tr) = F'*.

Démonstration. 1l est évident que F* C ker (¢). Supposons u = uy + u_ € ker (tr),
ounu, € Ctetu_ € CT. Alors y(u)r = xu pour tout € V et ainsi u x = xu,
et u_r = —xu_ pour tout x € V. En particulier, u_ anticommute avec tous les
¢léments er avec |T'| = 1. Par (2.1) on voit qu’il n’existe pas un tel élément non
nul de C' et donc u_ = 0. Autrement dit, nous avons u = u, élément inversible de
Z(C)NnC*t = F. D’ou la proposition. O

Pour déterminer I'image de I’homomorphisme ¢ nous voyons d’abord que si u
est un vecteur non isotrope de V' alors

Y(w)aru ' = —q(u) tuzu = —q(u) T (—zu® + h(x, u)u) =z —q(u) " h(z,w)u, Vo € V.
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Cela implique u € T" et t, = s,, ou s, est la réflexion de V' définie par le vecteur w.
Puisque le groupe des isométries G est engendré par les réflexions de V', nous avons
G C Im (tr). Nous allons voir plus loin que Im () = G+.

Soit ¢ I'involution canonique de C' définie par

L(v1vg ... Uy) = Vy ... 0vy, pour v; € V)1 <i<n.

Remarquons que cette involution commute avec 'automorphisme v de C'. Alors si
u € I, c’est-a-dire, y(u)V = Vu, en appliquant « et ¢ aux deux cotés, on obtient
¥(t(u))V = Vi(u) et donc ¢(u) € T'. Avec 'involution ¢, on définit une application
Q:C — C, u+ u(u). En particulier, Q(z) = 22 = ¢(z) pour tout = € V.

Lemme 2.2 ([32, Lemme 3.2]). Pour tout u € ', on a Q(u) € F*.

Démonstration. Soit u € I'. Nous avons vu que ¢(u) € I'. Puisque F'* = ker (), il
suffit de montrer Q(u) = ut(u) € ker (tr), c’est-a-dire, y(ut(u))x = xuc(u) pour tout
x € V. En effet, remarquant que x = —y(¢(x)) pour tout = € V', nous avons

Vo y(u))r(u) ™t = —y(utay(u) = y(u Hau, Vo eV
Alors y(ut(u))x = zut(u) pour tout x € V. O

Avec le lemme précédent et la propriété de commutation entre v et ¢, nous avons
la conséquence immédiate suivante.

Corollaire 2.3. La restriction de Uapplication Q) a I" induit un homomorphisme de
groupes Q : I' — F* et Q(y(u)) = Q(u) pour tout u € T'.

Maintenant nous pouvons déterminer 1'image de ’homomorphisme tr. Nous
décrivons également les éléments du groupe I'.

Proposition 2.4. Pour tout uw € ', on a t, € G*. Tout élément de ' est un produit
de vecteurs anisotropes de V.

Démonstration. Soit u € T'. Pour tout x € V, on a

q(tu(2)) = Q(tu(w)) = tu(2)e(tu(®)) = y(wzu™ (u )z (v(u)) = q(x).

Cela implique t,, € G*. Nous avons vu plus tot que Gt C Im (tr). Alors G* = Im (1)
et nous avons un homomorphisme surjectif de groupes

tr: I = G, urst,.

S0it § = Sy, Sy,-..Sp, Une expression d’un élément s € G+ comme un produit de
réflexions de V' définies par des vecteurs anisotropes v;. Posons v = v1vy...v,.. Nous
avons t, = ty, ty,...t,, = s puisque t,, = s,,. De plus, comme ker (tp) = F*, deux
éléments de I' de méme image dans GT ne different que par un scalaire. Alors tout
élément de I' est simplement un produit de vecteurs anisotropes de V. O
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En conséquence de la proposition précédente, tout élément de I'* est un produit
d’un nombre pair de vecteurs anisotropes de V et, puisque tout élément de G est un
produit d’un nombre pair de réflexions de V/, la restriction de ¢ a4 I't nous donne un
homomorphisme surjectif de groupes

tr|1"+ It — G, U = Ty,
de noyau F*. Autrement dit, nous avons une suite exacte
15 FX =TT 5 651 (2.2)

Pour définir le groupe spinoriel, nous regardons la restriction de ’lhomomorphisme
Q a I'". Autrement dit, nous avons un homomorphisme de groupes

Qlr+ : T = F* uw Q(u)

Son noyau s’appelle le groupe spinoriel de (V,h), noté Sping(h) (ou G par notre
convention).

En remarquant que, pour tout u € I'* et tout u € F*, on a Q(uu) = p2Q(u), la
suite exacte ([2.2) nous donne un homomorphisme

sn: G — F*/(F*)? t, — Qu)(F*)?, avec u € I't.

Précisément, si s = 5, Sy, . .- Sy, € G, OU S, est la réflexion définie par le vecteur
non isotrope v; de V, alors sn(s) = q(vy)q(vs) ... q(ve,)(F*)% La classe sn(s) est
appelée la norme spinorielle de s € G. On appelle groupe orthogonal réduit le noyau
de sn, et on le note O'(h). 1l est clairement I'image dans G du groupe spinoriel G
par I’homomorphisme ¢r. La suite induit donc une autre suite exacte

1= {+1} - G5 0'(h) - 1, (2.3)
oll t = tp|g est la restriction de ¢ & G.

Remarque 2.5. De la méme maniére et plus généralement, nous avons également
un homomorphisme, noté aussi sn, de G+ a F*/(F*)? :

5 = 84,8ay.--5a, > s0(8) = q(a1)q(as) . .. q(a,)(F*)?.
Cependant, cet homomorphisme n’est pas une bonne norme sur G*. En effet, si nous
remplagons la forme bilinéaire h par

,uh:VXV—>F, (ﬁ,y)Hﬂh(xay)a

ou pu € F* fixé, alors notre groupe G ne change pas et les isométries de V' sont
toujours les mémes, mais sn(s) est modifié par p" : si s est une rotation de V' alors
sn(s) ne change pas, mais si s est un retournement de V' alors sn(s) peut changer
radicalement.

Soit [ une cloture algébrique de F. La forme h se prolonge a 'espace Vi = F@pV
en une forme bilinéaire symétrique non dégénérée hz. Soit C'r l'algebre de Clifford
définie par (V, hp). Par définition, on voit que Cp = F ®p C. Notons I le groupe
de Clifford associé¢ a hg et Tt =T N CL.
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Proposition 2.6. T'" est un groupe algébrique linéaire défini sur F dont I'" est le
groupe des F'-points rationnels.

Démonstration. En fixant une F-base {x1,2s,..., x5} de V et aussi une F-base de
C', nous pouvons identifier Cf avec (F)2", CL avec (F )2 et Vi avec le sous-espace
(F)N. Considérons ’homomorphisme :

p: CExCr— Cp x (Cp)™,

(u,v) = (uv, uT v, ULV, . . ., UTNV).
Nous voyons que
e (1 x (Va)N) = {(u,v) € C x Cgluv =1 et uzsw € Viz,i =1,2,..., N}

est isomorphe a I'". Puisque 1 x (V)N est un fermé de (F)2" V2" 't est un
F-groupe affine et donc il est F-isomorphe & un sous-groupe fermé de GL,, pour un
certain m [5l, Proposition 1.10]. O

Par la méme construction, on obtient un sous-groupe fermé Spin(h) = Sping(hiz)
(noté G par notre convention) de I'*. G est donc un groupe algébrique linéaire défini
sur F dont G = Sping(h) est le groupe des F-pointes rationnels. Si N = 1, nous
avons G = {#£1}. Lorsque N > 2 nous allons voir que G est un groupe algébrique
connexe pour la topologie de Zariski.

Proposition 2.7. Si dim V' > 2 alors le groupe algébrique G est connere.

Démonstration. Notons ¢z la forme quadratique associée & hz. Comme F est algé-
briquement clos, gz — 1 sur Vi est un polynéme irréductible et donc S = {z € V :
gp(x) = 1} est une sous-variété algébrique irréductible de V. L’image de I'homomor-
phisme

Sx S5 — G, (z,y) — xy

est un ensemble irréductible de générateurs du groupe G contenant 1'élément neutre.
Cela implique la connexité de G d’aprés [36, Proposition 2.2.6]. ]

Poursuivons avec la cloture algébrique F' de F. Remarquons que le groupe ortho-
gonal réduit coincide avec le groupe orthogonal spécial sur un corps algébriquement

clos. La suite (2.3 devient donc
1= {+1} G5 G -1,

ou G = SO(h) est le groupe orthogonal spécial défini sur F' dont G est le groupe des
F-points rationnels. Alors t est une isogénie centrale de noyau d’ordre 2 et, lorsque
N > 2, G est le revétement simplement connexe de G.

Revenons aux groupes des F-points rationnels. Nous voyons que G partage avec
G lalgebre de Lie g = sop(h) et que action adjointe de G sur g factorise par celle
de G.
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2.1.2 Norme spinorielle

Dans ce paragraphe, nous présentons des critéres pour calculer la norme spinorielle
sur G. Le premier critére que nous allons voir dans la proposition suivante est que la
norme spinorielle est invariante par prolongement orthogonal.

Proposition 2.8 ([2, Théoréme 5.13]). Supposons que l'on ait une décomposition
orthogonale V- =U L W de V. Soient hy la restriction de h sur U x U. Identifions
un élément oy € SOp(hy) a Uélément oy L Idw € G. Alors sn(oy) calculé dans
SOr(hy) est égal a sn(oy) calculé dans G. En particulier, O'(hy) = O'(h)NSOg(hy).

Démonstration. Soit oy = Sy, Sy, - - - Sy, Une expression de oy comme un produit de
réflexions s, (par rapport a vecteur non-isotrope v;) de l'espace U. L’affirmation de
la proposition suit directement le fait que s,, L Idw est la réflexion de ’espace V
par rapport au vecteur v;, pour ¢ = 1,2, ...,7, et que l'on a

oy 1 Idw = (Svl 1 Idw)(SV2 1 Idw) c. (Svr 1 Idw)
[

Dans la situation de la proposition nous avons évidemment une affirmation
similaire pour le sous-espace W. Nous avons donc une conséquence immédiate suivante

Corollaire 2.9. Sio =0y L ow, ot oy € SOp(hy) et ow € SOp(hw), alors
sn(o) = sn(oy) sn(ow).

Le deuxiéme critére que nous présentons maintenant nous permet de calculer la
norme spinorielle dans un espace hyperbolique.

Proposition 2.10 ([32, Exemple 3.5, p. 337]). SiV =V_1 ® Vi, ou V_; et V] sont
totalement isotropes en dualité par h, alors

——1
sn (9 g) = (detg) mod (F*%),¥g € Aut(V3).

Démonstration. Supposons dim V; = n, c’est-a-dire on peut identifier V; avec F™. Si
det g = d, on peut écrire

/

g= . g, avecdetqg =1.
1

—/—1
Puisque SL, (F) est le sous-groupe des commutateurs de GL,,(F), (g g )

appartient au sous-groupe des commutateurs de G. Remarquons que le sous-groupe
des commutateurs de G est contenu dans O'(h) car le groupe multiplicatif de F est

commutatif. Alors
g/—l
sn(( J )) = 1.
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On peut donc supposer g = ) et alors on peut aussi supposer

dim V}; = 1. De plus, on a

()60

C’est un produit de deux réflexions définies par deux vecteurs (d~!, —1) et (1, —1).
-1
sn (d d) =q(d*,—1)q(1,—-1) mod (F*)*=d mod (F*)?

d’oul la proposition. O

Gréace au travail de H. Zassenhaus [47], nous avons une formule plus précise pour
calculer la norme spinorielle par déterminants de transformations et par discriminants
de formes quadratique (remarquons ici que le discriminant d’une forme quadratique
est défini comme la classe du déterminant de cette forme dans une base).

Proposition 2.11 (|47, §2]). Pour tout w € G*, on a

. 14w
sn(u) = disc(h| ker(1+u)n)det (T] A im(1+u)n)v (2.4)
n>1 n>1
ou disc(h| ker(1+u)") est le discriminant de la restriction de h au sous-espace
n>1

U ker (1 +u)".
n>1

2.1.3 Exemple 1 : Sping(1,1)

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit les concepts de base
des groupes spinoriels. Nous allons, dans ce paragraphe, nous familiariser avec ces
concepts dans un cas particulier trés simple, celui du groupe G' = Sping(1,1). Nous
allons décrire un paramétrage de ce groupe.

Nous travaillons alors avec 'espace V' de dimension 2 de la forme V = Fo ® Fv~,
ol v et v~ sont deux vecteur isotropes, par rapport & une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée h, tels que h(v,v~) = 1. Avec cette base de V', nous pouvons identifier
le groupe G = SOf(1,1) avec un groupe de matrices carrées d’ordre 2 comme suit

{1 )er)

Par la proposition [2.10] la norme spinorielle est déterminée par

sn <a a‘l) =a mod (F*)?,  pour tout a € F*.
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Alors le groupe orthogonal réduit O'(h) peut étre identifié avec

() wer)

Maintenant, pour travailler dans l'algébre de Clifford, nous avons besoin d’une
base orthogonale de V. Nous prenons notamment la base {ej, es} de V' avec

egr=v+v ete=v—0v .
Alors 1, eq, es, 6165 forment une base de 'algébre de Clifford C' et 1, eje; forment
une base de la sous-algebre C'*. Par la proposition , tout élément de I'" peut
s’écrire comme un produit de deux vecteurs non isotropes de V. Prenons deux

vecteurs non isotropes quelconques u; = v + Y10~ et uy = 20 + Yyov~ de V avec
T, %2, Y1, Y2 € F*. Dans la base {e1, ey} de V' nous avons

1+ T1— To + Y2 T — Y2
U = e eo et uy = e €s.
1 5 1+ 5 2 2 7 1+ 5 2
Pour calculer un produit générique ujus, nous pouvons supposer y; = 1. Posons
o = 29y, *. En remarquant que ¢? = g(e;) = 1 et €2 = ¢(ez) = —1 nous avons
o+ 1 o — I
ULU2 = Yo 5 + 5 €162

De plus nous avons Q(uuz) = Q(uy)Q(uz) = ryays. Alors pour que uju, appartienne

a G, nous avons z1ay? = 1, autrement dit, 7; = ac?, avec ¢ € F* tel que (yoa)* = 3.
Avec cela, uyus appartient a G si et seulement si

11+ 1-—

Uty = [ 5 + 7

2
6162:| , avecce F*.
On considére 'application
o F* = G,

'_>1 1+c2+1—c2
c — e1ea| .
c 2 2 172

En faisant attention que (eje3)? = —e?e3 = 1, nous trouvons p(cc’) = p(c)p(c’), pour
tout ¢, € F*. Autrement dit, ¢ est un morphisme de groupes. On a vu au-dessus
que ¢ est surjectif. De plus, on voit facilement qu’il est aussi injectif. Alors nous
avons un isomorphisme de ™ dans G.

Pour écrire les éléments de G comme des produits de deux vecteurs non isotropes
de V', nous faisons une remarque que, pour tout ¢ € F*, nous avons

o(c)=(cv+v ) (cv+v7)

(en faisant des mémes calculs on peut vérifier cette égalité). De plus, les réflexions de
V par rapport a cv + v~ et a ¢ 'v + v~ sont respectivement

(e ()

Alors nous avons
_ - P 2 )
top(c) = (_C—1 > <—c = 2] pour tout c € F'~.
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2.1.4 Exemple 2 : Tore déployé maximal de Sping(2,2)

Soit maintenant G = Sping(2,2) et donc G = SOg(2,2). Supposons V =
Fvy @ Fve ® Fv, ® Fuvy, ol v1,v9,v,,v; est une base de Witt de V' composée
de vecteurs isotropes tels que

h(vi,v; ) =1, pouri=1,2.

i
Suivant les calculs de I'exemple précédent, nous allons construire dans cet exemple
un paramétrage d’un tore déployé maximal de G qui sert a la suite de la theése.

Soit T' un tore déployé maximal de G (c’est le stabilisateur dans G de la décom-
position). Avec la base donnée, nous pouvons écrire

a

TNO(h) =

ou 1

avec a,b € F*. Posons

DI: -1 :O/EFX

et

)2 :be F~

Ce sont des sous-groupes de 7'M O(h). Posons
T=t"(TNO'h) et G; =t1(0}) pour i =1,2.

Pour i = 1,2, grace a I'exemple précédent, nous avons un paramétrage homomorphe
de Gz : .
@it F* — Gy, b @i(b) = (bv; +v;7) (b7 vy 4+ v)).

De plus, pour tout a € F'*, si I'on pose

Vi(a) = (av; — vy )(v; —v;) € TT, pour i = 1,2,
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alors, pour ¢ = 1,2, on a

M(a)@bz(b) = —wi(ab),‘v’a, b € FX,
et on a aussi )
pi(a) = —i(a*),Ya € F*.
a
On peut écrire aussi, pour ¢ = 1, 2,

i) = =%+ o o) — o)

Noter que, pour tout a,b € F*, 1y(a) et 19(b) commutent et que, pour i = 1,2,
Q(1i(a)) = a pour tout a € F'*. Nous pouvons donc facilement vérifier que

V1 F* = Goam () = v (a)ala),

est un homomorphisme injectif et que
t((a)) = . € D' pour tout a € F*.

Autrement dit, ¢ induit une section homomorphe de D’. Par des calculs simples, on
peut voir que, pour tout a,b € F*, 9(a) et ¢3(b) commutent. En particulier, nous
avons un paramétrage de T' :

A~

F* x F* 3 (a,b) — ¢(a)ps(b) € T.

2.2 Les pro-p-sous-groupes

Ce paragraphe étudie les pro-p-sous-groupes de G qui jouent un roéle important
dans notre construction de types, en particulier, dans la construction de caracteres
semi-simples pour G. Le résultat de ce paragraphe reste vrai en général pour une
extension centrale d’un groupe profini. Nous commencgons par le rappel d'un résultat
général.

Théoréme 2.12 (|45, Théoréeme 9.7.3, (iii)]). Soient H un groupe profini et A un
H-module discret. Notons H"(H,A),n > 0, les groupes de cohomologies de H a
coefficients dans A. Pour tout n > 1, les éléments de H"(H, A) sont d’ordre fini. De
plus, si H est un pro-p groupe alors l'ordre de tout élément de H"(H, A),n > 1, est
une puissance de p.

Soient Y un groupe profini, X une extension centrale de Y par un sous-groupe
abélien fini A, c¢’est-a-dire qu’on a une suite exacte

1—>A—>X—t>Y—>1,
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ol A est fini et contenu dans le centre de X et Y agit sur A par automorphismes
intérieurs. Soit H un sous-groupe de Y. Pour chaque h € H, on prend un élément
m(h) € t71(Rh). Alors, on obtient une application sy de H dans X telle que

to sy(h) = h pour tout h € H.

Une telle application est appelée une section de H dans X. Si elle est de plus un
homomorphisme de H dans X, on 'appelle une section homomorphe de H dans X.
Soit sy une section de H dans X. Alors pour tous hq, hy € H, nous avons

m(h1)sg(he) = @(hy, ha)sg(hihs), pour un certain ¢(hy, hy) € A.

Par des calculs simples, on peut vérifier que ¢ est un 2-cocycle de H a valeurs dans
A. De plus, si s%; est une autre section de H dans X avec 2-cocycle associé ¢', alors
on peut voir que @ et ¢’ ne différent que par un 2-cobord, c’est-a-dire, si on pose

¢(h1> h‘?) == (;Ol(h‘la h2)(;0(h’17 h‘?)_la Vhb h‘? € H7

alors 1 est un 2-cobord. Cela implique qu’il existe une section homomorphe de H si
et seulement si ¢ est un 2-cobord.

Supposons maintenant que H est un pro-p-sous-groupe de Y ol p est un nombre
premier qui ne divise pas le cardinal |A] de A. On a toujours que |A|H"(H, A) =0
pour tout n. D’ailleurs, par le théoréme nous avons de plus que les éléments
de H"(H,A),n > 1, sont d’ordre une puissance de p. Comme |A| et p sont premiers
entre eux, cela implique H"(H, A) = 0 pour tout n > 1. En particulier H*(H, A) = 0,
c’est-a-dire, tout 2-cocycle de H a valeurs dans A est un 2-cobord, il existe donc
une section homomorphe de H, i.e., un homomorphisme de groupes sy : H — X
tel que t o sy = Idy, ot Idy est ’homomorphisme d’identité de H. Nous allons voir
de plus que cette section homomorphe est unique. Remarquons que deux sections
homomorphes de H ne difféerent que par un homomorphisme de H dans A qui est
un 1-cocycle. Puisque H*(H, A) = 0 et tous les 1-cobords sont triviaux, on obtient
I'unicité de sg. R

Revenons a notre cas avec X = G,Y = O'(h), A = {£1} et p est la caractéristique
résiduelle de F' qui est supposée différente de 2. Remarquons de plus que tout pro-p-
sous-groupe de G est contenu dans O’(h). En appliquant ’argument précédent, on
obtient le corollaire suivant

Corollaire 2.13. Si H est_un pro-p-sous-groupe de G alors il existe un unique
homomorphisme sy : H — G tel que t o sy = Idy.

Le corollaire et le fait que tout radical unipotent de sous-groupe parabolique
de GG est une réunion de pro-p-sous-groupes nous donnent le corollaire suivant

Corollaire 2.14. Si U est un radical unipotent d’un sous-groupe parabolique de G
alors il existe une unique section homomorphe sy : U — G de U.

Remarquons ici que le corollaire [2.14] reste encore vrai sans I’hypothése p # 2
par une propriété¢ d’une isogénie centrale : la restriction de I'isogénie t & un radical
unipotent U de G induit toujours un isomorphisme de U sur t(U)
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2.3 Centralisateur d’un élément de 1’algébre de Lie

2.3.1 Norme spinorielle dans un groupe unitaire

Considérons un élément non nul b de l'algebre de Lie g tel que E := F[b] est une
extension finie de F. Comme b = —b, F est stable par I'action de I'involution ~. On
désigne aussi par ~ la restriction de ~ a E. Notons Ej le sous-corps des points fixes
de E par cette involution. Fixons une forme F-linéaire non nulle py de Ey dans F' et
posons [t = iy © trg/g,. Voyant V' comme un E-espace vectoriel, il existe une unique
forme hermitienne non dégénérée hg : V x V — E telle que h(z,y) = u(he(z,y)),
pour tous z,y € V (voir [9, Lemme 5.2]).

Soit § un élément de E tel que 6 = —§. Posons h/y(x,y) := 6hg(z,y) pour tous
z,y € V. Alors h est une forme anti-hermitienne sur V telle que Ug(h’;) = Ug(hg),
ou Ug(hg) (respectivement Ug(hy)) est le groupe des isométries de V' par rapport a
hg (respectivement a h'y).

En fixant un vecteur de V, G. E. Wall a défini dans [44] un homomorphisme
sng : Ug(hy) — E*/E; qui a des propriétés similaires & la norme spinorielle sur
les groupes orthogonaux, qu’il a donc aussi appelé "norme spinorielle" du groupe
unitaire Ug(h’;). Remarquons que cette norme ne dépend pas du choix du vecteur
fixé dans notre cas car le corps E est commutatif. Nous rappelons ici sa définition.
Pour éviter toute confusion, nous allons appeler “norme de Wall’ cette norme.

Soit u € Ug(hy) un élément non trivial. Notons V,, I'image de la transformation
1 —wu. SiV, est de dimension r on dit que u est un élément de dimension r. Tout

¢lément de dimension 1, noté s, est donc défini par

S(wip) () = & — php(v,x)v, Vo € V,

ot v est un vecteur non nul (il forme donc une base) de I'espace V. et ¢ est
un élément de E* vérifiant ¢! — 7! = hp(v,v). L’élément ¢ est en fait défini
par p = f,(v,v)7!, ol f, est une forme sesquilinéaire sur V,, (relativement a notre
involution ~) définie par

FoVax Ve = E
(l‘ - u(x),y - u(y)) = hlE‘(I - U({L’),y), vay eV

Par [44, Lemme 3|, tout élément u € Ug(h);) de dimension r (avec r > 0) peut
toujours s’écrire
U= S(v1501)S(vasep2) = =+ S(vrspr) s

comme un produit d’éléments de dimension 1 ou les vecteurs vy, vy, ..., v, forment
une base orthogonale de V,, par rapport a la forme f, et v; peut étre choisi comme
un vecteur non isotrope quelconque de V,,. Wall appelle une telle décomposition
décomposition de Cayley.

Fixons un vecteur a de V et supposons que u € Ug(hly) est un élément de
dimension r avec une décomposition de Cayley :

U = S(vis01)S(va502) * =+ S(vrseor)s

ou les vecteurs v; sont choisis tels que h’;(a, v;) est égal & soit 0, soit 1. Alors la classe
0192 ... By dans EX/ES ne dépend que de u, pas du choix de v; [44, Lemme 5].
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Remarquons que notre cas est le cas commutatif de loc. cit., donc ’ensemble I', dans
loc. cit. est égal & Ey et ne dépend pas de a. De plus, la classe p1¢s... ¢, E est
exactement le discriminant de la forme f, et donc ne dépend pas non plus du choix
de a. Cela entraine que 'on peut également supprimer les conditions du choix des
vecteurs v;.

de

La norme de Wall d’un élément de dimension 7, % = S(u;;0,)S(vz:00)
Ug(hj) est définie par

-+ S(vrser)s

sng(u) = Y192 .. o Ef.

Si on définit la norme de Wall de I'identité de V' comme la classe triviale de E*/E,
par [44, Lemma 7|, sng : Ug(h’y) — E*/E; est un homomorphisme.

Le groupe unitaire Ug(hg) est en fait le centralisateur de b dans G. Nous voulons
comprendre le centralisateur de b dans G. Tl nous faut donc déterminer l'intersection
de Ug(hg) et du noyau O'(h) de la norme spinorielle. Cela demande de calculer la
norme spinorielle des éléments de G' qui commutent b. Nous espérons donc trouver
une relation entre la norme de Wall sur Ug(h’;) = Ug(hg) et la norme spinorielle
sur GG. Une idée qui nous vient naturellement est de montrer une formule similaire &
la formule pour la norme de Wall. Nous allons voir dans la proposition suivante
qu’une telle formule est vérifice pour les ¢léments de dimension 1 de Ug(h)).

Proposition 2.15. Soit 5(,,,) un élément de dimension 1 de Ug(hY). Alors

1+ S(v;

disc L O NI
E( 2 |nr2111m (1+S(U;¢))

Ydet g( .) =@ mod (Ey). (2.5)

el |
ngl er (1+s(1;;gp))n

Démonstration. On distingue deux cas : soit v est un vecteur isotrope, i.e. hy(v,v) =
0, soit v ne 'est pas.
Premier cas : v est isotrope. Dans ce cas, I'élément s, est appelé une transvection
de V.Onap ! —¢ ! =0, donc p € EJ. Alors la norme de Wall sng est triviale en
S(vip)-

Soit & € ker (1 4 5(y;,)). Il est donc dans la droite engendrée par v, i.e. x = kv
pour un certain k € E. Puisque h’;(v,v) = 0 on a 2kv = 0 et donc k = 0 car la
caractéristique p est différente de 2. Cela implique que nglker (1 + S(uyp))™ est nul.

Comme v est isotrope, il existe une base {v,v', wy, ..., w,_2} de V telle que v’ est
un vecteur isotrope vérifiant h’;(v,v’') = 1 et que hly(v,w;) = 0,i=1,...,n — 2. Dans

cette base on a
1+ s 1 -2
detE(%) — det 5 (0 12).

Donc la formule (2.5)) est bien vraie dans ce cas.
Deuxiéme cas : v n’est pas isotrope. Dans ce cas, on a une décomposition ortho-
gonale V = (Ev) L (Ev)*, ou (Ev)t est le complément orthogonal de la droite Ev
dans V' par rapport a la forme h'y.

Soit & € ker (1 + S(y,,)). Comme dans le premier cas, nous avons = kv pour
k € E. Nous avons donc 2kv — ph', (v, kv)v = 0. Cela nous donne

k14 @@ 'lv=0
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puisque ¢t — g~ = W, (v,v). Alors le sous-espace glker (1 4 S(pyp))" est soit nul,

soit la droite Fv (quand ¢@~! = —1). Dans la premiére situation, le terme a gauche
de (2.5 devient
1+ S 1 51
det p(—22)) i 22 mod (7).

alors que dans 'autre situation il devient

discg(Wglom) = (7' —¢~") mod (E7).
Il est donc facile de voir que la formule (2.5)) est bien vérifiée dans les deux situations.

]

Remarquons que dans le cas ot p@p~! = —1, 'élément S(v:p) €st une “réflexion”
définie par le vecteur v par rapport a h', c’est-a-dire, c’est une transformation de V'
telle que () (V) = —v et que S (x) = = pour tout z € V' tel que hy(v,x) = 0.

Notons Normpg,r la norme de I'extension £ sur F'. Cette norme induit un homo-
morphisme, qu’on note aussi Normpg,p, de E*/E{ dans [ /(F*)?. De la proposition
précédente, nous obtenons une relation entre la norme de Wall dans Ug(h/;) et la
norme spinorielle dans G.

Corollaire 2.16. Soit 5., un élément de dimension 1 de Ug(hy) qui n’est pas une
réflexion, i. e., tel que ep~t # —1. Alors

SI(S(uyp)) = Normpp(snp(s(syp)))- (2.6)

Démonstration. Avec les hypothéses données, nous avons vu que le sous-espace
L>J1ker (1 + S(vyp))" est nul. On a donc
nz

et

D’ou le corollaire. OJ

Avec le corollaire précédent on voit que le sous-groupe de Ug(h’;) engendré par
les transvections est toujours contenu dans O’(h). Dans la suite, on va voir que la
relation ([2.6) est vraie pour tous les éléments de Ug(hg). D’abord nous le montrons
dans le cas quadratique, c’est-a-dire, Ey = F'.

Corollaire 2.17. Si Ey = F, on a
sn(u) = Normg,p(sng(u)), pour tout u € Ug(hl).

Démonstration. Les deux applications sn et Normpg,posng sont des homomorphismes
de Ug(h/y) dans F* /(F*)?, il suffit de vérifier 'égalité pour les éléments de dimension
1 qui sont des générateurs de Ug(h'y). Avec le corollaire [2.16] il nous reste a la vérifier
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pour une réflexion, i.e., u = S(y), ol op~1 = —1. Dans ce cas, il s’agit de vérifier
que
disc(h|,z) = Normpg,r(discg(h|,p)) mod (F*)2.

En identifiant I'espace Ev avec F, la restriction de la forme hp & cet espace est une
forme hermitienne sur E. Elle est donc de la forme hg(z,y) = axy,Va,y € E, avec
a € Ey fixé. On a donc discg(hy|g) = ad mod (E{). Par ailleurs, {1,d} forme une
F-base orthogonale de E par rapport a h. On a donc

2a 0

disc(h|g) = det (0 9452

) mod (F*)? = Normpg/r(ad) mod (F*)2.

D’ou le corollaire. O

Remarque 2.18. Pour définir la norme de Wall de v € Ug(hy) = Ug(hg), il faut
montrer que ’expression donnée plus haut est indépendante de la décomposition de
Cayley de u choisie, fait dont la démonstration n’est pas si simple (voir [44, Lemme
5]). Cependant, on a aussi un autre point de vue qui est plus délicat. Supposons
det g(u) = a. Alors Normpg/g, (o) = 1. D’aprés le théoréeme 90 de Hilbert, il existe

— 1 .
un élément 5 € E* tel que a = B8 . Cet élément, a un scalaire dans FEj, preés,
est uniquement déterminé par «. En effet, si 5; et [y sont deux tels éléments alors

515_1 = ng_l et donc 813, = 15 . Nous avons donc un homomorphisme

Hil : NormE}Eo(l) — EX/E{, a— BE;, ona = 53_1.

La norme de Wall est en fait la composition de cet homomorphisme avec le détermi-
nant, c’est-a-dire, nous avons

snp(u) = Hil(det 5(u)), Yu € Up(h). (2.7)

En effet, les deux applications considérées sont des homomorphismes sur le groupe
Ug(h's), il suffit donc d’établir cette égalité sur les éléments de dimension 1 de Ug(h'y)
qui sont des générateurs de Ug(h';). Soit s(, ) un élément de dimension 1 de Ug(hl).
Alors

S(v,0)(T) = T — phy(x,v)v, pour tout = € V,

et o' — 1 = hy(v,v). Si v est isotrope alors, par définition, la norme de Wall de
S(v,p) €st triviale et, par ailleurs, il est facile de voir que det g(s(,)) = 1. Si v est
non isotrope alors

det 5(S(p) =1 — phE(v,0) =1— (™ =5 ") =¢p !,

et donc Hil(det g(s(yv,4))) = ¢E; = sng(S(v,p)). Alors I'égalité est vérifiée pour
tous les éléments de dimension 1 de Ug(h/;). Elle est donc vraie pour tous les
¢léments de Ug(h’;). Avec ce point de vue sur la norme de Wall, nous pouvons voir
que le corollaire est identique a 32, Chapitre 10, Théoréme 1.5|. Cependant,
la démonstration de [32, Chapitre 10, Théoréme 1.5] est fausse puisque, avec ses
notations, o # ag.
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Traitons maintenant le cas général. Pour tous x,y € V', posons

hiy(7,y) = tre/m, (he(z,y)).

Alors nous obtenons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée hg, sur V (vu
comme un Ey-espace vectoriel). Notons SOg,(hg,) le groupe des rotations de V' par
rapport a la forme hg, et soit sng, la norme spinorielle de SOg,(hg,). Remarquons
que

UE(hE) C SOEU(hEO) C G.

De plus, le corollaire nous donne
sng,(u) = Normpg, g, (sng(u)), Vu € Ug(hg).

Pour le passage de Ey a F', nous utilisons des “propriétés de transfert’ d’anneaux
de Witt des espaces quadratiques (voir [32, Chapitre 9, §5]). Considérons Ey comme
un FEy-espace de dimension 1. Notons ¢g la forme bilinéaire symétrique sur E, définie
par :

oo(z,y) = zy, Yo,y € Ey.
Alors pig o ¢ est une forme bilinéaire symétrique sur Ey (vu comme un F-espace
vectoriel). Notons ¢ = discp(jup © ¢p). Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur
un FEjy-espace vectoriel W de dimension n. De méme maniére, pg o ¢ est une forme
bilinéaire symétrique sur le F-espace vectoriel WW. Dans cette situation, on peut
utiliser les mémes notations sn, sng, sans confusion. Avec ces notations, nous avons

Lemme 2.19 ([32, Theoréme 5.12|). discp(po 0 ¢) = (¢)"Normp,/p(discg, (¢)).

Démonstration. Quitte a diagonaliser ¢, on se raméne au cas ot W est de dimension
1 sur Fjy. Identifiant W a Ey, il existe a € Fy tel que

(b(xvy) = ary, Vx,y € EO-

Fixons une F-base {e;} de Ey. Alors @ = (uo(e;e;)) est la matrice de pp o ¢p.
Supposons que ae; = Y . ayje;, 055 € F, et notons R la matrice (oy;). Alors la matrice
de la forme pg o ¢ est

(s(aeie;)) = (No((z apick)€;)) = (Z akifto(exe;)) = R'Q.

Puisque det p(R) = Normp, (), nous obtenons ’égalité du lemme. O

Poursuivons dans la méme situation générale. Soit s une réflexion du Ey-espace
W. Alors appliquant la formule de Zassenhaus, le lemme précédent nous donne

Corollaire 2.20. sn(s) = ¢Normpg,,p(sng,(s)).

Comme chaque élément de SO g, (¢) est un produit d’'un nombre pair de réflexions
du Ep-espace W et sn est un homomorphisme sur SOg,(¢), nous obtenons

Corollaire 2.21. sn(u) = Normpg,/p(sng,(u)) pour tout u € SOg,(¢).
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Revenons maintenant dans notre cas. Nous pouvons terminer la démonstration
de la relation entre la norme de Wall et la norme spinorielle.

Proposition 2.22. Pour tout u € Ug(hg), nous avons
sn(u) = Normpg,/p(sng(u)).
Démonstration. Utilisant les corollaires [2.21] et 2.17] nous avons

sn(u) = Normpg, /p(sng,(u)) = Normpg, /p(Normpg, g, (sng(u))) = Normpg,p(sng(u)).

]

2.3.2 Centralisateur

Dans ce paragraphe, en suivant le paragraphe 5 de [9], nous étudions le centrali-
sateur dans G d’un élément semi-simple de l'algebre de Lie g.

Soit B un élément semi-simple de 1’algebre de Lie g. Notons G le fixateur de 3
dans G par l'action adjointe. Par 'hypothese, la caractéristique résiduelle p de F
est différente de 2. Il n’est donc pas un mauvais premier pour G, i.e. il n’est pas un
premier de torsion au sens de [38]. D’ailleurs, G est un groupe réductif simplement
connexe, le centralisateur GB de § dans G est donc un groupe réductif connexe défini
sur une certaine extension finie de F' dont le groupe des F-points est Gg comme 5
est semi-simple, son fixateur G/g contient un tore maximal T du _groupe spinoriel G.
Soit ® un systéme de racines de G relativement a T. Le groupe G,B est engendré par
T et par les sous-groupes radiciels U, associés aux racines o € ¢ qui s’annulent en
S (voir [38, Lemma 3.7 et Theorem 3.14]).

Soit G le fixateur de 8 dans G par 'action adjointe de G sur g. On a @5 =
t71(Gg N O'(h)). Puisque f est semi-simple, la F-algébre E = F[3] est une somme
directe d’extensions finies séparables de F'. Paul Broussous et Shaun Stevens [9]
ont précisément décrit Gz comme étant le groupe de F-points d'un produit des
restrictions des scalaires sur F' de groupes généraux et de groupes classiques (unitaires
ou orthogonaux spéciaux) définis sur des extensions finies de F'. Nous rappelons ici
un peu de détail de leur description de Gg. Ensuite, nous donnons aussi une petite
remarque sur G 3

Puisque E est invariante sous 'action de I'involution 7, elle peut s’écrire

E= ¢ (E,®E)® & Ej,

€Dy j€Do

ol D, et Dy sont deux ensembles finis d’indices, les E;,i € D, U Dy U D_ avec
D_ ={—i:ie D,}, sont des extensions finies de F' telles que

T(EZ) = E_Z‘,Vi € D+ et T(Ej) = Ej,Vj € Dy.
De plus, I'espace V' peut s’écrire

V=1 (VieV,)L(L V),

€Dy j€Dg
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ou V; est un Fj-espace vectoriel pour tout ¢ € D, U Dy U D_ et, de plus, pour tout
1€ Dy, V;et V_; sont deux espaces totalement isotropes en dualité par rapport a h.

Pour chaque i € Dy, on désigne par 7; la restriction de 7 sur E;. C’est donc une
involution sur E;. Notons FE;, ’ensemble des points fixes de 7;. Fixons une forme
F-linéaire 7-invariante non nulle ;0 : Fjo — F et posons p; = pipotrg, /g, . Il existe
uniquement une forme hermitienne non dégénérée h; : V; x V; — Ej; relativement a
I'involution 7; telle que h(z,y) = p;(hi(z,y)),Vx,y € V [9, Lemme 5.2].

Notons Gpg,,i € Dy, le groupe des isométries de 'espace (V;, h;). Paul Broussous
et Shaun Stevens [9] ont montré que

Gs = [] Aute, (Vi) x T] G,

€Dy IS )
ou le groupe Autg, (V) se prolonge dans G par I'isomorphisme

Autg,(V;) = {g € Autg,(V;) x Autg_,(V_;) : gg =1}
re (2,77,

Siu € Gg correspond & [[ ¢; [[ w; de [] Autg, (Vi) x [ G, alors on a

€Dy jE€Dg €Dy j€Dg

= H det g; H sn(u;).

€D j€Dg

C’est la seule information que nous avons sur Uintersection entre Gz et O'(h) et
ainsi sur G 3. En particulier, nous n’avons pas d’expression de G 3 sous forme d’un
produit direct. Cela entraine beaucoup de difficultés quand nous travaillons avec le
centralisateur Gjp.






Chapitre 3

Construction de représentations
supercuspidales

Nous présentons dans ce chapitre notre construction d’une famille de représen-
tations irréductibles supercuspidales de G. Nous rappelons d’abord la notion de
strates semi-simples autoduales. Attachés a une strate semi-simple autoduale, nous
définissons les caractéres semi-simples autoduaux pour G en relevant ceux pour G.
De méme, en relevant les S-extensions pour G définies dans [42], nous définissons
celles pour G. Ce sont des bons prolongements d’un caractére semi-simple autodual
a un sous-groupe ouvert compact de GG. Noter que nos [-extensions sont triviales sur
le centre.

Dans un cas particulier, appelé cas semi-simple gauche, en choisissant une -
extension et ajoutant une partie cuspidale de niveau zéro, nous obtenons un type
cuspidal, c’est-a-dire, une paire (J; \) composée d’un sous-groupe ouvert compact
J de G et d’une représentation irréductible A de J telle que l'induite compact
™= c—Ind?)\ est une représentation irréductible supercuspidale de G.

Par I'exemple , on voit que, si G = Sping(1,1), on a G~ GL;(F'). Ce groupe

est bien connu. Nous excluons donc ce cas dans toute la suite de la thése.

3.1 Strates semi-simples autoduales

3.1.1 Filtrations de Moy-Prasad

On désigne par Z(G, F') 'immeuble de Bruhat- Tits de G. D’aprés [2§8], & chaque
point x de Z(G, F'), on peut attacher un sous-groupe ouvert compact P, = P, de
G - le fixateur de x dans G, une filtration décroissante {P,,},>¢ de sous-groupes
ouverts compacts de G et une filtration décroissante {g,, }rer de l'algébre de Lie g.
Ces filtrations sont appelées les filtrations de Moy-Prasad attachées & x.

Pour tout r € Rnotons P, = SL>JTPI73 et gy ot = sgrgxys. Alors P, o est le radical

pro-unipotent de P, et le quotient P, /P, o4 est le groupe des points rationnels d’un
groupe réductif G défini sur kp (28, §3.2]). On désigne par P? I'image inverse dans
P, par 'application du quotient du groupe des points rationnels de la composante
connexe de G. C’est un sous-groupe parahorique de G.
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Remarquons que I'image inverse par l'isogénie t d’un tore maximal de G est un
tore maximal de G et que la restriction de t sur un sous-groupe unipotent fermé
connexe U de G induit un isomorphisme de U sur t( ). Cela implique que G partage
avec G les points de Pimmeuble Z(G, F) et, de plus, que Paction de G sur Z(G, F)
se factorise par l'action de G sur Z(G, F)).

Pour chaque r > 0, P,, est un pro-p-sous-groupe de G, on note P, , le pro-p-
sous-groupe de G correspondant par 'homomorphisme donné par le corollaire -
Or Paction sur Z(G, F) de G se factorise par celle de G, P, = t1(P, N O'(h)) est le
fixateur du point x dans G. Alors P, et les sous- groupes P, , forment la filtration
de Moy-Prasad de G attachée au point z. On a donc les propriétés suivantes (|28,

§2.6]) :

i) Pour tout g € G, on a g1, Py,g = sPyur et g"1P,g = P,,, otl gz est Uimage
9 g g gz, g 9 g
de x par I'action de g sur Z.

(11) [ﬁxy sPJ:,T’] C st,ry [SPCCJ”) st,r’] C sP:c,r—H"’ et [g:c,ra gw,r’] C gz,’r—i—r’-
sProtr = UOSPJ;VT est le radical pro-unipotent de ﬁx D’aprés L. Morris [27], il
r>

existe une suite exacte e
1= Pror = Py — M — 1,

ott M est le groupe des points rationnels d’un groupe réductif (non nécessairement
connexe) M défini sur le corps résiduel kp. Smt M la composante connexe de M et
M son groupe des points rationnels. Notons PO I'image inverse de M dans P Alors
PO est un sous-groupe parahorique de G. 11 est bien entendu que le chapeau " dans
P; ne désigne pas l'image inverse de Py par t.

Allen Moy et Gopal Prasad [28, Théoréme 5.2| ont montré que, pour toute
représentation lisse irréductible admissible (7, V) de G, il existe un unique nombre
rationnel n(m) > 0 tel que l'espace VsPen+ des vecteurs fixés par s Py n(r)+ €st non
nul pour certain point = dans 'immeuble Z(G, F') et que n(m) est le plus petit nombre
rationnel vérifiant cette propriété. On appelle niveau de (m,)) le nombre n(rw).

3.1.2 Langage de réseaux

Nous rappelons dans cette section le dictionnaire de [9] de I'immeuble de G
au langage de réseaux. Nous rappelons donc d’abord qu’un réseau dans V' est un
sous-groupe ouvert compact de V' et qu'un tel réseau est appelé op-réseau dans V'
s’il est aussi un op-module. Si R est un op-réseau de V', on définit son op-réseau
dual par rapport a h par

={veV:h(v)eppr,W € R}

Cette notion de dualité de réseaux dans V' est généralisée pour une forme e-hermitienne
quelconque sur V. N

Une fonction de réseaux dans V est une fonction A de R dans I’ensemble des
op-réseaux dans V' telle que

(i) A(r) CA(s)sir,seRetr>s;

(ii) wpA(r) = A(r + v(wp)), pour tout r € R;
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(iii) A est continue a gauche.
Pour une fonction de réseaux A dans V', on pose

Alr+) = U A(s), pour r € R,

s>r
et on définit sa duale Af par
A (r) = [A((—=r)+)), Vr € R

Une fonction de réscaux A dans V est dite autoduale si A* = A. Comme dans
[9], 'ensemble des fonctions de réseaux autoduale dans V' est noté Latt; (V). 11 est
évident que cet ensemble est muni d’une action de G. D’apres [9, §4], nous avons
une bijection G-équivariante entre Z(G, F) et Latt; (V).

Une fonction de réseaux A dans V détermine une fonction de réseaux a(A) dans
A = Endp(V) définie par

a,(A) ={a € A:al(s) C A(s+7),Vs € R}, pour r € R.

Notons a,4(A) = Ugs,as(A). Alors ag(A) est un op-ordre héréditaire (ou juste un
op-ordre) dans A et ag (M) est son radical de Jacobson (voir [I3, (1.1)]). Posons
P(A) = Py(A) := ag(A)*, cest un sous-groupe ouvert compact de G dont la famille
ﬁr(K) =1+ ar(K), pour 7 > 0, est une filtration par des pro-p-sous-groupes ouverts
normaux.

Si A est une fonction de réseaux autoduale dans V alors a,(A),r € R, et P(A),r >

0, sont stable par I'involution 7. Posons

a, (A)=a.(A)Ng,VreR, et P.(A) =PFP.(A)NG,Vr>0.

Alors si x € Z(G, F) est le point correspondant a A, on a P, = PT(K) pour tout
r >0, ot {P,,},>0 est la filtration de Moy-Prasad attachée a x.

La filtration de Moy-Prasad de sous-groupes ouverts compacts de G attachée a
une fonction de réseaux autoduale A est notée P(A) = Py(A) et sP.(A), pour r > 0.

On appelle suite de op-résequxr dans V' une fonction A de Z dans I’ensemble des
op-réseaux dans V' telle que

(i) si k> j alors A(k) C A(j);

(ii) il existe un entier positif e = e(A|or), appelé la op-période de A, tel que

A(k)wr = A(k + e), pour tout k € Z.
Si la suite A est de plus stricte, elle est aussi appelée une chaine de 0p-réseaur dans
V.

Une suite de op-réseaux A dans V est dite autoduale s’il existe un entier d tel
que A(k)* = A(d — k) pour tout k € Z. Sans modifier les objets attachés a une suite
autoduale de op-réseaux A, on peut toujours normaliser A pour que d = 1 et que la
période e soit pair. A partir de maintenant on suppose toujours d = 1 et e
pair pour toute suite autoduale A de op-réseaux de V.

Pour i = 1,2, soient V* un F-espace vectoriel de dimension finie et A’ une suite de
op-réseaux dans V' de période e(A). La somme directe, A = A' & A?, est une suite
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de op-réseaux dans V! @ V? de période e(A) = ppem (e(Al), e(A?)) (voir la définition
dans [15], §2.8]). De plus, avec ’hypothése d = 1, la somme directe orthogonale de
suites autoduales de op-réseaux est une suite autoduale de op-réseaux.

On peut voir que une suite autoduale de op-réseaux A dans V' détermine une
unique fonction de réseaux autoduale A dans V. D’aprés [§, I, 7], la fonction de
réseaux A est attachée a un point rationnel z € Z(G, F'), i.e., un point qui est
barycentre d'un simplexe a coefficients rationnels. De plus, si 'on pose

a,(A) ={a € Endp(V) : aA(k) C A(k+n)}, pour n € Z,

P(A) = ag(A)*, P,(A) = 1+ a,(A), pour n € Z7, PH(A) = P(A) N G*, P(A) =
P(A)N G et Py(A) = P,(A) NG, pour n € Z*, alors P(A) = Py, Pi(A) = P,y et
{Pu(A) bnezs est une filtration de P(A) par des pro-p-sous-groupes de G. Nous avons
aussi des sous-groupes correspondants de G attachés a la suite A, notés ﬁ(A) et
sPn(A), pour tout n € Z%. Dans ce cas, nous notons aussi P"(A),ﬁo(/\) les sous-
groupes parahoriques P° et P° respectivement. {a,(A)},cz est une filtration de A et
la famille a_ (A) := a,,(A)Ng, pour n € Z, forme une filtration de g. Remarquons que,
en posant a,(A) = ap(A), pour tout r € R, ot [r] est la plus petite majorée enticre
de r, on obtient les filtrations associées & A d’indices réels. La filtration {a,(A)},er
induit une valuation v, sur A par

sup{k e R:beap(A)} sib#0,
VA(b) = A
+00 sib=0.

Réciproquement, si A est une fonction de réseaux autoduale dans V attachée a
un point rationnel de Z(G, F') alors il existe un entier positif e tel que la fonction
A :n— Alen/v(wr)) soit une suite autoduale de op-réseaux dans V.

Soit A une suite autoduale de op-réseaux dans V. Pour tous m,n € Z tels que
2n > m > n > 0, il existe un isomorphisme P(A)-équivariant de groupes abéliens
de aZ,,(A)/aZ,(A) dans (P,41(A)/Pp1(A))", ou le chapeau " désigne le dual de
Pontrjagin, qui, a chaque classe b 4+ aZ,(A), fait correspondre un caractére 1, de
P,+1(A) défini par ¥,(g) = ¥r(tr(b(g — 1))),Yg € Po,y1(A), ou tr désigne la trace
de Endp(V) dans F (voir [39, Lemme 1.2, (ii)]). Cet isomorphisme induit via ¢ un
isomorphisme

0=, (A)/aZ,(A) = (sPosa(N)/s Py ()"

b+a”,(A) — s, (3.1)

ot s¥p(z) = Yr(tr(b(t(x) — 1))) pour tout x € ¢F,41(A).

3.1.3 Strates

Dans ce paragraphe, nous rappelons les notions sur les strates de [13], [15] et de
[41]. Alors une strate (dans A) est un quadruplet [A,n,r, b] consistant en une suite
de op-réseaux A dans V', deux entiers n,r € Z tels que n > r > 0 et un élément

bea_,(A).
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Une strate [A,n,r, b est dite nulle si n = r et b = 0. On dit que deux strates
[A,n,7, b1 et [A,n,r, by sont équivalentes si by — by € a_,.(A).

Soit B un élément de A tel que 'algébre E = F'[(] est un corps. Soit A une suite
de op-réseaux dans le E-espace vectoriel V. Alors A est aussi une suite de 0p-réseaux
dans V. Notons B = Az le centralisateur de J dans A et posons b, (A) = a,(A) N B
pour tout n € Z. Alors {b,(A)} est une filtration de B par des op-réseaux dont
bo(A) est un og-ordre de B. Pour tout k£ € R, nous posons aussi ny = n(8,A) =
{z € ap(A) : Bz —xf € ai}. Comme dans [41], nous notons ko(3, A) le nombre entier
défini par

keR: bo(A A i 0
kO(ByA): maX{ € nk¢ 0( )+a1( )} 8157& )
—00 si 8 =0.
Si e est la op-période de A alors ko(83, A)/e est un entier qui ne dépend pas de A
(voir plus dans [15], §5] ot cet entier est noté kr(f)).

Définition 3.1 (|13, Définition 1.5.5]). Une strate [A, n,r, 5] dans A est dite simple
si elle est nulle ou elle vérifie les conditions suivantes :

(i) lalgeébre E' = F[f] est un corps;

(ii) A est aussi une suite de op-réseaux de V' ;

(i) va(8) = —n:

(iv) ko(B,A) < —r.

Soient [A,n,r, 8] une strate et V = @;c;V* une décomposition finie de V' par des
F-sous-espaces vectoriels. Pour chaque i € I, on définit une suite de réseaux A? dans
Vi par Ai(k) = A(k) NV, Vk € Z et on pose 3; = 131, ot 1" est la projection de
V sur V' de noyau @, V7.

On dit que la décomposition V = @;c;V? scinde la suite A si A(k) = dL_,Al(k),
pour tout k € Z, et qu’elle scinde la strate [A, n,r, ] si elle scinde A et si =", B;.
En particulier, on dit qu'une F-base B = {v1,...,vy} de V scinde la strate [A, n, r, /5]
si V =@, Fv; scinde [A,n,r, 8] (J42, Définition 2.3]).

Définition 3.2 ([41, Définitions 3.2]). Une strate [A, n,r, 5] est dite semi-simple si
elle est nulle ou v4(8) = —n et il existe une décomposition finie V' = @;c;V* scindant
la strate telle que
(i) pour tout i € I, [A*,m;,7, 3] est une strate simple, ou m; = r si 3; = 0,
m; = vpi(5;) sinon;;
(ii) pour 4,5 € I tels que i # j, la strate [A* @ AJ,m,r, 3; + B;], ou m =
max {m;, m;}, n’est pas équivalente & une strate simple.

Si [A,n,r, 3] est une strate semi-simple alors la décomposition V' = @;c;V*
associée de V est uniquement déterminée (a 'ordre prés) par § : le polynome
minimal de § est un produit [[,., ¥;(X) de polynomes irréductibles sur F' deux a
deux premiers entre eux et on a V' = ker W;(3).

Définition 3.3 (|19, 8.2, [3, 1.2]). On dit qu’une strate [A, n,r, 5] est une strate de
g, ou strate autoduale, si A est une suite autoduale de op-réseaux dans V et si 3 est
un élément de g.
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Soit [A, n,r, 5] une strate semi-simple dans g. Alors le polynéme minimal de /3
est un polynéme pair. Quitte a rénuméroter, on peut donc arranger la décomposition
de V associée a (8 sous la forme

V = [Lier, V'] L [Ljer, (V@ VI,

ou Iy et I, sont deux sous-ensembles de I tels que
— pour chaque i € Iy, le sous-espace V* est non dégénéré et orthogonal a tous les
autres ;
— pour chaque j € I, les sous-espaces V7 et V=7 sont totalement isotropes en
dualité et orthogonaux aux autres;
—posons [_ ={—j:j€l },alors =1 Ul UIL,.
Cet arrangement provient de l'arrangement des facteurs irréductibles ¥;(X) du
polynéme minimal de § tel que

U, (X), siiel,.
Une telle décomposition de V' est dite aussi autoduale.

En suivant les notations de [42], nous noterons E = F[f] et E; = F[f3,],i € I.
Alors E = ®@jcr,ur, Fi. Soit B = Ag le centralisateur de  dans A. On a donc
B = ®;c1B;, ou B; est le centralisateur de [3; dans él = Endp(V?). Par définition,
nous avons A = @;crA? et, pour chaque i € Iy, A" est une suite autoduale de og,-
réseaux dans Vi (d’aprés [9, §5], pour chaque i € Iy, il existe une forme hermitienne
h; non dégénérée sur V' telle que les notions de dualité pour op,-réseaux dans V*
données par hlyiyyi et par h; coincident). Dans ce cas, on dit aussi que la suite A est
une suite autoduale de 0g-résequr. La famille b,,(A) = a,(A) N B est une filtration
de B dont by(A) est dit un og-ordre autodual de B.

Nous désignerons par G (respectivement Gg, @5) le centralisateur de $ dans G

(respectivement dans G, G). Grace au travail de Paul Broussous et Shaun Stevens

[9], on sait que
Gy =[] Gy, x ][] Gs.s

j€]+ iGIO

o G s, = Autg, (V7) et G, est le groupe des isométries de 'espace hermitien (V, h;).
En particulier, G est encore (le groupe des F-points d’)un groupe réductif. Nous
ne sommes pas capable de voir si @5 lest aussi dans ce cas (avec ’hypothése que
E = F[B] est une somme d’extensions finies pas nécessairement séparables de F'). A
cause de cette difficulté, nous devrons supposer, dans toute la suite, de plus
que notre corps F' est de caractéristique nulle. Avec cette convention, G4 est
(le groupe des F-points d’)un groupe réductif. De plus, par l'isogénie t, ces deux
centralisateurs partagent les points de 'immeuble Z(Gg, F'). Cet immeuble est décrit
dans loc. cit. D’aprés cette description, nous avons une injection Gz-équivariante de
Z(Gg, F') dans Z(G, F) (voir théoréme 6.3 dans loc. cit.). Par cette injection, la suite
autoduale de réseaux A de la strate correspond a un point rationnel de Z(Gp, F).
Posons P*(A,,) = P(A)NG}, P(A,,) = P(A)NGg et Py(A,,) = P.(A)NGg pour

n > 1. Notons IB(AOE) et sPn(A,,),n > 1, pour les sous-groupes correspondants dans
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G. Alors P(A,,) = P(MNNGjs et (Py(Ao,) = s Po(A)NGg pour n > 0. De plus, P(A,,)
est le fixateur d’un point rationnel de I'immeuble de G 3 avec son radical pro-unipotent
sPi(A,,). 1l existe donc une suite exacte 1 — (Py(A,,) — 13(A0E) M — 1, ou
M est (le groupe des points rationnels d’)un groupe réductif défini sur un corps
fini. Notons P°(A,,) I'image inverse dans P(A,,) de la composante connexe M de
M ~ ﬁ(AoE)/sPl (Ao, ). Le chapeau “™” dans ﬁO(AUE) ne désigne pas I'image inverse
par t. Alors ﬁO(Ao ) est un sous-groupe parahorique de @5.

L’isomorphisme implique que, sin > r > [3] > 0, chaque classe d’équivalence
de strates dans g correspond & un caractére de ¢P.(A) qui est trivial sur (P, 1(A) :

la classe de [A,n,r,b] — sy

Définition 3.4 (|42, Définition 2.5]). Une strate semi-simple autoduale [A, n, r, (]
est dite gauche (“skew’ en anglais) si I = Iy ou, en équivalence, si (3 est elliptique.

3.2 Caractéres semi-simples

~

Le but de cette section est de définir les caractéres semi-simples pour G =
Sping(h) en relevant les caractéres semi-simples autoduaux pour G et de vérifier
qu’ils conservent les propriétés d’un caractére semi-simple.

3.2.1 Définition

Soit [A, n,r, 5] une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale de

V' associée
V= lLien, V' L [Ljer, VO VT)]
Remarquons que, pour chaque j € I, il y a une injection canonique, notée ¢;, de
éj = Autp(V7) dans G qui, a chaque g € éj, fait correspondre 'unique élément
prolongeant g et agissant trivialement sur V?, pour tout i # +j. Attachés a la strate,
Shaun Stevens [41], §3.2] a défini deux sous groupes ouverts compacts H (B,A) C
(6 A) de G = Aut r(V), respectivement filtrés par des pro-p-sous-groupes H (B, \)

et Jm(ﬂ A), pour m > 1. Ces sous-groupes sont stables par I'involution 7 (voir [41],
§3.6], [19, §8.2]). Notons H™ (3, A) (respectivement J™(5,A)) le sous-groupe des
points fixes de 7 dans H™ (8, A) (respectivement J™(3,A)), pour m > 1. Ces sont
des sous-groupes de O’(h). Nous notons aussi J(3,A) = j(ﬁ, A)NG.

Pour 0 < m < r, Stevens [41, Définition 3.13] a également défini un ensemble
C (A m, ) de caractéres abéliens de H ml(g, A) appelés ensemble des caracteres
semi-simples de H™ (3, A). D’aprés [19, §8.2], C(A, m, ) est stable par I'involution 7.
De maniére semblable que [41], §3.6], en utilisant la correspondance de Glauberman,
Laure Blasco et Corinne Blondel [3, §2.4] ont défini un ensemble C(A,m, ) de
caractéres abéliens de H™1(3, A), appelé I'ensemble des caractéres semi-simples
autoduauz de H™ (53, A). C’est aussi 'ensemble des restrictions & H™ (3, A) des
caractéres semi-simples de H™+1(3, A).

Dans le cas ou la strate semi-simple autoduale [A,n,r, 5] est gauche, suivant
Shaun Stevens [41], les caractéres semi-simples autoduaux associés sont appelés
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les caracteéres semi-simples gauches (“skew semisimple characters’ en anglais). La
différence entre les caractéres semi-simples autoduaux et gauches est explicitée dans
[3, Lemme 2.13, (i)(b)].

Posons j(ﬁ, A) :=t"1(J(8,A) N O'(h)). Nous notons aussi ;H™(3, ), J™(3,A),
pour m > 1, les pro-p-sous-groupes de G respectivement correspondants aux pro-p-
sous-groupes H™(3,A) et J™(3,A) de G par le corollaire 2.13] Remarquons que les
restrictions de 'homomorphisme ¢ & ces pro-p-sous-groupes induisent les isomorphisme
de groupes

SH™(B,N) ~ H™(B,A), J™(B,N) ~ J"(5,A), pour tout m > 0.

Alors pour 0 < m < r et pour chaque caractére semi-simple autodual § € C(A, m, 3)
de H™*1(, A), nous définissons naturellement un caractére abélien ;6 de ;H™ (3, A),
appelé caractére semi-simple autodual relevé (ou caractére semi-simple autodual pour
G= Sping(h)), par

=00 t‘SHmH(,B,A)-
L’ensemble des caractéres semi-simples autoduaux relevés est noté ;C(A, m, ). Par
deéfinition, nous avons des remarques qui sont similaires a [3, Lemme 2.13|.

Remarques 3.5. Soit ;6 € ;C(A, m, ) un caractére semi-simple autodual relevé de
SH™H(B, A). Alors
(i) Pour chaque i € Iy, la restriction de 40 a

SH™ (B, A) N Sping(hly:) = JH™ (5, AY)

est un caractére semi-simple autodual relevé de (H™(5;, AY).
(ii) Pour chaque j € I, notons G5 = {g € G; : det(g) € (F*)*}. Alors, par
la proposition [2.10, I'image de G2 sous l’injection canonique ¢; est contenue

dans O'(h). Soit G7 I'image inverse dans G par t de 1;(G?). Lintersection

SH™(B,A) N G2 est le pro-p-sous-groupe de G qui est isomorphe, par la
restriction de ¢, a

H™(3,0) N145(G) = o (H™(8, 1)),
La restriction de ;0 a ;H™(3,A) N @JQ est donc le relevé par I'injection ¢; et
puis par t d'un caractére semi-simple dans C| (A7, m,28;).

Les caractéres semi-simples autoduaux relevés sont dits gauche si la strate semi-
simple autoduale associée est gauche.

3.2.2 Entrelacement

Poursuivons avec une strate semi-simple autodual [A, n,0, 5]. Soit 6 € C(A,0, 5)
un caractére semi-simple autodual de H'(3, A). D’apres [41], Proposition 3.27] (ou
plutdt un résultat analogue pour les caractéres semi-simples autoduaux), on a

[G(e) = Jl(ﬁ?‘/\) ’ Gﬁ ) ‘]l(ﬁaA)

Avant de calculer 'entrelacement du caractére autodual relevé ;0 de 6, nous montrons
le critére suivant
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Lemme 3.6. Soient K un pro-p-sous-groupe de G et (K ["image de K dans G sous
I’homomorphisme s donné par le corollaire . Pour i =1,2, soient (o;, W;) une
représentation de K et (s0;,W;) la représentation de (K définie par : j0; = 0;0t| k.
Alors

I5(501,502) = t(Ig(o1, 09) NO'(h)).

De plus, on a
I§(3017 sa2> = [t(§)<0-17 U2>7 pour tout g € [@(3017 302)-

Démonstration. Puisque K est un pro-p-sous-groupe de G, il est contenu dans O(h)
et, de plus, la restriction de t & (K donne un isomorphisme de (K dans K dont
I'inverse est si. Par 'hypothése, s0; se factorise par o; et par t, il est donc facile de
vérifier que

I15(501,502) 2 t 1 (Ig(oy,09) NO'(R)).

Il nous reste a vérifier que :
I5(s01, 502) C 7 (Ig(01,02) N O'(R)).

Soit g € I5(s01,502). On va montrer g := t(g) € Ig(01,02) N O'(h). Comme
ge I@(sal, s02), 1l existe une transformation linéaire non nulle f : W, — W telle
que

foi(g 'kg) = Fa(k) o f, pour tout k € g, Kg ' N K.

Il est clair que la restriction de sk a gK ¢~ ' N K est 'unique homomorphisme de
gKg~' N K dans G donné par le corollaire m D’ailleurs, il n’est pas difficile de
voir que 'application

s:gKg'NK — G
k=gk'g™ = gsk(K)g~

est un homomorphisme de gK¢g~! N K dans G vérifiant to s = Idgg g1k Cela
implique que sk x,-1nx = $. En particulier, nous avons sk (k) € g;Kg ' N ;K pour
tout k € gKg ' NK.

Maintenant, pour tout k € gK g~ N K, posons k = sk (k), nous avons t(k) = k
et f o1 (g 'kg) = Fa(k) o f. Comme ,0; se factorise par o; et par ¢, on a

fooi(g tkg) = o9(k) o f, pour tout k € gKg ' N K.

Autrement dit, f € Hom sxni (901, 02) et donc g € Ig(o1,09) N O'(h). De plus, on
voit que
Hom 9KﬂK<g‘717 02) = Homi(sK)ﬂsK(g(so—l)vsJQ)-

]

Nous calculons maintenant 1’entrelacement du caractére autodual relevé .6 de 6.

Proposition 3.7 (cf. [42] Proposition 3.1|). Soit [A,n,0, 5] une strate semi-simple
autoduale et soit 0 € C(A,0,8) un caractére semi-simple autodual Televé de

SHY(B,A). Alors on a
Ig(:0) = J (B, A) - G- (B, ).
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Démonstration. Soit 6 € C(A,0, 5) le caractére semi-simple autodual tel que ;6 =
9 o t|sH1(ﬁ,A)' On a

Io(0) = J(B,A) - G- J'(B, A).

D’ailleurs, par le lemme 3.6, I5(,0) = t™'(Ion)(0)) =t~ (I(0) N O'(h)). Comme
JY(B,A) est un pro-p sous groupe de G, on a

I(0) NO'(h) = J'(B,A) -GN O'() - J'(B, A).
L’assertion de la proposition est donc équivalente a 1’égalité

le(ﬂw/\) : ab’ : le(ﬁaA) = t_l(‘]l(ﬁw/\) : Gﬁ N O/(h) : Jl(ﬁaA))

Le sens “C” est évident. Il suffit de vérifier ’autre sens. Soit z € G tel que
t(x) = jigjz, avec ji,j2 € J'(B,A) et g € G N O'(h). Solent yji,j> € sJ'(B,A)
tels que t(sj1) = j1,t(sj2) = jo. On écrit @ = 1 (o7 ' 2sjy )sjo- 11 est clair que
t(sj; 25 ') = g, d’oit la proposition. ]

3.2.3 Propriété de transfert

Supposons [A,n,0, 5] et [A',n/,0, 5] deux strates semi-simples dans g. D’apreés
[41l, Proposition 3.26], il y a une bijection canonique

Tan s C(A,0,8) — C(AN,0,5)

telle que, pour 0 € 5(/\,0,5), g = TA’A/7B(§) est I'unique caractére semi-simple
dans CN(A’,O,ﬂ) tel que B* N 16(5,5') # (). On a, de plus, B* C Ié(g,g’) Cette
bijection commute avec 'involution 7. Elle induit donc une bijection canonique,
notée aussi Taa g : C(A,0,8) — C(N,0,0), et, par [39, Corllaire 2.4], pour 6 €
C(A,0,5),0 = tan 5(0) est I'unique caractére semi-simple autodual dans C(A', 0, /)
tel que Gz N I1g(0,60") # 0. Bien str on a, de plus, que Gz C I5(6,6'). Cette bijection
induit & la fois une bijection canonique, notée encore 7 a5, entre ;C(A,0, ) et
sC(A)0, ), qui, a chaque caractére semi-simple autodual relevé ;0 € (C(A,0,f)
associé a un caractére semi-simple autodual § € C(A,0, ), fait correspondre le
caractére semi-simple autodual relevé ;0 € ;C(A’,0, ) associé au caractére semi-
simple autodual 8" = 75 ar 5(#). De plus, nous avons la propriété suivante :

Proposition 3.8 (cf. [42, Proposition 3.2|). Soient [A,n,0, 5] et [A',n',0, 5] deux
strates semi-simples dans g. Pour chaque caractére semi-simple autodual relevé
0 € sC(A,0,0), le caractere 0" = T p(s0) est Punique caractére semi-simple
autodual relevé dans sC(N', 0, B) tel que aﬁﬂ]@(sﬁ, s0") # 0. De plus, CA}’B C Ia(s0,0").

Démonstration. Puisque @5 = t’l(Gg), cette proposition est une conséquence im-
médiate du lemme [3.6 m
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3.3 Extension de Heisenberg

Rappelons que la restriction de ¢ sur les pro-p sous-groupes ;H' (53, A) et ,J' (5, A)
donne des isomorphismes canoniques

JHYB,A) ~ HY (B, A) et JHB,A) ~ JHB,A).

Cela nous permet de voir I'existence et l'unicité de I’extension de Heisenberg. Dans
cette section nous allons montrer de plus ses propriétés d’entrelacement.

Soit # € C(A,0,3) un caractére semi-simple autodual de H'(3,A) et .0 le ca-
ractére semi-simple autodual relevé correspondant de ;H'(3,A). Soit n I'unique
représentation irréductible de J'(3, A) contenant 6 (I'existence et 'unicité de cette
représentation sont confirmées par [25, §2.7| et par [41], Corollaire 3.29] pour un
caractére semi-simple gauche). Alors ¢n = not|, J1(,A) €st une représentation irré-
ductible de 4J'(3, A) contenant .0 et c’est 'unique représentation irréductible ;1 de
sJY(B,A) contenant 0. De plus, dim ,n = (J*(8,A) : JHY(B,A))Y2.

La proposition suivante détermine 1’ensemble des entrelacements de ;n dans G.

Proposition 3.9 (cf.[41], Proposition 3.31]). Pour g € G, on a

1 s gesjl(ﬂ,A)@stl(B7A)a
0 sinon.

dim Ig(Sn?ST]) = {

Démonstration. Avec la remarque précédente que i = not| jia) et le lemme ,
cette proposition est une conséquence immédiate de [41, Proposition 3.31] (ou plutot
un résultat analogue pour l'extension de Heisenberg d’un caractére semi-simple
autodual, voir |25, Proposition 2.6]). O

Soient [A™, n, 0, 8] et [AM ny, 0, 8] deux strates semi-simples dans g associées

a la méme décomposition autoduale de V'
V = [ien V] L [Lyer, (V@ V)] (32)

Supposons de plus que ag(A™) C ag(AM). Soit 6, € C(A™,0, 3) un caractére semi-
simple autodual de H'(3, A™) et soit 0y € C(AM,0, ) le caractére semi-simple
autodual correspondant a 6,, par le transfert 7m ynm 5. On désigne par 7, (respecti-
vement 7,7) I'unique représentation irréductible de J! = J' (8, A™) (respectivement
Ji, = JHB,AM)) contenant 0,, (respectivement 6y).

Posons J;, i, = Pi(A72)Jy,. D’aprés [23], Proposition 2.6], il existe une unique
représentation irréductible 7, ps de J,lm u telle que

(1> 77m,A|J11W = TImM;

(ii) Indi}(?{m)nm M et Indi}n(Am)nm sont irréductibles et équivalentes.

De plus, on a aussi

st g€ Jrln,MGﬁ‘]%@,Ma

0 sinon.

dim Iy (N, m) = {

Poursuivons dans la méme situation. Posons ,J. = JY(B,A™) et Ji, =
sJH(B, AM). Soit .0, (respectivement ,0)/) le caractére semi-simple autodual re-
levé de 0,, (respectivement 6). Soient s, = nm o t[ 1, et snar = mar o t[ 1 . Posons
s = sPL(AT ) Jyy. Alors [25, Proposition 2.6] et le lemme [3.6] impliquent
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Proposition 3.10. ;0 p = M © t|SJ71n’M est l'unique représentation irréductible
de oJ), \ telle que

(i) snm,M)lsJ}W = sTM;

(i1) Indzii(/::)snmﬂ et Indziﬂ(/\m)snm sont irréductibles et équivalentes.

De plus, on a

1 sige sJ}n,M -Gpg - SJT%%M,

0 sinon.

dim [g(snm,M) = {

Dans cette situation, si de plus by(A™) est un og-ordre autodual minimal dans
B alors la représentation 7,, s est aussi caractérisée comme l'unique représentation
irréductible de Jv&z, a qui contient 1, et qui est entrelacé par tous les éléments de G
[42, Corollaire 3.11] (ou plutot encore [25, Proposition 2.6]). En appliquant le lemme
, on voit bien que la représentation 7, s posseéde une caractéristique similaire :
c’est 'unique prolongement de ;n,, dont tous les éléments de @5 appartiennent a
I’ensemble d’entrelacements.

Soit maintenant [A,n,0, 5] une autre strate semi-simple dans g de la méme
décomposition autoduale de V telle que bo(A™) C by(A) C bo(AM). Soit ;0 =
Tam A 5(s0m) €t soit ¢n Punique représentation irréductible de (J'(5, A) qui contient
s0. Notons ;nx ar la représentation de SJ,{M = ¢Pi(A,,)sJ}; donnée par la proposition
précédente en remplagant A par A. La propriété suivante de compatibilité est un
corollaire direct de [42] proposition 3.8 (ou le résultat analogue pour les caractéres
semi-simples autoduaux).

Corollaire 3.11 (cf. [42], proposition 3.8]). Avec les hypothéses précédentes, on a

sThm, M = sTIA,M -

1
sIp M

3.4 Beta extensions

Soit [A,n, 0, ] une strate semi-simple dans g. Soit 0 € ;C(A,0, $) un caractére
semi-simple autodual relevé de ;H'(3, A) d’extension de Heisenberg ,n. Nous allons
définir, dans cette section, les §-extensions pour G. Elles sont des prolongements
appropriés de ;n a J(8,A) =t~ (J(B8,A) N O'(V)). L’idée est de simplement relever
toutes les [-extensions de n qui sont définies de maniére analogue a [42, §4| (voir
[25, §2, S-extensions standards|). Autrement dit, nous ne considérons que des pro-
longements de ,n a I (B, A) qui sont triviaux sur le centre de G. Cette définition de
[-extensions nous permet de profiter des propriétés appropriées des [-extensions de
n. En suivant [42, §4|, nous étudions tout d’abord les cas ou by(A) est un og-ordre
autodual maximal de B. Ensuite, nous travaillons dans le cas général. Nous montrons
aussi que la propriété de compatibilité est encore respectée.

3.4.1 Cas maximal

Soit [AM n, 0, 8] une strate semi-simple dans g telle que bo(AM) soit un og-ordre
autodual maximal de B. Soient 6, € C(AM,0, 8) un caractére semi-simple autodual
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et myr Punique représentation irréductible de Ji, = J'(B8,AM) qui contient ;.
D’abord, nous rappelons la définition de [-extensions de 1,;.

Soit A™ une suite autoduale de og-réseaux de V telle que by(A™) soit un op-
ordre autodual minimal de B et que ag(A™) C ag(AM) (une telle suite de op-
réseaux existe toujours, voir [42, Corollaire 2.9]). Soit 7, ps 'unique représentation
de J}, ;= Pi(A})J), définie dans [25, Proposition 2.6] (rappelé dans la section
précédente). D’apreés [42) Théoréme 4.1] (ou plutot le résultat analogue pour les
caractéres autoduaux), il existe un prolongement s de 1, 0 & Ji; = J7(8,AM). On
appelle (-extension de ny; un tel prolongement (|25, Définition 2.8]). De plus, si ks
et k), sont deux [-extensions de 7y, alors k), = Ky ® X, pour un certain caracteére
x du quotient P*(A})/Pi(A]T) qui est trivial sur tous ses sous-groupes unipotents.

Soit 0y € C(AM,0, B) le caractére semi-simple autodual relevé correspondant
a 0yr. Soit ¢mpr I'unique représentation irréductible de (J1, = ,JY(3, A*) contenant
sOr- Rappelons que ¢y =y ot

1.
SJ]M

Définition 3.12. Soit ry une S-extension de 7. Nous appelons [-extension de
s la représentation %y de Jy = J(B, AM) définie par

Ry — Ry Ot’jM.

Posons SJ}n’M = SP(AZ;)SJ& et sWmr = Nm © t|sJ71n’M. Il est clair qu'une f-

extension de ¢y, est un prolongement de 7, 1 a 7, - Comme by(A™) est minimal

dans B, le groupe ng%  €st un pro-p-sous-groupe de Sylow de J, - Cela nous donne
le corollaire suivant qui est une conséquence immédiate de [42], Théoréme 4.1].

Corollaire 3.13. Si k) et By, sont deux B-extensions de sny alors Ky, = Ry & X,
ot x est un caractére du quotient P(A))/Py(A)L) qui est trivial sur le sous-groupe
engendré par tous ses sous-groupes unipotents.

3.4.2 Cas général

Nous nous plagons maintenant dans le cas ou [A,n,0, 5] est une strate semi-
simple quelconque dans g, c’est-a-dire, bo(A) est un og-ordre autodual mais pas
nécessairement maximal de B. On va définir les S-extensions de 41 a J (B, A) relatives
A une suite autoduale de op-réseaux A dont bo(AM) est un og-ordre autodual
maximal de B contenant by(A), et compatible avec une [-extension associée. Mais
d’abord, comme dans le cas des groupes classiques (voir [42] §4.2]), on a besoin d’une
condition de compatibilité.

Soient [A, n, 0, 5] et [A',n/, 0, 5] deux strates semi-simples dans g telles que by(A) C
bo(A). Soient 6 € C(A,0,3) un caractére semi-simple autodual de H'(3,A) et
0 = Ty a 5(6). Comme d’habitude, on désigne par n (respectivement 1') 1'unique
représentation irréductible de J'(3,A) (respectivement de J'(3,A’)) contenant n
(respectivement 7/').

Nous notons a nouveau 0 (respectivement ,0’) le caractére semi-simple autodual
relevé correspondant a 6 (respectivement & ). Notons aussi

sN=mno t‘le(,B,A) et 377/ = 77/ o t‘sjl(ﬁJ\/).
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Ces représentations sont 'unique représentation irréductible de ,J'(3,A) et de
sJH (B, ') contenant (0 et .0', respectivement. Soit 4na s 'unique représentation
irréductible de SJ/{ v = sPi(Ao,)sJH(B,A') qui est déterminée par la proposition
m en remplagant A™ par A et AM par A’. Le lemme suivant est similaire a [13]
Proposition 5.2.5|, [33, Lemme 2.23, Proposition 2.9|, [42, Lemme 4.3] et [25, Lemme
2.7].

Lemme 3.14. Avec les notations au-dessus, il y a une bijection canonique entre
Uensemble des prolongements k de sn a J = J(B,A) et l'ensemble des prolongements
K de s a jA,A/ = P(No,)sJ (B, N). En particulier, si de plus ag(A) C ag(A') alors
a chaque K (respectivement ®') donnée la bijection fait correspondre une unique K’
(respectivement une unique k) telle que

P(Aog) P1(A) Pi(A)

~ Tnd" M)

Ia N

~/
In d | T’
De plus, si & et K se correspondent par cette bijection alors les ensembles d’en-
trelacements dans G de K et de &[5 = sont égaua.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est totalement identique a la démons-
tration de [42, Lemme 4.3]. O

Continuons avec les hypothéses précédentes et supposons de plus que ' est de la
forme &’ = #'ot|; ot & est un prolongement de i’ a Jy \, = P (A,,)J" (B, \'). Soit
k le prolongement de na JT(8,A) qui correspond a k' sous la bijection canonique du
lemme 4.3 dans [42]. La relation entre x et 'image de &’ par la bijection canonique de
la proposition précédente est posée comme une question naturelle. Nous trouverons
la réponse dans la proposition suivante.

Proposition 3.15. Soit ¥’ une représentation de jA,A’ qui est de la forme K =
K otz ~ou K est un prolongement den' a J, = PT(A,,)J' (B, ). Alors la
représentation k = K o t|j(5 A) de :f(ﬁ, A) est limage de &' par la bijection canonique

de la proposition [3.1])

Démonstration. 1l suffit de montrer I’assertion dans le cas ot on a ag(A) C ag(A). Il
est clair que k est un prolongement de ,n a J (B, A) car k est un prolongement de 7
a J(B,A). Par 'unicité, il nous reste 4 montrer que & et #’ induisent & P(A,, )sPi(A)
deux représentations irréductibles équivalentes.

Nous désignons par J'(3, A), Jy r, P'(Aoy,) I'intersection de J* (5, A), I PT(Aoy)
avec O'(h), respectivement. Appliquant la formule de restriction de Maékey nous
obtenons

* (Ao hid PHA0pPI(A) o 1 qF Bop) AR T (8.0)
Resp,(A E) I dJ+ (B.A) = In dJ,(ﬁA’”; Res J’(b’ A B
A A A A A A’
D’ailleurs, Ind ))Pl( ) Ind ;o)L () d’aprés le lemme 4.3 dans [42]. Alors
A A
P(Rop) PUN p  TH(B) "Ao)PL M)y XA
nd} 37 ™V Res) )k 2 Iy e VRes T
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De plus, par définition de I'induction, on voit bien que

"(Ao ) P1(A BA) ~ (Au )s Pr(A) ~
In dJ, ﬁAE 'Re SJ, A K Indj(BAE)
et I dP (AUE Pl A)R AA,K/, ~ Inde(AOE)Spl(A)AI
A A AA AN

D’ou la proposition.

]

Nous revenons maintenant définir les [-extensions dans le cas général. Soit
[A,n,0, 5] une strate semi-simple dans g et soit # € C(A,0,3) un caractére
semi-simple autodual relevé de ;H'(5,A). Soit [AM nyr,0, 5] une autre strate semi-
simple dans g telle que by(AY) est un og-ordre autodual maximal de B conte-
nant bo(A). Soient 0y = 75 an 5(s0), sna 'unique représentation irréductible de
sJi = JYHB,AM) contenant i, et Ky une B-extension de ¢y A Ty = j(ﬂ,AM)
définie par la définition [3.12

Définition 3.16 (cf. [42, Définition 4.5, [25, Définition 2.8]). On appelle S-extension
de ¢n a j(B,A) relative a AM, compatible avec Ky le prolongement & de ,n &
J (B, A) correspondant & Ry B(Aay)eJt, SOUS la bijection canonique déterminée par la
proposition [3.14]

Par définition, kj; se factorise par une [S-extension ry; de ny; & Jy,. D’aprés la
proposition , ona R =kot|z,,, ol £ est la f-extension de n a J(B, A) relative
a AM et compatible avec rj; au sens de [42, Définition 4.5] (ou la définition analogue
dans le cas autodual, voir [25, Définition 2.8]).

La définition de S-extensions au-dessus est naturelle. Nous vérifions maintenant
des “bonnes propriétés” de ces prolongements. Tout d’abord, on obtient directement

un résultat sur leurs entrelacements qui est similaire & la propriété dans [42, corollaire
4.6].

Corollaire 3.17 (cf. [42, Corollaire 4.6]). Soit k une [-extension de sn relative &
AM . Alors P(A)L) entrelace R.

Démonstration. Par argument précédent, & se factorise par une -extension x de 7.
D’apreés [42, Corollaire 4.6], P(Aé\é ) entrelace k. Alors l'affirmation suit immédiate-

ment car ﬁ(Aé‘é) est I'image inverse dans G de P(A)). O

Supposons [A™, n,,, 0, 5] est une strate semi-simple dans g telle que bo(A™) soit un
op-ordre autodual minimal dans B et que ag(A™) C ag(A). Posons 46,, = A am (s0)
et soit 47, 'unique représentation irréductible J*(8, A™) qui contient ¢0,,. Soit s7, A
la représentation irréductible de ,J}, \ = (P (A7 ) JY(B, A) définie par la proposition
- Comme by(A™) est minimal dans B, sJ,, x est un p-sous-groupe de Sylow
de J(B,A). Etant similaire a [I3, Proposition 5.2.6] et a [42, Proposition 4.7|, la
proposition suivante décrit la restriction a SJ},L’ A d’'une p-extension de 4.

Proposition 3.18. Avec les notations au-dessus, on a E]SJ;A = sNWm,A pour toute
B-extension Kk de ;n a j\(@,/\).
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Démonstration. Soit k une -extension de ;7 a T (B, A). Par définition, & se factorise
par une f(-extension x de n a J(S,A). D’aprés [42, Proposition 4.7] (ou plutot un
analogue pour le cas autodual), on a

K‘Jrln,A = Nm,A»

ou Jp n = Pi(ATL)J' (B, A) et 1 a est la représentation irréductible de J, \ définie
par [25, Proposition 2.6]. De plus, s7, 4 se factorise par 7, . D’ott la proposition. [

Soit J° = fo(ﬁ, A) 'image inverse dans J = j(ﬁ, A) de la composante connexe du
quotient j/ JY(B, ). Alors Jo = ﬁO(A 2)sJ (B, A), on ﬁ"(A ) est 'image inverse
dans }Aj(A ») de la composante connexe du quotient P( op)/sP1(Noy) = J/sJH B, A)
(en fait, P"(A0 ) est un sous-groupe parahorique de GB) Nous considérons la restric-
tion & J° des [-extensions.

Nous appelons aussi 3-extension de 41 a J° la restriction d'une [-extension de 4n
a J. Nous vérifions la propriété de compatibilité pour les [-extensions a J° dans la
proposition suivante qui est analogue a [42, Proposition 4.8] et [I3], 5.2.14].

Proposition 3.19. Soient [A,n,0, (] et [N, n',0, 5] deux strates semi-simples dans
g. Supposons qu’il existe une strate semi-simple dans g, notée [AM ny;, 0, 8], telle
que bo(AM) est un op-ordre autodual maximal de B contenant bo(A) et bo(A'). Soit
s0 € SC(A,0,8) un caractere semi-simple autodual relevé de ;H'(B,A) et posons
0 = Tanp(s0). On désigne par sn (respectivement ') lunique représentation
irréductible de ;J'(3, ) (respectivement de J'(3,\')) qui contient 0 (Tespectivement
0’) Il y a une bijection canonique entre l’ensemble des [-extensions K de ¢n' a
JO(B N') relative a AM et I’ensemble des 3-extensions & de 41 a J"(B A) relative a AM.
En particulier, si ag(A) C ag(A’) alors cette bijection est définie de maniére suivante :
a une K (respectivement &) donnée, elle fait correspondre l'unique R’ (respectivement
k) vérifiant la condition que K et Ellﬁ"(AuE)le(B,A’) induisent a ﬁO(AUE)Spl(A) deux
représentations irréductibles équivalentes.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est totalement identique a
celle de [42], Proposition 4.8]. ]

Si k et k' sont deux [-extensions se correspondant sous la bijection de la proposi-
tion [3.19] alors on dit qu’elles sont compatibles.
Soit [A, n, 0, 5] une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale
associée de V/
V= lLien, V' L [Ljer, VO VT)]

La suite autoduale de réseaux L s’écrit donc A = @;c; A%, ot A est une suite de
op,-réseaux dans V'. Pour chaque ¢ € I = I_ U Iy U I, on définit une suite de
0p,-réseaux M dans V"' par

wip A(0), siiel,
M (2r +5) =  wp Al(s), siiely,
w%ﬁ/\l(l), S1 1 & I+,
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pour r € Z et s = 0,1. Posant My = EB , on obtient une suite de og-réseaux
autoduale avec bo(ﬁﬁA) un og-ordre autodual maxnnal dans B contenant bg(A) et
(94, ngn, 0, 5] est une strate semi-simple gauche pour un certain entier ngy.

Soient 40 € (C(A,0,3) un caractére semi-simple autodual relevé de ;H'(3, A) et
1 'unique représentation irréductible de ,J'(53,A) contenant ,0. On appelle une
B-extension standard de ¢n une [-extension de 41 relative a My .

3.5 Types cuspidaux

Le but de ce paragraphe est de définir des types cuspidaux pour le groupe @,
i.e., des paires (j, A) consistant en un sous-groupe ouvert compact J de G et une
représentation irréductible A de J telle que ™ = c—Ind?)\ est une représentation
irréductible supercuspidale de G.

Utilisant les notations dans les chapitres précédents, nous partons d’une strate
semi-simple [A,n,0, 5] dans g et d’un caractére semi-simple autodual relevé ;0 €

sC(A,0, 3) du sous-groupe ;H'(3, A). Soit 41 la représentation irréductible de ;.J 1(B,A)
qui contient ;0. Notons & une f-extension standard de 41 a J(B A) = (A 2)sJH (B, A),
définie dans le chapitre précédent.

Nous rappelons que 1'on a une suite exacte

1= Pi(Aoy) — 13(A0E) M — 1,

ot M est le groupe des points rationnels d’'un groupe réductif défini sur un corps
fini. Cette suite induit une suite exacte

1— JYB,A) = J(B,A) — M — 1.

Rappelons aussi que le groupe M nlest pas connexe en général et que l'on note
PO(A ) U'image inverse dans P(A ) de la composante connexe M de M. Alors
Jo(B8,A) = P°(A,,)sJ (B, A) est 'image inverse de M dans J(3, A).

Soit p une représentation irréductible de M dont la restriction a la composante
connexe M contient une représentation irréductible cuspidale p°. Notons p (respecti-
vement p°) l'inflation de p (respectivement p°) a j(ﬁ, A) (respectivement J°(8, A)).
Les représentations p, p, p° sont aussi dites cuspidales. Posons A = & ® p.

Définition 3.20. La paire (j\(ﬁ, A), \) obtenue est appelée un type cuspidal pour
G si la strate [A, n,0, 5] associée est une strate semi-simple autoduale gauche et si
]3"(/\0 ) est un sous-groupe parahorique maximal de G 3 dont le normalisateur dans
C/J\g est compact.

Comme [42], Corollaire 6.19], nous avons

Théoréme 3.21. Soit (:f(ﬁ, A), A) un type cuspidal pour G. Alors la représentation

T =c- IndJ(B ) A est une représentation irréductible supercuspidale de G et (:f(ﬁ, A), )

est un |G, | a-type.
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Démonstration. 11 suffit de calculer I'entrelacement de A dans G. C'est un calcul
analogue a la démonstration de [42, Proposition 6.18].

Supposons g € G entrelace A = £ ® p. Alors g entrelace la restriction de \ a
sJH(B,A). Comme p est triviale sur ,J' (53, A), g entrelace ,n. D’ailleurs, on a

I5(m) = s J (B, A) - Gs - J'(B.A).

Alors on peut supposer (et on suppose) que g appartienne a CAJB.
Comme K| 7,5 est irréductible et normalisée par J(f,A), en utilisant la théorie
de réducibilité de Clifford [18, Théoréme 1|, on a

Aoy = mZE ® (p°)F ~ mZ(E ® p°)P

pES peS

ou m € N est une multiplicité et S est un ensemble de representants pour le quotient
P(A o)/ Npa, )(p ). Puisque g entrelace A|7, g ), il existe p,p’ € P(A, ») tels que

pgp’ entrelace )\" =k ® p°. Cela implique que 'on peut supposer (et on suppose) que
g entrelace \°.

Soit A™ une suite autoduale de og-réseaux de V telle que byo(A™) soit un op-
ordre autodual de B qui est contenu dans bo(A). On voit que P°(A,,) est un
sous-groupe parahorique de @5 et qu’il contient le sous-groupe d’Iwahori ﬁO(Am ).
Nous pouvons supposer (et nous supposons) de plus que g soit un représentant
distingué de double classe pour PO( 0E) \ Gﬁ/P (Aoy) au sens de [26, §3.10]. Posons

Tha = SPHAR)JN(B,A) et T2, = PO(AR), T (5, A).

Pulsque g entrelace A?, il existe un homomorphisme non nul
¢ € I,(\°) = Hom jo(ﬁ’A)mgjo(&A)()\o,9)\0).

Nous pouvons écrire ¢ = 3, S; @ Ty, out S; € Endc(k), T € Endc(p?) tels que {T}};
soient linéairement indépendants. Pour tout h € ,J(8, A) N9, J1(B,A) on a

A’(h) o ¢ = ¢ oX(h).

On a donc
> (R(h) 0 S; = S; 0 R(h)) © Ty,
J
car p° est triviale sur J*(3, A). Comme {T}}; sont linéairement indépendants, pour
tout j, S; entrelace 4n. Puisque dim I,(sn) = 1, ces calculs implique que ¢ est de la
forme ¢ = S® T, ou S € I,(,n) et T € Endc(p?).
En utilisant les propositions et , on voit que S € I,(K|, JIINE Maintenant,

pour tout h € SJ,}% AN gsJ,%% A, la relation d’entrelacement nous donne
p°(h)oT =T o9p°(h).

Autrement dit, g entrelace la restriction de p® a ,JL et donca  Pr(AY ) Remarquons

que (P (A7) est le radical unipotent d'un sous-groupe d’Iwahori de Gg. Alors, par
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[42, Proposmon 1.1] avec 'hypothése que pe (A,,) est un sous-groupe parahorique
maximal de G/g, g appartient au normalisateur de P"(AOE) dans @5.

Puisque le normalisateur de P"(A ) dans Gﬁ est compact, on a g € ]S(A 5)-
Cela implique que I5(\) = :f(ﬁ,A) D’aprés [16, Proposition 1.5], 7 = ¢-Ind< ,BA))\
est une représentation irréductible supercuspidale de G. Et donc (J (ﬁ, A),\) est un
G, 7| a-type d’apres [14], Proposition 5.4|. O

Avec le théoréme [3.21] nous complétons notre construction, au moyen de types,
d’une famille de représentations irréductibles supercuspidales de G. Dans la suite,
nous espérons montrer que, avec cette c01rlst£uction7 nous obtenons toutes les repré-
sentations irréductibles supercuspidales de G.






Chapitre 4

Probléme d’exhaustivité

Nous avons maintenagt une construction de représentations complexes irréduc-
tibles supercuspidales de G = Sping(h). Dans ce chapitre, nous espérons montrer que
I'on peut obtenir toutes les représentations irréductibles complexes supercuspidales
de GG par cette construction. Rappelons que toutes les représentations lisses de niveau
zéro (du groupe des points rationnels) d’un groupe réductif connexe défini sur un
corps local non archimédien sont classifiées par Lawrence Morris [27] et par Allen
Moy et Gopal Prasad [29]. Nous ne considérons donc ici que des représentations de
niveau positif. Suivant les travaux de Shaun Stevens pour les groupes classiques,
nous essayons de montrer I'exhaustivité en trois étapes : nous montrons d’abord dans
le paragraphe que toute représentation lisse irréductible supercuspidale 7 de G
contient une strate semi-simple gauche [A,n,n — 1, ] dans g; la deuxiéme étape est
de démontrer que 7 contient un caractére semi-simple gauche relevé ;6 € ,C(A,0, f)
associé a une strate semi-simple gauche [A,n, 0, 5] dans g. Cette étape est réalisée
dans le paragraphe [£.2]; la derniére étape est de montrer que 7 contient un type
cuspidal. Cette étape n’est pas encore complétement démontrée. Nous étudions cette
étape a la fin du chapitre.

4.1 Strates semi-simples

Nous rappelons d’abord la notion de strate fondamentale dans A. Soit [A, n,n—1, 0]
une strate dans A. Posons y, = wy/?b9 € ag(A), ott e = e(A) est la op-période
de A et g = pged (n, e). Soit p(X) € kp[X] la réduction modulo pr du polynéme
caractéristique de y,. Le polynome ¢, (X) ne dépend que de la classe d’équivalence
de [A,n,n—1,b] et on 'appelle le polyndme caractéristique de la strate [A,n,n—1,b].
La strate [A,n,n — 1,b] est dite scindée si @p(X) admet deux facteurs premiers entre
eux, et fondamentale si py(X) # XV (|13, §2.3], [40, Définition 2.7]).

Supposons maintenant [A,n,n — 1, b] est une strate autoduale. Rappelons que sa
classe d’équivalence correspond au caractére i, de P, (A). Soit 7 une représentation
lisse de G. On dit que 7 contient la strate [A,n,n — 1,b] si sa restriction a 4P, (A)
contient le caractére ;.

Dans cette premiere section du chapitre, nous allons démontrer que toute re-
présentation irréductible supercuspidale de niveau positif de G' contient une strate
semi-simple gauche [A,n,n — 1,b] dans g. Cette étape est totalement identique a [40)].
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Nous allons adapter tous les résultats de loc. cit. pour notre groupe G.

4.1.1 Strate (G-scindée

Avant de démontrer le résultat principal de la section, nous rappelons la notion
de strates autoduale G-scindée de [40] et, en suivant le paragraphe 3 de loc. cit., nous
montrons un résultat analogue pour G : toute représentation lisse de G contenant
une strate autoduale G-scindée n’est pas supercuspidale.

Soit [A,n,n — 1,b] une strate autoduale de polynéme caractéristique ¢,(X).
Comme b est un élément de g, on a ,(X) = (e X), oit € = (—1)/9 et donc si (X))
est un facteur de ¢p(X), ¥(eX) l'est aussi. La strate [A,n,n — 1, b] est dite G-scindée
si pp(X) a un facteur unitaire indécomposable (X)) tel que (X)) # £1(eX). Dans
ce cas, le polynome ¢, (X) est de la forme (X)) = (X)) (eX)"0(X), ou 0(X)
est premier a (X)) et & ¥(eX), et 0(X) = £0(cX). Par le lemme de Hensel (voir
[31]), il y a donc deux polynomes premiers entre eux, V(X ), ©(X) € op[X], dont les
réductions modulo p g sont respectivement (X)™ et 6(X), tels que ¥(X)¥ (e X)O(X)
soit le polynéme caractéristique de .

Supposons maintenant que la strate [A,n,n — 1,b] est G-scindée. Posons

Vi =ker W(yp), Vo1 = ker U(ey,) et Vi = ker O(yy).

Alors Vi et V_; sont deux sous-espaces totalement isotropes en dualité, par rapport
a h, et orthogonaux a Vj :

V=WlLWVieV,).

De plus, ce sont trois sous-espaces stables par b.
Pour i = 0, £1, on définit des suites de réseaux A’ dans V; par A'(k) = A(k) NV,
pour tout k € Z. Alors on a

A(k) = A'(k) @ A°(k) & A~ (k),Vk € Z,

et, pour ¢ = +1, b; = bly, € Autx(V;) est A'-inversible (on rappelle qu'un élément
de Autp(V;) est Al-inversible si vyi(z7') = —vi(x) ou, en équivalence, si zA (k) =
A (k 4 vpi(x)) pour tout k € Z [15], 3.4]) et vpi(b;) = —n (voir [I5, 24], 3.5, 3.6]). De
plus, si on note A% = Hom (V;,V;), pour i, j € {—1,0, 1}, alors d’apres [13, 2.9], on a

a(A) = @ ax(A) N AY pour tout k € Z.

i,je{-1,0,1}

Notons L = (A7H71)% x (A%0)* x (AV1)*) Agp = A0 A @ AOY A, =
A%t AL @ A et Uy, = 1+ Agyp, Uing = 1 + Ajny. Posons encore L™ =
LNG, Ugy,=UspNGet U, = UpnyNG. Alors Py, = LU, est un sous-groupe
parabolique maximal de G, avec facteur de Levi L™ et son radical unipotent U, , et
son parabolique opposé P, = L™ Uy ;.

Pour chaque g € {0,1,...,n}, Shaun Stevens |40, p. 429] a défini deux pro-p-sous-
groupes Hy , et H,  de G tels que

Hy,NL = P,(ANNL", H,NU,

ing = Pa(A)NU,

info

Hy NUg, = Pa(AM)NU,
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et
Hy NL™ = P (MNL™,  Hy U, = Po(MNUL,,  Hy NUg,, = Py (M)NUg,,.
Il a également défini un caractere ¢, de Hy ,, qui est trivial sur H, , tel que
IGW;’H;O) CHyy- L™ - Hyy,.
Solent sH, ., pour j =1,2,¢=0,...,n,Ug,, et ;U . les sous-groupes de G déter-
minés par les sections homomorphes unlques de H; ,, U, et de U, ;, respectivement,

Jq su

données par le corollaire 2.13| Notons aussi L~ Psup et P s Vimage inverse dans G de

L=nO'(h ) de Psup NO'(h) et de P, NO'(h), respectivement, par 'homomorphisme
t. Alors Psup =L Usup est un sous-groupe parabolique maximal de G de facteur de
t] Hio: La proposition

Levi L™ et d’opposé me L~ sUiny- Posons s =1y o
suivante est une conséquence directe du lemme [3.6]

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes, on a
La(s¥y
Nous avons maintenant besoin du lemme suivant pour transporter des résultats

de G a G.
Lemme 4.2. Soit Y un pro-p-sous-groupe de G et on note sy : Y — G 'homomor-

phisme défini par le corollaire . Soit X un sous-groupe de G tel que X = t(X)
normalise Y et agit tmnsz’tz’vement sur une famille Cy de caracteres de Y. Posons

SHiO) C SHl_,O ° L_ * 5H1_70.

sCY = {38 =fo t‘sy(y) 10 € Cy}
Alors X normalise sy (Y) et agit transitivement sur la famille ,Cy-.

Démonstration. Soit T € X et posons x = t(T) € X. Considérons I'application
s:Y=z'Y2r— @,x’lyx = T sy (y)7.

Il est clair que s est un morphisme et que t o s = Idy. L’'unicité de sy implique que
s = sy. En particulier, nous avons

T sy (V)T = s(x7'Yx) = sy (27'Yz) = sy (Y).

La deuxiéme assertion suit immédiatement car, pour tout ;8 € ,Cy et tout 7 € X,
on a

T-0=(x-0)ot, onx=1t(T).

Maintenant nous montrons le théoréme principal du paragraphe.

Théoréme 4.3 ([40, Théoreme 3.6]). Soit (7, V) une représentation lisse de G.
Si m contient une strate autoduale G-scindée [A,n,n — 1,b] alors elle n’est pas
supercuspidale.
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Démonstration. En suivant la démonstration de [40, Théoréme 3.6], nous allons
construire une paire couvrante, et alors un module de Jacquet non-trivial, pour 7.
Notons G; = (A")*, pour i = —1,0,1, et Gf = {g € Gy : det g € (F*)?}. Soient :
(i) K un pro-p-sous-groupe de Py(A') contenant H; N G?7, p1 une représentation
irréductible de K7 dont la restriction sur Hy N é% est un multiple de ¥, ;
(ii) Ky un pro-p-sous-groupe de P;(A°) contenant H; (NGy; py une représentation
irréductible de K dont la restriction sur Hy N Gy est un multiple de (N
Remarquons que Hy N é% =Hi,N él puisque Hy, est un pro-p-sous-groupe et

que l'on peut identifier K; C G?% a un sous-groupe de O’(h) par I'injection canonique :

k
Kis>k— 1

Comme d’habitude, nous notons (K7, K, les deux pro-p-sous-groupes de G
respectivement correspondants a K; et K; par les sections homomorphes uniques
déterminées par le corollaire (Ce sont, en fait, les restrictions a K; et & K de la
section homomorphe unique de P (A)). Posons aussi ;01 = p10t|,k, et spy = pg ot|, Ky
Alors, nous avons le lemme suivant qui est similaire a [40, Proposition 3.3| et [15]
§3.9, Corollaire].

Lemme 4.4.
(i) L'ensemble ;K = (K1 x Ky) - sHy est un groupe.

(i) 1l eziste une unique représentation irréductible sp de (K qui est triviale sur
SHKNJUS et sur KNy infs €t dont la restriction sur sK; X (K, est 4p1 @ 5pq -

sup

(111) (K, sp) est une paire couvrante de (K1 X sKy ,sp1 @ spg )-

Démonstration. 11 s’agit de la méme démonstration de [I5], §3.9, Corollaire|. Par
I'hypothése, Ky x K est un sous-groupe de P;(A) N L~ et donc il normalise Hiy.
Du méme argument du lemme ot on utilise I'unicité de la section homomorphe
de H, déterminée par le corollaire K1 % (K normalise (H 10° Cela implique
immédiatement ’assertion (i) et puis I'assertion (ii). On voit de plus que la restriction
de t & (K est un isomorphisme de (K dans K = (K x Kj ) - Hy,.

Par la définition de K, il y a une décomposition d’Iwahori :

K=KnU,, - KNL -KNUg,,

Cette décomposition se transporte par la section homomorphe de K a une décompo-
sition d’Iwahori de (K :

K= KNU,, KNL - KN,
De plus, ;K N L~ = ,K; x Ky et, par (i), (K, sp) est une paire décomposée
au-dessus de (K7 X ;K ,sp1 @ spy ) relativement a P,

sup*
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Il nous reste a chercher un élément Z du centre de L~ qui est fortement positif

relativement a P, et (K tel qu’il existe un élément inversible de 'algebre de

convolution ’H(CA} ,sI, sp) dont le support est la double classe (K Z 1K,
Prenons une image inverse ¢ par ¢t de I’élément

wil
(= I e L NO'(h).

2
wpl

Lemme 4.5. L’élément E est contenu dans le centre de L™ et fortement positif
relativement a (P, sK).

Démonstration. Pour montrer que Eappartient au centre/\de E_, on se ramene
d’abord au cas o V; est de dimension 1. En effet, soit [ € L~. Alors ¢(1) est de la
forme

g
t(l) = m €L,
g
ot g € Gy et m € SOp(hlyxv; ). Ecrivons
d
1 /
9= g,

ot d = det p(g) et ¢’ € SL(V4). Nous allons montrer que ¢ commute avec les images

A~

inverses dans L~ de

1 € L~ nO'(h), pour ¢" € SL(1}).

g/—l

Soit U C SL(V}) un sous-groupe unipotent de SL(V}). On peut identifier U avec
un sous-groupe unipotent de L~ par l'injection canonique

u
Usu<— 1

71
Par le corollaire , il y a une unique section homomorphe s;; de U dans L.
Considérons 'application

~

U—L ,u— ZSU(u)(’l.

C’est clairement un homomorphisme de U dans L. Par I'unicité de sy, nous avons
sy(u) = (sy(u)¢™! pour tout u € U. Cela implique que ¢ centralise sp(U). Comme
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SL(V1) est engendré par ses sous-groupes unipotents, ( commute avec les images
inverses dans L~ de

1 € L™, pour ¢’ € SL(V}).

—/—1

Maintenant, on peut supposer (et on suppose) dim ¢(V;) = 1 (on fixe aussi deux
bases en dualité {e;} et {e_1} de V} et V_;, respectivement) et donc ¢(l) est de la
forme

t(l) = m € L™, avecd € F*,m € SOr(h|vyxv,)-

Nous avons

d=1 d=1 1

Le dernier facteur est un produit d'un nombre pair de réflexions s,, avec w; € V;

alors que
d d 1
1 = 1 1 = Sy, Sy,

d=1 d=t 1

ou v; = de; —e_q et v9 = e; — e_;. Alors, nous avons

[ = avivg Hwi, a € F* (le produit dans 'algébre de Clifford C).

De la méme maniére, écrivons

¢ = T = I I = SySyys
Wr W 1

ol v = w%el — e_1. A un élément du centre prés, on a ( = vvy. Comme les vecteurs
w; sont orthogonaux a v et a vy, nous avons

VaW; = —w;vy et vw; = —w;v, Vi.

~

¢ commute donc avec tous les w;. D’ailleurs, si on prend une base orthogonale
{x1,29,...,x5} de V avec 1 = e; + e_1 et x93 = e; — e_1 et si on prend la base er
de l'algebre de Clifford C' comme dans le paragraphe alors on voit que Z et le
produit vyvy appartiennent a F + Feyy 3. Par la formule (2.1)), ils commutent. Cela

implique que ¢ commute avec [. R

Nous avons montré que ¢ est un élément du centre de L~. Remarquons que ( est
un élément fortement positif relativement a Py, et K [40, Corollaire 3.3]. Utilisant
I'unicité des sections homomorphes déterminées par le corollaire de Hyy, U,

et Ug,,, on peut voir que E est fortement positif relativement a (P, , s K). H

sup? S
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Revenons a la démonstration du lemme 1.4l Nous trouverons un élément inversible
de H(a,sK, sp) dont le support est Kg_l K. De l’argument de [15], §3.9, Lemme,
Demonstratlon] il existe une unlque fonction f € H(G,SK ysP) (respectivement
f e H(G, K, p)) de support ;K 1, K (respectivement ;K (,K) telle que f(C71) = 1
(respectivement f’ (C ) =1), ot 1 est 'application d’identité de ’espace sous-jacent
de sp.

Considérons la convolution f * f’. Son support est contenu dans

KKK = K -CY (K NUL ) K.

sup

Drailleurs, si z € ,Ug,, entrelace ;p, en particulier, il entrelace (1, |s Hi o D’aprés la
proposition 4.1}, on a R

v €Hyy L™ sHpy.
Utilisant la décomposition d’Iwahori pour K (donc pour ¢H L o), on voit qu'il existe
deux éléments k1, ko € sHig N sUgy tels que kixzks € 131»;]@. En particulier,

v =ki'ky' € HiyN Uy, =KN,U,,

Autrement dit, on a
Ly (sp) C KN U,

Le support de f * f" est donc contenu dans ;K. D’ailleurs, par définition de f et de
f', on peut voir que f * f'(15) = 1 pour un certain nombre positif c. Alors f est
inversible & droite. Maintenant, utilisant 'argument de |14} (7.14), Démonstration]
ou on utilise la structure de ’H(CAJ , s I<, sp)-module simple & gauche sur le dual d'un
H(@, sK, sp)-module simple & droite, on voit que f est aussi inversible a gauche. []

Revenons a la démonstration du théoréme [4.3] Le lemme [4.4] implique, en parti-
culier, que (;H y, ¥, ) est une paire couvrante de (;H; o N L™, 51y Il nous

SHlemEf)'
reste donc & montrer que 7 contient le caractére (i, | - Comme dans la démons-
tration de |40, Proposition 3.5, en utilisant I’argument de [7, Proposition 2.4.4], il
suffit de montrer que, pour tout ¢ = 1,...,n =1, Uy = U N Pyy(A) normalise
sHy, et agit transitivement sur I'ensemble des caractéres de (H;, ; prolongeant
sy |, Hy, Avec le lemme cela est une conséquence immédiate de [40, Lemme

3.4]. O

4.1.2 Exhaustivité des strates semi-simples autoduales gauches

Ce paragraphe termine la premiere partie du chapitre : montrer que toute re-
présentation irréductible supercuspidale de niveau positif de G' contient une strate
semi-simple gauche dans g. Mais d’abord, nous voulons rappeler un résultat de Shaun
Stevens (analogue & celui énoncé dans [40, Proposition 4.2|) avec une démonstration
plus précise. Nous profitons de cette occasion pour remercier Monsieur Shaun Stevens
pour son explication de cette démonstration.

Nous suivons donc les notations de |40}, §4] dans ce paragraphe. Rappelons la
définition de raffinement d’une suite autoduale de op-réseaux dans V.
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Définition 4.6 ([40, Définition 4.1]). Soit A une suite autoduale de op-réseaux dans
V. On appelle un raffinement de A une suite autoduale de op-réseaux dans V telle
qu’il existe un entier impair m € Z vérifiant A(k) = A’'(mk) pour tout k € Z.

Soit A une suite autoduale de op-réseaux dans V' de la op-période e = e(A).
Posons N
Ak)=Ak)/ANE+1), kel

Alors, pour tout & € Z, A(k) s'identifie & A(k+e) via multiplication par @p. Ecrivons
k pour la classe dans Z/eZ de k € Z. Considérons le kp-espace vectoriel :

A=Y Ak

kEZ /e
Pour chaque j € Z/eZ., notons

End(A Z HomkF k), Ak + 7))
kEZ /e

Alors, nous avons End(]\);End(A) C End(A); 745, pour i,j € Z/eZ, et donc

Endy,.( Z End

jez/el

est une kp-algébre Z/eZ-graduée.

Soit b un élément de A = Endg(V). Si b € a_,(A) alors, par réduction, nous
avons, pour chaque 1 € Z/eZ, une transformation g; : A(1) = A(i — 1) et ainsi un
élément de End(A) ~

- Y b

—n M
i€L)el

La forme h induit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée Z/eZ-graduée :
hiAx A= kp

De plus, si on note ~ I'involution adjointe induite par h sur Endy,. (/~\), alors b= b
pour tout b € A (J40], p. 432]) .

Par définition, pour k£ € Z, chaque kp-sous-espace )V de K(%) correspond a un
unique op-réseau R de V' tel que A(k) O R D A(k + 1). De plus, Vi ={v e
A(=k) : h(V,7) = 0} correspond & Rf. Ainsi, un raffinement A’ de A correspond
un ensemble de drapeaux de kp-sous-espaces :

ATy =WEOWLS . ..oWn =0, keZ/eZ

tel que (VV%)l = W%C—i, pour k € Z/eZ,0 < i < m (loc. cit.).
Supposons maintenant b € a_,(A) \ aZ,,;(A). Ecrivons maintenant la réduction
modulo pr du polyndéme caractéristique ®,(X) € op[X] de y, = w?;/ Ib¢/9 sous la
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forme ¢y (X) = @o(X)p1(X), avec po(X ) puissance de X et premier a ¢1(X). D’aprés
le lemme de Hensel [31]], nous avons une factorisation de ®,(X) :

Dy(X) = Po(X)Py(X), avec ;(eX) = +P;(X),71=0,1,

o $o(X) et ®;(X) sont premiers entre eux et, pour i = 0, 1, la réduction modulo
pr de ®;(X) est ¢;(X).

Pour i = 0,1, posons Y; = ker ®;(y;). Alors V =Y L Y] et l'action de b préserve
cette décomposition car b commute avec y,. De plus, nous avons A(k) = A°(k)® Al (k),
ot A'(k) = A(k) NY;, pour tout k € Z.

Pour ¢ = 0, 1, posons aussi V; = ker ¢;(¢p). Alors, nous avons une décomposition
orthogonale de A par rapport a la forme h

A=Yy L.

Cette décomposition est stable par ’action de b puisque b commute avec Yp. Remar-
quons que |y, est nilpotente et que gp|y, est inversible. De plus, la restriction de b

a Yo est aussi nilpotente puisque y;, = b°/9. On peut voir aussi que, pour i = 0, 1, par
définition, ); est I'image dans A de l'espace Y;. Autrement dit, on a

Z A'(k)/A'(k + 1), pour i =0, 1.
kEZ /e

Proposition 4.7 (cf. [40, Proposition 4.2|). Dans la situation au-dessus, il eziste
un raffinement A’ de A et n' € Z tels que

(1) n'/e(N) =n/e(A);

(ii) a_ni1(A) Capgi(N), bea (A) etbly, €aZ,, (A);

(iii) La réduction J, dans Endg, (N') de y, est semi-simple.

Démonstration. Respectons les notations au-dessus. La démonstration est analogue
a celle de [40, Proposition 4.2]. Soit ¥p|y, = Yss + Un la décomposition de Jordan de
Up|y, . Par 'unicité de la décomposition de Jordan, y,s et ¥, sont gradués homogénes
de degré 0 puisque y, est graduée homogéne de degré 0. De plus, or, b commute avec
Up, il commute aussi avec yss et ¥, qui sont des polynomes en 3|y, (donc en 7).

Prenons un entier impair m = 2s — 1 tel que yn =0 et b |y, = 0. Suivant [30),
§5.5], on définit des kp-sous-espaces vectoriels de A(k) comme suit :

Vé = (/NX(E +im) N yo) 1y (/N\(E) N y1> ., pour k € Z/eZ,0 < i < m;

i 1 7 : .
WL = n <V£+(V§7€) ), pour k € Z/eZ,0 <i < s—1;
q—p:2(s—112)
W% = (Wg”il) , pour ke Z)eZl,s <i<m.

Nous obtenons donc des drapeaux de kp-sous-espaces vectoriels :

ARy =WEOWLS .. oWm =0, keZ/eZ,
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tel que ()/Vé)l = W%;i pour ke Z/eZ.,0 < i < m. Comme au-dessus, cet ensemble
de drapeaux nous donne un raffinement A’ de A tel que

N(km+1)/AMk+1) =WL,  pourke€Z,0<i<m~—1.

Posons n’ = nm. Alors nous avons une paire (A’,n’) vérifiant les conditions de la
proposition [£.7 En effet, par définition, nous avons e(A’) = me(A), d’ou (i). Si
a€a_ni1(A),ona, pour 0 <i<m-—1,

al'(km +1i) C aA(k) C A(k —n+1) = A'(km + (—nm +m)).

D’ailleurs A'(km + (—nm +m)) C N(km+i—n'+1) car —nm +m >i—n' + 1.
Alors nous avons a € a_,/,1(A’). Autrement dit, nous avons a_,,11(A) C a_,/q1(A).
Remarquons que, pour k € Z/eZ et 0 <i<m —1,0n a

EW% - W%_ﬁ et, de plus, b (W—;; N yo) C (W{:lﬁ N J}(]) )
Cela implique que, pour k£ € Z,0 < i < m — 1, nous avons
bA'(km+i) C A'((k—n)m+i) et b(AN'(km+14)NYy) C (AN ((k—n)m+i+1)NYp).

Dou b € a_(A) et bly, € a_,yy1(A). Il nous reste a vérifier (iii).
Notons £’ pour I'image de k dans Z/emZ. Nous avons alors

K/(Elm/ —{—?) ~ Wi/W']Z;_l

Puisque bly, € a_p41(A), 4y, a pour image zéro dans Endy, (A'). De plus, 7|y, a
aussi pour image zéro car

Un (WEN L) C (W%“ N yl) .

Alors yly, a pour image un élément semi-simple dans Endy,, (A'). D’ou (iii). O

Remarque 4.8. Dans [40], Proposition 4.2, Démonstration]|, I’espace V’ii“ est construit
comme l'image de K(E +;ﬁ) par gil, ol En est la partie nilpotente de la décomposition
de Jordan b. Or, b est un élément gradué homogene de degré —n, donc b, n’est pas
toujours homogene de degré —n si —n # 0. Cela entraine que Vé n’est pas toujours

contenu dans K(E) et donc que 'on n’a pas toujours des drapeaux convenables. Dans
la correction (de Shaun Stevens) au-dessus, ’espace V»]iv est construit en remarquant

que la restriction de b a )} est nilpotente et que g, (donc |y, ) est homogene de
degré zéro.

Nous montrons maintenant le résultat principal du paragraphe. Soit 7 une repré-
sentation complexe lisse irréductible de niveau positif de G. D’aprés |28, Théoréme
5.2|, m contient un “K-type non raffiné’ (“unrefined minimal K-type’ en anglais)
qui, en fait, est une strate fondamentale [A,n,n — 1,b] dans g (voir [30] pour un
dictionnaire). Nous gardons toujours les notations e = e(A) pour la op-période de
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A et g = (n,e). Alors, par argument de [40, Théoréme 2.11], nous avons de plus
e/g < N. Précisément, considérons ’ensemble non vide :

S ={(A,n'): A" est stricte et (b+ a;_,(A)) Na_(A) # 0}

Par |22, Théoréme 4.3] (ou [28] (6.4)]), nous avons n'/e(A’) > n/e(A) pour tout
(A',n) € S. Choisissons (A’,n’) € S telle que n’/e(A’) est minimal. Soit O’ € (b +
a1—n(A))Na_,(A'). Utilisant |12} §2, Théoréme 1|, la minimalité de n’/e(A) implique
que [A';n/,n' —1, V] est une strate fondamentale. Nous avons donc n’/e(A’) = n/e(A),
par [22, Corollaire 4.2]. Puisque A’ est stricte, e(A’) < N, d'oue/g < N.

Théoréme 4.9. Soit m une représentation irréductible supercuspidale de niveau
positif de G. Alors m contient une strate semi-simple gauche dans g.

Démonstration. On a vu au-dessus que 7 contient une strate fondamentale [A, n,n —
1,b] dans g telle que e/g < N. D’apres le théoreme[4.3] cette strate n’est pas G-scindée.
Il s’agit maintenant de la démonstration de [40, Théoréme 4.4]. Comme au-dessus, on
note ¢p(X) € kr[X] le polyndme caractéristique de la strate [A, n,n—1,b], c’est donc
la réduction modulo pr du polynome caractéristique ®,(X) € o[ X]| de y, = w;/ Ipe/9,
Puisque la strate est non-G-scindée, ¢,(X) peut s’écrire sous la forme :

(pb(X) = H¢Z(X)SZ’

ou les facteurs 1;(X),0 < i < r, sont unitaires, irréductibles, deux a deux premiers
entre eux et vérifient 1;(eX) = £1;(X) avec € = (—1)¢/9, en particulier, y(X) est
une puissance de X (ce facteur est noté ypo(X) au-dessus et il peut étre égal a 1).
Par le lemme de Hensel [31], nous avons une factorisation de ®,(X) :

Dy(X) = H\Pi(X),

ou les facteurs ¥;(X),0 < i < r, sont unitaires, deux a deux premiers entre eux,
vérifient W;(eX) = £0,(X) et se réduisent modulo pp en ;(X)%. Posons

Vi=kerW,(y), i=0,..r

Alors, nous avons une décomposition orthogonale b-stable de V : V =V, L ... L V,.

La proposition implique que 7 contient une strate autoduale [A’,n',n' — 1, ]
de polynome caractéristique ¢,(X) telle que la réduction y, de y, dans Endy, (K’ )
est semi-simple. Pour 0 < ¢ < r, posons Aj(k) = A’'(k) N V; pour tout k € Z. Alors
nous avons

N (k) = @A;(k), pour k € Z.
i=0

Posons aussi b; = by, pour ¢ = 0, ..., 7. Comme on a vu dans la démonstration de
la proposition 4.7 ot Vj est noté Yy, by appartient a a_,1(Af). Cela implique que la
strate autoduale non-fondamentale [Af, n', n" — 1, by] est équivalente a la strate nulle
[Ap, ', n" —1,0].
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Pour 1 < i < r, la strate autoduale [A}, n/, n' — 1, b;] est fondamentale, non scindée
et la réduction de y,, dans Endy,. (A}) est semi-simple. Une telle strate est équivalente
a une strate simple [A},;n';n' — 1, ;] : en effet, de Pargument de [7, Lemme 2.1.9],
en remplagant A} par sa chaine de op-réseaux sous-jacent, on peut supposer A} est
stricte ; utilisant [13, (2.5.11)], on peut supposer de plus que [A], n’',n’ — 1, b;] est une
strate a forme 7-standard (au sens de la définition [13], (2.5.7), (ii)]) ; maintenant
Iaffirmation est justifiée par [13] (2.5.8)]. En remarquant que a; +@; € a_,/1(Af), la
strate est équivalente & une strate simple autoduale [A}, n',n' — 1, ;] dans Endg(V;)
d’apres [39, (1.10)].

Posons ffy =0 et =3, , 5. Alors nous avons une strate semi-simple gauche
[N, n’,n’—1, 8] dans g qui est équivalente a [A’,n/,n’—1,b]. D’o le théoréeme[1.9} O

4.2 Caractéres semi-simples gauches relevés

Dans cette section, en suivant [4I], nous montrons que toute représentation
irréductible supercuspidale de niveau positif de GG contient un caractére semi-simple
gauche relevé ;6 € ;C(A,0, ) associé & une strate semi-simple gauche [A, n, 0, 5] dans

g.

4.2.1 Cas relativement G-scindé

Avant de démontrer le résultat principal de la section, nous nous plagons d’abord
dans un cas particulier, nommé cas relativement G-scindé [41), §4].

Nous respectons dans ce paragraphe les notations de loc. cit. Soit alors [A, n, m, ]
une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale V' = @!_, V. On écrit

A=Endp(V)= @ AY

1<i,j<l

pour la décomposition correspondante de A. Notons B le centralisateur de 5 dans
A. Donc B = @'_, B;, ot B; est le centralisateur de 3; = 3|y dans A%. Comme
d’habitude, on note E; = F[f;]. Soit s; un “tame corestriction” sur A" relative a
E;/F, c’est-a-dire, un homomorphisme de (B;, B;)-bimodules, s; : A% — B;, tel que
s;(2) = AN B; pour tout op-ordre héréditaire 2A de A® qui est normalisé¢ par E¢
(J13), (1.3.3)]). On suppose que l'on a une décomposition de Ej-espaces vectoriels

Vi=Vy L eV,
ou Vi' et V!, sont totalement isotropes en dualité par rapport a h, telle que

Ay = @ (k) NV, ke

~1<j<1

A= P Ay

—1<j,k<1

On écrit aussi

pour la décomposition correspondante de A,
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Soient b; € A" Na_,, pour i = 1,....1, oil b; = 2]1.:71 b1, avec by ; € Aj}. Dans
cette situation, on suppose que la strate [AgEl ,m,m—1,s1(by)] dans B; est G-scindée
pour la décomposition V! =V} L (V! @ V}).

On considére la décomposition suivante de V' :

V=VaieV,oW, ouV =V V=V]eal _,V etV =V

Pour —1 <4,j <1, posons A;; = Endg(V;, V;). On note

M= P Ay M=M"
15741
No=1+ P Ay, N=1+ P A,
—1<j<k<1 —1<k<j<1

Py=MN,, F =MN,

etonecrltbo—blo%—zz 5 bi. Posons M\~ =M NG, N, =N,NG, N’—NZHG,

P; = P,NG et P, = P NG. Notons M- P P I'image inverse dans G par
t de M~ N O’(h),Pu NO'(h), P~ N O'(h), respectlvement, et N, ,sN; les deux

u S
sous-groupes unipotents de G respectivement correspondants a N, et a N, par
les sections homomorphes données par le corollaire [2 - Alors P = - M- N, est

un sous-groupe parabolique maximal de G avec un facteur de Levi M- , le radical
unipotent NV, et le sous-groupe parabolique opposé P — M- sN, par rapport a
M-,

Soit @ € C(A, m — 1, B) un caractére semi-simple autodual. Shaun Stevens a défini
dans [41], §4.1] un pro-p-sous-groupe K_ de G contenant et normalisant H™(/3,A) et

K. M- =H"B,ANNM", K_NN =H"(5AN)NN .
Il a également déterminé un caractére £ de K_ tels que
IN; () =K_NN,.

De plus, £_ est un prolongement de 01y|gm(s,a) & K_ qui est trivial sur K_ NN, ,
ou b= b1771 + bo + bl,l-

Soit (K _ I'image de K_ dans G par l'isomorphisme de K_ donné par le corollaire
m et posons & =& ot| g . Soit ;0 € C(A,m — 1, /) le caractére semi-simple
autodual relevé de 6. Alors, par 'unicité des sections homomorphes déterminées par
le corollaire , nous voyons aussi que K contient et normalise ;H™(/3,A), que

K NM = H"B,AN)NM", K_NN =, H"B,AN) NN

et que ¢&_ est un prolongement de 6,1
plus, par le lemme nous avons aussi

JHm(8,A) qui est trivial sur (K_ N N, . De

I - (62) = JK_ NN

Proposition 4.10 (cf. [41l, Proposition 4.6]). Soit m une représentation lisse de G.
Si la restriction de m a (H™ (B, A) contient 04| gm,ny alors sa restriction a (K _
contient (& .
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Démonstration. Avec le lemme [4.2] la démonstration de cette proposition est iden-
tique & la démonstration de [41), Proposition 4.6] en remplagant les pro-p-sous-groupes
K, et =, de G dans loc. cit. par les pro-p-sous-groupes de G correspondants par les
isomorphismes donnés par le corollaire [2.13]

Précisément, pour m > 2, dans loc. cit., Shaun Stevens a défini des pro-p-sous-
groupes de G :

_ m+1
K, , pour ¢ = —1,0 L J—lL—J. m—1

tels que K°y = K, K, , = H™(8,A), K, contient et normalise K, pour

0<q¢<|[%F]—1ou Lm+1J <q<m—1et KL m|_, contient et normalise KLT"“J Il

a également défini des sous-groupes de N, contenant H™(5,A) N N, :

m+1

5 |yeym—1

=, pour ¢g=0,..., |~ j—lL

tels que, pour 0 < ¢ < [%] — 1 ou Lmﬂj <q<m~—1,Z7 normalise K, et agit
transitivement sur I'ensemble des caractéres de K ; dont la restriction a K est &

[41, Lemme 4.7] et que Efmﬂ | normalise K L_ m)_y ©t agit transitivement sur l’ensemble

des caractéres de K =)= , dont la restriction & K., est & [41, Lemme 4.8].

|2 ]
Passons maintenant au groupe G. Nous avons des pro-p-sous-groupes

1
SK_7 pourq:_laov L J _]' LﬂJ

q

et prenons
1
q,pourq—O Lgbj—l Lﬂj cym — 1,

—_.
—

I'image inverse dans (N, de = . Par 'unicité des sections homomorphes déterminées

par le corollaire KT, =K_, K, ,=.H"(B,A\), K, contient et normalise

Ko pour 0<g<[%Z]—lou || <g<m—1let sK[m,_, contient et normalise
2

K L_’”“ I Egalement, E; sont des sous-groupes de ;N,” contenant (H™(5,A) NN, .

De plus, avec le lemme , =y  normalise «K 1 et agit transitivement sur I'ensemble

des caractéres de (K dont la restrlctlon a Ky est & ,pour 0 <q < [F]—1

u LmTHJ <g<m-—1,et E[mTHJ normalise SKL_ﬂJfl et agit transitivement sur
2

I’ensemble des caractéres de (K fﬂ -1 dont la restriction & (K, est &_. Cela
2

757
entraine la proposition pour m > 2.
Dans le cas m = 1, par le méme argument, on voit que =, normalise ,K_ et agit

transitivement sur 'ensemble des caracteres de (K _ prolongeant (0,1, gm(g,a). Dol
la proposition [4.10] O
Poursuivons dans la méme situation, nous allons voir dans le lemme suivant que,

avec ;K _ et ;£ , nous avons une paire couvrante.

Lemme 4.11 (cf. |15 §6.6, Corollaire|, [41l, Proposition 4.5|). Awvec les notations
au-dessus, la paire (K, s§-) est une paire couvrante de (sK- MM~ & | o 37 )-
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Démonstration. Cette démonstration est identique a la démonstration de [15], §6.6,

Corollaire|. Remarquons d’abord que la décomposition d’Iwahori [41], Proposition
4.5)

K =K NN -K_NM~-K_NN,

se transporte par la section unique de K_ déterminée par le corollaire a une
décomposition d’Iwahori

JK_=,K_N,N -, K_.NM -,K_N,N,.

De plus, le caractére ;§_ est trivial sur (K_ N N, et sur ;K_ N N, . La paire
(sK_, &) est donc une paire décomposée au-dessus de ((K_ N M~ &

SK_mJ/w\*)
relativement a P, .

Prenons une image inverse ( dans M~ de

wrl
(= I e M~ nO'(h).

-2
wp 1

D’aprés le lemme , on voit que E est contenu dans le centre de M~ et il est
fortement positif relativement a (P, , ;K_).

La double classe SK_EflsK_ supporte un unique élément f de l'algebre de
convolution H(G, (K, £_) tel que f(¢™!) = 1. De méme, soit [’ € H(G, K, &)

I'élément de support (K (K vérifiant f/({) = 1. Le support de la convolution
f * [ est donc contenu dans

stzilstZst = .K_- Zfl<sK7 N SN17>Z K.

Il est donc contenu dans (K _ puisque I n- (s¢-) = sK_N 4N, . Dailleurs, le calcul

de cette convolution en I'élément neutre de G nous donne une valeur réelle positive.
Cela implique que f est un élément inversible a droite. Il est donc inversible par
l'argument de [14], (7.14)]. La démonstration du lemme est compléte. O

Avec la proposition et le lemme [4.T1] nous arrivons a montrer le théoréme
suivant qui est similaire a [41, Théoréme 4.9].

Théoréme 4.12. Soit (m,V) une représentation lisse de G. SiT contient Oy
alors m n’est pas supercuspidale.

sH™(B,A)

Démonstration. Supposons que 7 est une représentation lisse de G contenant sOstp| m 8.0
D’aprés la proposition |4.10} la restriction de m a (K _ contient le caractére ;£ . Or,
par le lemme |4.11} (4K, ) est une paire couvrante de (K- N M~, | x 77-),

SE*' AM—
alors, d’apres [14, Théoreme 7.9], la composante §| . z7--isotypique Vy sf-ni

du module de Jacquet V,, de V relativement au radical unipotent ;/V, est isomorphe
a V¢ qui est non nulle. En particulier, V, est non nul. D’ou le théoréme 4.12, [
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4.2.2 Exhaustivité des caractéres semi-simples gauches rele-
vés
Maintenant, nous montrons le théoréme suivant qui compléte la deuxiéme étape
de la démonstration de ’exhaustivité de nos types cuspidaux.

Théoréme 4.13 (cf. [41, Théoreme 5.1]). Soit m une représentation irréductible
supercuspidale de niveau positif de G. Alors m contient un caractére semi-simple
gauche relevé 0 € C(A,0, B) pour une certaine strate semi-simple gauche [A,n,0, 3]
dans g.

Démonstration. Cette démonstration est similaire & la démonstration de [41l Théo-
réme 5.1]. Par le théoréme au-dessus, on voit que 7 contient une strate semi-simple
gauche [A;n,n — 1, 3] dans g.

Considérons I'ensemble des paires ([A, n, m, (], s0), ou [A,n,m, 5] est une strate
semi-simple gauche dans g avec m € Z et ou 0 € ,C(A,m,[3) est un caractére
semi-simple gauche relevé de ;H™(3, A) tel que la restriction de m a ;H™ (3, A)
contient ;6. Nous montrons le théoréme par ’absurde : en supposant m > 1 pour
toutes les telles paires, nous montrons que 7 n’est pas supercuspidale. L’idée est de
se ramener au cas relativement G-scindé que l'on a traité dans le théoréme [4.12]

Comme 7| gm+1(5,4) contient .0, la restriction de 7 & (H™(3,A) contient une
représentation irréductible ¥ de ;H™ (3, A) dont la restriction a ,H™1(3, A) contient
s0. Puisque 60 se prolonge a ;H™(,A) en un caractére 0’ € ,C(A,m — 1,5) et que
le quotient ;H™ (B, A)/sH™ (B3, A) est abélien, ¥ est de la forme

U= 39/31/10

JH™(B,A),  pour un certain c € a_,,.

Soit V =1!_, V* la décomposition orthogonale associée a la strate [A,n,m, 3].
On écrit
A=Endp(V)= @ AY
1<i,j<l

pour la décomposition correspondante de A et on note

l
M = @A“.
=1

Rappelons que (6 se factorise par un caractére semi-simple gauche 6 € C(A,m —1, 3)
et 41, se factorise par ¢, donné dans [41, Théoréme 5.1|. En remarquant que [41],
Lemme 5.2] se transporte par la section homomorphe unique de H™ (3, A) donnée
par le corollaire [2.13] on peut supposer que

l
C:@Ci EM.
=1

Pour 1 < i <[, soit s; une “tame corestriction” sur A% relative a E; /F. Posons
s = ®_,s; et considérons la strate dérivée

I
Aoy ,m,m —1,s(c)] = @[Afm,m,m — 1, 8:(c)]-

i=1
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Cette strate dérivée est dite fondamentale sl existe un indice i € {1, ...,1} tel que
la strate [A]_,m,m — 1, s;(c;)] est fondamentale. Par [4I, Proposition 5.5, on peut
supposer quel [Aoy,m,m — 1, s(c)] est fondamentale.

Il y a alors des paires ([A,n,m, 5], s0) avec m > 1 telles que 7 contienne 0 et
¥ = 40’51, pour un certain ¢ € a_,, N M ou [A,,, m,m — 1,5(c)] est une strate
fondamentale. De plus, puisque e(A)/(m,e(A)) est borné, il existe une telle paire
([A,n,m, 3], s0) avec m/e(A) minimal.

De largument de [41, Théoréme 5.1] ou l'on utilise la minimalité de m/e(A)
on trouve qu'il existe un indice i tel que [Angmv m — 1,s;(c;)] est une strate G-
scindée. Quitte & renuméroter, on peut supposer que ¢ = 1, c’est-a-dire, la strate
[AL  m,m —1,s1(c1)] est G-scindée. Cela nous donne une décomposition de E)-

0E1 ?
espaces vectoriels

Vi=y L(Vhen),

ou V1, et V! sont totalement isotropes en dualité par rapport a h, telle que

1
Ak) = @ A(k)NV}!, pour tout k € Z,

j=-1

et que s1(c;)V; €V}, pour j = —1,0,1.
Par argument de [41], Théoréme 5.1] ot on utilise encore |41}, Lemme 5.2, on peut

supposer que cl‘/}l C le, pour j = —1,0,1. On est donc dans la situation d’un cas
relativement G-scindé (§4.2.1). D’aprés le théoréme [4.12] 7 n’est pas supercuspidale.
D’ot le théoréme .13l O

4.3 Entrelacement et algébre de Hecke

Dans cette derniére section, en suivant [42] §7], nous voulons montrer que toute
représentation irréductible supercuspidale de niveau positif de G admet un type
cuspidal défini dans le chapitre [3.5

4.3.1 Décomposition d’Iwahori

Suivant [42, §5], nous étudions des décompositions d'Twahori dans G. Fixons alors
une strate semi-simple gauche [A,n,0, 3] dans g avec la décomposition orthogonale
associée V =1!_, V. Considérons les décompositions V = @}”zlw(j) de V telle que

(i) WO =1L, (WO NV pour 1 < j < m;

(i) WU NV est un Es-sous-espace vectoriel de Vi pour 1 < j <met 1 <i <[,

Définition 4.14 (|42, Définition 5.1]). Une décomposition V' = &7, W) comme
au-dessus est dite
(i) subordonnée a la strate [A,n,0, 5] si A(k) = &7y (A(k) N W) pour tout
ke
(ii) proprement subordonnée a [A,n,0, 5] si elle est subordonnée a [A,n,0, 5] et,
pour tout k € Z et pour 1 < ¢ <[, il y a au plus un indice 7, 1 < 7 < m, tel
que
(A(k+1)NWPD NV C (AK) N WU NV,
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SiV = EB’]TL:1W<j) est une décomposition subordonnée a la strate [A,n, 0, 5], pour
1 < j < m, on note AY la suite de réseaux dans W) définie par

AD (k) = A(k) n W)

et pose fU) = 10 310) on 10) désigne la projection de V sur W de noyau @y, W ).
Alors il existe un entier n¥) tel que [A(J ), n9), 0, pU )] est une strate semi-simple dans
AW = Endp(WW) avec la décomposition associée

l
wo = @(W(j) N Vi).

=1

On note aussi BY) le centralisateur de 3Y) dans AY)

Soit V' = @Tz_mW(J) une décomposition autoduale de V par rapport a la forme h,
c’est-a-dire, pour —m < j < m, le complément orthogonal de W) par rapport a h est
@]f;ﬁ_]’W(k). Notons L le sous-groupe de Levi de G' qui stabilise cette décomposition
autoduale de V. Soit P = LU un sous-groupe parabolique quelconque de G de facteur
de Levi L et de radical unipotent U. D’aprés [42, Corollaire 5.10], si la décomposition
est subordonnée a la strate [A, n, 0, 3] alors les sous-groupes H'(3,A) et J*(3,A\)
admettent des décompositions d’Twahori relativement a (L, P) et si la décomposition
est proprement subordonnée a la strate [A, n, 0, 3] alors le sous-groupe J(3, A) admet
aussi une décomposition d’Iwahori relativement a (L, P).

Soit L = t~}(L N O'(h)) I'image inverse dans G de L par I'homomorphisme ¢, soit
sU l'image de la section homomorphe de U donnée par le corollaire . Alors L est le
sous-groupe de Levi de GG qui stabilise la décomposition autoduale V' = @7 _ WO et
pP= L U est un sous-groupe parabolique de G. De plus, tout sous-groupe parabolique
de G de facteur de Levi L peut étre obtenu par cette maniére. Le [42 Corollaire
5.10] se transporte immédiatement grace aux sections homomorphes uniques des
pro-p-sous-groupes données par le corollaire Nous avons donc

Proposition 4.15. Avec les hypothéses au-dessus,

(i) si la décomposition autoduale V = @7 _ W) est subordonnée a la strate
[A,n,0, 0], alors les groupes (H*(B,A) et sJ'(B,A) admettent des décomposi-
tions d’Iwahori relativement & (L, P) ;

(11) si la décomposition autoduale V = @J_me(j) est proprement subordonnée

a la strate [A,n,0,p], alors les groupes J(B,A) et j"(ﬂ,A) admettent des
décompositions d’Iwahori relativement a (L, P).

Quand la décomposition V = @;-”zme(j ) est subordonnée & la strate [A,n,0, 8],
nous définissons les groupes

JHE = JH(B,8) (T (8,8) N,U) et T = JH'(8,A)(,J*(8,A) N P).

Ces groupes sont en fait les images des sections homomorphes des pro-p-sous-groupes
H} et Jp définis dans [42, §5.3]. Egalement, quand la décomposition V = g7 W)
est proprement subordonnée a la strate [A,n, 0, 8], nous définissons les groupes

Ts = JH' (8, \)(J(B,A) N P) et J2 = ,H'(8,A)(J°(5,A) N P).
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Alors le groupe 7, p est 'image inverse dans G du groupe Jp N O'(h), ot Jp est le
groupe défini dans loc. cit.

Soit 40 € ,C(A,0, 3) un caractére semi-simple gauche relevé de ;A (3, A), ¢’est-
a-dire, ;0 = 0 ot| g1z avec 6 € C(A,0,) un caractére semi-simple gauche de
H'(B,A). Supposons que V = @g’;_mW(j) est une décomposition autoduale de V' et
subordonnée a la strate [A,n,0, 3]. Nous définissons un caractére ;05 de 3H113 par

HO5(hj) = 0(h), Vhe H (B,AN),Vje J(B,A)NU.

Alors 05 = 0p o t| g1, ot Op est le caractére de H}, défini dans loc. cit.
P

D’aprés [42] Lemme 5.12], il existe une unique représentation irréductible np de
JL contenant fp. De plus, si  est 'unique représentation irréductible de J(3, A)
qui contient § alors np peut étre interprété comme la représentation naturelle de Jp

dans lespace des vecteurs de 7 qui sont fixés par J*(8,A)NU et n = Indﬁ(ﬁ’A)np.
P

Posons yn =not

LJ1(B,A) €6 sp =1mpo t|SJI13. Alors 4np peut étre interprété comme la
représentation naturelle de ;J ]13 dans le sous-espace de ¢n formé des vecteurs fixés par
sJHB,A)N U et [42, Lemme 5.12] se transporte immédiatement grace au lemme
a

Proposition 4.16. La représentation ¢np est l'unique représentation irréductible

1
de SJ113 dont la restriction a SH}% contient (05. Nous avons sn = Ind:‘jL(B’A)SnIg et,
P

pour tout g € (/;'\5, la double classe SJ}SgSJ% est l'unique (SJ%, lelg)—double classe dans
sJH(B,N)gs J (B, \) entrelagant snp et

1 sige€  JiGgeJL:
dim I, (smp) = -g sOpTPsUp
0 sinon.
Maintenant nous supposons de plus que la décomposition autoduale V' = EB;L?mW(j )
est proprement subordonnée a la strate [A, n,0, §]. Soit kK une f-extension de ¢n a
J(B,A), ie, K=kKo t|f(B,A) pour une [-extension x de n & J(5,A). Notons k5 la
représentation naturelle de J5 dans le sous-espace de & consistant en les vecteurs fixés
par J(8,A)N,U = JY(B,A)N,U. Alors K = kp ot|; , ol kp est la représentation
P
naturelle de Jp dans 'espace des vecteurs fixés par J*(3, A)NU dans . En particulier,
Kpl.s1 = snp et donc Kp est irréductible. De plus, utilisant la formule de restriction
P o~
Ip

de Mackey, on voit que la restriction a ,J'(3, A) de I'induction In Kp est ¢n qui

est irréductible. Indj;(AB ’A)/K:]g est donc irréductible. Comme cette induction contient &,
P
cela implique

~ R.

T(BA)~
Indj}S Kp

De méme maniére, si on regarde la restriction de k a J°(3,A), on va obtenir la
restriction k5|7 et nous avons aussi
P
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4.3.2 Morphismes d’algébres de Hecke

Poursuivons dans la méme situation qu’au paragraphe précédent, c’est-a-dire,
nous avons une strate semi-simple gauche [A, n,0, §] dans g avec la décomposition
orthogonale V =1!_| V* et nous avons aussi une décomposition autoduale V =
@;”mew(j) qui est proprement subordonnée a la strate. Utilisons les notations du
paragraphe précédent et rappelons que j(ﬁ, A N,U = ,JYB,A) N U. Nous avons
besoin d’un résultat similaire & [42, Lemme 6.1].

Lemme 4.17. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G tel que Jl(ﬁ A) C
K C J(B A) et admettant une décomposition d’lwahori relativement a (L P) Soit p
(Uinflation a K d’)une représentation irréductible de K/, J*(8,A). Posons 9 = R|x®p

et soit Up la représentation naturelle de Kp = ;H'(8,A)(K N P) dans le sous-espace
de ¥ formé des vecteurs fixés par ;J*(8,A) N U. Alors

i) La représentation V5 est irréductible et nous avons Ind 95 =1 ;
p P KpUP
i) Si on considére p comme une représentation irréductible de K»5/,J% qui est
p P P
isomorphe a K/, J'(5,A), on a ¥p ~ Kplk, ®p;
(i5i) Il y a un isomorphisme d’algébres de convolution

H(G, Kp,95) ~ H(G, K, 0)

tel que st KgK, avec g € CA?[;, est le support de ¢ € ’H(@, K, V) alors KpgKp
est le support de la fonction correspondante ¢ € H(G, Kp,V5).

Démonstration. C’est identique a la démonstration de [42, Lemme 6.1] en utilisant
la proposition a la place de [42, Lemme 5.12].
[

Avec le lemme précédent et le corollaire [3.17] le corollaire 6.2 de [42] se transporte
automatiquement a

Corollaire 4.18. Soit k une f-extension de sn a j(,@, A) relativement a AM. Alors
P(Aq;) € I5(F3).

Soit [A™ n,,,0, 5] une strate semi-simple gauche dans g avec la méme décom-
position orthogonale V =_1!_, V? la méme décomposition autoduale proprement

subordonnée V' = EB;»”:_mW(j) et telle que bo(A™) est un og-ordre autodual minimal
contenu dans bg(A). Posons (J), \ = sPi(A)s Jl(ﬁ A) et notons ¢n,, o 'unique pro-

longement de 4 a 5(]7}17 A que tous les éléments de Gﬂ entrelacent (voir la proposition
. Rappelons que 7%|SJ%LA = sMm,a (proposition (3.18]).

Remarquant que SJg% A admet une décomposition d’Iwahori relativement a (L, P)
et que SJ,%%A NU = (JY(B,A) N U, nous avons la représentation naturelle s AP

de oJ' 5= H'(B,A)(sJpa N P) dans l'espace des vecteurs de s, fixés par
sJH(B3,A) N ,U. En appliquant le lemme [4.17, nous avons

sma
sMm,A = Indsjl Asnm,mﬁ-
m,\,P
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La restriction de ’homomorphisme ¢ &  J* AP induit en fait un isomorphisme de
JmAP aJyap=H'(B,A)(J,,NP),ou J},L Pi(Ag)J' (B, A). De plus, ¢, \ 5
factorise par la représentation naturelle 7, 5 p de J;, , p dans lespace des vecteurs

de N fixés par J1(B,A) N U, ol n,a est I'unique représentation irréductible de
Jy, a contenant 7 et entrelacée par tous les éléments de Gg (voir [42, Corollaire 3.11]).
Le corollaire 6.4 de [42] se transporte donc automatiquement par le corollaire .

Proposition 4.19. Avec les notations au-dessus, nous avons

: 1 ~ o7l
1 sige Sjm’A7ﬁGﬁSJm7A7ﬁ,

dim Ig(snm,A,ﬁ) = { .
0 sinon.

Soit [AM nyy, 0, 3] une autre strate semi-simple gauche dans g telle que by(A) C
bo(AM). Posons 0y = 7y am 5(s0) et soit snu I'unique représentation irréductible
de ,J'(8,AM) contenant ,0,;. Considérons 7 une fS-extension de ,n a J°(B,A) et
soit Ky une [-extension de ,ny; a jo(ﬂ, AM) compatible avec %. Soit p I'inflation
a jo(ﬁ,A) d’une représentation irréductible de jo(ﬁ,A)/le(ﬁ,A) et posons 1 =
k ® p. Posons jX N Po(A, 5)s J L(B, AM). Alors on peut considérer p comme une
représentation de J° A an Duisque J AM/ JY(B, AM) est isomorphe & P°(A,, ) /s P (AM)
dont 1/50(/\0 2)/sPi(Asy,) est un quotient. Posons dy = Ryl + 7 L ®p La proposition

suivante est similaire & [42 Proposition 7.1].

Proposition 4.20. Nous avons un isomorphisme canonique d’algébres

H(av jo(ﬂa A)> 19) = H(é> jX,AMv ﬁM)

tel que si le support de ¢ € 7—[(@, j"(ﬁ,/\),ﬂ) est j"(ﬁ,/\)ﬁ:\j"( B,A), pour T €
G, alors le support de la fonction correspondante ¢p € H(G,J] AM,19 ) est
TR BT} s

Démonstration. La démonstration de [42) Proposition 7.1] s’applique car elle s’appuie
sur les deux propriétés suivantes :

e la proposition [3.15];

e et la propriété d’intersection simple [42, Lemme 2.6], soit ici :

U PUA))EH(PL(A)) N Gy = (P (Ao, )Tt (Pi(Asy)), pour & € G
O

Considérons p comme une représentation irréductible de ﬁO(A0 ). Alors 'argument
de la démonstration de [42, Proposition 7.2] dans lequel on utilise l'irréductibilité de

la restriction de Ky a P(A,,)sJ (8, AM) reste encore valide. Nous avons donc un
énoncé analogue.

Proposition 4.21. Il y a un isomorphisme d’algébres

H(j<5’AM)7 jX,AM:ﬁM) = %(ﬁ<Aé\é)>ﬁo(A0E)>p)
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tel que si le support de ¢ € H(j(ﬁ,AM),jXAM,ﬁM) est jX AM?EfX Ans Pour T €
ﬁ(Aé\{E), alors le support de la fonction correspondante ¢z € ’H(ﬁ(Aé\é), ﬁO(AOE), )
est P°(A,, )EP°(A,,).

Remarquer que 'argument de [42, Proposition 7.2| (aprés [13, Lemme 5.6.3])
fonctionne de maniére générale. Nous avons donc un énoncé plus général qui est utile
pour la suite.

Lemme 4.22. Soit G un groupe profini. Soient H un sous-groupe fermé de G et
K un sous-groupe ouwvert de G tels que G = HK et H normalise K. Soit H' un
sous-groupe normal d’indice fini de H et soit G' = H'K. Soit p Uinflation d’une
représentation irréductible du quotient H/H' ~ G /G’ et soit k une représentation
irréductible de G telle que k| est irréductible. Alors nous avons un isomorphisme
d’algébres
H(G, G ke @ p) ~H(H, H', p)

qui préserve support de fonctions : si ¢y € H(H, H',p) a pour support H'yH', pour

y € H, alors la fonction correspondante ¢ € H(G,G', k|e: @ p) a pour support
G'yG'.

__ Comme dans le cas des groupes classiques, appliquant le lemme pour K =
J°(B,A), nous avons un isomorphisme d’algébres qui préserve le support des fonctions

H(G, T2, 95) = H(G, T°(B,A), ).

Alors nous avons une injection d’algébres analogue a l'injection [42], (7.3)].

Corollaire 4.23. Nous avons une injection d’algébres
H(P(Aé\/é)a PO(AUE)a p) — H(Gv J%a 19]3)

telle que si le support de ¢z € H(ﬁ(Aé‘é),ﬁo(AoE),p) est }Ajo(AoE)/x\ﬁo(AaE), pour
T € P(A)M), alors le support de la fonction correspondante ¢ € H(G, J%,0p) est

o
JﬁxJﬁ.

4.3.3 Des éléments de groupe de Weyl

Suivant [42, §6.2|, nous cherchons les éléments correspondant a s;y,s; et 5T

pour G. Nous respectons donc les hypothéses et les notations de loc. cit. Alors nous
avons une strate semi-simple autoduale gauche [A,n,0, 5] avec la décomposition
orthogonale associée V =11, V' et une décomposition autoduale V = @7 _ W)
subordonnée & la strate et telle que, pour tout j # 0, il existe un unique entier ¢ = ¢,
tel que W) C V7 et que ag(AY) N BY) est un op,-ordre maximal dans BY). La
derniére condition entraine que, pour j # 0, il existe un unique entier ¢; = ¢;(A) tel
que

(1) Alg) NWW D A(g; + 1) N W

(1) —e;/2 < gq; <e;/2,0ue; =e(AN|og,) est la op,-période de la suite de réseaux

A
(ili) ¢; > —e;/2sij>0et g <e;/2sij<O0.
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Quitte & renuméroter, nous pouvons supposer que g; > 0 pour j > 0 et que, pour
0 <j<k<m,soit i; < i soit i; = i et ¢; < g (voir loc. cit.). Remarquons de
plus que i_; = i; et ¢_; = —g; pour tout j # 0.

Soit BY), pour j # 0, une o g,-base ordonnée de W) choisie comme dans loc. cit.,
ot i = i;. Cest-a-dire, pour j > 0, BY) = {v;,... ,Vj,4;} est une op,-base ordonnée
pour le réseaux AW (0) et B = {v_;1,...,v_;4,} est une op,-base ordonnée pour
le réseau A=7)(1) vérifiant

w; Sip=yq
hZ<U]’p7 vi‘%q) = . ’
0 sinon,

oil w; est une uniformisante fixée de Ej; telle que @ = (—1)%F/Fio)~1g, Pour
J. k # 0 tels que ¢; = iy =@ et dim EiW(j) = dim EZ.W(’“), on note /;; I'élément de B;
qui envoie la base ordonnée B*) sur la base ordonnée BY) et @k/#W(’“') sur 0.

Avec les éléments I;;, Shaun Stevens a défini dans loc. cit. des éléments sy, s,
et 57 de groupe de Weyl dans G}'. Précisément, pour j, k > 0 tels que i; =i, = 1 et
dim 5, W = dim z,W® il pose

Sig=djp+Tp;+ 1 5+ 15 1+ Z Iy
t£+] Lk

et, pour tout j > 0, il pose

sj =1 g+ (1) EEONL N,
t£+]
S;ﬂ = wi_lf_jd‘ + wi]j,_j + Z It,t'
t£+j

Remarquons que s;;, € G et que s;,57 € G si et seulement si dim (WO est
paire. De plus, d’aprés [42, Lemme 6.7|, pour j, k > 0 distincts tels que i; = i, =i et
dim g, W = dim g, W® on a

(1) sk € P(A,,) si et seulement si ¢;(A) = gi(A);

(ii) s; € PT(Aoy) si et seulement si q;(A) = e;/2; 57 € PT(Ayy) si et seulement

si ¢;(A) = 0.

Remarquons aussi que si [AM ny, 0, 3] est une strate semi-simple autoduale gauche
de méme décomposition associée V =1!_, V? telle que by(A™) contient by(A) alors
la décomposition autoduale V = @Tz_mW(j ) est aussi subordonnée a [AM nyy, 0, f]
et les éléments s, s; et s7 sont les mémes (voir [42, fin de la page 333]).

Pour relever les éléments s;y, s; et s77, nous devrons déterminer d’abord leur
norme spinorielle (ces éléments ne sont pas toujours dans G donc on calcule ici des
valeurs de I’homomorphisme sn sur G comme dans le remarque .

Proposition 4.24. Dans la situation au-dessus, pour tout j > 0, posons i = i; et
d; = dim g, W9, Alors
(i) pour k >0 tel que iy =i et dim g, W® = d;,

( ) (—1)dj mod (P1><)2 St EZ = Ei,() = F,
sn(s;x) =
- 1 mod (F*)? sinon;
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(i) si d; est paire, sn(s;) = sn(s¥) =1 mod (F*)?;
(iii) si d; impaire et E;/E; o ramifiée,

sn(s;) =1 mod (F*)? et sn(s7) = Normp,/p(w;) mod (F*)?;
(i) sid; impaire et E;/E; o non ramifiée,
sn(s;) = sn(sy) = Normp,/r(6) mod (F*)?, ou§ € EX tel que § = —0;
(v) sid; impaire et B; = E; g = F,
sn(s;) = —2wp  mod (F*)? et sn(s¥) = —2 mod (F*)*.
Corollaire 4.25. Dans le cas (iv) ci-dessus, on modifie la définition de s; et sT en

les remplagant respectivement par d;s; et 5;153-” ou

0j =00 — 0 T 5+ Y Iy
t£4j

avec § € E tel que 6 = —§ et v5(8) = 0. Les nouveaux éléments s; et sT ainsi
définis sont de norme spinorielle 1.

Démonstration. Avec les hypothéses données, nous avons
det g5, = 1, det g,5; = (—1)% (1)L E/E0)=1) ot det BsT = (—=1)%.

Alors toutes les affirmations avec E;/E;( quadratique sont obtenues en appliquant
'égalité [2.7] et la proposition [2.22]
Dans le cas E; = E; o = F, appliquant la proposition [2.10, on obtient d’abord

sn(sjx) = (—1)% mod (F*)2.
Remarquons que, dans ce cas,
dj

Sj = S
k=1

Uj,k—V=j,k?

OU Sy, —v_;, €st la réflexion de V' définie par le vecteur v;; — v_; ;. Par définition de
la norme spinoriellle, nous avons

dj

sn(s;) = Hq(vj,k —v_jp) = (—2wp)% mod (F*)%

De plus, appliquant encore la proposition [2.10}, nous avons sn(s;s7) = w;l;j mod (F*)?
et donc sn(s¥) = (—=2)% mod (F*)?. La démonstration est compléte. O

Nous pouvons maintenant relever les éléments s; x, s; et s77. Puisque leur norme
spinorielle n’est pas toujours triviale, nous devrons les relever dans le groupe de

Clifford I". Nous prenons une image inverse $; (respectivement §;, s¥) dans I' par

J
; i . - .\ .
’homomorphisme tr de s; (respectivement s;, s7) de maniére que si s; (respec-
w

tivement s;,s7) appartient a O'(h) alors 5;; (respectivement 5, 535 ) appartient a

G.
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4.3.4 Entrelacement

Poursuivons avec la situation de la section précédente et supposons de plus
que V = @;”:_mw(j) est exactement subordonnée a la strate [A,n,0, 3] au sens
de [42, Définition 6.5, c’est-a-dire, elle est proprement subordonnée a la strate
et ag(A©) N BO est un og-ordre autodual maximal dans B® et, pour chaque
j # 0, il existe un unique entier i tel que V* contient W) et ag(AW) N BY) est
un op,-ordre maximal dans BY. Comme dans les sections précédentes, notons L
le sous-groupe de Levi de GG qui stabilise la décomposition et soit P = LU un
sous-groupe parabohque de G de facteur de Levi L et de radical unipotent U. Notons
aussi L = t~1(LNO'(h)), P = L,U les sous-groupes correspondants dans G.

Pour chaque 7,0 < 7 < m, la conjugaison par ’élément 5; joue le role de
Vinvolution o; sur L définie par s; dans [42, §6.3]. Soit K = & o t|5, ) une -
extension standard i.e. relativement a 9t,. Nous avons les objets 7. 5, Kp, ... comme
dans les sections précédentes. Noter que k est aussi une [J-extension standard et que,
sii; =iy =1 pour j, k # 0 et si dim g, W@ = = dim g, W® alors WU et W) sont
compagnons par rapport a smA au sens de [42 Définition 6.8].

Bien que l'intersection J -NL (ou J 2N L) n’ait pas de décomposition en produ1t
direct, nous pouvons obtemr un resultat analogue a [42, Corollaire 6.10] car K5
factorise par Kp.

Proposition 4.26. Pour 0 < j,k < m, les éléments §; et 5,5 normalisent Eﬁb%mi'

Démonstration. D’aprés [42], on a
JpNL=JB,ANNL~JQ§ H BU AU

et .
K'P‘JPHL = H(O) 02y ®%(])7
j=1
ott k) est une représentation irréductible de J (B, A©)) et k1) est une représentation
irréductible de J (6(3 (). De plus, d’aprés [42, Corollaire 6.10], pour 1 < j, k <m,
on a k) o 0~ k) et le conjugué de 5j 1 induit un isomorphisme R ~ . Cela
implique que les éléments s;, s; normalisent £p|j.nr. De plus, ils normalisent aussi
O’(h). Puisque K3 factorise par kp, les éléments §;, 5;5 normalisent % p| Joni
Rappelons que :]\13 = (j(ﬁ,A) N Z)SJ% et que j(ﬁ,A) = (j(ﬁ,/\) N Z)sjl(ﬁ,/\).
Par ailleurs, d’aprés [42, Lemme 6.9], les conjugaisons par s; et par sj’k laissent
stable Jp N L. En particulier, elles laissent stable som | radical unipotent JL N L. Cela
implique que les éléments §;, 5, normalisent ;.Jp N L.L isomorphisme induit sur le
quotlent J 5N L/ JLn L préserve la composante connexe et donc ils normalisent

J]% N L. Dot la proposition. O

Suivons toujours les notations de [42]. Pour 1 < i < [, soit B%% une E;-base
autoduale de W = viN WO scindant AGY = 1OA? et posons B = B0 U
U i BY). Alors B’ est une Ej-base de V' scindant A’. Soit TEZ le stabilisateur dans
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Gg = Autg, (VZ) de la décomposition V' = @,cp F;v. Notons Ty = Ty N Gy avec
Ty = Hl ) TE Soit N le normalisateur de Tg dans G’g Alors N = t"Y(N N O'(R))
est le normalisateur de T = ¢t~ (T N O'(h)) dans Gg.

Proposition 4.27 (cf [42, Proposition 6.14]). Soit @ un élément de tn'(N). Si ©
normalise P°(A, 5) N L alors il normalise Kpl 70001 €t entrelace Kpl g, .
, P

Démonstration. Supposons que w normalise ]30(A0 )N L. Alors il normalise aussi
le radical pro-p-unipotent ;P (Ao, ) N L. Cela implique que w = t1(@) normalise
Pi(A,,)NL. En particulier, w permute les blocs de la décomposition V' = @;”meW(j ).
En multipliant w par des éléments s; et des éléments s;, on obtient w’ qui est dans
L et qui normalise P;(A,,) N L. Alors, on trouve que w est un élément décrit dans
la démonstration de [42, Proposition 6.14] a un élément de P(A,,) N L NN prés. Un
¢lément de P(A,,) N L N N normalise toujours kp car k est une [-extension et ses
images inverses dans ' ont les propriétés voulues.

D’aprés loc. cit., w a une composante zéro w® = 1010 et une composante qui
est un produit d’un élément diagonal en blocs z avec 29) = 10)210) pour 1 < j < m,
un scalaire non nul dans E;; et d’un produit d’éléments s; et d’éléments s; ;. D’apres
la proposition , les éléments §; et les éléments §;;, normalisent 5| Fo(8.M)NE- On
va voir dans le Temme [£.30] que les relévements dans I' de I’élément diagonal en blocs
z centralisent le groupe et donc normalisent la représentation.

La composante zéro w(® normalise PO(Ag(B). Cela implique qu’elle appartient a
P(AS?E)) (2 moins que le groupe considéré dans W soit isomorphe & SO (1, 1), c’est-
a~dire, & F'*, la propriété voulue étant alors immédiate). Alors les relévements dans T’
de w©® normalisent P (Aoy) NL. Par I’argument de la proposition ces relévements
normalisent & 5| Fo(BM)AL- Finalement, on voit que @ normalise K3, (BAND-

Avec I'unicité des sections homomorphes des pro-p-sous-groupes, 'argument de
loc. cit. dans lequel on utilise la décomposition d’Iwahori de J°(5, A) montre que w
entrelace Kp| . O

P

Posons Ny = {w e N : @ normalise ﬁO(AUE) N E} et notons Dy le sous-groupe
de Gg engendré par les éléments diagonaux par blocs z ou 20 = 10210) pour
1< ] < m, est un scalaire non nul dans E;;. Remarquons que ¢(0)|g,_,wo), avec

@ €N, A, peut s’écrire comme un produit d’'un élément z € D, et d'une matrice de
permutation par blocs.

Supposons toujours que k est une [-extension standard a J°(3,A). Posons
Up = Kp ® p, oul Kp est la représentation de JZ définie comme précédemment
et p est l'inflation a JZ d’une représentation irréductible cuspidale du quotient

/\O 1 ..
J%/sJ5. Comme [42] Proposition 6.15], nous avons
Proposition 4.28. [5(J5) C JZNyJ3.

Démonstration. C’est identique & la démonstration de [42), Proposition 6.15| (similaire
a celle du théoréme E ). Supposons g € G entrelace vp. Nous pouvons supposer
g€ Gg puisque p est triviale sur J1 et donc g € I5(sn ) sJL Ggsjl
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On peut supposer de plus que g est un représentant distingué de double classe pour
ﬁO(AUE) \@5/130(./\%) au sens de [20, §3.10] puisque @g N jz% = ﬁ"(AoE) contient un
sous-groupe d’Iwahori ﬁO(ATE) de @5, olt A™ est une suite autoduale de op-réseaux
telle que bo(A™) soit un og-ordre autodual minimal contenu dans by(A).

L’argument de [13, Proposition 5.3.2| dans lequel on utilise les propositions m
et montre que g entrelace la restriction de p a PI(A ») qui est le radlcal
pro-p-unipotent du sous-groupe d’Iwahori ﬁO(A ) de Gﬁ Cela implique g € N A,
d’apres [42], Proposition 1.1]. O

Posons Nx(p) = {g € Ny :9p ~ p}. Alors par le méme argument que [42]
Corollaire 6.16], nous avons

Corollaire 4.29. [5(5) C j}%NA(p)j}%.

Le groupe D, est central dans L N G. Nous allons voir que notre situation est
analogue.

Lemme 4.30. Le groupe ti'(Dy) C T est central dans @5 NL. En particulier, il
normalise la représentation p.

Démonstration. Pour tout d € t-'(Dy) et pour tout g € @5 N E, NOUS avons
[d, g] € GNker(tr) = {£1}.

Par ailleurs, d’apres [38, Théoréme 3.14 ( )], le groupe Gg N L est connexe en tant
que groupe algébrique. De plus, comme Gg NL et 1 (Dy) sont deux sous-groupes
fermés de Tt le groupe engendré par leurs commutateurs est connexe, d’aprés [30],
Corollaire 2.2.8 ( )], et donc il est trivial. Cela implique que tout élément de t1.'(Dy)
centralise G5 N L. En particulier, ¢7'(Dy) normalise p. O

4.4 Types cuspidaux

4.4.1 Partie de niveau zéro

Par le théoréme [1.13] nous avons montré que toute représentation irréductible
supercuspidale de niveau positif de G contient un caractére semi-simple gauche relevé
s0 € ,C(A,0,3) pour une certaine strate semi-simple gauche [A;n, 0, 5] dans g.

Soit 7 une représentation lisse irréductible de G et supposons qu’il existe une
paire ([A,n,0, (], s#) comportant une strate semi-simple gauche [A,n,0, 3] dans g et
un caractére semi-simple gauche relevé 0 € ;C(A, 0, 3) telle que la restriction de 7
a 4H'(B,A) contient ;0. Supposons de plus que, pour 3 fixé, nous avons choisi une
paire pour laquelle le sous-groupe parahorique ﬁ"(A0 ) est minimal parmi les telles
paires.

Rappelons que le pro-p-sous-groupe P;(A,,) est le radical pro-p-unipotent de

-~

P°(A,,) et que 'on a une suite exacte

1= P (Aoy) — ]3°(A0E) — M — 1,
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ou M est le groupe des points rationnels d’un groupe réductif connexe défini sur un
corps fini (§1.3.4]). Cette suite exacte induit la suite exacte suivante

1= JYB,A) = J(B,A) — M — 1.

Puisqu’il n’y a qu’une unique représentation irréductible yn de ,J! = ,JY(3, A) qui
contient 0, la restr/i\ction/\de 7 a ,J! contient ,n et donc 7 contient une représentation
irréductible ¥ de J° = J°(8,A) dont la restriction a ,J' contient ,n. Comme ,n se
prolonge a J °, la représentation 1 est de la forme ¢ = K ® p, ol k est une certaine [3-

extension standard de 7 et p est l'inflation d’une certaine représentation irréductible
pde M.

Lemme 4.31 (cf. [42] Lemme 7.4|). Dans la situation au-dessus, la représentation
p est cuspidale.

Démonstration. Comme dans |42, Lemme 7.4], on va montrer ce lemme par ’absurde.
Supposons, au contraire, que p n’est pas cuspidale. Alors il existe un sous-groupe
parabolique propre P de M de radical unipotent U tel que la restriction de p a
U contient le caractére trivial. Rappelons qu’il y a une bijection canonique entre
I'ensemble des sous-groupes paraboliques de M et lensemble des sous-groupes
parahoriques de GB qui sont contenus dans PO(A0 =) ( . Par cette bijection, il
existe une suite autoduale de op-réseaux A’ telle que PO(A;E) est un sous-groupe

propre de P°(A,,) et son image sous homomorphisme P°(A,,) — M est P. De
plus, I'image de ,P;(A]_) sous cet homomorphisme est I.

Par argument de |42 Lemme 2.8|, on peut trouver une suite autoduale de
op-réseaux A" telle que ]3°(A{,’E) = ﬁO(A;E) et ap(A”) C ag(A). 11 existe donc un
entier n” tel que [A”,n”,0, 5] est une strate semi-simple gauche dans g. Posons
0" = Taanp(s0) et soit 4" la représentation irréductible de ;J*(3, A”) contenant
0" JPi(AY,), contient le caractere trivial, m contient |, p,(ay, ). Par
[42, Lemme 7.5|, avec le fait que sn” et K se factorisent par t et que, par restriction, ¢
induit des isomorphismes sur les pro-p sous-groupes, sn" et K| p,( AL )Tt induisent a

Py(A7 ) les représentations irréductibles équivalentes. Cela implique que 7 contient

s1" et donc elle contient aussi 46”. C’est contraire a la minimalité de 160(A0 ) O

4.4.2 Stratégie de la démonstration

Nous voulons montrer que, avec la paire (j ° 4) au-dessus, nous pouvons obtenir
des types cuspidaux contenus dans 7. Nous utilisons la démonstration par ’absurde
comme [42] Supposons dans toute la suite soit que le sous-groupe para-
horique P"(AUE) n’est pas maximal dans GB soit que le centre de GB n’est
pas compact. Nous devons donc montrer que 7 n’est pas supercuspidale.

Soit [A’,n’,0, 8] une autre strate semi-simple gauche dans g telle que My, = My,
ﬁO(A’UE) = ﬁ"(AUE) et bo(A") C bo(A). Posons 6" = A a 5(s0) et soit o' I'unique
représentation irréductible de 4J1(3, A’) contenant ,6'. Soit ®’ la 3-extension standard
de ¢n’ compatible avec & et soit p’ 'inflation a J °(B,A’) d’'une composante irréductible
de la restriction de p a J°(8, A')/sJ (B, A). Posons ¢ = &' ® p. Alors largument de
[42, Lemme 7.7] montre que 7 contient 9.
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Nous pouvons donc supposer que pour la paire que nous avons choisie bg(A) est
minimal parmi toutes les paires ([A’, 7/, 0, 5], s0') telles que ﬁ"(A’UE) = ﬁO(AoE) et que
7 contienne (0. En particulier, byo(A) n’est pas un og-ordre autodual maximal dans
B. Alors il existe une décomposition autoduale V' = @Tz_mW(j), avec m > 1, qui est
exactement subordonnée a la strate [A, n,0, 5]. Nous allons utiliser la numérotation
et les notations comme précédemment, en particulier, 7 contient les représentations
Up de JJ%, ou P est un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi L qui est le

stabilisateur dans G de la décomposition.

Pour montrer que 7 n’est pas supercuspidale, on utilise la méthode de “paire
couvrante” de Bushnell-Kutzko, c’est-a-dire, on fabrique une paire couvrante et puis
un module de Jacquet non nul. Suivant [42] §7.2], nous voulons montrer que (JI%, U5),

pour un certain sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi E est une paire
couvrante voulue. Par définition de J3 et de 93, notre paire (J 2, U5 ) est une paire

décomposée. Il nous reste donc a trouver un sous-groupe de Levi LM de G contenant
L et un sous- groupe parabolique PM de facteur de Levi LM tels qu’il existe un
¢lément du centre de LM qui est portement positif relativement a (J" PM) et qui

supporte un élément inversible de ’algébre de Hecke ’H(G, J%, ¥5). Nous avons donc
besoin de déterminer I'entrelacement de 95 dans G. Avec le corollaire et le

lemme [4.30}, il nous reste a étudier I'entrelacement de p dans le sous-groupe engendré
par les ¢léments §; et §j.

Contrairement au cas des groupes classiques, le quotient P°(), )/ sPi(Noy) ~
jo(ﬁ ,N)/sJY(B,A) n’a pas de décomposition en produit direct et donc la représen-
tation p n’a pas de décomposition en produit tensoriel. Cela entraine une difficulté
suplémentaire : il peut arriver qu’il existe des éléments 5; qui ne normalisent pas p
mais leur produit normalise p. Nous allons voir cette situation dans I’exemple de la
sous section qui suit.

Nous voulions suivre la stratégie de [42, §7.2|. Cependant, a cause de la difficulté
présentée au-dessus, nous avons des situations plus compliquées et dans certains cas,
nous n’arrivons pas a résoudre le probléme. Nous présentons dans la suite plusieurs
cas. D’abord, nous allons considérer dans cette sous-section le cas dont ’hypothése
est la méme que dans [42, §7.2.1] pour préciser un des problémes qui se pose.

Supposons donc qu'’il existe un indice & > 0 tel que p** 2% p. Posons

J:{k}U{0<jSm:pév\’“:p}u{—j:0<jgmetpgj‘g/f’\’“(‘?j)ilzp}.

Cet ensemble est semblable a I’ensemble J de loc. cit. Pour 1 < 3 <m,sij € J ou
—j € J, alors p% o p. Cependant, contrairement au cas des groupes classiques, il
peut arriver qu’il existe une indice j telle que £j5 € J. En effet, nous allons voir, dans
I’exemple de la sous section qui suit, qu’il peut arriver que p* % p, p5ik ~ p, p**i ~ p.
Noter que s;s;, = s xSk et donc §;5; 5 et 5,85, ne difféerent que d’un scalaire. De
plus, s; et sj_l ne différent que d’un élément de Dy, donc §; et é}fl ne différent que
d’un élément de tr(D,) qui normalise p. Dans une telle situation :

o~ ~

psjsj,k(sj) ! ~ ps/;S/JI‘é\J e pﬁgzs? ~ pgl;s’; ~ p

On distingue deux cas :
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Cas 1:o0na—j ¢ J pour tout 7 € J. Dans ce cas, nous n’avons pas réussi a trouver
un sous-groupe de Levi voulu. Nous avions espéré suivre loc. cit. Cependant, cet
argument ne fonctionne pas. En effet, posons —J ={—j:je€ J}, h={-m<j<
m:+j & J} et

le@W(j), Y():@W(j), Y_IZEBw(j)

jeJ j€Jo je—J

Alors V' =Y1 &Y, @ Y est une décomposition proprement subordonnée a la strate.
Soit LM le sous- groupe de Levi de G qui stablhse cette décomposition. Il pourrait
arriver qu'il existe un produit d’éléments 5j, 5@ ¥, ... qui normalise p mais n’appartient
pas a LM . Nous ne savons pas si [5(Up) est contenu dans jI%EMjI%.

Cas 2 : il existe un indice j > 0 tel que 5 € J. Avec les calculs au-dessus, on
voit que cette condition implique que le produit §;5; normalise la représentation
p. Remarquons que la norme spinorielle de sys; (et de s7sT) est triviale. Prenons

/\
515, (respectivement s7s¥) une image inverse dans G de sks; (respectivement si7s%).

Alors §;s; et 37\ normalisent aussi p. Suivant [42} cas (ii), page 350], nous pouvons
fabriquer une paire couvrante voulue.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer j < k (donc ¢; < ¢ par
notre numérotation). Pour simplifier, quitte & renuméroter, nous pouvons supposer
que k = m et 7 = m — 1. Il faut faire attention que la convention antérieure de
numérotation peut n’étre plus respectée, cependant, nous avons toujours ¢,,—1 < Gm.

Notons ¢ = 17,, et, pour ¢ = 0, 1, E)ﬁf] la suite autoduale de op,-réseaux dans V*
définie par

M (2k + 1) — {wiAzl(l — €;/2) pour r = 0,
w; N (e;/2) pour r =1
whAY(1 = ¢,,_1) pour 7 =0,

M (2k + 1) =
i ") {W§A1(qm_1) pour 7 = 1,

Alors bo(ﬁﬁfl), pour ¢ = 0,1, sont deux og,-ordre autoduaux maximaux contenant
bo(A7) et, si on pose M, = M, © P, A", alors g 1(MG) = ¢n(DG) = 0 et
Dot (M) = () = (M [02)/2 prisaue gur () < gu(A) < e(M]o)/2 e,
d’apres [42), fin de §6.2], ¢pm_1(M)) et ¢, (IM}) appartiennent a {0, e(M|og,)/2}.
D’aprés [42, Lemme 6.7], cela entraine s,,, s,—1 € PT(9M) et 7,57, € PT(IMy).
Ainsi nous avons $,,S,—1 € P(M) et sZs&_, € P(My).

Soit P le stabilisateur dans G du drapeau

C’est un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi L. Notons ;U le radical
unipotent de P et sU~ le radical unipotent de 1'opposé de P relativement & L.
Remarquons que U = t(,U) et U~ = t(;U~) sont respectivement le radical unipotent
du stabilisateur P dans GG du drapeau et de son opposé relativement & L.
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Comme [42] cas (ii), page 350], les analogues de [42, Lemme 7.11] et [42] Corollaire
7.12] restent vrais si on remplace s,, et s% par sp,S,—1 et s&s%_,. Cela se transporte
par t et par les sections homomorphes uniques de U et de U~. Nous avons donc

AN A~

Lemme 4.32. JAsﬁsm\lJAsw/—m\lJo = J2CJ3, avec C = sﬁm\ls/s—m\l,
k>0, nous avons _

M?Wmmg ;sw

(Z)C(Joﬂ U-)c* <

(i) CF(Jen L)
En particulier, pour ki,ky > 0, J%a“ jl%a“? j% = jl%a“ﬁk? :]\1"3

et, pour

N
N
S

Nous pouvons maintenant suivre la construction de [42, §7.2.2, page 349|. Pour
¢ = 0,1, nous prenons une [-extension k, de ¢ a j"(B,A) compatible avec une
certaine [-extension standard de j\o(ﬁ,imq). Analogue a [42, Corollaire 6.13], nous
avons k, ™ K4, Oll X, est un caractére normalisé par tous les éléments 55,1 < j < m.
En posant p;, = p ® Xq_l, nous avons ¥ = k, ® p,. L'argument de [42] §7.2.2, page
349] dans lequel on utilise [26], Théoréme 7.12] et I'injection d’algébres du corollaire
4.23| nous donne deux éléments inversibles T, —— et Tw/w\ de 7—[(@ j‘l ,Up) qui

—1

sont de support JAsmsm 1J" et J" swsw_ 1JA respectlvement Avec le lemme [4.32]
S=(T,5—

o, K T = ) /F), ol e(E /F) est I'indice de ramification de E; sur F,

est un élément 1nvers,1ble de H(G, j%, 95) de support J2 C’ , avec (| = (Bl F),
Posons maintenant

Y, =Wm g wm v, = @ W et Y, = WE™ g py-m,
jEEmM,E(m—1)

Alors la décomposition autoduale V' =Y1 @ Yy © Y est proprement subordonnée a
la strate [A,n, 0, 5]. Notons LM le stabilisateur dans G de cette décomposition. Soit

PM un sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi LM et contenant P. Alors
nous avons un énoncé similaire a [42, Proposition 7.13] :

Proposition 4.33. (j}%, Up) est une paire couvrante de (j}% NLM, ﬁﬁlflngM) relati-
vement a (ﬁM, ‘71%) En particulier, la représentation m n’est pas supercuspidale.

Démonstration. Avec le lemme et le lemme [4.32] cette démonstration est totale-
ment identique a celle de [42, Proposition 7.13]. ]

4.4.3 Un exemple

Considérons le cas ot G = @5 = Sping(2,2) et donc G = Gz = SOp(2,2).
Revenons utiliser les calculs et les notations de 'exemple 2.1.4] En particulier, nous
avons un tore déployé maximal 7" avec un paramétrage :

F* x F* 3 (a,b) = ¥(a)ps(b) € T.

Supposons de plus que V = Fv; & Fuy & F vy @ Ful est la decomp081t10n exac-
tement subordonnée & la strate. Noter que T est le stabilisateur dans G de cette
décomposition.
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Soient §; et §3 respectivement une image inverse dans I' de

1 1
et 59 =
1 1

Nous pouvons, par exemple, prendre §; = (v; — vy ) et S5 = (v — v, ). Remarquons
que 57 et S ne sont pas dans G mais la conjugaison par ces éléments ne dépend
pas des relévements choisis. Par des calculs simples, nous vérifions que, pour tout
a,b € F* nous avons

(e1) Sip(a)si " =i(a)ea(a); ¥ ( ) = ahy(a™")p2(a) et done
si(a)si " =1(a)ea(a);

(e.2) 520(a)8 " = u(a)ta(a™); ¥ ( ) = api(a)yi(a”") et donc
srb(a)s " = ei(a)y(a);

(€3) Y(a)pa(b) = 1p(ab)pr (b71).

Soit 12 une image inverse dans I' de

1

S12 = 1

Par exemple, nous pouvons prendre
S12= [(v1 + o) = (v2 +v3)] [(0n —o7) = (v2 —v3)] .
Nous pouvons vérifier que, pour tout a,b € F'*,

(e.4) S1ap2(b)s2 " = (D)
(e.5) Siati(a)siz ' = va(a); Siava(a)siz ' =i (a) et donc

sav(a)siy = v(a).
Soit p un caractere de T. Alors p peut s’écrire
p(¥(a)pa(b)) = &(a)x(b), pour a,b e F™.

Avec les calculs au-dessus, nous pouvons voir que
(€.6) p(¥(a)pa(b)) = (£ "x)(a)x(b), pour tout a,b & F*, et donc

pr=pex =5
(e.7) p2(Y(a)p2(b)) = (Ex7Y)(a)x 1(b), pour tout a,b € F*, et donc
pP=pex=1
(e.8) p°2(1(a)pa(b)) = &(ab?)x~(b), pour tout a,b € F*, et donc
P =p e =5
(e.9) p*1%2(Y(a)pa(b)) = 1 (a)x 1 (b), pour tout a,b € F*, et donc
PIP=pe=x"=1

On voit trés bien dans cet exemple que méme si §; et 3 ne normalisent pas p,
leur produit §15; peut normaliser p.
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4.4.4 Les cas semblables aux cas des groupes classiques

Dans cette sous section, nous étudions des cas qui sont semblables & des cas pour
les groupes classiques.

Cas 1 : Supposons que le centre de @5 n’est pas compact. Alors, nous avons
Gp, = SOp(1,1) et donc Gg C L (VOll" [25 §3.3]). Cela implique Gz C L. Alors
le corollalre 4.29| implique I5(0p) C JO LJO Appliquant |14, Théoréme 7.2|, nous

voyons que (J2,95) est une paire couvrante de (J}% nL, U5)|504z) relativement a
P

(jz%’ ﬁ) En particulier, la représentation m n’est pas supercuspidale, d’aprés [14]
Théoréme 7.9].

Cas 2: Supposons qu’il existe un indice 1 < j < m tel que §; normalise p et que les
éléments §; et s appartiennent a G. Pour cette situation, nous pouvons appliquer
la construction de [42, page 349]. Nous renvoyons au cas 2.1 de la sous section m
ci-dessous pour les détails tout a fait similaires. En particulier, nous pouvons montrer
que 7 n’est pas supercuspidale.

Cas 3 : Supposons que, pour tout 1 < j < m, E;; = F, la dimension d; = dim (W)
est impaire et 5; normalise p.

Si de plus on a m > 2 alors en remarquant que s,,S,,—1 et s&s% | sont de norme
spinorielle 1, on peut utiliser la construction du cas 2 de la sous section [£.4.2] En
particulier, on peut montrer que w n’est pas supercuspidale

Sim = 1, nous n’avons pas réussi a montrer que (PA U3) est une paire couvrante.

4.4.5 Cas ramifié

Supposons qu'’il existe un indice 1 < k < m tel que E;/E;, o i = i), est une
extension quadratique ramifiée.

Proposition 4.34. Avec cette hypothese, (j%,ﬁlg) est une paire couvrante et, en
particulier, la représentation m n’est pas supercuspidale.

D’aprés [42], on a

Posons

P(ED AD) = 7 (P(AY) x [T P(AD))

JF+tk J7#k

Proposition 4.35. ]3(A0E) NI~ ﬁ(Ag?) X ﬁ(@j#ik Al(,JE))
Démonstration. Notons d = dj, = dim g, Wk Remarquons que, comme la décom-
position est exactement subordonnée a la strate, P(A( )) est un sous-groupe ouvert

compact maximal de Autg,(W®) ~ GL4(E;) et donc P(A ) ~ GL4(0g;). De plus,
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GL4(0g,) se plonge dans P(A,,) N L par l'injection

g
L:g—(g) = I

g1

Nous avons sn(c(g)) = Normp, ;r(det g,(g)) mod (F*)2. Par ailleurs, puisque E;/E; o
est ramifiée, nous avons det g,(g) € oy = op. (1 + pg,) pour tout g € GLg(0g,).
Alors sn(i(g)) =1 mod (F*)? pour tout g € GLg(0g,). Autrement dit,
t(GLg4(0g,)) € O'(h).
Maintenant il suffit de montrer qu’il existe une section homomorphe de ¢(GLg4(0g,))
dans P(A,,) N L. Nous avons
GL4(0g,) = Tk, x SLy4(0g,),

ou Ty, est le sous-groupe de GL4(0g,) défini par

Tg, = ‘ 1T € op,
1

D’abord, nous allons voir qu’il existe une unique section homomorphe s au-dessus
de ¢(SLg4(0g,)). En effet, sur une cloture algébrique F' de F', nous avons des groupes

~

algébriques G, G et une suite exacte (voir la section ) :
1= {+1} G5 G — 1.

Le groupe de Levi L est le groupe des F-points du groupe

L =SO0;(W" @y F) x [[GLz(WY @5 F).
j=1
En tant que groupe algébrique, SL=(W® @ F) est simplement connexe. Il existe
donc une unique section homomorphe de +(SLz(W® @5 F)) dans L=t"'L)cG.
Revenons aux groupes des F-points, il existe une section homomorphe de +(SL (W *)))
dans L. De plus, SLx(W®) est engendré par ses sous-groupes pro-p unipotent, donc
cette section est unique. Cela implique 'existence d’une section homomorphe s de
t(SL4(0g,)) dans ﬁ(AUE) N L. Pour montrer 'unicité de s, on suppose que s et s’ sont
deux sections homomorphes de ¢(SLg(0g,)). On considére 1'application

7:SLy(og,) = G,z — s(u(z))s (u(x)) "

Il est facile de voir que 7 est un homomorphisme d’image {+1}. Noter que s et s’
coincident (donc 7 est trivial) sur le pro-p radical unipotent de ¢(SL4(0g,)). Passer
au quotient, nous avons un homomorphisme

71 SLy(kp,) — {1}

qui est trivial sur les transvections et donc trivial. Alors 7 est trivial et donc s et s’
coincident.
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Lemme 4.36. I] existe une section homomorphe ¢ au-dessus de t(Tg,).

Démonstration. Sans perte de généralité, nous allons écrire comme d = 1 pour
simplifier les notations. On peut aussi oublier les blocs j # +k. Alors

TEi = 0;:(71- = :qui—1<Ei)(1 + pEz)?

iéme

olt gp, = |kg,| est le cardinal de kg, et py, —1(F;) est le groupe des racines (qg, —1)
de I'unité de E;. Comme 1+ pp, est un pro-p-groupe, il existe une unique section
homomorphe au-dessus de ¢(1+pg,). Alors il suffit de montrer qu’il existe une section
homomorphe sur (4, —1(E;)). Puisque E;/Ej o est ramifiée, nous pouvons écrire

W(k) = EZ‘U = EZ"()U D Ei,OwEiv et W(_k) = Eﬂ)_ = Z"(ﬂ)_ D EZ‘70’ZDEZ.U_,

ol v,v~ sont deux vecteurs des bases choisis pour définir les éléments de groupe de
Weyl sy, s77, . ... Posons

-1 5 1,
V1 = V) V2 = WE,V; V2 = TWEi’U , Vo1 = §wEiv .
Ces quatre vecteurs forment une E; o-base de Witt de I’espace W® @ Wk relati-
vement a la forme bilinéaire symétrique h; o définie par

hi,O(xv y) = trEi/Ei,o (hl(xJ Z/)>7 VLC, Yy S W(k) D W(ik)

Posons aussi
Vi = E;gv1 © Ejgv_y et Vo = E;gvs @ E; gv_s.

Alors W® @ WER =V, 1V, comme E; p-espace vectoriel. Pour ¢ = 1,2, notons
'"(V;) le sous-groupe de I'" engendré par les vecteurs non-isotropes de V;.

Noter que fig, —1(E;) = pg—1(Eip) est un groupe cyclique d’ordre ¢ — 1, ou
q = qE,,- Avec la LEivo—base de Witt au-dessus, pour tout € y,—1(E;), on a

Soit a un générateur du groupe cyclique yt,—1(E; ) et soit ¢;(a) un élément quelconque
de T (1) tel que
a

-1

Pour i = 1,2...,q — 1, posons ¢;(a’) = ¢i(a). Alors, pour 0 < i,j < q — 2, nous
avons
p1(a) ™ pr(a™), siitj > q—2.
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Noter que tr(p1(a)?!) =1 donc ¢ = py(a)?! € F*.
Par ailleurs, on voit que si(v1) € E;ov_g et sg(v_1) = va. Alors s induit un
isomorphisme
(Vi) — T (V)

x> Sa(s)
Posons ¢s(a) = Spp1(a)1(55) "1 € TH(14). Alors, on a
a! 1

tr(pa(a) = s e .

De méme, on pose ps(a’) = pa(a)’ pour i =1,2,...,q — 1. Alors on a aussi

oy = [0 4y 0
o(a) Yoy (a'), sii+j>q—2,

et po(a)?t = ¢t Posons
p(a) = pi(a)pa(a) € G.
et
o(a') = p(a)’, pouri=1,2,...,q— 1.

Alors on voit facilement que ¢ est un homomorphisme sur fi,, —1(E;) = pig-1(Eio).
En particulier, nous avons une section homomorphe voulue sur ¢(sg, —1(E;)). O

Revenons a la démonstration de la proposition 4.35, pour chaque ¢ € T, et pour
chaque g € SLy(0g,), posons

W(uftg)) = P(e(t))s(e(9)),

ot s est I'unique section homomorphe de ¢(SL4(0g,)) et ot ¢ est la section homo-
morphe de «(Tg,) définie dans le lemme précédent. Puisque Ty, normalise SLy(0g,)
et s est unique, il est facile de voir que ¥ est un homomorphisme de ¢(GL4(0g,))
dans ﬁ([\0 5) N L. La démonstration est compléte. O

Notons s P (€14, Al(,]E)) le radical pro-p unipotent de ﬁ(@#ik AEJE)) Alors nous
avons une conséquence directe du lemme précédent.

Corollaire 4.37. P(Ao,)/sPi(Ay,) = GLa(kg,) X P4 ASD) /s PLED, . ALD).
En particulier, nous avons

P°(A,,) N L~ P(AR) x P(EH AY)).
Jj#tk
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Remarque 4.38. La section homomorphe ¥ de «(GL4(0g,)) dans la démonstration
de la proposition [4.35 n’est pas unique. Cependant, elle ne dépend que du choix de la
section homomorphe ¢ de t(fi4; —1(E;)) dans la démonstration du lemme [4.36, Avec
la section ¢ choisie, on peut voir que §31(a)(5;) "t = ¥(a™!). Cela nnphque que

S0 (1(9))(51) " = U(ski(g)s; '), pour tout g € GLa(0p,)- (4.1)

Généralement, si on pose J,,, I'ensemble des indices 1 < j < m tels que Ej, /E;, o
est une extension quadratique ramifiée alors on a

Po(Mop)/sPi(Nep) =[] GLuy(ki,) x PO AL /P(ED AL

kEer J%er ]ngm
et
P°(Aoy) N L = H AR x Po( D AY)
k€Jrm JEIrm

Egalement, nous pouvons écrire

p= <® ’p"“’) & Pos

k€Jdrm

=(k . . _
ou [)( ) est une représentation cuspidale de GLdk(kEik), pour k € J,, et p, est une
représentation cuspidale de

PP AP ED ALD.

j%er ngrm

La notation p*), pour k € J,,,, désigne une représentation irréductible de ﬁ(Ag?)
ou de J(B®, A®).

Comme dans le cas des groupes classiques, la conjugaison par s; induit une
involution o; sur GU) = Auty(W©). Noter que, pour k € Jy,, Iélément §), normalise
p si et seulement si oy, fixe p*). Dans cette situation, nous pouvons suivre la stratégie
de [42, §7.2] mais il y a encore des détails plus compliqués. On distingue deux cas.

Cas 1 : Supposons qu’il existe un indice k € J,,, tel que p* o o), % p¥). Dans ce

cas, on peut utiliser la construction de [42, §7.2.1] en remplagant I'ensemble J par

‘]:{jejrm:ﬁ(j) N(k}u{ j jEeretA‘(j) U Nﬁ(k)}

nant L et tel que Ny(p) € LM. D’apres le corollaire [4.29, cela entraine I5(0p) C

Par cette construction, nous trouverons un sous-groupe de Levi LM de G conte-
J]%LMJ]%. Alors, d’apres [14, Théoreme 7.2|, (J2,95) est une paire couvrante de
(JzN LM 95| f}ngM) relativement & (P, J%). Comme la représentation 7 contient
U5, elle n'est donc pas supercuspidale, d’aprés [14, Théoréme 7.9).

Cas 2 : Nous supposons maintenant que pt@) o oj pY). pour tout j € J,,,. Dans ce
cas, on distingue deux situations.
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Cas 2.1 : il existe k € J,,,, tel que 5}, et g}? appartiennent a G. Quitte a renuméroter,
on peut supposer que k = m. Dans cette situation, on peut utiliser la construction
de [42, page 349|. Précisément, on fixe un choix du sous-groupe parabolique PdeG

(comme dans le cas 2 de la sous section 2| au-dessus) : le stabilisateur dans G du
drapeau

k m
foycwtm ... ¢ @ w@c...c @ -V
Jj=—m Jj=—m

Alors [42, Lemme 7.11] et [42, Corollaire 7.12] se transportent par I’homomorphisme
t et par les sections homomorphes uniques de ,U et de ,U~. En particulier, on a

Lemme 4.39. JOSmJOSwJO = JOCJO, avec C = §5%
(i) E ({103 msU)CA’f - JéﬂsUf
(i) C(JpNUT)CH S IpnL U™
(i) (TN L) C e
En particulier, pour ki, ko >0, JI%C’“ Jl%(]” Jg = J%Ckﬁk? JZ.

et, pour k > 0, nous avons

m’

Notons i = i,,. Soit M, la suite de op-réseaux dans V' définie comme dans le
cas 2 de la sous section Alors s% € P*(9My). Nous définissons une autre suite
autoduale M, de op,-réseaux dans V' par

wFAi(1 — g) pour r = 0,

My (2k + 1) = .
o ") {wf/\z(qm) pour r = 1.

Alors bg(i)ﬁi) est un 0p,-ordre autodual maximal contenant by(A’) et, si on pose
My = M, © P,; A*, alors, comme précédemment, s, € PH(My).

Comme dans le cas 2 de la sous section 4.4.2 “ en utilisant [26, Théoréme 7.12] et
Iinjection d’algebres du corollaire 4.23| nous trouverons deux éléments inversibles
Ts; et Tz de ?—[(G JA ¥5) qui sont de support J" stO et Jgsnwljp, respectivement.
Avec le lemme @, S (Ts * T@)E(Ei/m, ol e(Ei/F) est I'indice de ramification
de E; sur F, est un élément inversible de ’H(a, j]%,ﬂlg) de support j]%QA"’ j]%, avec

(' = ¢/ Maintenant, nous posons

Vi =Wy, = @WU et Y., =Wwtm,
jF#tm

Alors, par 'argument du cas 2 de la sous section |4.4.2, on voit que (jz%> U5) est une
paire couvrante et donc la représentation 7 n’est pas supercuspidale.

Cas 2.2 : pour tout j € J,,, 'élément s¥ n’est pas de norme spinorielle 1. Dans ce
cas, pour tout j € J,,, la dimension d; = dim By, W) est impaire (voir la proposition
4.24). De plus, puisque §; normalise p, pour tout j € .J,,, la représentation zm est
une représentation cuspidale autoduale de GLg; (kE] ). Cela implique d; = 1,Vj € Jpp,

d’apres [1].
S’il existe deux indices j et k dans J,, tels que i; = i, alors on utilise la

construction du cas 2 de la sous section [4.4.2| et on voit que (j]%, Up) est une paire
couvrante. On peut donc supposer que, pour tout j,k € Jypn, si j # k alors i; # .
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Qultte a renumeroter on peut supposer que m € J,,,. En particulier, nous avons
smeGet sw ¢ G.L argument du cas 2. 1 au- dessus nous donne un élément inversible
Ty de H(G, JI%, ¥p) de support J%smj%. Cependant, cet argument ne fonctionne

plus avec I’élément s%.
Remarquons, dans ce cas, que sZ € I'" car s7 € G. Nous devrons donc nous
déplacer dans I'". Rappelons que nous avons une suite exacte

R AL NG b NN

Notons R = j(F*). Alors le% est un sous-groupe ouvert de I'". Noter que F* =
ity —1(F)(1+pr), ot gr = |kr| et p,,1(F) est le groupe des racines (gp — 1)*™®
de I'unité de F. Nous définissons un caractére x de R de sorte qu'’il est trivial si
U5 est triviale sur le centre de G et que, sinon, il est trivial sur j(@w%(1 + pr)) et
sa restriction sur j(ftq,—1(F")) est un homomorphisme injectif. Alors ¥ ® x est une

représentation de RJ 3 Il est facile de vérifier le lemme suivant :

Lemme 4.40. L’application qui, a chaque ¢ € H(@, j%,ﬁ}g), fait correspondre la
fonction ¢, € H(RCA;, Rj;%,ﬁ}g ® x) définie par ¢,(Eg9) = x(§)d(g), pour tout £ € R

et tout g € j}%, est un isomorphisme d’algébres,
H(G,J2,95) ~ H(RG, RIS, 05 @ Y),

qui préserve le support : si ¢ € H(@, j]%,ﬁlg) est supportée sur j]%yj]%, pour y €
@, alors la fonction correspondante ¢, € ’H(R@, Rj%,bq]g ® x) est supportée sur
RJZyJ32. Linverse de cet isomorphisme est la restriction a G des fonctions de
H(RG, RJZ%, 05 ® X)-

Avec I'isomorphisme du lemme précédent, nous avons une injection d’algebres
préservant le support :

H(G, T2, 0p) ~ H(RG, RT3, V5 @ x) — H(IT, RI%, V5 @ x).

Nous notons aussi 75~ l'image dans H(I'T, Rj;%, Up®x) de Ty € 7—[(@, j%, Up) par
cette injection. En particulier, Ty est un élément inversible de H(T', RJZ, 05 ® X)
qui a pour support RJI%SAWJ%.

Soit My la suite des réseaux définie comme dans le cas 1.2 au-dessus. En particu-
lier, nous avons s, € P(My,, ). Soit Ky la S-extension de J°(5, M) compatible &
k. Posons JAsm = P"(AOE) JY(B,9My). Noter que I'on peut voir p comme une repré-
sentation de JAzm puisque JA /s T (B, M) est isomorphe a P"( or)/sP1(Mooy)

qui contient P"( op)/sP1(A,,) comme un quotient. Posons
I (& ~
V= (KM|JX,sz) ® p.

Comme dans la proposition [4.20] 'argument de [42], Proposition 7.1] nous donne un
isomorphisme canonique d’algébres

H(TH, RI°(B,A),9 @ x) ~ H(TH, RIZ gy, ¥ © X)
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qui préserve le support des fonctions : si ¢ € ’H(FJ“,RjO(ﬁ,A),ﬁ ® x) a pour
support Rjo(ﬁ, A)yjo(ﬁ, A) pour y € t71(Gp), alors la fonction correspondante ¢ a
pour support Rj/‘{moyj\/‘{mo. Par le lemme |4.22, nous avons aussi un isomorphisme
d’algébres préservant le support

H(t: (P(Moy)), RPP(Aoy), p @ X) = Ht (J(B, M), RT apys ¥ @ X).

De plus, 'argument de [42, Lemme 6.1] de nouveau nous donne un isomorphisme
préservant le support d’algébres de Hecke

H(TH, RI°(B,A),9 @ x) ~ H(TH, RTS, 05 @ X).

Mettant ensemble les isomorphismes d’algébres au-dessus, nous avons une injection
d’algebres de Hecke (similaire a [42, injection (7.3)])

H(t: (P(Moy,))s RP°(Aop), p @ x) < H(TT, RT%, 95 @ X) (4.2)

qui préserve le support des fonctions : si ¢5 € H (5 (P(Moo,))s RP(As,),p ®
€) est de support R}A’O(AOE)yﬁO(AUE), pour y € to (P(Mo,,)), alors la fonction
correspondante ¢ € H(I'", le%, U5 ® X) est de support le%yjl%.

Puisque sZ normalise p, il existe une fonction T dans l'algebre de Hecke
H(t: (P(Mo.,)), RP°(A,), p ® x) de support RP°(A,, )s= P°(A,,). Cet élément
est uniquement déterminé & un scalaire pres. De plus T (SA%)TST%((@)*) est un
scalaire non nul.

Lemme 4.41. T= est un élément inversible de H(tp (P(Mo,,,)), RISO(AOE), pPRX).

m

Démonstration. 11 s’agit du calcul du carré TS%. Noter que sZ et son inverse ne
m

difféerent que d’un élément du centre R. Le support, supp(TS%), de T 525 est donc
contenu dans

RP*(Aoy )55 P (Mo ) (55) 7 P (Ao ).

Notons que ce support est une réunion de doubles classes de Rﬁ"(AoE) dans
te (P(Mo,,)). Comme

RP°(Aoy )55 P (Mo, ) (55) 7 P°(Aoy) € RG,

alors supp(7TZ, ) est une réunion de doubles classes de RP°(A, ) dans Rﬁ(fmo,oE) =

te (P(Mo,,)) N RG.
Par ailleurs, avec la proposition |4.29 on voit que supp(TS%) est contenu dans

RP?(Mo) U [RP* (Ao )55 P (Aoy )|

et donc dans RP°(A,,) car [RﬁO(AoE)gg\ﬁﬁa(AoE)} N RG = (. Calculons la valeur
de TZ en 1, nous avons
Tz (2)T (z71)dz.

w
m

" /Rﬁo(AoE)?iﬁO(AoE>
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C’est un scalaire non nul car T (5%)T=((s%)™') est un scalaire non nul. Cela
m m
implique que Tz est un élément inversible et il ne différe de son inverse que d'un
m
scalaire. O]

Notons aussi Tz I'image dans H(TT, Rj%, Up®x) de Tz par I'injection d’algébres
. C’est donc un élément inversible de support RJ 2 §5J 2. Considérons maintenant

la convolution Ti; * Tz . C’est un élément 1nver51ble dans H(TT, RJ" Vs ® X) car
les deux facteurs sont inversibles. En particulier, avec le lemme [4.39 le carré de cette
convolution est un élément inversible de ’H(RG RJ” U5 @ x) de support RJT®, (2J Q.

Notons S I'image de (T *T=)?* dans (G, Jﬁ, ¥3) par I'isomorphisme du lemme [4.40
Alors S est un élément inversible de 7-[(@, j%, ¥5) de support Je 52 j 2. En particulier,
SeEi/F) st aussi un élément inversible de H(G, jo V5) de support Je (’

C ¢ C2e(Ei/F) Comme dans le cas précédent, cela 1mphque que (J 2,Up) est une paire
couvrante et donc 7 n’est pas supercuspidale.

2, avec
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