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Introduction

Le but de ce travail est de construire des représentations (complexes) irréductibles
supercuspidales des groupes spinoriels définis sur des corps p-adiques en utilisant
la méthode des types semi-simples. L’étude de la théorie des représentations des
groupes algébriques réductifs définis sur des corps p-adiques intéresse de nombreux
mathématiciens depuis les années 1950. Roger Evans Howe a présenté dans [21] une
approche des représentations du groupe linéaire général par la méthode de restriction
à sous-groupes ouverts compacts. La théorie des représentations des groupes linéaires
généraux p-adiques a été enfin complétée au moyen de types semi-simples par les
travaux de Colin John Bushnell et Philip Caesar Kutzko [13, 14, 15].

Grâce aux travaux indépendants d’Allen Moy et Gopal Prasad [29] et de Lawrence
Morris [27] pendant les dernières années du vingtième siècle, nous connaissons une
classification complète des représentations de niveau zéro, i.e., les représentations
dont la restriction au radical pro-unipotent d’un certain sous-groupe parahorique
contient le caractère trivial, d’un groupe réductif connexe p-adique quelconque. Pour
les représentations de niveau positif, Jiu-Kang Yu [46] a présenté une construction
générale de représentations supercuspidales dont l’exhaustivité est démontrée par Ju-
Lee Kim [23] avec des conditions sur le corps de base notamment que la caractéristique
résiduelle soit suffisamment grande.

Dans les travaux de Colin John Bushnell et Philip Caesar Kutzko [13] pour le
groupe linéaire général, ils ont présenté une description délicate de nature arithmé-
tique des représentations irréductibles supercuspidales des groupes linéaires généraux.
L’idée de cette description est d’obtenir toutes les représentations irréductibles super-
cuspidales comme des représentations induites compactes à partir de sous-groupes
ouverts compacts (modulo le centre). Développant cette idée, Shaun Stevens [42] a
décrit toutes les représentations irréductibles supercuspidales des groupes classiques
connexes p-adiques (les groupes unitaires, les groupes symplectiques et les groupes
spéciaux orthogonaux) lorsque la caractéristique résiduelle du corps de base est
impaire. Parallèlement, les travaux de Vincent Sécherre [34] puis de Vincent Sécherre
et Shaun Stevens [35] ont fourni une description des représentations supercuspidales
des groupes linéaires généraux sur des algèbres à division sur des corps p-adiques.
Suivant la méthode de Shaun Stevens, Laure Blasco et Corinne Blondel [3] ont très
récemment construit une famille de représentations irréductibles supercuspidales des
groupes exceptionnels G2 p-adiques avec p > 3. Nous nous intéressons à adapter
la construction de Shaun Stevens pour construire des représentations irréductibles
supercuspidales de groupes spinoriels définis sur des corps p-adiques.

Soit Ĝ un groupe spinoriel sur un corps local non-archimédien de caractéristique
résiduelle impaire. Le but de la construction est de fabriquer des paires (J, λ) compo-
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sées d’un sous-groupe ouvert compact J de Ĝ et d’une représentation irréductible
λ de J telles que la représentation induite compacte π = c-IndĜJ λ est une représen-
tation irréductible supercuspidale de Ĝ. De plus, nous espérons obtenir toutes les
représentations irréductibles supercuspidales de Ĝ par cette construction.

Les groupes spinoriels

Puisque les groupes spinoriels ne sont pas bien connus, nous voulons d’abord
introduire ces groupes et des concepts reliés. Soit F un corps local localement compact
non archimédien de caractéristique résiduelle p impaire et soit V un F -espace vectoriel
de dimension finie N muni d’une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée h. Notons
q la forme quadratique associée à h. Soit C l’algèbre de Clifford définie par (V, h).
C’est une algèbre Z/2Z-graduée, C = C+ ⊕ C−, engendrée par V (vu comme un
sous-espace) de dimension 2N . On définit un automorphisme γ de C de sorte que
γ|C+ = IdC+ , γ|C− = −IdC− et γ2 = IdC. Soit Γ le groupe des éléments inversibles u
de C vérifiant γ(u)V u−1 = V , appelé le groupe de Clifford de q. Chaque élément u de
Γ induit une isométrie tu de (V, h). En particulier, si u est un vecteur non-isotrope de
V alors tu est la réflexion de V par rapport à u. Nous avons donc un homomorphisme
surjectif tΓ de Γ sur le groupe des isométries, noté G+, de (V, h). Cet homomorphisme
a pour noyau F×. Il est bien connu que G+ est engendré par les réflexions de V , Γ est
donc engendré par les vecteurs non-isotropes de V . En particulier, tout élément du
sous-groupe Γ+ = Γ∩C+ est un produit d’un nombre pair de vecteurs non-isotropes
de V et l’image de Γ+ par l’homomorphisme tΓ est le groupe des rotations, noté G,
de (V, h). Il y a une norme Q définie sur Γ telle que Q(x) = q(x) si x est un vecteur
non-isotrope de V et que Q(ku) = k2Q(u) pour tout k ∈ F× et tout u ∈ Γ. Notons
Ĝ le noyau de la restriction de Q à Γ+, autrement dit, Ĝ est le sous-groupe de Γ+

composé des éléments de norme 1.
Correspondant à la norme Q, on définit un homomorphisme sn de G+ à valeur

dans F×/(F×)2. La restriction de cet homomorphisme à G induit une norme sur G,
appelée norme spinorielle. Le noyau de cette norme est appelé groupe orthogonal
réduit, noté O′(h). De plus, la restriction de l’homomorphisme tΓ à Ĝ induit un
homomorphisme surjectif t de Ĝ sur O′(h) de noyau fini d’ordre 2 contenu dans le
centre. Autrement dit, nous avons une suite exacte de groupes :

1→ {±1} → Ĝ
t→ O′(h)→ 1.

Cette suite n’est pas scindée en général. Cependant, il y a un résultat qui joue le
rôle d’une clef de cette thèse : la suite est scindée de manière unique au-dessus des
pro-p-sous-groupes. C’est-à-dire, pour tout pro-p-sous-groupe H de G (H est donc
contenu dans O′(h)), il existe une unique section homomorphe sH : H → Ĝ telle
que t ◦ sH = IdH, où IdH est l’homomorphisme d’identité de H. Cela entraîne que
la suite est aussi scindée de manière unique au-dessus des radicaux unipotents des
sous-groupes paraboliques de G. Pour simplifier, nous allons noter sH l’image dans Ĝ
d’un pro-p-sous-groupe (ou un radical unipotent) H de G ; et nous notons K̂ l’image
inverse dans Ĝ par l’homomorphisme t d’un sous-groupe quelconque K de G.
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En passant sur une clôture algébrique de F , nous allons voir que Ĝ est en fait le
groupe des F -points rationnels d’un groupe algébrique réductif simplement connexe
Ĝ, appelé un groupe spinoriel, défini sur F , qui est une extension centrale d’un groupe
orthogonal spécial G défini sur F dont G est le groupe des F -points rationnels. De
plus, Ĝ partage avec le groupe G l’algèbre de Lie g et les points de l’immeuble
de Bruhat-Tits I(G,F ). L’action adjointe sur g et l’action sur I(G,F ) de Ĝ se
factorisent respectivement par celles de G.

Soit β = ⊕li=1βi un élément de l’algèbre de Lie g tel que la F -algèbre E = F [β]
est une somme directe d’extensions finies Ei = F [βi], i = 1, . . . , l, de F . Dans notre
construction, il est nécessaire que le fixateur Ĝβ de β dans Ĝ sous l’action adjointe soit
(le groupe des F -points rationnels d’)un groupe réductif. Rappelons que le fixateur
Gβ de β dans G est le groupe des F -points rationnels d’un groupe réductif connexe
qui est un produit de groupes linéaires généraux, de groupes unitaires et d’au plus
un groupe orthogonal spécial [9]. Malheureusement, nous n’avons pas une description
similaire pour le groupe Ĝβ (voir §2.3). De plus, nous avons très peu d’information
sur Ĝβ. Nous n’arrivons donc pas à voir que Ĝβ est un groupe réductif. Par la
théorie générale des groupes réductifs, si les Ei, i = 1, . . . , l, sont des extensions finies
séparables de F alors Ĝβ est le groupe des F -points d’un groupe réductif connexe
défini sur une certaine extension de F . Pour que Ĝβ soit un groupe réductif,
nous devons donc supposer dans cette thèse que la caractéristique de F
soit nulle. Nous espérons supprimer dans le futur cette hypothèse.

La construction de représentations supercuspidales
Nous rappelons d’abord la notion dans [40] de strate semi-simple gauche [Λ, n,m, β]

dans g associée à une décomposition orthogonale V =⊥li=1 V
i. C’est un ensemble de

certaines données locales : β est un élément semi-simple elliptique de g, c’est-à-dire,
E = F [β] est une somme directe d’extensions finies Ei = F [βi], 1 ≤ i ≤ l, de F
stables sous l’involution induite par h, où β = ⊕li=1βi ; pour chaque 1 ≤ i ≤ l, V i

est un Ei-espace vectoriel ; Λ est une suite autoduale de réseaux dans V attachée à
un point rationnel xΛ de l’immeuble de Bruhat-Tits I(Ĝβ, F ) de Ĝβ ; et n,m sont
deux nombres entiers. La suite de réseaux Λ définit un sous-groupe ouvert compact
P (Λ) de G de radical pro-p-unipotent P1(Λ) et donc un sous-groupe ouvert compact
P (ΛoE) = P (Λ) ∩Gβ de Gβ de radical pro-p-unipotent P1(ΛoE) = P1(Λ) ∩Gβ.

Attachés à une strate semi-simple gauche [Λ, n,m, β] dans g, Shaun Stevens
[41] a défini une suite décroissante {H i(β,Λ)}i≥1 de pro-p-sous-groupes de G et
un ensemble fini C(Λ,m, β) de caractères abéliens de Hm+1(β,Λ). Ces caractères
généralisent les caractères simples pour les groupes linéaires généraux de [13] et
ils sont appelés les caractères semi-simples gauches. Comme les caractères simples
pour les groupes linéaires généraux, les caractères semi-simples gauches possèdent
des “bonnes propriétés” d’entrelacement et des propriétés de transfert. Comme t
induit sur les pro-p-sous-groupes des isomorphismes, nous définissons les caractères
semi-simples pour Ĝ de manière naturelle : en relevant les caractères semi-simples
gauches, nous obtenons un ensemble de caractères abéliens de sH

m+1(β,Λ) :

sC(Λ,m, β) = {sθ = θ ◦ t|
sHm+1(β,Λ) : θ ∈ C(Λ,m, β)}.
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Cet ensemble est appelé l’ensemble des caractères semi-simples gauches relevés de
sH

m+1(β,Λ). Par définition, les propriétés de transfert des caractères semi-simples
gauches se tranportent pour les caractères semi-simples gauches relevés. Par ailleurs,
les propriétés d’entrelacement des caractères semi-simples gauches sont aussi préser-
vées par un résultat général (lemme 3.6) : soient σi, i = 1, 2, deux représentations
d’un pro-p-sous-groupe H de G. Posons sσi = σi ◦ t|sH pour i = 1, 2. Alors

IĜ(sσ1, sσ2) = t−1(IG(σ1, σ2) ∩O′(h))

et
Ig(sσ1, sσ2) = It(g)(σ1, σ2), pour tout g ∈ IĜ(sσ1, sσ2).

Nous décrivons maintenant la construction de représentations irréductibles su-
percuspidales de Ĝ. Rappelons que notre construction est l’adaptation de celle
de [42] pour le groupe Ĝ. Nous partons donc d’une strate semi-simple gauche
[Λ, n, 0, β] dans g. Pour le groupe G, Shaun Stevens [41] a défini deux sous-groupes
ouverts compacts J(β,Λ) ⊇ J1(β,Λ) contenant H1(β,Λ) et entrelaçant chaque ca-
ractère semi-simple gauche de H1(β,Λ), où J1(β,Λ) est un pro-p-sous-groupe et
J(β,Λ) = P (ΛoE)J1(β,Λ). Posons Ĵ(β,Λ) = t−1(J(β,Λ) ∩O′(h)). Alors Ĵ(β,Λ) et
sJ

1(β,Λ) jouent les mêmes rôles que J(β,Λ) et J1(β,Λ). Les caractères semi-simples
gauches relevés de sH

1(β,Λ) héritent des propriétés importantes des caractères
semi-simples gauches de H1(β,Λ) : pour chaque caractère semi-simple gauche relevé
sθ ∈ sC(Λ, 0, β), il existe un unique prolongement sη de sθ à sJ

1(β,Λ) (extension de
Heisenberg) ; l’ensemble d’entrelacement de sη est celui de sθ ; et, de plus, tout espace
d’entrelacement de sη est de dimension 1.

L’étape suivante de la construction est de chercher des bons prolongements de sη
à Ĵ(β,Λ) - les β-extensions. De manière naturelle, nous définissons les β-extensions
en relevant celles pour G définies par Shaun Stevens dans [42]. Autrement dit, nous
cherchons les β-extensions dans l’ensemble des prolongements de sη qui sont triviaux
sur le centre de l’extension. Nous vérifions ensuite que nos β-extensions respectent
des propriétés nécessaires. Rappelons que, dans le cas où P (ΛoE) est un sous-groupe
ouvert compact maximal de Gβ, les β-extensions pour G généralisent celles pour les
groupes linéaires généraux dans [13] et que, dans le cas général, en choisissant une
suite de réseaux ΛM dans V telle que P (ΛM

oE
) est un sous-groupe ouvert compact

maximal de Gβ contenant P (ΛoE), une β-extension κ de J(β,Λ) correspondant à
un caractère semi-simple gauche θ ∈ C(Λ, 0, β) est définie en compatibilité avec une
β-extension κM de J(β,ΛM ) correspondant au transfert de θ dans C(ΛM , 0, β). Cette
propriété de compatibilité est préservée pour nos β-extensions à Ĵ(β,Λ) : si P (ΛM)

contient P (Λ), la représentation κ̂ = κ ◦ t|Ĵ(β,Λ) est l’unique extension de sη à Ĵ(β,Λ)

qui vérifie la condition de compatibilité relativement à κ̂M = κM ◦ t|Ĵ(β,ΛM )

IndP̂ (ΛoE
)sP1(Λ)

Ĵ(β,Λ)
κ̂ ' IndP̂ (ΛoE

)sP1(Λ)

P̂ (ΛoE
)sJ1(β,ΛM )

κ̂M |P̂ (ΛoE
)sJ1(β,ΛM ).

Comme dans [42], nous choisissons pour κ̂ une β-extension standard de sη, c’est-à-dire,
une β-extension de sη relativement à un bon choix de ΛM .

La dernière étape de la construction est d’ajouter une pièce de niveau zéro. Noter
que P̂ (ΛoE) est le fixateur dans Ĝβ du point xΛ et que sP1(ΛoE) est son radical pro-p-
unipotent. Le quotient P̂ (ΛoE)/sP1(ΛoE) est donc un groupe réductif M̂ défini sur un
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corps fini. Notons P̂ o(ΛoE) l’image inverse de la composante connexe M de M̂ dans
P̂ (ΛoE) par l’application du quotient. P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique de
Ĝβ. De même, comme Ĵ(β,Λ)/sJ

1(β,Λ) ' M̂ , nous notons Ĵo(β,Λ) l’image inverse
dans Ĵ(β,Λ) de M . Soit ρo l’inflation à Ĵo(β,Λ) d’une représentation irréductible
cuspidale de M et soit ρ une représentation irréductible de Ĵ(β,Λ) contenant ρo. Les
représentations ρo et ρ sont aussi dites cuspidales. Posons λ = κ̂⊗ ρ.

La paire (Ĵ(β,Λ), λ) est dite un type cuspidal si le centre de Ĝβ est compact et
si P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique maximal de Ĝβ. Si (Ĵ(β,Λ), λ) est un
type cuspidal, nous allons voir que l’entrelacement de λ est Ĵ(β,Λ). En particulier,
l’induite compacte π = c-IndĜ

Ĵ(β,Λ)
λ est irréductible supercuspidale et (Ĵ(β,Λ), λ) est

un [Ĝ, π]Ĝ-type au sens de [14]. L’idée du calcul de l’entrelacement de λ est la même
que dans [42] : nous pouvons d’abord restreindre à l’entrelacement de λo = κ̂⊗ ρo
en utilisant la théorie de réductibilité de Clifford [18] ; ensuite, en remarquant que
l’entrelacement de la restriction de κ̂ à un pro-p-sous-groupe de Sylow est celui
de sη, nous pouvons restreindre encore à l’entrelacement de la restriction de ρo au
radical unipotent d’un sous-groupe d’Iwahori de Ĝβ contenu dans P̂ o(ΛoE) ; par [42,
Proposition 1.1], l’hypothèse de maximalité de P̂ o(ΛoE) nous permet de restreindre
l’entrelacement au normalisateur de P̂ o(ΛoE) dans Ĝβ ; enfin, puisque le centre de
Ĝβ est compact, P̂ (ΛoE) est le normalisateur de P̂ o(ΛoE).

Le problème d’exhaustivité

Comme pour les groupes classiques, nous espérons montrer que toute représenta-
tion irréductible supercuspidale π de Ĝ contient un type cuspidal. Autrement dit, nous
espérons montrer que nous pouvons obtenir toutes les représentations irréductibles
supercuspidales de Ĝ par notre construction au-dessus. Nous suivons toujours l’idée
de [42] (après celle de [13]). Cette idée comporte trois étapes principales : montrer
que π contient une strate semi-simple gauche ; montrer que π contient un caractère
semi-simple gauche relevé dans un certain sC(Λ, 0, β) ; montrer que π contient un
type cuspidal.

Par définition des caractères semi-simples gauches relevés, nous voyons que les
deux premières étapes sont en fait totalement identiques à celles du cas des groupes
classiques. Précisément, le résultat de [40] est parfaitement adapté à la première étape
alors que celui de [41] est transporté à la deuxième par les sections homomorphes des
pro-p-sous-groupes. L’idée pour la première étape : d’abord, d’après un résultat de
Allen Moy et Gopal Prasad [28], la représentation π contient une strate fondamentale
dans g, de plus, on peut montrer que cette strate n’est pas G-scindée au sens de [40] ;
ensuite, par [40, Théorème 4.4], on peut raffiner cette strate pour obtenir une strate
semi-simple gauche [Λ, n, n−1, β] contenue dans π. Alors, la représentation π contient
un caractère semi-simple gauche relevé de sH

n(β,Λ). L’idée pour la deuxième étape
est de prolonger ce caractère pour obtenir un caractère semi-simple gauche relevé de
sH

n−1(β,Λ) qui est aussi contenu dans π et répéter cette procédure pour trouver un
caractère semi-simple gauche relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β) qui est contenu dans π.

Pour la dernière étape, nous suivons l’idée de [42, §7]. Cependant, il y a des
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détails plus compliqués. D’abord, nous pouvons voir que π contient une représentation
ϑ = κ̂⊗ ρ de Ĵo(β,Λ), où κ̂ est une β-extension standard et ρ est une représentation
cuspidale. Ensuite, nous utilisons l’absurde : en supposant que P̂ o(ΛoE) n’est pas
maximal ou que le centre de Ĝβ n’est pas compact, nous devons montrer que π n’est
pas supercuspidale, donc une contradiction.

Pour montrer que π n’est pas supercuspidale, nous utilisons la méthode de paires
couvrantes de Bushnell-Kutzko [14] : chercher une paire couvrante contenue dans
π. Utilisant la notion de décomposition exactement subordonnée à la strate de V
de [42], nous pouvons choisir un sous-groupe de Levi L̂ de Ĝ tel que, pour tout
sous-groupe parabolique P̂ de facteur de Levi L̂, le sous-groupe Ĵo(β,Λ) admet une
décomposition d’Iwahori relativement à (L̂, P̂ ). Noter que, dans le cas où P̂ o(ΛoE)

est un sous-groupe parahorique maximal de Ĝβ, nous avons L̂ = Ĝ. Comme dans
[42], pour un sous-groupe parabolique P̂ = L̂sU , nous définissons

Ĵo
P̂

= sH
1(β,Λ)(Ĵo(β,Λ) ∩ P̂ )

et notons ϑP̂ la représentation naturelle de Ĵo
P̂
sur l’espace des vecteurs de ϑ fixés

par Ĵo(β,Λ) ∩ sU . Alors ϑP̂ est triviale sur le radical unipotent de tout sous-groupe
parabolique de facteur de Levi L̂ et sa restriction sur Ĵo

P̂
∩L̂ est irréductible. Autrement

dit, (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire décomposée. De plus, la restriction de π à Ĵo

P̂
contient ϑP̂ .

L’idée est de montrer que (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante. Il nous reste à chercher

un sous-groupe de Levi L̂M de Ĝ contenant L̂ et un sous-groupe parabolique P̂M

de Ĝ de facteur de Levi L̂M tels qu’il existe un élément inversible de l’algèbre de
Hecke H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) qui a pour support Ĵo

P̂
ζ̂ Ĵo

P̂
, où ζ̂ est un élément fortement positif

relativement à (P̂M , Ĵo
P̂

) du centre de L̂M .
Dans le cas où le centre de Ĝβ n’est pas compact, Ĝβ est contenu dans un

sous-groupe de Levi propre L̂M de Ĝ. En particulier, nous avons

IĜ(ϑP̂ ) ⊆ Ĵo
P̂
L̂M Ĵo

P̂
.

Alors tout élément fortement positif relativement à (P̂M , Ĵo
P̂

) du centre de L̂M

supporte un élément inversible de H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) [14, Théorème 7.2]. Ainsi, (Ĵo

P̂
, ϑP̂ )

est une paire couvrante de (Ĵo
P̂
∩ L̂M , ϑP̂ |Ĵo

P̂
∩L̂M ).

Dans le cas où le sous-groupe parahorique P̂ o(ΛoE) n’est pas maximal, le sous-
groupe L̂ choisi est un sous-groupe de Levi propre de Ĝ - le stabilisateur d’une
décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j) qui est exactement subordonnée à la
strate. Pour ce cas, nous pouvons restreindre l’entrelacement de ϑP̂ à l’entrelace-
ment de ρ dans un groupe engendré par une famille d’éléments de groupe de Weyl
ŝj, ŝ$j , ŝj,k, j, k = 1, . . . ,m, relativement à la décomposition. Ces éléments sont des
relèvements dans Γ des éléments sj, s$j , sj,k de [42]. Cependant, contrairement au cas
des groupes classiques, il peut arriver des situations plus compliquées :

(i) même si ces éléments ne normalisent pas ρ, leurs produits peuvent normaliser
ρ. En effet, on n’a pas toujours de décomposition du quotient P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛoE)
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en produit direct et donc on n’a pas toujours de décomposition de ρ, vue comme
représentation de ce quotient, en produit tensoriel ;

(ii) deux éléments sj et s$j sont tous les deux soit des rotations soit des retourne-
ments. Cependant, leurs normes spinorielles ne sont pas toujours les mêmes. Il
peut donc arriver que ŝj ∈ Ĝ mais ŝ$j 6∈ Ĝ ou que tous les deux ne sont pas
dans Ĝ.

Ces difficultés supplémentaires sont l’obstruction de notre démonstration.
On considère, par exemple, le cas qui est semblable au cas de [42, §7.2.1], c’est-à-

dire, le cas où il existe un élément ŝk qui ne normalise pas ρ. On définit un ensemble
d’indices J semblable à l’ensemble J qui, dans loc. cit., permet de construire un
sous-groupe de Levi LM supportant l’entrelacement de ρ. Ici, il peut arriver qu’il
existe un indice j tel que ±j ∈ J ce qui empêche de construire un tel sous-groupe
de Levi. En fait, ce cas survient quand ŝj,k et le produit ŝkŝj normalisent ρ (c’est
impossible dans loc. cit.). Même si −j 6∈ J pour tout j ∈ J , nous n’avons pas réussi
à voir s’il existe un sous-groupe de Levi convenable.

Notons que, comme la décomposition V = ⊕mj=−mW (j) est exactement subordon-
née à la strate, pour tout j 6= 0, il existe un indice i = ij tel queW (j) est contenu dans
le Ei-espace V i. Soit Ei,0 le sous corps des points fixes de Ei par l’involution. Lorsqu’il
existe un indice j 6= 0 tel que Ei/Ei,0, où i = ij, est une extension quadratique
ramifiée, on montre qu’il existe une décomposition du quotient P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛoE)
en produit direct et donc une décomposition de ρ en produit tensoriel (le corollaire
4.37). On peut alors trouver un sous-groupe de Levi convenable et on peut conclure
(la proposition 4.34).

Sinon, on distingue plusieurs cas dont deux sont résolus :
Cas 1 : il existe un indice j > 0 tel que ŝj normalise ρ et que ŝj appartienne à Ĝ.
Alors ŝ$j appartient aussi à Ĝ. En utilisant la construction de [42, §7.2.2], on
trouve un bon sous-groupe de Levi.

Cas 2 : il existe deux indices non nuls j et k tels que ij = ik, que la norme
spinorielle de sjsk est triviale et que le produit ŝj ŝk normalise ρ. Utilisons
encore la construction de loc. cit., nous trouverons un sous-groupe de Levi
convenable.

Nous espérons résoudre dans un travail ultérieur les situations qui restent.

Plan de la thèse

Cette thèse contient quatre chapitres : un chapitre de préliminaires et trois
chapitres principaux.

Chapitre 1 : Préliminaires

Le premier chapitre est consacré à des rappels sur les notions utilisées dans
cette thèse. Dans la première section, nous donnons quelques notations générales et
quelques conventions pour toute la suite. Nous rappelons dans la deuxième section
la théorie générale des représentations complexes de groupes algébriques réductifs et
la théorie des types de Bushnell-Kutzko. Dans la troisième section, nous rappelons
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quelques éléments de la théorie des immeubles de Bruhat-Tits des groupes algébriques
réductifs connexes, en particulier, quelques propriétés des sous-groupes paraboliques
et des sous-groupes parahoriques d’un groupe réductif.

Chapitre 2 : Groupes spinoriels

Comme le groupe spinoriel n’est pas bien connu, nous utilisons ce deuxième
chapitre pour le présenter et établir des propriétés importantes qui servent dans
toute la suite.

Dans la première section, nous présentons la définition des groupes spinoriels
et quelques propriétés de base. Nous rappelons d’abord les notions d’algèbres de
Clifford, de groupes de Clifford et de groupes spinoriels. Ensuite, nous décrivons la
structure des groupes de Clifford et démontrons que le groupe spinoriel, en tant que
groupe algébrique, est un groupe simplement connexe (c’est une extension centrale
d’un groupe spécial orthogonal). Nous présentons ensuite des critères de calculs de
la norme spinorielle sur un groupe orthogonal. Enfin, nous nous familiarisons avec
les calculs dans le groupe spinoriel avec deux exemples simples : le premier exemple
est de construire un paramétrage pour le groupe SpinF (1, 1) ; le deuxième est de
construire un paramétrage d’un tore déployé maximal du groupe SpinF (2, 2).

Dans la deuxième section, nous présentons une propriété importante qui joue le
rôle d’une clef de cette thèse : l’extension est scindée au-dessus des pro-p-sous-groupes
et des radicaux unipotents de sous-groupes paraboliques.

La dernière section du chapitre est consacrée à l’étude du centralisateur d’un
élément semi-simple de l’algèbre de Lie. En particulier, nous démontrons une relation
entre la norme spinorielle sur un groupe spécial orthogonal et la norme spinorielle
sur un groupe unitaire que l’on l’appelle la norme de Wall pour éviter des confusions.

Chapitre 3 : Construction de représentations supercuspidales

La première section est formée de rappels sur la notion de strate semi-simple
autoduale. C’est la notion initiale de la construction.

Dans la deuxième section, on définit les caractères semi-simples pour le groupe
spinoriel. Ensuite, on démontre des propriétés d’entrelacement et des propriétés de
transfert des caractères semi-simples.

On établit dans la troisième section l’existence, l’unicité et des propriétés d’entre-
lacement des extensions de Heisenberg d’un caractère semi-simple.

Dans la quatrième section, on définit les β-extensions d’un caractère semi-simple.
On démontre également la propriété de compatibilité des β-extensions.

Dans la dernière section, on construit un type cuspidal à partir d’une β-extension
standard d’un caractère semi-simple.

Chapitre 4 : Problème d’exhaustivité

Ce chapitre franchit des étapes importantes en direction d’une démonstration de
l’exhaustivité de notre construction. Dans la première section, on démontre d’abord
que toute représentation irréductible supercuspidale du groupe spinoriel contient
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une strate semi-simple gauche, c’est-à-dire, l’exhaustivité des strates semi-simples
gauches.

La deuxième section est consacrée à la démonstration de l’exhaustivité des
caractères semi-simples gauches relevés.

La troisième section étudie des objets techniques qui servent à la démonstration
de l’exhaustivité des types cuspidaux : des morphismes d’algèbres de Hecke ; des
éléments de groupe de Weyl ŝj, ŝj,k ; des espaces d’entrelacements ; etc.

Dans la dernière section, on démontre d’abord que toute représentation irré-
ductible supercuspidale du groupe spinoriel contient un produit tensoriel d’une
β-extension standard et d’une représentation cuspidale de niveau zéro. On présente
ensuite la stratégie de démontration par l’absurde de l’exhaustivité des types cuspi-
daux utilisée dans le cas des groupes classiques et on détaille les obstacles rencontrés
pour les groupes spinoriels. Enfin, on présente les résultats partiels obtenus.





Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce premier chapitre, nous rappelons des notions et des résultats élémentaires
que nous allons utiliser dans la suite de la thèse. Nous allons également fixer les
notations pour les chapitres qui suivent.

1.1 Notations et conventions

Dans cette thèse, nous travaillons avec un corps local non archimédien F muni
d’une valuation discrète ν, qui est normalisée de sorte que ν(F×) est le groupe additif
des entiers, et nous noterons oF son anneau des entiers muni d’une valuation discrète,
pF l’idéal maximal de oF . Nous fixerons une uniformisante $F ∈ F× de F telle que
pF = $FoF . Nous noterons aussi kF = oF/pF le corps résiduel de F qui sera supposé
de caractéristique impaire p. On supposera de plus que kF soit fini de cardinal qF ,
ou en équivalence, que F soit localement compact. À partir de la fin de paragraphe
3.1.3, nous supposerons de plus que la caractéristique de F soit nulle. Si E est une
extension finie de F, on gardera ces notations par rapport à E.

Nous fixerons dans cette thèse un caractère additif lisse non trivial ψF de F qui
est trivial sur pF et qui n’est pas trivial sur oF . Nous avons aussi une convention que
toute représentation considérée dans cette thèse sera complexe et lisse.

1.2 Représentations supercuspidales et types

Tout d’abord, nous voulons rappeler des notions et bien sûr des résultats sur les
représentations supercuspidales, et en particulier sur la méthode de construction de
telles représentations par le moyen de types. Pour tous les détails, on peut trouver
dans [14], et [17].

1.2.1 Représentations supercuspidales

Soient F un corps local non archimédien, G le groupe des points F -rationnels
d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F . Soit (π,V) une représentation
complexe de G. Cette représentation est dite lisse si, pour tout vecteur v de V, il
existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que v soit fixé par tous les élément
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de K. En équivalence, on a
V = ∪

K
VK ,

où VK est l’espace des points fixes de K dans V et K varie dans l’ensemble des
sous-groupes ouverts compacts de G. Si, de plus, l’espace VK est de dimension finie,
pour tout sous-groupe ouvert compact K de G, alors la représentation lisse (π,V)
est dite admissible.

Pour deux représentations lisses (π1,V1) et (π2,V2) de G, on définit l’ensemble
Hom G(π1, π2) des applications linéaires f : V1 → V2 G-invariantes, c’est-à-dire :

f ◦ π1(g) = π2(g) ◦ f, ∀g ∈ G.

Avec cette définition, l’ensemble des représentations lisses de G forme une catégorie
Rep(G). De plus, c’est une catégorie abélienne. On dit que deux représentations
(π1,V1) et (π2,V2) de G sont isomorphes, ou équivalentes, s’il existe un isomorphisme
G-invariant f : V1 → V2.

Soient H un sous-groupe fermé de G et (σ,W) une représentation lisse de H. On
désigne par IndGHσ l’espace des fonctions f : G→W telles que

(i) f(hg) = σ(h)f(g) pour tout h ∈ H, g ∈ G, et
(ii) Il existe un sous-groupe ouvert compact K de G tel que f(gk) = f(g), pour

tout g ∈ G, k ∈ K.
Le groupe G agit sur cet espace par la translation à droite. Il est facile de voir que,
avec cette action, IndGHσ est une représentation lisse de G, appelée la représentation
induite par σ, et que l’application σ 7→ IndGHσ donne un foncteur

IndGH : Rep(H)→ Rep(G),

appelé le foncteur induction lisse. Ce foncteur est additif et exact.
Rappelons qu’on a unH-morphisme surjectif, de IndGHσ àW , défini par f 7→ f(1G)

et que la composition avec ce morphisme induit, pour toute représentation lisse V
de G, un isomorphisme entre Hom G(V , IndGHσ) et HomH(V ,W) (la réciprocité de
Frobenius).

Notons c-IndGHσ le sous-espace de IndGHσ formé des fonctions à support compact
modulo H. Il est facile de voir que c-IndGH est stable sous l’action du groupe G et
qu’il donne donc une autre représentation lisse de G. On a aussi un autre foncteur
additif et exact

c-IndGH : Rep(H)→ Rep(G).

Ce foncteur s’appelle induction compacte.
Si H\G est compact et la représentation (σ,W) est admissible alors IndGHσ =

c-IndGHσ et elles sont admissibles.
Si H est un sous-groupe ouvert de G alors c-IndGHσ se compose des fonctions

f : G→W , à support compact moduloH, telles que f(hg) = σ(h)f(g), h ∈ H, g ∈ G.
De plus, si H est un sous-groupe ouvert de G, il y a un H-isomorphisme de W
dans l’espace des fonctions f ∈ c-IndGHσ telles que suppf ⊂ H qui, à un vecteur
w ∈ W, fait correspondre la fonction fw ∈ c-IndGHσ à support dans H telle que
fw(h) = σ(h)w, h ∈ H. L’inverse de cet isomorphisme est défini par f 7→ f(1G).

On considère, en particulier, le cas où H est un sous-groupe parabolique de G.
Soit P = LU un sous-groupe parabolique de G de radical unipotent U et de facteur
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de Levi L. Si (σ,W) est une représentation lisse de L, elle est aussi vue comme une
représentation lisse de P qui est triviale sur U . La représentation IndGPσ est dite
l’induction parabolique de σ à G. Remarquons que si σ est admissible alors IndGPσ
l’est aussi car P\G est compact.

Soient (π,V) une représentation lisse de G et V(U) le sous-espace de V engendré
par les éléments de la forme π(u)v− v, pour u ∈ U et v ∈ V . L’espace VU = V/V(U)
est naturellement l’espace d’une représentation lisse (πU ,VU) du quotient L = P/U .
La représentation (πU ,VU ) s’appelle le module de Jacquet de (π,V) associé à P . Avec
cette définition, on a un foncteur exact et additif, appelé le foncteur de Jacquet,

Rep(G)→ Rep(L)

(π,V) 7→ (πU ,VU).

Si (π,V) est une représentation lisse de G alors la réciprocité de Frobenius donne
un isomorphisme

Hom G(V , IndGPσ) ∼= Hom L(VU , σ).

Cela implique que s’il y a un G-morphisme non nul de V dans IndGPσ alors VU est
non nul.

Définition 1.1. Une représentation lisse irréductible (π,V) de G est appelée su-
percuspidale si le module de Jacquet VU est nul pour tout sous-groupe parabolique
propre P = LU de G. Si, au contraire, VU est non nul pour certain sous-groupe
parabolique propre P = LU de G, on dit que π est une représentation dans les séries
principales.

Par la réciprocité de Frobenius, une représentation lisse irréductible (π,V) de G
est supercuspidale si et seulement si il n’existe aucun G-morphisme non trivial de V
dans une représentation induite parabolique de G.

Choisissons une mesure de Haar sur G. Soit P = LU un sous-groupe parabolique
de G de facteur de Levi L et radical unipotent U , soit δP : P → L→ C× le module
de P (défini par la mesure de Haar choisie), et soit (σ,W) une représentation lisse
de L. On définit ιGPσ = IndGP (δ

1
2
P ⊗ σ) et on l’appelle induction normalisée. On a

un fait que si (π,V) est une représentation lisse irréductible de G alors il existe un
sous-groupe parabolique P = LN de G de facteur de Levi L et une représentation
supercuspidale irréductible σ de L tels que π soit équivalente à un sous quotient de
ιGPσ (voir [17, Theorem 5.1.2]).

Remarquons qu’une représentation lisse irréductible π de G est dite cuspidale
si elle est équivalente à un quotient d’une représentation induite parabolique ιGPσ
de G. Comme toute représentation considérée dans cette thèse est complexe, une
représentation cuspidale est aussi supercuspidale.

Pour i = 1, 2, soit σi une représentation d’un sous-groupe Hi de G. Pour g ∈ G,
l’espace Hom gH1∩H2(

gσ1, σ2), où gH1 = gH1g
−1 et gσ est la représentation x 7→

σ1(g−1xg) de gH1, est appelé l’espace d’entrelacement en g de σ1 avec σ2 et est noté
Ig(σ1, σ2). On dit qu’un élément g de G entrelace σ1 avec σ2 si Ig(σ1, σ2) 6= 0. Posons

IG(σ1, σ2) = {g ∈ G : Ig(σ1, σ2) 6= 0}.
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Si H1 = H2 et σ1 = σ2 = σ, on note Ig(σ), IG(σ) au lieu de Ig(σ, σ), IG(σ, σ),
respectivement, et si g ∈ IG(σ) alors on dit qu’il entrelace σ.

Le critère suivant nous permet de construire une représentation irréductible
supercuspidale de G à partir d’une représentation lisse irréductible d’un sous-groupe
ouvert compact modulo le centre de G.

Théorème 1.2 ([16, Proposition 1.5, (1)]). Soient H un sous-groupe ouvert compact
modulo le centre de G et σ une représentation lisse irréductible de H. Si IG(σ) ⊂ H
alors la représentation induite compacte π = c-IndGH(σ) est admissible irréductible
supercuspidale.

1.2.2 Types dans les groupes réductifs

Considérons maintenant les couples (L, σ) qui se composent d’un sous-groupe de
Levi L de G et d’une représentation irréductible supercuspidale σ de L. On définit
dans l’ensemble des tels couples une relation d’équivalence : deux tels couples (L1, σ1)
et (L2, σ2) sont dits équivalents s’il existe un élément g ∈ G et un quasi-caractère
non ramifié χ de L2 tels que

L2 = gL1 et gσ1
∼= σ2 ⊗ χ.

Les classes de cette relation sont appelées classes d’inertie. On désigne par [L, σ]G la
classe d’inertie du couple (L, σ) et par B(G) l’ensemble des classes d’inertie dans G.

Soit (π,V) une représentation lisse irréductible de G. Soit P = LU un sous-groupe
parabolique de G et σ une représentation supercuspidale irréductible du sous-groupe
de Levi L tels que π est équivalente à un sous-quotient de ιGPσ. Alors la classe d’inertie
[L, σ] est uniquement déterminée par (π,V). On l’appelle le support d’inertie de π et
note J (π).

Définition 1.3 ([14, (4.2)]). Soient S une partie finie de B(G), K un sous-groupe
ouvert compact de G et σ une représentation lisse irréductible de K. Le couple (K, σ)
est dit un S-type dans G si, pour toute représentation lisse irréductible (π,V) de
G, on a J (π) ∈ S si et seulement si π contient σ. Si S n’a qu’une seule classe
s = [L, σ]G, on dit que le couple (K, σ) est un s-type au lieu de {s}-type.

Nous nous intéressons aux s-types où s est une classe supercuspidale, c’est-à-dire
s = [G, π]G, où π est une représentation irréductible supercuspidale de G. Dans ce
cas, Bushnell et Kutzko [14, Proposition 5.2] ont montré que si s admet un type
alors la représentation π est très proche d’une représentation induite compacte d’un
sous-groupe ouvert compact modulo le centre de G. De plus, ils ont montré [14,
Proposition 5.4] que si π est une représentation irréductible supercuspidale de G de
la forme π = c-IndG

J̃
(σ̃) pour une représentation σ̃ d’un certain sous-groupe ouvert

compact modulo le centre J̃ de G alors (J, σ)est un [G, π]G-type dans G, où J est
l’unique sous-groupe compact maximal de J̃ et où σ est une compsante irréductible
de σ̃|J .
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1.2.3 Algèbres de Hecke et paires couvrantes

Fixons sur G une mesure de Haar dg. Soient K un sous-groupe ouvert compact de
G et (σ,W) une représentation lisse irréductible de K. On note H(G,K, σ) l’espace
des fonctions lisses à support compact Φ : G→ EndCW qui vérifient

Φ(k1gk2) = σ(k1)Φ(g)σ(k2), k1 ∈ K, k2 ∈ K, g ∈ G.

C’est une C-algèbre associative unitaire de convolution standard

Φ1 ∗ Φ2(x) =

∫
G

Φ1(g)Φ2(g−1x)dg.

Une relation très importante entre cette algèbre et l’entrelacement de σ dans G
est qu’un élément g de G entrelace σ si et seulement s’il existe une fonction Φ ∈
H(G,K, σ) dont le support contient g (voir [13, Proposition 4.1.1]).

Soient L un sous-groupe de Levi propre de G et P = LU un sous-groupe parabo-
lique de G de radical unipotent U . On désigne par P− le sous-groupe parabolique
de G opposé de P par rapport à L et par U− son radical unipotent. On fixe un
sous-groupe ouvert compact JL de L et une représentation lisse irréductible σL de
JL dans un C-espace vectoriel W .

Soient J un sous-groupe ouvert compact de G et σ une représentation lisse
irréductible de J . Posons J+ = J ∩ U et J− = J ∩ U−. La paire (J, σ) est dite
une paire décomposée au-dessus de (JL, σL) relativement à P si les deux conditions
suivantes sont vérifiées

(i) J ∩ L = JL et J = J−JLJ
+ ;

(ii) la restriction de σ à L est égale à σL et σ est triviale sur J+ et J−.
C. Bushnell et P. Kutzko [14, Proposition 6.3] ont montré que si (J, σ) est une

paire décomposée au-dessus de (JL, σL) relativement à P alors

IL(σL) = IG(σ) ∩ L,

c’est-à-dire qu’un élément z de L entrelace σ si et seulement s’il entrelace σL. De
plus, il existe un homomorphisme injectif d’espaces vectoriels,

T : H(L, JL, σL)→ H(G, J, σ),

qui à une fonction φ ∈ H(L, JL, σL) à support JLzJL pour un certain z ∈ L associe
l’unique fonction Φ ∈ H(G, J, σ) dont le support est contenu dans JzJ telle que
Φ(z) = φ(z).

Soit Z++ l’ensemble des éléments z du centre de L tels que

zJ+z−1 ⊂ J+, zJ−z−1 ⊃ J−

et pour tous sous-groupes compacts H1, H2 de U (respectivement U−) il existe un
entier positif (respectivement négatif) tel que zmH1z

−m ⊂ H2. C’est un sous-ensemble
non vide du centre de L (voir [14, (6.14)]). Les éléments de Z++ sont dits fortement
positifs relativement à (P, J).
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Une paire décomposée (J, σ) au-dessus de (JL, σL) relativement à P sera dite une
paire couvrante de (JL, σL) relativement à (P, J) s’il existe un élément inversible de
H(G, J, σ) de support Jz−1J pour un certain élément z de Z++.

Si (J, σ) est une paire couvrante de (JL, σL) relativement à P = LU alors
l’homomorphisme T se prolonge uniquement à un homomorphisme injectif t :
H(L, JL, σL) → H(G, J, σ) de C-algèbres unitaires [14, Théorème 7.2]. De plus,
pour toute représentation lisse (π,V) de G, l’application canonique rU de V dans le
module de Jacquet VU de V induit un isomorphisme Vσ ∼= VσLU , de la composante
isotypique de type σ de V dans celle de type σL de VU , et il y a un isomorphisme
de Hom J(σ,V) dans Hom JL(σ,VU) [14, Theorem 7.9]. Cela implique qu’une paire
couvrante d’un type de L est un type de G [14, Theorem 8.3].

Supposons que (J, σ) est une paire décomposée comme ci-dessus et que

H(G, J, σ)L = {f ∈ H(G, J, σ) : suppf ⊂ JLJ},

où suppf désigne le support de f , est une sous algèbre de H(G, J, σ). Cette hypothèse
est réalisée, en particulier, si IG(σ) ⊂ JLJ ou, en équivalence, si H(G, J, σ)L =
H(G, J, σ). C. Bushnell et P. Kutzko [14, Théorème 7.2] ont également montré que
toute fonction dans H(G, J, σ) ayant le support Jz−1J , où z est un élément fortement
positif relativement à P et J , est inversible et, de plus, H(G, J, σ)L est l’image de
l’homomorphisme t qui préserve le support des fonctions au sens que

supp(tf) = J · suppf · J.

1.3 Immeubles de Bruhat–Tits

Dans cette section, nous rappelons quelques éléments de la théorie des immeubles
de Bruhat–Tits des groupes réductifs connexes. Nous faisons également des rappels
sur les sous-groupes parahoriques qui jouent un rôle important dans la suite de la
thèse. Tous les détails peuvent être trouvés dans [10], [43] et [27].

1.3.1 Appartement

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps local non-archimédien
F . On désigne par T un tore maximal de G et par X∗(T) (resp. X∗(T)) le groupe
des caractères (resp. cocaractères) de T. Nous rappelons qu’un caractère (resp.
cocaractère) de T est un homomorphisme de groupes algébriques de T dans le groupe
multiplicatif Gm = GL1 (resp. de Gm dans T). Pour ξ ∈ X∗(T) et λ ∈ X∗(T), ξ ◦ λ
est un endomorphisme de Gm. On a un isomorphisme End(Gm) ∼= Z et on désigne
par < ξ, λ > l’entier correspondant à ξ ◦ λ via cet isomorphisme. On définit ainsi
une forme bilinéaire nondégénérée à valeurs entières

<,>: X∗(T)×X∗(T)→ Z.

Soient XR = X∗(T)⊗Z R et X∗R = X∗(T)⊗Z R. Alors X∗R est l’espace vectoriel dual
de XR.
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Soit Φ = Φ(G,T) ⊂ X∗(T) l’ensemble des racines de G par rapport à T, i.e., des
caractères non triviaux de T dans la représentation adjointe de G. C’est un système
de racines (non nécessairement réduit) au sens de Bourbaki [6]. Soient N (resp. Z) le
normalisateur (resp. centralisateur) de T dans G et N = N(F ) (resp. Z = Z(F )) le
groupe des points F -rationnels de N (resp. Z). Alors le groupe fini vW = N/Z est le
groupe de Weyl du système de racines Φ. On notera vν la surjection canonique de N
sur vW . Nous munissons XR d’un produit scalaire invariant par vW .

Pour toute racine a ∈ Φ, on note Ua le sous-groupe radiciel associé. Il est
caractérisé par l’existence d’un isomorphisme fa : Gadd → Ua du groupe additif Gadd

sur Ua tel que
tfa(x)t−1 = fa(a(t)x), ∀t ∈ T,∀x ∈ Gadd.

Soient Ta la composante neutre du noyau de a ; Za son centralisateur dans G ; et
Z′a le groupe dérivé de Za. Alors Za est un sous-groupe réductif connexe et T est
un tore maximal de Za. Le groupe Z′a est semi-simple de rang 1 dont T ∩ Z′a est un
tore maximal. Il existe un unique cocaractère a∨ de T dont l’image est T ∩ Z′a et tel
que < a, a∨ >= 2. Soit Φ∨ l’ensemble des a∨, où a parcourt Φ. C’est le système de
racines inverse de Φ.

Pour a ∈ Φ, soit Ua = Ua(F ) le groupe des points F -rationnels de Ua. Alors
(Z, (Ua)a∈Φ) est une donnée radicielle génératrice dans G = G(F ) – le groupe
des points F -rationnels de G. On fixe une valuation discrète ϕ = (ϕa)a∈Φ de la
donnée radicielle (Z, (Ua)a∈Φ) (voir la définition d’une donnée radicielle et d’une
valuation d’une donnée radicielle dans [10, §6]). Soit A l’ensemble des valuations
équipollentes à ϕ. C’est un espace affine sous XR. On munit A de la distance
euclidienne correspondant au produit scalaire sur XR. Le groupe N agit sur A de la
façon suivante : soit n ∈ N avec w = vν(n) ∈ vW ; noter que, pour a ∈ Φ et u ∈ Ua,
on a n−1un ∈ Uw−1(a) ; on pose n.ϕ = (n.ϕa)a∈Φ, où n.ϕa(u) = ϕw−1(a)(n

−1un), et
n.(ϕ+ v) = n.ϕ+ vν(n)(v), pour v ∈ XR. D’après [10, Proposition 6.2.10], l’espace
A est stable sous l’action de N et, pour n ∈ N , l’application ν(n) : ψ 7→ n.ψ est un
automorphisme de A dont l’image canonique dans Aut(V ) est égale à vν(n). L’espace
affine A est appelé l’appartement de T (relativement à G).

1.3.2 Murs et chambres

Pour une racine a ∈ Φ, on pose U∗a = Ua − {1},

Γa = ϕa(U
∗
a ), et Γ′a = {ϕa(u) : u ∈ U∗a , ϕa(u) = supϕa(uU2a)}.

Pour tout a ∈ Φ, on a Γ−a = −Γa, Γa = Γ′a ∪ 1
2
Γ2a et Γa = Γ′a lorsque 2a /∈ Φ. Dire

que ϕ est une valuation discrète est équivalent à dire que Γa est un ensemble discret
pour tout a ∈ Φ.

On appelle racine affine de G (relativement à T et F ) une fonction affine αa,k sur
A qui est définie par αa,k(x) = a(x− ϕ) + k, où sa partie vectorielle a appartient à
Φ et k est un élément de Γ′a. Soit Σ l’ensemble des racines affines de G. On l’appelle
le système de racines affines de G ([10, 6.2.6] et [43, 1.6]).

Pour toute racine affine α ∈ Σ avec la partie vectorielle a ∈ Φ, on désigne par Aα

l’ensemble α−1([0,∞)), par ∂Aα le bord α−1(0) de Aα, et par rα la réflexion affine
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de A dont la partie vectorielle est la réflexion ra et dont l’hyperplan des points fixes
est ∂Aα. Les Aα sont appellés les demi-appartements de A et les ∂Aα s’appellent les
murs de A.

La relation “x et y sont contenus dans les mêmes demi-appartements” est une
relation d’équivalence sur A. Une classe de cette relation est dite une facette de
A. Chaque facette F est une partie convexe ouvert d’un sous-espace affine qu’elle
engendre et que l’on appelle le support de F . La dimension du support de F est
aussi appelée dimension de F . On appelle cloison de A une facette de A dont le
support est un mur. Si G est semi-simple, les facettes sont des polysimplexes, i.e.,
des produits directs de simplexes alors que, en général, elles sont produits directs
d’un polysimplexes et d’un espace affine réel. Les facettes de dimension maximale
sont appelées les chambres de A. Ce sont les composantes connexes du complément
dans A de la réunion des murs.

Soient F et F ′ deux facettes de A. On dit que F ′ est une facette de F si F ′ est
contenue dans l’adhérence F de F . On dit qu’une cloison F est une cloison d’une
chambre C si F est une facette de C. On appelle murs d’une chambre C les supports
des cloisons de C.

Soit W le groupe de Weyl du système de racines affines Σ. Ce groupe agit
simplement transitivement sur l’ensemble des chambres de A. Fixons une fois pour
toute une chambre C de A. L’adhérence C de C est un domaine fondamental pour
W opérant sur A. De plus, W est engendré par l’ensemble des réflexions par rapport
aux murs de C et le couple (W,S) est un système de Coxeter ([6, Théorème 1, p.74]).

Identifions A à XR en choisissant pour origine un point spécial de A (rappelons
qu’un point x de A est dit spécial si, pour tout mur L de A, il existe un mur équipollent
à L contenant x). On sait que W est le groupe de Weyl affine d’un système de racines
réduit vΣ dans X∗R dont les éléments sont proportionnels aux éléments de Φ ([10,
p.22]). Remarquons aussi que vΣ n’est pas nécessairement proportionnel à Φ, même
si Φ est réduit. De plus, l’ensemble des murs de A n’est autre que l’ensemble des
hyperplans La,k = {x ∈ A : a(x) + k = 0} pour a ∈ vΣ et k ∈ Z. Les racines affines
sont donc les fonctions affines α sur A qui sont de la forme α = Dα+k pour Dα ∈ vΣ
et k ∈ Z. Comme vW est aussi le groupe de Weyl de vΣ, on a un homomorphisme
D : W → vW .

1.3.3 Immeubles de Bruhat–Tits

Soit α = a+k une racine affine dont la partie vectorielle a est un élément de Φ. On
désigne par Uα le sous-groupe Ua,k = ϕ−1

a ([k,+∞)). Soit Ω une partie de A. On note
UΩ le groupe engendré par la réunion des groupes Uα tels que les demi-appartements
Aα contiennent Ω. On voit que UΩ est normalisé par le groupe H = ν−1(IdA) et
donc PΩ = H.UΩ est un sous-groupe de G.

Soit N̂Ω le fixateur de Ω dans N . Ce groupe normalise UΩ et PΩ. Posons

P̂Ω = N̂Ω.UΩ = N̂Ω.PΩ.

Lorsque Ω est réduit à un point x ∈ A, nous écrirons Ux, Px, etc. au lieu de U{x}, P{x},
etc. Il est clair qu’on a P̂Ω = ∩

x∈Ω
P̂x. Comme ϕ est discrète, on a N̂x = ν−1(Ŵx), où
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Ŵx est le sous-groupe de W engendré par les réflexions par rapport aux murs de A
passant par x. Par suite, N̂x = N ∩ Px et donc P̂x = Px.

Considérons le produit G × A muni de la relation suivante : on dit que deux
éléments (g, x) et (h, y) sont en relation si et seulement s’il existe n ∈ N tel que
y = ν(n)(x) et que g−1hu ∈ Px. C’est une relation d’équivalence sur G × A. On
désigne par I(G,F ) l’ensemble quotient du produit G× A par cette relation.

Pour x, y ∈ A, si (1, x) et (1, y) sont équivalents, alors il existe n ∈ N ∩ Px = N̂x

tel que y = ν(n)(x) et donc x = y. Cela implique que l’application j : A → I
qui, à x ∈ A, fait correspondre l’image canonique du couple (1, x) dans I(G,F ) est
injective. On peut donc identifier A et son image dans I(G,F ) par j.

En faisant agir G sur lui-même par translation à gauche, G opère sur le produit
G × A. Cette opération est compatible avec la relation d’équivalence. Elle définit
donc par passage au quotient une action de G sur I(G,F ) telle que l’image du
couple (g, x) dans I(G,F ) soit égale à g.x, pour tout g ∈ G et pour tout x ∈ A. En
particulier, pour n ∈ N et x ∈ A, on a n.x = ν(n)(x).

Si Ω est une partie de A alors P̂Ω est le fixateur de Ω dans G (par l’action de G
sur I(G,F )).

Définition 1.4. On appelle immeuble de G l’ensemble quotient I(G,F ) précédent ;
appartement de I(G,F ) un transformé de A par un élément de G ; facette (respec-
tivement chambre) de I(G,F ) un transformé d’une facette (respectivement d’une
chambre) de A par un élément de G.

Le sous-groupe N (respectivement H) est le stabilisateur (respectivement fixateur)
de l’apartement A dans G. Il en résulte que sur tout appartement A′ de I(G,F )
il existe une structure d’espace affine euclidien et une seule telle que, pour tout
g ∈ G avec A′ = g.A, l’application x 7→ g.x soit un isomorphisme d’espaces affines
euclidiens de A sur A′.

Soit N ′ = ν−1(W ) et soit G′ le groupe engendré par N ′ et les sous-groupes
radiciels Ua pour a ∈ Φ. Alors G′ est un sous-groupe distingué de G. Soit T ′ = T ∩N ′.
Alors (T ′, (Ua)a∈Φ) est une donnée radicielle génératrice de G′ (voir [10, 6.2.11]).

Notons B = PC , où C est la chambre fixée de A. D’après [10, Théorème 6.5], on a
B ∩N ′ = H,N ′/H = W et le quadruplet (G′, B,N ′, S) est un système de Tits (voir
la définition dans [6, Ch.IV, §2, n.1]). De plus, l’immeuble I(G,F ) est isomorphe à
l’immeuble associé à ce système de Tits ([10, §2]).

On appelle sous-groupe parahorique la composante connexe du fixateur dans G′
d’une facette de I(G,F ). En particulier, le sous-groupe parahorique associé à une
chambre de I(G,F ) est appelé un sous-groupe d’Iwahori ([27, 1.6]). Les sous-groupes
d’Iwahori sont donc les sous-groupes parahoriques minimaux.

1.3.4 Paraboliques et parahoriques

Dans ce paragraphe, nous rappelons des résultats très utiles de L. Morris [26],
[27] sur les sous-groupes parahoriques. Nous nous plaçons pour simplifier dans le cas
semi-simple.

Nous conservons les notations précédentes. Pour x ∈ A, on désigne par Σx

l’ensemble des racines affines qui s’annulent en x, par Φx le sous-ensemble de Φ
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associé à Σx, et par Wx le groupe engendré par les réflexions rα pour α ∈ Σx. Comme
ces objets ne dépendent que de la facette F de A qui contient x, ils sont aussi notés
ΣF ,ΦF , et WF . L’ensemble ΦF est un sous-système de racines de Φ et son groupe de
Weyl est la partie vectorielle de WF . Nous noterons cΦF la clôture de ΦF .

Soit P = PF le sous-groupe parahorique centralisant la facette F . Alors on a une
suite exacte

1→ U → P →M → 1,

où U est un pro-p-sous-groupe ouvert compact de G et M est le groupe des points
kF -rationnels d’un groupe réductif connexe M défini sur kF . De plus, d’après [11,
Proposition 5.1.32], il y a une bijection entre l’ensemble des sous-groupes parahoriques
contenus dans P et l’ensemble des (groupes des points kF -rationnels des) sous-
groupes paraboliques de M. Cette bijection fait correspondre à chaque sous-groupe
parahorique Q de P le groupe quotient U\Q.

Soit P̂ le fixateur de F dans G. Il existe un oF -schéma en groupes lisse P̂ tel que
P̂(oF ) = P̂ et que P soit le groupe des points entiers de la composante connexe de
P̂ . On a aussi une suite exacte

1→ U → P̂ → M̂ → 1

où M̂ est le groupe des points kF -rationnels d’un groupe réductif M̂ défini sur kF
dont M est la composante neutre.

Soit M le groupe engendré par T et par les sous-groupes radiciels Ua pour
a ∈ cΦF . C’est un sous-groupe réductif connexe défini sur F de G. Soient S la
composante F -déployée du centre de M et L son centralisateur. Alors S est un
sous-tore F -déployé de T et donc L est un sous-groupe de Levi de G contenantM.
De plus, L = G si et seulement si P est un sous-groupe parahorique maximal. Soit
L = L(F ), Morris a montré les propriétés suivantes :

Théorème 1.5 ([27, Théorème 2.1]).

(i) L ∩ P̂ = Q̂ est le fixateur dans L d’un sommet de l’immeuble de L. Q = P ∩ L
est un sous-groupe parahorique maximal de L, qui est contenu dans Q̂. Les suites

1→ U ∩ L→ Q→M → 1 et 1→ U ∩ L→ Q̂→ M̂ → 1

sont exactes.

(ii) Soit P un sous-groupe parabolique contenant L et avec la décomposition de Levi
P(F ) = L.U+. Alors on a deux homéomorphismes (avec la topologie p-adique)

U ∩ U− × P̂ ∩ L× U ∩ U+ → P̂ et U ∩ U− × P ∩ L× U ∩ U+ → P.



Chapitre 2

Groupes spinoriels

Soit V un F -espace vectoriel de dimension finie N muni d’une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée h. On désigne par q la forme quadratique associée à h
(i.e. q(v) = 1

2
h(v, v) pour tout v ∈ V ). La forme h induit sur l’algèbre EndF (V )

une involution adjointe que l’on désignera par .̄ Notons τ l’involution sur AutF (V )
définie par g 7→ ḡ−1 pour tout g ∈ AutF (V ). Cette involution agit sur l’algèbre de
Lie EndF (V ) par a 7→ −ā pour tout a ∈ EndF (V ) que l’on note parfois aussi τ .

Notons OF (h) l’ensemble des points fixes de τ dans AutF (V ). En équivalence,
OF (h) se compose de tous les éléments de AutF (V ) qui conservent la forme h :

OF (h) = {g ∈ AutF (V ) : h(gv, gw) = h(v, w) pour tout v, w ∈ V }.

C’est le groupe des points F -rationnels d’un groupe orthogonal en tant que groupe
algébrique réductif défini sur F . On désigne par SOF (h) le groupe des points F -
rationnels du groupe orthogonal spécial correspondant et par soF (h) son algèbre de
Lie.

Dans ce chapitre, nous rappelons d’abord dans le paragraphe 2.1.1 la définition
du groupe spinoriel SpinF (h) défini par l’espace (V, h) qui est un sous-groupe fermé
du groupe de Clifford de q. SpinF (h) est également le groupe des F -points d’un
groupe algébrique réductif connexe Spin(h) qui est une extension centrale d’indice
2 du groupe orthogonal spécial SO(h) défini sur F , c’est-à-dire, il y a une isogénie
centrale t de noyau d’ordre 2 de Spin(h) sur SO(h). Ce groupe partage avec SOF (h)
son algèbre de Lie. De plus, son action adjointe sur l’algèbre de Lie se factorise par
celle de SOF (h). Il partage de plus les points de son immeuble de Bruhat-Tits avec
SOF (h). Cela nous permet d’identifier les strates semi-simples pour SpinF (h) et celles
pour SOF (h). L’isogénie t induit sur SpinF (h) un homomorphisme de groupes t dont
l’image est le noyau O′(h) de la norme spinorielle de SOF (h).

Ensuite, nous présenterons des propriétés essentielles de la norme spinorielle sur
le groupe SOF (h), en particulier, des critères pour calculer la norme spinorielle dans
certains cas. Nous donnons deux exemples sur les groupes SpinF (1, 1) et SpinF (2, 2).
Afin d’étudier le centralisateur d’un élément semi-simple de l’algèbre de Lie, nous
démontrons dans le paragraphe 2.3.1 une relation entre la norme spinorielle usuelle
et la norme spinorielle sur un groupe unitaire définie par G. E. Wall [44].

En utilisant un résultat général de cohomologie, nous donnerons une relation
importante entre les pro-p-sous-groupes de SpinF (h) et ceux de SOF (h) (le corollaire
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2.13) : pour tout pro-p-sous-groupe H de SOF (h), il existe un unique homomorphisme
de groupes sH : H → SpinF (h) tel que t ◦ sH = IdH. Nous donnerons également une
relation analogue pour les sous-groupes unipotents (le corollaire 2.14).

Pour simplifier les notations, dans toute la suite de cette thèse, G̃ désignera le
groupe des F -automorphismes AutF (V ) de V et A = EndF (V ) sera son algèbre de
Lie. Nous noterons G+ le groupe des isométries de V par rapport à h, G le sous-
groupe des rotations SOF (h), Ĝ le groupe spinoriel SpinF (h) associé et g l’algèbre de
Lie soF (h). Si H est un sous-groupe de G, nous désignerons par H ′ l’intersection de
H avec O′(h) et par Ĥ l’image inverse dans Ĝ de H ′ par l’homomorphisme t. Si H
(respectivement U) est un pro-p-sous-groupe (respectivement sous-groupe unipotent)
de G alors sH (respectivement sU) désignera l’image dans Ĝ de H (respectivement de
U) par la section homomorphe unique sH (respectivement sU ) de H (respectivement
de U) définie par le corollaire 2.13 (respectivement le corollaire 2.14). Nous noterons
aussi G = SO(h), Ĝ = Spin(h).

2.1 Définition et exemple

2.1.1 Définition

Nous rappelons dans cette section la définition du groupe spinoriel Ĝ = SpinF (h)
défini par (V, h). Les références principales pour ce paragraphe sont [37, §3.1] et [2,
Chapitre 5, §4]. Soit T l’algèbre tensorielle de V , i.e. T = F ⊕ V ⊕ (V ⊗ V )⊕ · · · ,
et I l’idéal bilatère de T engendré par les éléments de la forme x ⊗ x − q(x) avec
x ∈ V. On appelle algèbre de Clifford de la forme q l’algèbre quotient C = T/I. La
restriction à V (vu comme un sous-espace de T) de l’application quotient est une
injection de V dans C. On peut donc identifier V avec un sous-espace de C. Avec
cette identification, on voit de plus que C est une algèbre graduée de dimension 2N

engendrée par V . Soit C+ la sous-algèbre de C engendrée par les éléments de la
forme xy (le produit dans C), avec x, y ∈ V . C’est une sous-algèbre de dimension
2N−1. Nous pouvons interpréter C+ comme le quotient T+/I, où T+ = ⊕

n pair
V ⊗n.

Posons également C− = T−/I avec T− = ⊕
n impair

V ⊗n. On peut voir que l’algèbre de

Clifford est une algèbre Z/2Z-graduée : C = C+ ⊕ C−.
Par définition de C, on a x2 = q(x), pour tout x ∈ V , et donc

xy + yx = h(x, y), pour tout x, y ∈ V.

En particulier, si x, y ∈ V sont orthogonaux alors xy = −yx. De plus, tout vecteur
non isotrope v de V est un élément inversible dans C avec v−1 = q(v)−1v.

Supposons que l’on ait une base orthogonale {x1, ..., xN} de V . Pour chaque
partie S de E = {1, 2, ..., N}, on définit un élément eS de C comme suit

eS =

{
1, si S = ∅,
xi1 · · · xir , si S = {i1 < · · · < ir}.

Alors les élément eS, où S parcourt l’ensemble des parties de E, forment une base de
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l’algèbre de Clifford C. La multiplication de C est déterminée par :

eSeT =

( ∏
s∈St∈T

(s, t)
∏
i∈S∩T

q(xi)

)
eS∪T−S∩T , pour tout S, T ⊆ E,

où (s, t) est un signe qui est égal à +1 si s ≤ t et à −1 si s > t. De plus, si on note
|S| le cardinal d’une partie S de E, alors, on a

eSeT = (−1)|S||T |−|S∩T |eT eS, (2.1)

où T et S sont deux parties quelconques de E. Pour toute partie S 6= ∅,E de E, on
voit qu’il existe toujours une partie T de cardinal 2 de E telle que |S ∩ T | = 1, et
donc, par (2.1), eSeT = −eT eS. Comme C+ est engendrée par les éléments eT avec
|T | = 2, cela implique que le centralisateur ZC(C+) de C+ dans C est

C0 := F + FeE.

Si N est pair, l’élément eE appartient à C+. Donc C0 est le centre de C+.
Cependant, dans ce cas, eE ne commute pas avec les éléments eT pour |T | = 1, donc
le centre Z(C) de C est F .

Si N est impair, alors eE commute avec tous les éléments de C mais il n’est pas
dans C+. Dans ce cas, Z(C) = C0 alors que Z(C+) = F .

Soit γ l’automorphisme de C défini par γ(eT ) = (−1)|T |eT pour toute partie T de
E. En particulier, γ|C+ = IdC+ , γ|C− = −IdC− et γ2 = IdC. Considérons l’ensemble Γ
des éléments inversibles u de C qui vérifient γ(u)V u−1 = V . Cet ensemble forme un
groupe, appellé le groupe de Clifford de q. Posons Γ+ = Γ∩C+. C’est un sous-groupe
de Γ. Par définition, chaque élément u de Γ définit un automorphisme de V

tu : V → V, x 7→ γ(u)xu−1.

Il est clair que tuv = tutv pour tout u, v ∈ Γ. Nous avons donc un homomorphisme
de groupes

tΓ : Γ→ G̃, u 7→ tu.

Le noyau de cet homomorphisme est déterminé par

Proposition 2.1 ([32, Lemme 3.1]). ker (tΓ) = F×.

Démonstration. Il est évident que F× ⊂ ker (t). Supposons u = u+ + u− ∈ ker (tΓ),
où u+ ∈ C+ et u− ∈ C+. Alors γ(u)x = xu pour tout x ∈ V et ainsi u+x = xu+

et u−x = −xu− pour tout x ∈ V . En particulier, u− anticommute avec tous les
éléments eT avec |T | = 1. Par (2.1) on voit qu’il n’existe pas un tel élément non
nul de C et donc u− = 0. Autrement dit, nous avons u = u+, élément inversible de
Z(C) ∩ C+ = F . D’où la proposition.

Pour déterminer l’image de l’homomorphisme tΓ nous voyons d’abord que si u
est un vecteur non isotrope de V alors

γ(u)xu−1 = −q(u)−1uxu = −q(u)−1(−xu2 +h(x, u)u) = x− q(u)−1h(x, u)u,∀x ∈ V.
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Cela implique u ∈ Γ et tu = su, où su est la réflexion de V définie par le vecteur u.
Puisque le groupe des isométries G+ est engendré par les réflexions de V , nous avons
G+ ⊂ Im (tΓ). Nous allons voir plus loin que Im (tΓ) = G+.

Soit ι l’involution canonique de C définie par

ι(v1v2 . . . vn) = vn . . . v2v1, pour vi ∈ V, 1 ≤ i ≤ n.

Remarquons que cette involution commute avec l’automorphisme γ de C. Alors si
u ∈ Γ, c’est-à-dire, γ(u)V = V u, en appliquant γ et ι aux deux côtés, on obtient
γ(ι(u))V = V ι(u) et donc ι(u) ∈ Γ. Avec l’involution ι, on définit une application
Q : C → C, u 7→ uι(u). En particulier, Q(x) = x2 = q(x) pour tout x ∈ V .

Lemme 2.2 ([32, Lemme 3.2]). Pour tout u ∈ Γ, on a Q(u) ∈ F×.

Démonstration. Soit u ∈ Γ. Nous avons vu que ι(u) ∈ Γ. Puisque F× = ker (t), il
suffit de montrer Q(u) = uι(u) ∈ ker (tΓ), c’est-à-dire, γ(uι(u))x = xuι(u) pour tout
x ∈ V . En effet, remarquant que x = −γ(ι(x)) pour tout x ∈ V , nous avons

V 3 γ(ι(u))xι(u)−1 = −γ(u−1xγ(u)) = γ(u−1)xu, ∀x ∈ V.

Alors γ(uι(u))x = xuι(u) pour tout x ∈ V .

Avec le lemme précédent et la propriété de commutation entre γ et ι, nous avons
la conséquence immédiate suivante.

Corollaire 2.3. La restriction de l’application Q à Γ induit un homomorphisme de
groupes Q : Γ→ F× et Q(γ(u)) = Q(u) pour tout u ∈ Γ.

Maintenant nous pouvons déterminer l’image de l’homomorphisme tΓ. Nous
décrivons également les éléments du groupe Γ.

Proposition 2.4. Pour tout u ∈ Γ, on a tu ∈ G+. Tout élément de Γ est un produit
de vecteurs anisotropes de V .

Démonstration. Soit u ∈ Γ. Pour tout x ∈ V , on a

q(tu(x)) = Q(tu(x)) = tu(x)ι(tu(x)) = γ(u)xu−1ι(u−1)xι(γ(u)) = q(x).

Cela implique tu ∈ G+. Nous avons vu plus tôt que G+ ⊂ Im (tΓ). Alors G+ = Im (tΓ)
et nous avons un homomorphisme surjectif de groupes

tΓ : Γ→ G+, u 7→ tu.

Soit s = sv1sv2 ...svr une expression d’un élément s ∈ G+ comme un produit de
réflexions de V définies par des vecteurs anisotropes vi. Posons v = v1v2...vr. Nous
avons tv = tv1tv2 ...tvr = s puisque tvi = svi . De plus, comme ker (tΓ) = F×, deux
éléments de Γ de même image dans G+ ne diffèrent que par un scalaire. Alors tout
élément de Γ est simplement un produit de vecteurs anisotropes de V .
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En conséquence de la proposition précédente, tout élément de Γ+ est un produit
d’un nombre pair de vecteurs anisotropes de V et, puisque tout élément de G est un
produit d’un nombre pair de réflexions de V , la restriction de tΓ à Γ+ nous donne un
homomorphisme surjectif de groupes

tΓ|Γ+ : Γ+ � G, u 7→ tu,

de noyau F×. Autrement dit, nous avons une suite exacte

1→ F× → Γ+ tΓ→ G→ 1. (2.2)

Pour définir le groupe spinoriel, nous regardons la restriction de l’homomorphisme
Q à Γ+. Autrement dit, nous avons un homomorphisme de groupes

Q|Γ+ : Γ+ → F×, u 7→ Q(u)

Son noyau s’appelle le groupe spinoriel de (V, h), noté SpinF (h) (ou Ĝ par notre
convention).

En remarquant que, pour tout u ∈ Γ+ et tout µ ∈ F×, on a Q(µu) = µ2Q(u), la
suite exacte (2.2) nous donne un homomorphisme

sn : G→ F×/(F×)2, tu 7→ Q(u)(F×)2, avec u ∈ Γ+.

Précisément, si s = sv1sv2 . . . sv2r ∈ G, où svi est la réflexion définie par le vecteur
non isotrope vi de V, alors sn(s) = q(v1)q(v2) . . . q(v2r)(F

×)2. La classe sn(s) est
appelée la norme spinorielle de s ∈ G. On appelle groupe orthogonal réduit le noyau
de sn, et on le note O′(h). Il est clairement l’image dans G du groupe spinoriel Ĝ
par l’homomorphisme tΓ. La suite (2.2) induit donc une autre suite exacte

1→ {±1} → Ĝ
t→ O′(h)→ 1, (2.3)

où t = tΓ|Ĝ est la restriction de tΓ à Ĝ.

Remarque 2.5. De la même manière et plus généralement, nous avons également
un homomorphisme, noté aussi sn, de G+ à F×/(F×)2 :

s = sa1sa2 ...sar 7→ sn(s) = q(a1)q(a2) . . . q(ar)(F
×)2.

Cependant, cet homomorphisme n’est pas une bonne norme sur G+. En effet, si nous
remplaçons la forme bilinéaire h par

µh : V × V → F, (x, y) 7→ µh(x, y),

où µ ∈ F× fixé, alors notre groupe G+ ne change pas et les isométries de V sont
toujours les mêmes, mais sn(s) est modifié par µr : si s est une rotation de V alors
sn(s) ne change pas, mais si s est un retournement de V alors sn(s) peut changer
radicalement.

Soit F̄ une clôture algébrique de F . La forme h se prolonge à l’espace VF̄ = F̄⊗F V
en une forme bilinéaire symétrique non dégénérée hF̄ . Soit CF̄ l’algèbre de Clifford
définie par (VF̄ , hF̄ ). Par définition, on voit que CF̄ = F̄ ⊗F C. Notons Γ le groupe
de Clifford associé à hF et Γ+ = Γ ∩ C+

F
.
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Proposition 2.6. Γ+ est un groupe algébrique linéaire défini sur F dont Γ+ est le
groupe des F -points rationnels.

Démonstration. En fixant une F -base {x1, x2, . . . , xN} de V et aussi une F -base de
C, nous pouvons identifier CF avec (F )2N , C+

F
avec (F )2N−1 et VF avec le sous-espace

(F )N . Considérons l’homomorphisme :

ϕ : C+

F
× C+

F
→ CF × (CF )N ,

(u, v) 7→ (uv, ux1v, ux2v, . . . , uxNv).

Nous voyons que

ϕ−1(1× (VF )N) = {(u, v) ∈ CF × CF |uv = 1 et uxiv ∈ VF , i = 1, 2, . . . , N}

est isomorphe à Γ+. Puisque 1 × (VF )N est un fermé de (F )2N+N2N , Γ+ est un
F -groupe affine et donc il est F -isomorphe à un sous-groupe fermé de GLm pour un
certain m [5, Proposition 1.10].

Par la même construction, on obtient un sous-groupe fermé Spin(h) = SpinF̄ (hF̄ )

(noté Ĝ par notre convention) de Γ+. Ĝ est donc un groupe algébrique linéaire défini
sur F dont Ĝ = SpinF (h) est le groupe des F -pointes rationnels. Si N = 1, nous
avons Ĝ = {±1}. Lorsque N ≥ 2 nous allons voir que Ĝ est un groupe algébrique
connexe pour la topologie de Zariski.

Proposition 2.7. Si dimV ≥ 2 alors le groupe algébrique Ĝ est connexe.

Démonstration. Notons qF la forme quadratique associée à hF . Comme F est algé-
briquement clos, qF − 1 sur VF est un polynôme irréductible et donc S = {x ∈ V :
qF (x) = 1} est une sous-variété algébrique irréductible de V . L’image de l’homomor-
phisme

S × S → Ĝ, (x, y) 7→ xy

est un ensemble irréductible de générateurs du groupe Ĝ contenant l’élément neutre.
Cela implique la connexité de Ĝ d’après [36, Proposition 2.2.6].

Poursuivons avec la clôture algébrique F de F . Remarquons que le groupe ortho-
gonal réduit coïncide avec le groupe orthogonal spécial sur un corps algébriquement
clos. La suite (2.3) devient donc

1→ {±1} → Ĝ
t→ G→ 1,

où G = SO(h) est le groupe orthogonal spécial défini sur F dont G est le groupe des
F -points rationnels. Alors t est une isogénie centrale de noyau d’ordre 2 et, lorsque
N ≥ 2, Ĝ est le revêtement simplement connexe de G.

Revenons aux groupes des F -points rationnels. Nous voyons que Ĝ partage avec
G l’algèbre de Lie g = soF (h) et que l’action adjointe de Ĝ sur g factorise par celle
de G.
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2.1.2 Norme spinorielle

Dans ce paragraphe, nous présentons des critères pour calculer la norme spinorielle
sur G. Le premier critère que nous allons voir dans la proposition suivante est que la
norme spinorielle est invariante par prolongement orthogonal.

Proposition 2.8 ([2, Théorème 5.13]). Supposons que l’on ait une décomposition
orthogonale V = U ⊥ W de V . Soient hU la restriction de h sur U × U . Identifions
un élément σU ∈ SOF (hU) à l’élément σU ⊥ IdW ∈ G. Alors sn(σU) calculé dans
SOF (hU ) est égal à sn(σU ) calculé dans G. En particulier, O′(hU ) = O′(h)∩SOF (hU ).

Démonstration. Soit σU = sv1sv2 . . . svr une expression de σU comme un produit de
réflexions svi (par rapport à vecteur non-isotrope vi) de l’espace U . L’affirmation de
la proposition suit directement le fait que svi ⊥ IdW est la réflexion de l’espace V
par rapport au vecteur vi, pour i = 1, 2, ..., r, et que l’on a

σU ⊥ IdW = (sv1 ⊥ IdW)(sv2 ⊥ IdW) . . . (svr ⊥ IdW).

Dans la situation de la proposition 2.8, nous avons évidemment une affirmation
similaire pour le sous-espaceW . Nous avons donc une conséquence immédiate suivante

Corollaire 2.9. Si σ = σU ⊥ σW , où σU ∈ SOF (hU) et σW ∈ SOF (hW ), alors

sn(σ) = sn(σU) sn(σW ).

Le deuxième critère que nous présentons maintenant nous permet de calculer la
norme spinorielle dans un espace hyperbolique.

Proposition 2.10 ([32, Exemple 3.5, p. 337]). Si V = V−1 ⊕ V1, où V−1 et V1 sont
totalement isotropes en dualité par h, alors

sn

(
g−1

g

)
= (det g) mod (F×

2
),∀g ∈ Aut(V1).

Démonstration. Supposons dimV1 = n, c’est-à-dire on peut identifier V1 avec F n. Si
det g = d, on peut écrire

g =


d

1
. . .

1

 g′, avec det g′ = 1.

Puisque SLn(F ) est le sous-groupe des commutateurs de GLn(F ),
(
g′−1

g′

)
appartient au sous-groupe des commutateurs de G. Remarquons que le sous-groupe
des commutateurs de G est contenu dans O′(h) car le groupe multiplicatif de F est
commutatif. Alors

sn(

(
g′−1

g′

)
) = 1.
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On peut donc supposer g =


d

1
. . .

1

 et alors on peut aussi supposer

dimV1 = 1. De plus, on a(
d−1

d

)
=

(
d−1

d

)(
1

1

)
.

C’est un produit de deux réflexions définies par deux vecteurs (d−1,−1) et (1,−1).

sn

(
d−1

d

)
= q(d−1,−1)q(1,−1) mod (F×)2 = d mod (F×)2,

d’où la proposition.

Grâce au travail de H. Zassenhaus [47], nous avons une formule plus précise pour
calculer la norme spinorielle par déterminants de transformations et par discriminants
de formes quadratique (remarquons ici que le discriminant d’une forme quadratique
est défini comme la classe du déterminant de cette forme dans une base).

Proposition 2.11 ([47, §2]). Pour tout u ∈ G+, on a

sn(u) = disc(h| ∪
n≥1

ker (1+u)n
)det (

1 + u

2
| ∩
n≥1

im (1+u)n), (2.4)

où disc(h| ∪
n≥1

ker (1+u)n
) est le discriminant de la restriction de h au sous-espace

∪
n≥1

ker (1 + u)n.

2.1.3 Exemple 1 : SpinF (1, 1)

Dans les paragraphes précédents, nous avons introduit les concepts de base
des groupes spinoriels. Nous allons, dans ce paragraphe, nous familiariser avec ces
concepts dans un cas particulier très simple, celui du groupe Ĝ = SpinF (1, 1). Nous
allons décrire un paramétrage de ce groupe.

Nous travaillons alors avec l’espace V de dimension 2 de la forme V = Fv⊕Fv−,
où v et v− sont deux vecteur isotropes, par rapport à une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée h, tels que h(v, v−) = 1. Avec cette base de V , nous pouvons identifier
le groupe G = SOF (1, 1) avec un groupe de matrices carrées d’ordre 2 comme suit

G =

{(
a

a−1

)
: a ∈ F×

}
.

Par la proposition 2.10, la norme spinorielle est déterminée par

sn

(
a

a−1

)
= a mod (F×)2, pour tout a ∈ F×.
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Alors le groupe orthogonal réduit O′(h) peut être identifié avec{(
a2

a−2

)
: a ∈ F×

}
.

Maintenant, pour travailler dans l’algèbre de Clifford, nous avons besoin d’une
base orthogonale de V . Nous prenons notamment la base {e1, e2} de V avec

e1 = v + v− et e2 = v − v−.
Alors 1, e1, e2, e1e2 forment une base de l’algèbre de Clifford C et 1, e1e2 forment
une base de la sous-algèbre C+. Par la proposition 2.4, tout élément de Γ+ peut
s’écrire comme un produit de deux vecteurs non isotropes de V . Prenons deux
vecteurs non isotropes quelconques u1 = x1v + y1v

− et u2 = x2v + y2v
− de V avec

x1, x2, y1, y2 ∈ F×. Dans la base {e1, e2} de V nous avons

u1 =
x1 + y1

2
e1 +

x1 − y1

2
e2 et u2 =

x2 + y2

2
e1 +

x2 − y2

2
e2.

Pour calculer un produit générique u1u2, nous pouvons supposer y1 = 1. Posons
α = x2y

−1
2 . En remarquant que e2

1 = q(e1) = 1 et e2
2 = q(e2) = −1 nous avons

u1u2 = y2

[
α + x1

2
+
α− x1

2
e1e2

]
.

De plus nous avons Q(u1u2) = Q(u1)Q(u2) = x1αy
2
2. Alors pour que u1u2 appartienne

à Ĝ, nous avons x1αy
2
2 = 1, autrement dit, x1 = αc2, avec c ∈ F× tel que (y2α)2 = 1

c2
.

Avec cela, u1u2 appartient à Ĝ si et seulement si

u1u2 =
1

c

[
1 + c2

2
+

1− c2

2
e1e2

]
, avec c ∈ F×.

On considère l’application

ϕ : F× → Ĝ,

c 7→ 1

c

[
1 + c2

2
+

1− c2

2
e1e2

]
.

En faisant attention que (e1e2)2 = −e2
1e

2
2 = 1, nous trouvons ϕ(cc′) = ϕ(c)ϕ(c′), pour

tout c, c′ ∈ F×. Autrement dit, ϕ est un morphisme de groupes. On a vu au-dessus
que ϕ est surjectif. De plus, on voit facilement qu’il est aussi injectif. Alors nous
avons un isomorphisme de F× dans Ĝ.

Pour écrire les éléments de Ĝ comme des produits de deux vecteurs non isotropes
de V , nous faisons une remarque que, pour tout c ∈ F×, nous avons

ϕ(c) = (cv + v−)(c−1v + v−)

(en faisant des mêmes calculs on peut vérifier cette égalité). De plus, les réflexions de
V par rapport à cv + v− et à c−1v + v− sont respectivement(

−c
−c−1

)
et
(

−c−1

−c

)
.

Alors nous avons

t ◦ ϕ(c) =

(
−c

−c−1

)(
−c−1

−c

)
=

(
c2

c−2

)
, pour tout c ∈ F×.
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2.1.4 Exemple 2 : Tore déployé maximal de SpinF (2, 2)

Soit maintenant Ĝ = SpinF (2, 2) et donc G = SOF (2, 2). Supposons V =
Fv1 ⊕ Fv2 ⊕ Fv−2 ⊕ Fv−1 , où v1, v2, v

−
2 , v

−
1 est une base de Witt de V composée

de vecteurs isotropes tels que

h(vi, v
−
i ) = 1, pour i = 1, 2.

Suivant les calculs de l’exemple précédent, nous allons construire dans cet exemple
un paramétrage d’un tore déployé maximal de Ĝ qui sert à la suite de la thèse.

Soit T un tore déployé maximal de G (c’est le stabilisateur dans G de la décom-
position). Avec la base donnée, nous pouvons écrire

T ∩O′(h) =



a

b
b−1

a−1

 : a = b mod (F×)2

 .

Alors tout élément de T ∩O′(h) peut s’écrire sous la forme
a

a
a−1

a−1




1
b2

b−2

1

 ou


a

a
a−1

a−1



b2

1
1

b−2

 ,

avec a, b ∈ F×. Posons

D′ =



a

a
a−1

a−1

 : a ∈ F×


et

O′1 =



b2

1
1

b−2

 : b ∈ F×

 ; O′2 =




1
b2

b−2

1

 : b ∈ F×

 .

Ce sont des sous-groupes de T ∩O′(h). Posons

T̂ = t−1(T ∩O′(h)) et Ĝi = t−1(O′i) pour i = 1, 2.

Pour i = 1, 2, grâce à l’exemple précédent, nous avons un paramétrage homomorphe
de Ĝi :

ϕi : F× → Ĝi, b 7→ ϕi(b) = (bvi + v−i )(b−1vi + v−i ).

De plus, pour tout a ∈ F×, si l’on pose

ψi(a) = (avi − v−i )(vi − v−i ) ∈ Γ+, pour i = 1, 2,
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alors, pour i = 1, 2, on a

ψi(a)ψi(b) = −ψi(ab),∀a, b ∈ F×,

et on a aussi
ϕi(a) =

−1

a
ψi(a

2),∀a ∈ F×.

On peut écrire aussi, pour i = 1, 2,

ψi(a) = −a+ 1

2
+
a− 1

2
(vi + v−i )(vi − v−i ).

Noter que, pour tout a, b ∈ F×, ψ1(a) et ψ2(b) commutent et que, pour i = 1, 2,
Q(ψi(a)) = a pour tout a ∈ F×. Nous pouvons donc facilement vérifier que

ψ : F× → Ĝ, a 7→ ψ(a) =
1

a
ψ1(a)ψ2(a),

est un homomorphisme injectif et que

t(ψ(a)) =


a

a
a−1

a−1

 ∈ D′ pour tout a ∈ F×.
Autrement dit, ψ induit une section homomorphe de D′. Par des calculs simples, on
peut voir que, pour tout a, b ∈ F×, ψ(a) et ϕ2(b) commutent. En particulier, nous
avons un paramétrage de T̂ :

F× × F× 3 (a, b) 7→ ψ(a)ϕ2(b) ∈ T̂ .

2.2 Les pro-p-sous-groupes

Ce paragraphe étudie les pro-p-sous-groupes de Ĝ qui jouent un rôle important
dans notre construction de types, en particulier, dans la construction de caractères
semi-simples pour Ĝ. Le résultat de ce paragraphe reste vrai en général pour une
extension centrale d’un groupe profini. Nous commençons par le rappel d’un résultat
général.

Théorème 2.12 ([45, Théorème 9.7.3, (iii)]). Soient H un groupe profini et A un
H-module discret. Notons Hn(H,A), n ≥ 0, les groupes de cohomologies de H à
coefficients dans A. Pour tout n ≥ 1, les éléments de Hn(H,A) sont d’ordre fini. De
plus, si H est un pro-p groupe alors l’ordre de tout élément de Hn(H,A), n ≥ 1, est
une puissance de p.

Soient Y un groupe profini, X une extension centrale de Y par un sous-groupe
abélien fini A, c’est-à-dire qu’on a une suite exacte

1→ A→ X
t→ Y → 1,
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où A est fini et contenu dans le centre de X et Y agit sur A par automorphismes
intérieurs. Soit H un sous-groupe de Y . Pour chaque h ∈ H, on prend un élément
sH(h) ∈ t−1(h). Alors, on obtient une application sH de H dans X telle que

t ◦ sH(h) = h pour tout h ∈ H.

Une telle application est appelée une section de H dans X. Si elle est de plus un
homomorphisme de H dans X, on l’appelle une section homomorphe de H dans X.

Soit sH une section de H dans X. Alors pour tous h1, h2 ∈ H, nous avons

sH(h1)sH(h2) = ϕ(h1, h2)sH(h1h2), pour un certain ϕ(h1, h2) ∈ A.

Par des calculs simples, on peut vérifier que ϕ est un 2-cocycle de H à valeurs dans
A. De plus, si s′H est une autre section de H dans X avec 2-cocycle associé ϕ′, alors
on peut voir que ϕ et ϕ′ ne diffèrent que par un 2-cobord, c’est-à-dire, si on pose

ψ(h1, h2) = ϕ′(h1, h2)ϕ(h1, h2)−1,∀h1, h2 ∈ H,

alors ψ est un 2-cobord. Cela implique qu’il existe une section homomorphe de H si
et seulement si ϕ est un 2-cobord.

Supposons maintenant que H est un pro-p-sous-groupe de Y où p est un nombre
premier qui ne divise pas le cardinal |A| de A. On a toujours que |A|Hn(H,A) = 0
pour tout n. D’ailleurs, par le théorème 2.12, nous avons de plus que les éléments
de Hn(H,A), n ≥ 1, sont d’ordre une puissance de p. Comme |A| et p sont premiers
entre eux, cela implique Hn(H,A) = 0 pour tout n ≥ 1. En particulier H2(H,A) = 0,
c’est-à-dire, tout 2-cocycle de H à valeurs dans A est un 2-cobord, il existe donc
une section homomorphe de H, i.e., un homomorphisme de groupes sH : H → X
tel que t ◦ sH = IdH, où IdH est l’homomorphisme d’identité de H. Nous allons voir
de plus que cette section homomorphe est unique. Remarquons que deux sections
homomorphes de H ne diffèrent que par un homomorphisme de H dans A qui est
un 1-cocycle. Puisque H1(H,A) = 0 et tous les 1-cobords sont triviaux, on obtient
l’unicité de sH .

Revenons à notre cas avec X = Ĝ, Y = O′(h), A = {±1} et p est la caractéristique
résiduelle de F qui est supposée différente de 2. Remarquons de plus que tout pro-p-
sous-groupe de G est contenu dans O′(h). En appliquant l’argument précédent, on
obtient le corollaire suivant

Corollaire 2.13. Si H est un pro-p-sous-groupe de G alors il existe un unique
homomorphisme sH : H → Ĝ tel que t ◦ sH = IdH.

Le corollaire 2.13 et le fait que tout radical unipotent de sous-groupe parabolique
de G est une réunion de pro-p-sous-groupes nous donnent le corollaire suivant

Corollaire 2.14. Si U est un radical unipotent d’un sous-groupe parabolique de G
alors il existe une unique section homomorphe sU : U → Ĝ de U .

Remarquons ici que le corollaire 2.14 reste encore vrai sans l’hypothèse p 6= 2
par une propriété d’une isogénie centrale : la restriction de l’isogénie t à un radical
unipotent Û de Ĝ induit toujours un isomorphisme de Û sur t(Û).



2.3. Centralisateur d’un élément de l’algèbre de Lie 23

2.3 Centralisateur d’un élément de l’algèbre de Lie

2.3.1 Norme spinorielle dans un groupe unitaire

Considérons un élément non nul b de l’algèbre de Lie g tel que E := F [b] est une
extension finie de F . Comme b̄ = −b, E est stable par l’action de l’involution .̄ On
désigne aussi par ¯ la restriction de ¯ à E. Notons E0 le sous-corps des points fixes
de E par cette involution. Fixons une forme F -linéaire non nulle µ0 de E0 dans F et
posons µ = µ0 ◦ trE/E0 . Voyant V comme un E-espace vectoriel, il existe une unique
forme hermitienne non dégénérée hE : V × V → E telle que h(x, y) = µ(hE(x, y)),
pour tous x, y ∈ V (voir [9, Lemme 5.2]).

Soit δ un élément de E tel que δ̄ = −δ. Posons h′E(x, y) := δhE(x, y) pour tous
x, y ∈ V . Alors h′E est une forme anti-hermitienne sur V telle que UE(h′E) = UE(hE),
où UE(hE) (respectivement UE(h′E)) est le groupe des isométries de V par rapport à
hE (respectivement à h′E).

En fixant un vecteur de V , G. E. Wall a défini dans [44] un homomorphisme
snE : UE(h′E) → E×/E×0 qui a des propriétés similaires à la norme spinorielle sur
les groupes orthogonaux, qu’il a donc aussi appelé "norme spinorielle" du groupe
unitaire UE(h′E). Remarquons que cette norme ne dépend pas du choix du vecteur
fixé dans notre cas car le corps E est commutatif. Nous rappelons ici sa définition.
Pour éviter toute confusion, nous allons appeler “norme de Wall” cette norme.

Soit u ∈ UE(h′E) un élément non trivial. Notons Vu l’image de la transformation
1− u. Si Vu est de dimension r on dit que u est un élément de dimension r. Tout
élément de dimension 1, noté s(v;ϕ), est donc défini par

s(v;ϕ)(x) = x− ϕh′E(v, x)v,∀x ∈ V,

où v est un vecteur non nul (il forme donc une base) de l’espace Vs(v;ϕ)
et ϕ est

un élément de E× vérifiant ϕ−1 − ϕ̄−1 = h′E(v, v). L’élément ϕ est en fait défini
par ϕ = fu(v, v)−1, où fu est une forme sesquilinéaire sur Vu (relativement à notre
involution )̄ définie par

fu : Vu × Vu → E

(x− u(x), y − u(y)) 7→ h′E(x− u(x), y), ∀x, y ∈ V.

Par [44, Lemme 3], tout élément u ∈ UE(h′E) de dimension r (avec r > 0) peut
toujours s’écrire

u = s(v1;ϕ1)s(v2;ϕ2) . . . s(vr;ϕr),

comme un produit d’éléments de dimension 1 où les vecteurs v1, v2, . . . , vr forment
une base orthogonale de Vu par rapport à la forme fu et v1 peut être choisi comme
un vecteur non isotrope quelconque de Vu. Wall appelle une telle décomposition
décomposition de Cayley.

Fixons un vecteur a de V et supposons que u ∈ UE(h′E) est un élément de
dimension r avec une décomposition de Cayley :

u = s(v1;ϕ1)s(v2;ϕ2) . . . s(vr;ϕr),

où les vecteurs vi sont choisis tels que h′E(a, vi) est égal à soit 0, soit 1. Alors la classe
ϕ1ϕ2 . . . ϕrE

×
0 dans E×/E×0 ne dépend que de u, pas du choix de vi [44, Lemme 5].



24 Chapitre 2. Groupes spinoriels

Remarquons que notre cas est le cas commutatif de loc. cit., donc l’ensemble Γa dans
loc. cit. est égal à E0 et ne dépend pas de a. De plus, la classe ϕ1ϕ2 . . . ϕrE

×
0 est

exactement le discriminant de la forme fu et donc ne dépend pas non plus du choix
de a. Cela entraîne que l’on peut également supprimer les conditions du choix des
vecteurs vi.

La norme de Wall d’un élément de dimension r, u = s(v1;ϕ1)s(v2;ϕ2) . . . s(vr;ϕr), de
UE(h′E) est définie par

snE(u) = ϕ1ϕ2 . . . ϕrE
×
0 .

Si on définit la norme de Wall de l’identité de V comme la classe triviale de E×/E×0 ,
par [44, Lemma 7], snE : UE(h′E)→ E×/E×0 est un homomorphisme.

Le groupe unitaire UE(hE) est en fait le centralisateur de b dans G. Nous voulons
comprendre le centralisateur de b dans Ĝ. Il nous faut donc déterminer l’intersection
de UE(hE) et du noyau O′(h) de la norme spinorielle. Cela demande de calculer la
norme spinorielle des éléments de G qui commutent b. Nous espérons donc trouver
une relation entre la norme de Wall sur UE(h′E) = UE(hE) et la norme spinorielle
sur G. Une idée qui nous vient naturellement est de montrer une formule similaire à
la formule (2.4) pour la norme de Wall. Nous allons voir dans la proposition suivante
qu’une telle formule est vérifiée pour les éléments de dimension 1 de UE(h′E).

Proposition 2.15. Soit s(v;ϕ) un élément de dimension 1 de UE(h′E). Alors

discE(h′E| ∪
n≥1

ker (1+s(v;ϕ))
n)det E(

1 + s(v;ϕ)

2
| ∩
n≥1

im (1+s(v;ϕ))
n) = ϕ mod (E×0 ). (2.5)

Démonstration. On distingue deux cas : soit v est un vecteur isotrope, i.e. h′E(v, v) =
0, soit v ne l’est pas.
Premier cas : v est isotrope. Dans ce cas, l’élément s(v;ϕ) est appelé une transvection
de V . On a ϕ−1 − ϕ̄−1 = 0, donc ϕ ∈ E×0 . Alors la norme de Wall snE est triviale en
s(v;ϕ).

Soit x ∈ ker (1 + s(v;ϕ)). Il est donc dans la droite engendrée par v, i.e. x = kv
pour un certain k ∈ E. Puisque h′E(v, v) = 0 on a 2kv = 0 et donc k = 0 car la
caractéristique p est différente de 2. Cela implique que ∪

n≥1
ker (1 + s(v;ϕ))

n est nul.

Comme v est isotrope, il existe une base {v, v′, w1, ..., wn−2} de V telle que v′ est
un vecteur isotrope vérifiant h′E(v, v′) = 1 et que h′E(v, wi) = 0, i = 1, ..., n− 2. Dans
cette base on a

det E(
1 + s(v;ϕ)

2
) = det E

(
1 −ϕ

2

0 1

)
.

Donc la formule (2.5) est bien vraie dans ce cas.
Deuxième cas : v n’est pas isotrope. Dans ce cas, on a une décomposition ortho-
gonale V = (Ev) ⊥ (Ev)⊥, où (Ev)⊥ est le complément orthogonal de la droite Ev
dans V par rapport à la forme h′E.

Soit x ∈ ker (1 + s(v;ϕ)). Comme dans le premier cas, nous avons x = kv pour
k ∈ E. Nous avons donc 2kv − ϕh′E(v, kv)v = 0. Cela nous donne

k[1 + ϕϕ̄−1]v = 0
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puisque ϕ−1 − ϕ̄−1 = h′E(v, v). Alors le sous-espace ∪
n≥1

ker (1 + s(v;ϕ))
n est soit nul,

soit la droite Ev (quand ϕϕ̄−1 = −1). Dans la première situation, le terme à gauche
de (2.5) devient

det E(
1 + s(v;ϕ)

2
) =

1 + ϕϕ̄−1

2
mod (E×0 ),

alors que dans l’autre situation il devient

discE(h′E|vE) = (ϕ−1 − ϕ̄−1) mod (E×0 ).

Il est donc facile de voir que la formule (2.5) est bien vérifiée dans les deux situations.

Remarquons que dans le cas où ϕϕ̄−1 = −1, l’élément s(v;ϕ) est une “réflexion”
définie par le vecteur v par rapport à h′E, c’est-à-dire, c’est une transformation de V
telle que s(v;ϕ)(v) = −v et que s(v;ϕ)(x) = x pour tout x ∈ V tel que h′E(v, x) = 0.

Notons NormE/F la norme de l’extension E sur F . Cette norme induit un homo-
morphisme, qu’on note aussi NormE/F , de E×/E×0 dans F×/(F×)2. De la proposition
précédente, nous obtenons une relation entre la norme de Wall dans UE(h′E) et la
norme spinorielle dans G.

Corollaire 2.16. Soit s(v;ϕ) un élément de dimension 1 de UE(h′E) qui n’est pas une
réflexion, i. e., tel que ϕϕ̄−1 6= −1. Alors

sn(s(v;ϕ)) = NormE/F (snE(s(v;ϕ))). (2.6)

Démonstration. Avec les hypothèses données, nous avons vu que le sous-espace
∪
n≥1

ker (1 + s(v;ϕ))
n est nul. On a donc

sn(s(v;ϕ)) = det (
1 + s(v;ϕ)

2
) mod (F×)2

et
snE(s(v;ϕ)) = det E(

1 + s(v;ϕ)

2
) mod (E×0 ).

D’où le corollaire.

Avec le corollaire précédent on voit que le sous-groupe de UE(h′E) engendré par
les transvections est toujours contenu dans O′(h). Dans la suite, on va voir que la
relation (2.6) est vraie pour tous les éléments de UE(hE). D’abord nous le montrons
dans le cas quadratique, c’est-à-dire, E0 = F .

Corollaire 2.17. Si E0 = F , on a

sn(u) = NormE/F (snE(u)), pour tout u ∈ UE(h′E).

Démonstration. Les deux applications sn et NormE/F ◦snE sont des homomorphismes
de UE(h′E) dans F×/(F×)2, il suffit de vérifier l’égalité pour les éléments de dimension
1 qui sont des générateurs de UE(h′E). Avec le corollaire 2.16, il nous reste à la vérifier
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pour une réflexion, i.e., u = s(v;ϕ), où ϕϕ̄−1 = −1. Dans ce cas, il s’agit de vérifier
que

disc(h|vE) = NormE/F (discE(h′E|vE)) mod (F×)2.

En identifiant l’espace Ev avec E, la restriction de la forme hE à cet espace est une
forme hermitienne sur E. Elle est donc de la forme hE(x, y) = axȳ,∀x, y ∈ E, avec
a ∈ E0 fixé. On a donc discE(h′E|E) = aδ mod (E×0 ). Par ailleurs, {1, δ} forme une
F -base orthogonale de E par rapport à h. On a donc

disc(h|E) = det
(

2a 0
0 −2aδ2

)
mod (F×)2 = NormE/F (aδ) mod (F×)2.

D’où le corollaire.

Remarque 2.18. Pour définir la norme de Wall de u ∈ UE(h′E) = UE(hE), il faut
montrer que l’expression donnée plus haut est indépendante de la décomposition de
Cayley de u choisie, fait dont la démonstration n’est pas si simple (voir [44, Lemme
5]). Cependant, on a aussi un autre point de vue qui est plus délicat. Supposons
det E(u) = α. Alors NormE/E0(α) = 1. D’après le théorème 90 de Hilbert, il existe
un élément β ∈ E× tel que α = ββ

−1. Cet élément, à un scalaire dans E0 près,
est uniquement déterminé par α. En effet, si β1 et β2 sont deux tels éléments alors
β1β1

−1
= β2β2

−1 et donc β1β
−1
2 = β1β

−1
2 . Nous avons donc un homomorphisme

Hil : Norm−1
E/E0

(1)→ E×/E×0 , α 7→ βE×0 , où α = ββ
−1
.

La norme de Wall est en fait la composition de cet homomorphisme avec le détermi-
nant, c’est-à-dire, nous avons

snE(u) = Hil(det E(u)), ∀u ∈ UE(h′E). (2.7)

En effet, les deux applications considérées sont des homomorphismes sur le groupe
UE(h′E), il suffit donc d’établir cette égalité sur les éléments de dimension 1 de UE(h′E)
qui sont des générateurs de UE(h′E). Soit s(v,ϕ) un élément de dimension 1 de UE(h′E).
Alors

s(v,ϕ)(x) = x− ϕh′E(x, v)v, pour tout x ∈ V,

et ϕ−1 − ϕ−1 = h′E(v, v). Si v est isotrope alors, par définition, la norme de Wall de
s(v,ϕ) est triviale et, par ailleurs, il est facile de voir que det E(s(v,ϕ)) = 1. Si v est
non isotrope alors

det E(s(v,ϕ)) = 1− ϕh′E(v, v) = 1− ϕ(ϕ−1 − ϕ−1) = ϕϕ−1,

et donc Hil(det E(s(v,ϕ))) = ϕE×0 = snE(s(v,ϕ)). Alors l’égalité (2.7) est vérifiée pour
tous les éléments de dimension 1 de UE(h′E). Elle est donc vraie pour tous les
éléments de UE(h′E). Avec ce point de vue sur la norme de Wall, nous pouvons voir
que le corollaire 2.17 est identique à [32, Chapitre 10, Théorème 1.5]. Cependant,
la démonstration de [32, Chapitre 10, Théorème 1.5] est fausse puisque, avec ses
notations, σ̃ 6= αβ.
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Traitons maintenant le cas général. Pour tous x, y ∈ V , posons

hE0(x, y) := trE/E0(hE(x, y)).

Alors nous obtenons une forme bilinéaire symétrique non dégénérée hE0 sur V (vu
comme un E0-espace vectoriel). Notons SOE0(hE0) le groupe des rotations de V par
rapport à la forme hE0 et soit snE0 la norme spinorielle de SOE0(hE0). Remarquons
que

UE(hE) ⊂ SOE0(hE0) ⊂ G.

De plus, le corollaire 2.17 nous donne

snE0(u) = NormE/E0(snE(u)),∀u ∈ UE(hE).

Pour le passage de E0 à F , nous utilisons des “propriétés de transfert” d’anneaux
de Witt des espaces quadratiques (voir [32, Chapitre 9, §5]). Considérons E0 comme
un E0-espace de dimension 1. Notons φ0 la forme bilinéaire symétrique sur E0 définie
par :

φ0(x, y) = xy, ∀x, y ∈ E0.

Alors µ0 ◦ φ0 est une forme bilinéaire symétrique sur E0 (vu comme un F -espace
vectoriel). Notons ς = discF (µ0 ◦ φ0). Soit φ une forme bilinéaire symétrique sur
un E0-espace vectoriel W de dimension n. De même manière, µ0 ◦ φ est une forme
bilinéaire symétrique sur le F -espace vectoriel W. Dans cette situation, on peut
utiliser les mêmes notations sn, snE0 sans confusion. Avec ces notations, nous avons

Lemme 2.19 ([32, Theorème 5.12]). discF (µ0 ◦ φ) = (ς)nNormE0/F (discE0(φ)).

Démonstration. Quitte à diagonaliser φ, on se ramène au cas où W est de dimension
1 sur E0. Identifiant W à E0, il existe α ∈ E0 tel que

φ(x, y) = αxy, ∀x, y ∈ E0.

Fixons une F -base {ei} de E0. Alors Q = (µ0(eiej)) est la matrice de µ0 ◦ φ0.
Supposons que αej =

∑
i αijei, αij ∈ F, et notons R la matrice (αij). Alors la matrice

de la forme µ0 ◦ φ est

(s(αeiej)) = (µ0((
∑
k

αkiek)ej)) = (
∑
k

αkiµ0(ekej)) = RtQ.

Puisque det F (R) = NormE0/F (α), nous obtenons l’égalité du lemme.

Poursuivons dans la même situation générale. Soit s une réflexion du E0-espace
W . Alors appliquant la formule de Zassenhaus, le lemme précédent nous donne

Corollaire 2.20. sn(s) = ςNormE0/F (snE0(s)).

Comme chaque élément de SOE0(φ) est un produit d’un nombre pair de réflexions
du E0-espace W et sn est un homomorphisme sur SOE0(φ), nous obtenons

Corollaire 2.21. sn(u) = NormE0/F (snE0(u)) pour tout u ∈ SOE0(φ).
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Revenons maintenant dans notre cas. Nous pouvons terminer la démonstration
de la relation entre la norme de Wall et la norme spinorielle.

Proposition 2.22. Pour tout u ∈ UE(hE), nous avons

sn(u) = NormE/F (snE(u)).

Démonstration. Utilisant les corollaires 2.21 et 2.17, nous avons

sn(u) = NormE0/F (snE0(u)) = NormE0/F (NormE/E0(snE(u))) = NormE/F (snE(u)).

2.3.2 Centralisateur

Dans ce paragraphe, en suivant le paragraphe 5 de [9], nous étudions le centrali-
sateur dans Ĝ d’un élément semi-simple de l’algèbre de Lie g.

Soit β un élément semi-simple de l’algèbre de Lie g. Notons Ĝβ le fixateur de β
dans Ĝ par l’action adjointe. Par l’hypothèse, la caractéristique résiduelle p de F
est différente de 2. Il n’est donc pas un mauvais premier pour Ĝ, i.e. il n’est pas un
premier de torsion au sens de [38]. D’ailleurs, Ĝ est un groupe réductif simplement
connexe, le centralisateur Ĝβ de β dans Ĝ est donc un groupe réductif connexe défini
sur une certaine extension finie de F dont le groupe des F -points est Ĝβ : comme β
est semi-simple, son fixateur Ĝβ contient un tore maximal T du groupe spinoriel Ĝ.
Soit Φ un système de racines de Ĝ relativement à T. Le groupe Ĝβ est engendré par
T et par les sous-groupes radiciels Uα associés aux racines α ∈ Φ qui s’annulent en
β (voir [38, Lemma 3.7 et Theorem 3.14]).

Soit Gβ le fixateur de β dans G par l’action adjointe de G sur g. On a Ĝβ =
t−1(Gβ ∩O′(h)). Puisque β est semi-simple, la F -algèbre E = F [β] est une somme
directe d’extensions finies séparables de F . Paul Broussous et Shaun Stevens [9]
ont précisément décrit Gβ comme étant le groupe de F -points d’un produit des
restrictions des scalaires sur F de groupes généraux et de groupes classiques (unitaires
ou orthogonaux spéciaux) définis sur des extensions finies de F . Nous rappelons ici
un peu de détail de leur description de Gβ. Ensuite, nous donnons aussi une petite
remarque sur Ĝβ.

Puisque E est invariante sous l’action de l’involution τ , elle peut s’écrire

E = ⊕
i∈D+

(Ei ⊕ E−i)⊕ ⊕
j∈D0

Ej,

où D+ et D0 sont deux ensembles finis d’indices, les Ei, i ∈ D+ ∪ D0 ∪ D− avec
D− = {−i : i ∈ D+}, sont des extensions finies de F telles que

τ(Ei) = E−i,∀i ∈ D+ et τ(Ej) = Ej,∀j ∈ D0.

De plus, l’espace V peut s’écrire

V = ⊥
i∈D+

(Vi ⊕ V−i) ⊥ ( ⊥
j∈D0

Vj),
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où Vi est un Ei-espace vectoriel pour tout i ∈ D+ ∪D0 ∪D− et, de plus, pour tout
i ∈ D+, Vi et V−i sont deux espaces totalement isotropes en dualité par rapport à h.

Pour chaque i ∈ D0, on désigne par τi la restriction de τ sur Ei. C’est donc une
involution sur Ei. Notons Ei,0 l’ensemble des points fixes de τi. Fixons une forme
F -linéaire τ -invariante non nulle µi,0 : Ei,0 → F et posons µi = µi,0◦trEi/Ei,0 . Il existe
uniquement une forme hermitienne non dégénérée hi : Vi × Vi → Ei relativement à
l’involution τi telle que h(x, y) = µi(hi(x, y)),∀x, y ∈ V [9, Lemme 5.2].

Notons Gβi , i ∈ D0, le groupe des isométries de l’espace (Vi, hi). Paul Broussous
et Shaun Stevens [9] ont montré que

Gβ
∼=
∏
i∈D+

AutEi(Vi)×
∏
j∈D0

Gj,

où le groupe AutEi(Vi) se prolonge dans Gβ par l’isomorphisme

AutEi(Vi)→ {g ∈ AutEi(Vi)× AutE−i(V−i) : gg = 1}
x 7→ (x, x−1).

Si u ∈ Gβ correspond à
∏
i∈D+

gi
∏
j∈D0

uj de
∏
i∈D+

AutEi(Vi)×
∏
j∈D0

Gj alors on a

sn(u) =
∏
i∈D+

det gi
∏
j∈D0

sn(uj).

C’est la seule information que nous avons sur l’intersection entre Gβ et O′(h) et
ainsi sur Ĝβ. En particulier, nous n’avons pas d’expression de Ĝβ sous forme d’un
produit direct. Cela entraîne beaucoup de difficultés quand nous travaillons avec le
centralisateur Ĝβ.





Chapitre 3

Construction de représentations
supercuspidales

Nous présentons dans ce chapitre notre construction d’une famille de représen-
tations irréductibles supercuspidales de Ĝ. Nous rappelons d’abord la notion de
strates semi-simples autoduales. Attachés à une strate semi-simple autoduale, nous
définissons les caractères semi-simples autoduaux pour Ĝ en relevant ceux pour G.
De même, en relevant les β-extensions pour G définies dans [42], nous définissons
celles pour Ĝ. Ce sont des bons prolongements d’un caractère semi-simple autodual
à un sous-groupe ouvert compact de Ĝ. Noter que nos β-extensions sont triviales sur
le centre.

Dans un cas particulier, appelé cas semi-simple gauche, en choisissant une β-
extension et ajoutant une partie cuspidale de niveau zéro, nous obtenons un type
cuspidal, c’est-à-dire, une paire (J, λ) composée d’un sous-groupe ouvert compact
J de Ĝ et d’une représentation irréductible λ de J telle que l’induite compact
π = c-IndĜJ λ est une représentation irréductible supercuspidale de Ĝ.

Par l’exemple 2.1.3, on voit que, si Ĝ = SpinF (1, 1), on a Ĝ ' GL1(F ). Ce groupe
est bien connu. Nous excluons donc ce cas dans toute la suite de la thèse.

3.1 Strates semi-simples autoduales

3.1.1 Filtrations de Moy-Prasad

On désigne par I(G,F ) l’immeuble de Bruhat- Tits de G. D’après [28], à chaque
point x de I(G,F ), on peut attacher un sous-groupe ouvert compact Px = Px,0 de
G - le fixateur de x dans G, une filtration décroissante {Px,r}r≥0 de sous-groupes
ouverts compacts de G et une filtration décroissante {gx,r}r∈R de l’algèbre de Lie g.
Ces filtrations sont appelées les filtrations de Moy-Prasad attachées à x.

Pour tout r ∈ R notons Px,r+ = ∪
s>r
Px,s et gx,r+ = ∪

s>r
gx,s. Alors Px,0+ est le radical

pro-unipotent de Px et le quotient Px/Px,0+ est le groupe des points rationnels d’un
groupe réductif G défini sur kF ([28, §3.2]). On désigne par P o

x l’image inverse dans
Px par l’application du quotient du groupe des points rationnels de la composante
connexe de G. C’est un sous-groupe parahorique de G.
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Remarquons que l’image inverse par l’isogénie t d’un tore maximal de G est un
tore maximal de Ĝ et que la restriction de t sur un sous-groupe unipotent fermé
connexe Û de Ĝ induit un isomorphisme de Û sur t(Û). Cela implique que Ĝ partage
avec G les points de l’immeuble I(G,F ) et, de plus, que l’action de Ĝ sur I(G,F )
se factorise par l’action de G sur I(G,F ).

Pour chaque r > 0, Px,r est un pro-p-sous-groupe de G, on note sPx,r le pro-p-
sous-groupe de Ĝ correspondant par l’homomorphisme donné par le corollaire 2.13.
Or l’action sur I(G,F ) de Ĝ se factorise par celle de G, P̂x = t−1(Px ∩O′(h)) est le
fixateur du point x dans Ĝ. Alors P̂x et les sous-groupes sPx,r forment la filtration
de Moy-Prasad de Ĝ attachée au point x. On a donc les propriétés suivantes ([28,
§2.6]) :

(i) Pour tout g ∈ Ĝ, on a g−1
sPx,rg = sPgx,r et g−1P̂xg = P̂gx, où gx est l’image

de x par l’action de g sur I.
(ii) [P̂x, sPx,r] ⊂ sPx,r, [sPx,r, sPx,r′ ] ⊂ sPx,r+r′ et [gx,r, gx,r′ ] ⊂ gx,r+r′ .

sPx,0+ = ∪
r>0

sPx,r est le radical pro-unipotent de P̂x. D’après L. Morris [27], il
existe une suite exacte

1→ sPx,0+ → P̂x → M̂ → 1,

où M̂ est le groupe des points rationnels d’un groupe réductif (non nécessairement
connexe) M̂ défini sur le corps résiduel kF . Soit M la composante connexe de M̂ et
M son groupe des points rationnels. Notons P̂ o

x l’image inverse de M dans P̂x. Alors
P̂ o
x est un sous-groupe parahorique de Ĝ. Il est bien entendu que le chapeau ˆdans
P̂ o
x ne désigne pas l’image inverse de P o

x par t.
Allen Moy et Gopal Prasad [28, Théorème 5.2] ont montré que, pour toute

représentation lisse irréductible admissible (π,V) de Ĝ, il existe un unique nombre
rationnel n(π) ≥ 0 tel que l’espace VsPx,n(π)+ des vecteurs fixés par sPx,n(π)+ est non
nul pour certain point x dans l’immeuble I(G,F ) et que n(π) est le plus petit nombre
rationnel vérifiant cette propriété. On appelle niveau de (π,V) le nombre n(π).

3.1.2 Langage de réseaux

Nous rappelons dans cette section le dictionnaire de [9] de l’immeuble de G
au langage de réseaux. Nous rappelons donc d’abord qu’un réseau dans V est un
sous-groupe ouvert compact de V et qu’un tel réseau est appelé oF -réseau dans V
s’il est aussi un oF -module. Si R est un oF -réseau de V , on définit son oF -réseau
dual par rapport à h par

R] = {v ∈ V : h(v, v′) ∈ pF , ∀v′ ∈ R}.

Cette notion de dualité de réseaux dans V est généralisée pour une forme ε-hermitienne
quelconque sur V .

Une fonction de réseaux dans V est une fonction Λ̃ de R dans l’ensemble des
oF -réseaux dans V telle que

(i) Λ̃(r) ⊆ Λ̃(s) si r, s ∈ R et r ≥ s ;
(ii) $F Λ̃(r) = Λ̃(r + ν($F )), pour tout r ∈ R ;
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(iii) Λ̃ est continue à gauche.
Pour une fonction de réseaux Λ̃ dans V , on pose

Λ̃(r+) =
⋃
s>r

Λ̃(s), pour r ∈ R,

et on définit sa duale Λ̃] par

Λ̃](r) = [Λ̃((−r)+)]],∀r ∈ R.

Une fonction de réseaux Λ̃ dans V est dite autoduale si Λ̃] = Λ̃. Comme dans
[9], l’ensemble des fonctions de réseaux autoduale dans V est noté Latt1

h(V ). Il est
évident que cet ensemble est muni d’une action de G. D’après [9, §4], nous avons
une bijection G-équivariante entre I(G,F ) et Latt1

h(V ).
Une fonction de réseaux Λ̃ dans V détermine une fonction de réseaux a(Λ̃) dans

A = EndF (V ) définie par

ar(Λ̃) = {a ∈ A : aΛ̃(s) ⊂ Λ̃(s+ r),∀s ∈ R}, pour r ∈ R.

Notons ar+(Λ̃) = ∪s>ras(Λ̃). Alors a0(Λ̃) est un oF -ordre héréditaire (où juste un
oF -ordre) dans A et a0+(Λ̃) est son radical de Jacobson (voir [13, (1.1)]). Posons
P̃ (Λ̃) = P̃0(Λ̃) := a0(Λ̃)×, c’est un sous-groupe ouvert compact de G̃ dont la famille
P̃r(Λ̃) = 1 + ar(Λ̃), pour r > 0, est une filtration par des pro-p-sous-groupes ouverts
normaux.

Si Λ̃ est une fonction de réseaux autoduale dans V alors ar(Λ̃), r ∈ R, et P̃r(Λ̃), r ≥
0, sont stable par l’involution τ . Posons

a−r (Λ̃) = ar(Λ̃) ∩ g,∀r ∈ R, et Pr(Λ̃) = P̃r(Λ̃) ∩G,∀r ≥ 0.

Alors si x ∈ I(G,F ) est le point correspondant à Λ̃, on a Px,r = Pr(Λ̃) pour tout
r ≥ 0, où {Px,r}r≥0 est la filtration de Moy-Prasad attachée à x.

La filtration de Moy-Prasad de sous-groupes ouverts compacts de Ĝ attachée à
une fonction de réseaux autoduale Λ̃ est notée P̂ (Λ̃) = P̂0(Λ̃) et sPr(Λ̃), pour r > 0.

On appelle suite de oF -réseaux dans V une fonction Λ de Z dans l’ensemble des
oF -réseaux dans V telle que

(i) si k ≥ j alors Λ(k) ⊆ Λ(j) ;
(ii) il existe un entier positif e = e(Λ|oF ), appelé la oF -période de Λ, tel que

Λ(k)$F = Λ(k + e), pour tout k ∈ Z.
Si la suite Λ est de plus stricte, elle est aussi appelée une chaine de oF -réseaux dans
V .

Une suite de oF -réseaux Λ dans V est dite autoduale s’il existe un entier d tel
que Λ(k)] = Λ(d− k) pour tout k ∈ Z. Sans modifier les objets attachés à une suite
autoduale de oF -réseaux Λ, on peut toujours normaliser Λ pour que d = 1 et que la
période e soit pair. À partir de maintenant on suppose toujours d = 1 et e
pair pour toute suite autoduale Λ de oF -réseaux de V .

Pour i = 1, 2, soient V i un F -espace vectoriel de dimension finie et Λi une suite de
oF -réseaux dans V i de période e(Λi). La somme directe, Λ = Λ1 ⊕ Λ2, est une suite
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de oF -réseaux dans V 1⊕V 2 de période e(Λ) = ppcm (e(Λ1), e(Λ2)) (voir la définition
dans [15, §2.8]). De plus, avec l’hypothèse d = 1, la somme directe orthogonale de
suites autoduales de oF -réseaux est une suite autoduale de oF -réseaux.

On peut voir que une suite autoduale de oF -réseaux Λ dans V détermine une
unique fonction de réseaux autoduale Λ̃ dans V . D’après [8, I, 7], la fonction de
réseaux Λ̃ est attachée à un point rationnel x ∈ I(G,F ), i.e., un point qui est
barycentre d’un simplexe à coefficients rationnels. De plus, si l’on pose

an(Λ) = {a ∈ EndF (V ) : aΛ(k) ⊂ Λ(k + n)}, pour n ∈ Z,

P̃ (Λ) = a0(Λ)×, P̃n(Λ) = 1 + an(Λ), pour n ∈ Z∗+, P+(Λ) = P̃ (Λ) ∩ G+, P (Λ) =

P̃ (Λ) ∩ G et Pn(Λ) = P̃n(Λ) ∩ G, pour n ∈ Z∗+, alors P (Λ) = Px, P1(Λ) = Px,0+ et
{Pn(Λ)}n∈Z∗+ est une filtration de P (Λ) par des pro-p-sous-groupes de G. Nous avons
aussi des sous-groupes correspondants de Ĝ attachés à la suite Λ, notés P̂ (Λ) et
sPn(Λ), pour tout n ∈ Z∗+. Dans ce cas, nous notons aussi P o(Λ), P̂ o(Λ) les sous-
groupes parahoriques P o

x et P̂ o
x respectivement. {an(Λ)}n∈Z est une filtration de A et

la famille a−n (Λ) := an(Λ)∩g, pour n ∈ Z, forme une filtration de g. Remarquons que,
en posant ar(Λ) = adre(Λ), pour tout r ∈ R, où dre est la plus petite majorée entière
de r, on obtient les filtrations associées à Λ d’indices réels. La filtration {ar(Λ)}r∈R
induit une valuation νΛ sur A par

νΛ(b) =

{
sup {k ∈ R : b ∈ ak(Λ)} si b 6= 0,

+∞ si b = 0.

Réciproquement, si Λ̃ est une fonction de réseaux autoduale dans V attachée à
un point rationnel de I(G,F ) alors il existe un entier positif e tel que la fonction
Λ : n 7→ Λ̃(en/ν($F )) soit une suite autoduale de oF -réseaux dans V .

Soit Λ une suite autoduale de oF -réseaux dans V . Pour tous m,n ∈ Z tels que
2n ≥ m > n ≥ 0, il existe un isomorphisme P (Λ)-équivariant de groupes abéliens
de a−−m(Λ)/a−−n(Λ) dans (Pn+1(Λ)/Pm+1(Λ))∧, où le chapeau ∧ désigne le dual de
Pontrjagin, qui, à chaque classe b + a−−n(Λ), fait correspondre un caractère ψb de
Pn+1(Λ) défini par ψb(g) = ψF (tr(b(g − 1))),∀g ∈ Pn+1(Λ), où tr désigne la trace
de EndF (V ) dans F (voir [39, Lemme 1.2, (ii)]). Cet isomorphisme induit via t un
isomorphisme

a−−m(Λ)/a−−n(Λ) ∼= (sPn+1(Λ)/sPm+1(Λ))∧

b+ a−−n(Λ) 7→ sψb,
(3.1)

où sψb(x) = ψF (tr(b(t(x)− 1))) pour tout x ∈ sPn+1(Λ).

3.1.3 Strates

Dans ce paragraphe, nous rappelons les notions sur les strates de [13], [15] et de
[41]. Alors une strate (dans A) est un quadruplet [Λ, n, r, b] consistant en une suite
de oF -réseaux Λ dans V , deux entiers n, r ∈ Z tels que n ≥ r ≥ 0 et un élément
b ∈ a−n(Λ).
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Une strate [Λ, n, r, b] est dite nulle si n = r et b = 0. On dit que deux strates
[Λ, n, r, b1] et [Λ, n, r, b2] sont équivalentes si b1 − b2 ∈ a−r(Λ).

Soit β un élément de A tel que l’algèbre E = F [β] est un corps. Soit Λ une suite
de oE-réseaux dans le E-espace vectoriel V . Alors Λ est aussi une suite de oF -réseaux
dans V . Notons B = Aβ le centralisateur de β dans A et posons bn(Λ) = an(Λ) ∩B
pour tout n ∈ Z. Alors {bn(Λ)} est une filtration de B par des oE-réseaux dont
b0(Λ) est un oE-ordre de B. Pour tout k ∈ R, nous posons aussi nk = nk(β,Λ) =
{x ∈ a0(Λ) : βx−xβ ∈ ak}. Comme dans [41], nous notons k0(β,Λ) le nombre entier
défini par

k0(β,Λ) =

{
max {k ∈ R : nk 6⊂ b0(Λ) + a1(Λ)} si β 6= 0,

−∞ si β = 0.

Si e est la oF -période de Λ alors k0(β,Λ)/e est un entier qui ne dépend pas de Λ
(voir plus dans [15, §5] où cet entier est noté kF (β)).

Définition 3.1 ([13, Définition 1.5.5]). Une strate [Λ, n, r, β] dans A est dite simple
si elle est nulle ou elle vérifie les conditions suivantes :

(i) l’algèbre E = F [β] est un corps ;
(ii) Λ est aussi une suite de oE-réseaux de V ;
(iii) νΛ(β) = −n ;
(iv) k0(β,Λ) < −r.

Soient [Λ, n, r, β] une strate et V = ⊕i∈IV i une décomposition finie de V par des
F -sous-espaces vectoriels. Pour chaque i ∈ I, on définit une suite de réseaux Λi dans
V i par Λi(k) = Λ(k) ∩ V i, ∀k ∈ Z et on pose βi = 1iβ1i, où 1i est la projection de
V sur V i de noyau ⊕j 6=iV j.

On dit que la décomposition V = ⊕i∈IV i scinde la suite Λ si Λ(k) = ⊕li=1Λi(k),
pour tout k ∈ Z, et qu’elle scinde la strate [Λ, n, r, β] si elle scinde Λ et si β =

∑
i∈I βi.

En particulier, on dit qu’une F -base B = {v1, . . . , vN} de V scinde la strate [Λ, n, r, β]
si V = ⊕Ni=1Fvi scinde [Λ, n, r, β] ([42, Définition 2.3]).

Définition 3.2 ([41, Définitions 3.2]). Une strate [Λ, n, r, β] est dite semi-simple si
elle est nulle ou νΛ(β) = −n et il existe une décomposition finie V = ⊕i∈IV i scindant
la strate telle que

(i) pour tout i ∈ I, [Λi,mi, r, βi] est une strate simple, où mi = r si βi = 0,
mi = νΛi(βi) sinon ;

(ii) pour i, j ∈ I tels que i 6= j, la strate [Λi ⊕ Λj,m, r, βi + βj], où m =
max {mi,mj}, n’est pas équivalente à une strate simple.

Si [Λ, n, r, β] est une strate semi-simple alors la décomposition V = ⊕i∈IV i

associée de V est uniquement déterminée (à l’ordre près) par β : le polynôme
minimal de β est un produit

∏
i∈I Ψi(X) de polynômes irréductibles sur F deux à

deux premiers entre eux et on a V i = kerΨi(β).

Définition 3.3 ([19, 8.2], [3, 1.2]). On dit qu’une strate [Λ, n, r, β] est une strate de
g, ou strate autoduale, si Λ est une suite autoduale de oF -réseaux dans V et si β est
un élément de g.
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Soit [Λ, n, r, β] une strate semi-simple dans g. Alors le polynôme minimal de β
est un polynôme pair. Quitte à rénuméroter, on peut donc arranger la décomposition
de V associée à β sous la forme

V = [⊥i∈I0 V i] ⊥ [⊥j∈I+ (V j ⊕ V −j)],

où I0 et I+ sont deux sous-ensembles de I tels que
– pour chaque i ∈ I0, le sous-espace V i est non dégénéré et orthogonal à tous les

autres ;
– pour chaque j ∈ I+, les sous-espaces V j et V −j sont totalement isotropes en

dualité et orthogonaux aux autres ;
– posons I− = {−j : j ∈ I+}, alors I = I− ∪ I0 ∪ I+.

Cet arrangement provient de l’arrangement des facteurs irréductibles Ψi(X) du
polynôme minimal de β tel que

Ψi(−X) =

{
Ψi(X), si i ∈ I0;

Ψ−i(X), si i ∈ I+.

Une telle décomposition de V est dite aussi autoduale.
En suivant les notations de [42], nous noterons E = F [β] et Ei = F [βi], i ∈ I.

Alors E = ⊕i∈I0∪I+Ei. Soit B = Aβ le centralisateur de β dans A. On a donc
B = ⊕i∈IBi, où Bi est le centralisateur de βi dans G̃i = EndF (V i). Par définition,
nous avons Λ = ⊕i∈IΛi et, pour chaque i ∈ I0, Λi est une suite autoduale de oEi-
réseaux dans V i (d’après [9, §5], pour chaque i ∈ I0, il existe une forme hermitienne
hi non dégénérée sur V i telle que les notions de dualité pour oEi-réseaux dans V i

données par h|V i×V i et par hi coïncident). Dans ce cas, on dit aussi que la suite Λ est
une suite autoduale de oE-réseaux. La famille bn(Λ) = an(Λ) ∩B est une filtration
de B dont b0(Λ) est dit un oE-ordre autodual de B.

Nous désignerons par Gβ (respectivement G+
β , Ĝβ) le centralisateur de β dans G

(respectivement dans G+, Ĝ). Grâce au travail de Paul Broussous et Shaun Stevens
[9], on sait que

Gβ =
∏
j∈I+

G̃βj ×
∏
i∈I0

Gβi ,

où G̃βj = AutEj (V j) et Gβi est le groupe des isométries de l’espace hermitien (V i, hi).
En particulier, Gβ est encore (le groupe des F -points d’)un groupe réductif. Nous
ne sommes pas capable de voir si Ĝβ l’est aussi dans ce cas (avec l’hypothèse que
E = F [β] est une somme d’extensions finies pas nécessairement séparables de F ). À
cause de cette difficulté, nous devrons supposer, dans toute la suite, de plus
que notre corps F est de caractéristique nulle. Avec cette convention, Ĝβ est
(le groupe des F -points d’)un groupe réductif. De plus, par l’isogénie t, ces deux
centralisateurs partagent les points de l’immeuble I(Gβ, F ). Cet immeuble est décrit
dans loc. cit. D’après cette description, nous avons une injection Gβ-équivariante de
I(Gβ, F ) dans I(G,F ) (voir théorème 6.3 dans loc. cit.). Par cette injection, la suite
autoduale de réseaux Λ de la strate correspond à un point rationnel de I(Gβ, F ).

Posons P+(ΛoE) = P (Λ)∩G+
β , P (ΛoE) = P (Λ)∩Gβ et Pn(ΛoE) = Pn(Λ)∩Gβ pour

n ≥ 1. Notons P̂ (ΛoE) et sPn(ΛoE), n ≥ 1, pour les sous-groupes correspondants dans
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Ĝ. Alors P̂ (ΛoE) = P̂ (Λ)∩Ĝβ et sPn(ΛoE) = sPn(Λ)∩Ĝβ pour n > 0. De plus, P̂ (ΛoE)

est le fixateur d’un point rationnel de l’immeuble de Ĝβ avec son radical pro-unipotent
sP1(ΛoE). Il existe donc une suite exacte 1 → sP1(ΛoE) → P̂ (ΛoE) → M̂ → 1, où
M̂ est (le groupe des points rationnels d’)un groupe réductif défini sur un corps
fini. Notons P̂ o(ΛoE) l’image inverse dans P̂ (ΛoE) de la composante connexe M de
M̂ ' P̂ (ΛoE)/sP1(ΛoE). Le chapeau “̂” dans P̂ o(ΛoE) ne désigne pas l’image inverse
par t. Alors P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique de Ĝβ.

L’isomorphisme (3.1) implique que, si n ≥ r ≥ [n
2
] ≥ 0, chaque classe d’équivalence

de strates dans g correspond à un caractère de sPr(Λ) qui est trivial sur sPn+1(Λ) :

la classe de [Λ, n, r, b] 7→ sψb.

Définition 3.4 ([42, Définition 2.5]). Une strate semi-simple autoduale [Λ, n, r, β]
est dite gauche (“skew” en anglais) si I = I0 ou, en équivalence, si β est elliptique.

3.2 Caractères semi-simples

Le but de cette section est de définir les caractères semi-simples pour Ĝ =
SpinF (h) en relevant les caractères semi-simples autoduaux pour G et de vérifier
qu’ils conservent les propriétés d’un caractère semi-simple.

3.2.1 Définition

Soit [Λ, n, r, β] une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale de
V associée

V = [⊥i∈I0 V i] ⊥ [⊥j∈I+ (V j ⊕ V −j)].
Remarquons que, pour chaque j ∈ I+, il y a une injection canonique, notée ιj, de
G̃j = AutF (V j) dans G qui, à chaque g ∈ G̃j, fait correspondre l’unique élément
prolongeant g et agissant trivialement sur V i, pour tout i 6= ±j. Attachés à la strate,
Shaun Stevens [41, §3.2] a défini deux sous groupes ouverts compacts H̃(β,Λ) ⊆
J̃(β,Λ) de G̃ = AutF (V ), respectivement filtrés par des pro-p-sous-groupes H̃m(β,Λ)

et J̃m(β,Λ), pour m ≥ 1. Ces sous-groupes sont stables par l’involution τ (voir [41,
§3.6], [19, §8.2]). Notons Hm(β,Λ) (respectivement Jm(β,Λ)) le sous-groupe des
points fixes de τ dans H̃m(β,Λ) (respectivement J̃m(β,Λ)), pour m ≥ 1. Ces sont
des sous-groupes de O′(h). Nous notons aussi J(β,Λ) = J̃(β,Λ) ∩G.

Pour 0 ≤ m < r, Stevens [41, Définition 3.13] a également défini un ensemble
C̃(Λ,m, β) de caractères abéliens de H̃m+1(β,Λ), appelés l’ensemble des caractères
semi-simples de H̃m+1(β,Λ). D’après [19, §8.2], C̃(Λ,m, β) est stable par l’involution τ .
De manière semblable que [41, §3.6], en utilisant la correspondance de Glauberman,
Laure Blasco et Corinne Blondel [3, §2.4] ont défini un ensemble C(Λ,m, β) de
caractères abéliens de Hm+1(β,Λ), appelé l’ensemble des caractères semi-simples
autoduaux de Hm+1(β,Λ). C’est aussi l’ensemble des restrictions à Hm+1(β,Λ) des
caractères semi-simples de H̃m+1(β,Λ).

Dans le cas où la strate semi-simple autoduale [Λ, n, r, β] est gauche, suivant
Shaun Stevens [41], les caractères semi-simples autoduaux associés sont appelés
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les caractères semi-simples gauches (“skew semisimple characters” en anglais). La
différence entre les caractères semi-simples autoduaux et gauches est explicitée dans
[3, Lemme 2.13, (i)(b)].

Posons Ĵ(β,Λ) := t−1(J(β,Λ) ∩O′(h)). Nous notons aussi sHm(β,Λ), sJ
m(β,Λ),

pour m ≥ 1, les pro-p-sous-groupes de Ĝ respectivement correspondants aux pro-p-
sous-groupes Hm(β,Λ) et Jm(β,Λ) de G par le corollaire 2.13. Remarquons que les
restrictions de l’homomorphisme t à ces pro-p-sous-groupes induisent les isomorphisme
de groupes

sH
m(β,Λ) ' Hm(β,Λ), sJ

m(β,Λ) ' Jm(β,Λ), pour tout m > 0.

Alors pour 0 ≤ m < r et pour chaque caractère semi-simple autodual θ ∈ C(Λ,m, β)
deHm+1(β,Λ), nous définissons naturellement un caractère abélien sθ de sHm+1(β,Λ),
appelé caractère semi-simple autodual relevé (ou caractère semi-simple autodual pour
Ĝ = SpinF (h)), par

sθ = θ ◦ t|
sHm+1(β,Λ).

L’ensemble des caractères semi-simples autoduaux relevés est noté sC(Λ,m, β). Par
définition, nous avons des remarques qui sont similaires à [3, Lemme 2.13].

Remarques 3.5. Soit sθ ∈ sC(Λ,m, β) un caractère semi-simple autodual relevé de
sH

m+1(β,Λ). Alors
(i) Pour chaque i ∈ I0, la restriction de sθ à

sH
m+1(β,Λ) ∩ SpinF (h|V i) = sH

m+1(βi,Λ
i)

est un caractère semi-simple autodual relevé de sH
m+1(βi,Λ

i).
(ii) Pour chaque j ∈ I+, notons G̃2

j = {g ∈ G̃j : det (g) ∈ (F×)2}. Alors, par
la proposition 2.10, l’image de G̃2

j sous l’injection canonique ιj est contenue
dans O′(h). Soit Ĝ2

j l’image inverse dans Ĝ par t de ιj(G̃2
j). L’intersection

sH
m+1(β,Λ) ∩ Ĝ2

j est le pro-p-sous-groupe de Ĝ qui est isomorphe, par la
restriction de t, à

Hm+1(β,Λ) ∩ ιj(G̃2
j) = ιj(H̃

m+1(βj,Λ
j)).

La restriction de sθ à sH
m+1(β,Λ) ∩ Ĝ2

j est donc le relevé par l’injection ιj et
puis par t d’un caractère semi-simple dans C̃(Λj,m, 2βj).

Les caractères semi-simples autoduaux relevés sont dits gauche si la strate semi-
simple autoduale associée est gauche.

3.2.2 Entrelacement

Poursuivons avec une strate semi-simple autodual [Λ, n, 0, β]. Soit θ ∈ C(Λ, 0, β)
un caractère semi-simple autodual de H1(β,Λ). D’après [41, Proposition 3.27] (ou
plutôt un résultat analogue pour les caractères semi-simples autoduaux), on a

IG(θ) = J1(β,Λ) ·Gβ · J1(β,Λ).

Avant de calculer l’entrelacement du caractère autodual relevé sθ de θ, nous montrons
le critère suivant
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Lemme 3.6. Soient K un pro-p-sous-groupe de G et sK l’image de K dans Ĝ sous
l’homomorphisme sK donné par le corollaire 2.13. Pour i = 1, 2, soient (σi,Wi) une
représentation de K et (sσi,Wi) la représentation de sK définie par : sσi = σi ◦ t|sK .
Alors

IĜ(sσ1, sσ2) = t−1(IG(σ1, σ2) ∩O′(h)).

De plus, on a

Ig(sσ1, sσ2) = It(g)(σ1, σ2), pour tout g ∈ IĜ(sσ1, sσ2).

Démonstration. Puisque K est un pro-p-sous-groupe de G, il est contenu dans O′(h)
et, de plus, la restriction de t à sK donne un isomorphisme de sK dans K dont
l’inverse est sK . Par l’hypothèse, sσi se factorise par σi et par t, il est donc facile de
vérifier que

IĜ(sσ1, sσ2) ⊇ t−1(IG(σ1, σ2) ∩O′(h)).

Il nous reste à vérifier que :

IĜ(sσ1, sσ2) ⊆ t−1(IG(σ1, σ2) ∩O′(h)).

Soit g ∈ IĜ(sσ1, sσ2). On va montrer g := t(g) ∈ IG(σ1, σ2) ∩ O′(h). Comme
g ∈ IĜ(sσ1, sσ2), il existe une transformation linéaire non nulle f : W1 → W2 telle
que

f ◦ σ1(g−1kg) = σ2(k) ◦ f, pour tout k ∈ gsKg−1 ∩ sK.

Il est clair que la restriction de sK à gKg−1 ∩K est l’unique homomorphisme de
gKg−1 ∩K dans Ĝ donné par le corollaire 2.13. D’ailleurs, il n’est pas difficile de
voir que l’application

s : gKg−1 ∩K → Ĝ

k = gk′g−1 7→ gsK(k′)g−1

est un homomorphisme de gKg−1 ∩ K dans Ĝ vérifiant t ◦ s = IdgKg−1∩K . Cela
implique que sK |gKg−1∩K = s. En particulier, nous avons sK(k) ∈ gsKg−1 ∩ sK pour
tout k ∈ gKg−1 ∩K.

Maintenant, pour tout k ∈ gKg−1 ∩K, posons k = sK(k), nous avons t(k) = k
et f ◦ σ1(g−1kg) = σ2(k) ◦ f . Comme sσi se factorise par σi et par t, on a

f ◦ σ1(g−1kg) = σ2(k) ◦ f, pour tout k ∈ gKg−1 ∩K.

Autrement dit, f ∈ Hom gK∩K(gσ1, σ2) et donc g ∈ IG(σ1, σ2) ∩ O′(h). De plus, on
voit que

Hom gK∩K(gσ1, σ2) = Hom g(sK)∩sK(g(sσ1), sσ2).

Nous calculons maintenant l’entrelacement du caractère autodual relevé sθ de θ.

Proposition 3.7 (cf. [42, Proposition 3.1]). Soit [Λ, n, 0, β] une strate semi-simple
autoduale et soit sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère semi-simple autodual relevé de
sH

1(β,Λ). Alors on a

IĜ(sθ) = sJ
1(β,Λ) · Ĝβ · sJ1(β,Λ).
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Démonstration. Soit θ ∈ C(Λ, 0, β) le caractère semi-simple autodual tel que sθ =
θ ◦ t|

sH1(β,Λ). On a
IG(θ) = J1(β,Λ) ·Gβ · J1(β,Λ).

D’ailleurs, par le lemme 3.6, IĜ(sθ) = t−1(IO′(h)(θ)) = t−1(IG(θ) ∩ O′(h)). Comme
J1(β,Λ) est un pro-p sous groupe de G, on a

IG(θ) ∩O′(h) = J1(β,Λ) ·Gβ ∩O′(h) · J1(β,Λ).

L’assertion de la proposition est donc équivalente à l’égalité

sJ
1(β,Λ) · Ĝβ · sJ1(β,Λ) = t−1(J1(β,Λ) ·Gβ ∩O′(h) · J1(β,Λ)).

Le sens “⊆” est évident. Il suffit de vérifier l’autre sens. Soit x ∈ Ĝ tel que
t(x) = j1gj2, avec j1, j2 ∈ J1(β,Λ) et g ∈ Gβ ∩ O′(h). Soient sj1, sj2 ∈ sJ

1(β,Λ)
tels que t(sj1) = j1, t(sj2) = j2. On écrit x = sj1(sj

−1
1 xsj

−1
2 )sj2. Il est clair que

t(sj
−1
1 xsj

−1
2 ) = g, d’où la proposition.

3.2.3 Propriété de transfert

Supposons [Λ, n, 0, β] et [Λ′, n′, 0, β] deux strates semi-simples dans g. D’après
[41, Proposition 3.26], il y a une bijection canonique

τΛ,Λ′,β : C̃(Λ, 0, β)→ C̃(Λ′, 0, β)

telle que, pour θ̃ ∈ C̃(Λ, 0, β), θ̃′ = τΛ,Λ′,β(θ̃) est l’unique caractère semi-simple
dans C̃(Λ′, 0, β) tel que B× ∩ IG̃(θ̃, θ̃′) 6= ∅. On a, de plus, B× ⊆ IG̃(θ̃, θ̃′). Cette
bijection commute avec l’involution τ . Elle induit donc une bijection canonique,
notée aussi τΛ,Λ′,β : C(Λ, 0, β) → C(Λ′, 0, β), et, par [39, Corllaire 2.4], pour θ ∈
C(Λ, 0, β), θ′ = τΛ,Λ′,β(θ) est l’unique caractère semi-simple autodual dans C(Λ′, 0, β)
tel que Gβ ∩ IG(θ, θ′) 6= ∅. Bien sûr on a, de plus, que Gβ ⊆ IG(θ, θ′). Cette bijection
induit à la fois une bijection canonique, notée encore τΛ,Λ′,β, entre sC(Λ, 0, β) et
sC(Λ′, 0, β), qui, à chaque caractère semi-simple autodual relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β)
associé à un caractère semi-simple autodual θ ∈ C(Λ, 0, β), fait correspondre le
caractère semi-simple autodual relevé sθ

′ ∈ sC(Λ′, 0, β) associé au caractère semi-
simple autodual θ′ = τΛ,Λ′,β(θ). De plus, nous avons la propriété suivante :

Proposition 3.8 (cf. [42, Proposition 3.2]). Soient [Λ, n, 0, β] et [Λ′, n′, 0, β] deux
strates semi-simples dans g. Pour chaque caractère semi-simple autodual relevé
sθ ∈ sC(Λ, 0, β), le caractère sθ

′ = τΛ,Λ′,β(sθ) est l’unique caractère semi-simple
autodual relevé dans sC(Λ′, 0, β) tel que Ĝβ∩IĜ(sθ, sθ

′) 6= ∅. De plus, Ĝβ ⊆ IĜ(sθ, sθ
′).

Démonstration. Puisque Ĝβ = t−1(Gβ), cette proposition est une conséquence im-
médiate du lemme 3.6.
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3.3 Extension de Heisenberg
Rappelons que la restriction de t sur les pro-p sous-groupes sH1(β,Λ) et sJ1(β,Λ)

donne des isomorphismes canoniques

sH
1(β,Λ) ' H1(β,Λ) et sJ

1(β,Λ) ' J1(β,Λ).

Cela nous permet de voir l’existence et l’unicité de l’extension de Heisenberg. Dans
cette section nous allons montrer de plus ses propriétés d’entrelacement.

Soit θ ∈ C(Λ, 0, β) un caractère semi-simple autodual de H1(β,Λ) et sθ le ca-
ractère semi-simple autodual relevé correspondant de sH

1(β,Λ). Soit η l’unique
représentation irréductible de J1(β,Λ) contenant θ (l’existence et l’unicité de cette
représentation sont confirmées par [25, §2.7] et par [41, Corollaire 3.29] pour un
caractère semi-simple gauche). Alors sη = η ◦ t|

sJ1(β,Λ) est une représentation irré-
ductible de sJ

1(β,Λ) contenant sθ et c’est l’unique représentation irréductible sη de
sJ

1(β,Λ) contenant sθ. De plus, dim sη = (sJ
1(β,Λ) : sH

1(β,Λ))1/2.
La proposition suivante détermine l’ensemble des entrelacements de sη dans Ĝ.

Proposition 3.9 (cf.[41, Proposition 3.31]). Pour g ∈ Ĝ, on a

dim Ig(sη, sη) =

{
1 si g ∈ sJ

1(β,Λ) · Ĝβ · sJ1(β,Λ),

0 sinon.

Démonstration. Avec la remarque précédente que sη = η ◦ t|
sJ1(β,Λ) et le lemme 3.6,

cette proposition est une conséquence immédiate de [41, Proposition 3.31] (ou plutôt
un résultat analogue pour l’extension de Heisenberg d’un caractère semi-simple
autodual, voir [25, Proposition 2.6]).

Soient [Λm, nm, 0, β] et [ΛM , nM , 0, β] deux strates semi-simples dans g associées
à la même décomposition autoduale de V

V = [⊥i∈I0 V i] ⊥ [⊥j∈I+ (V j ⊕ V −j)]. (3.2)

Supposons de plus que a0(Λ
m) ⊆ a0(Λ

M). Soit θm ∈ C(Λm, 0, β) un caractère semi-
simple autodual de H1(β,Λm) et soit θM ∈ C(ΛM , 0, β) le caractère semi-simple
autodual correspondant à θm par le transfert τΛm,ΛM ,β. On désigne par ηm (respecti-
vement ηM) l’unique représentation irréductible de J1

m = J1(β,Λm) (respectivement
J1
M = J1(β,ΛM)) contenant θm (respectivement θM).
Posons J1

m,M = P1(Λ
m
oE

)J1
M . D’après [25, Proposition 2.6], il existe une unique

représentation irréductible ηm,M de J1
m,M telle que

(i) ηm,Λ|J1
M

= ηM ;

(ii) IndP1(Λm)

J1
m,M

ηm,M et IndP1(Λm)

J1
m

ηm sont irréductibles et équivalentes.
De plus, on a aussi

dim Ig(ηm,M) =

{
1 si g ∈ J1

m,MGβJ
1
m,M ,

0 sinon.

Poursuivons dans la même situation. Posons sJ
1
m = sJ

1(β,Λm) et sJ
1
M =

sJ
1(β,ΛM). Soit sθm (respectivement sθM) le caractère semi-simple autodual re-

levé de θm (respectivement θM ). Soient sηm = ηm ◦ t|sJ1
m
et sηM = ηM ◦ t|sJ1

M
. Posons

sJ
1
m,M = sP1(Λm

oE
)sJ

1
M . Alors [25, Proposition 2.6] et le lemme 3.6 impliquent
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Proposition 3.10. sηm,M = ηm,M ◦ t|sJ1
m,M

est l’unique représentation irréductible
de sJ

1
m,M telle que

(i) sηm,M)|
sJ1
M

= sηM ;

(ii) IndsP1(Λm)

sJ1
m,M

sηm,M et IndsP1(Λm)

sJ1
m

sηm sont irréductibles et équivalentes.
De plus, on a

dim Ig(sηm,M) =

{
1 si g ∈ sJ

1
m,M · Ĝβ · sJ1

m,M ,

0 sinon.

Dans cette situation, si de plus b0(Λm) est un oE-ordre autodual minimal dans
B alors la représentation ηm,M est aussi caractérisée comme l’unique représentation
irréductible de J1

m,M qui contient ηM et qui est entrelacé par tous les éléments de Gβ

[42, Corollaire 3.11] (ou plutôt encore [25, Proposition 2.6]). En appliquant le lemme
3.6, on voit bien que la représentation sηm,M possède une caractéristique similaire :
c’est l’unique prolongement de sηM dont tous les éléments de Ĝβ appartiennent à
l’ensemble d’entrelacements.

Soit maintenant [Λ, n, 0, β] une autre strate semi-simple dans g de la même
décomposition autoduale (3.2) de V telle que b0(Λm) ⊆ b0(Λ) ⊆ b0(ΛM). Soit sθ =
τΛm,Λ,β(sθm) et soit sη l’unique représentation irréductible de sJ

1(β,Λ) qui contient
sθ. Notons sηΛ,M la représentation de sJ1

Λ,M = sP1(ΛoE)sJ
1
M donnée par la proposition

précédente en remplaçant Λm par Λ. La propriété suivante de compatibilité est un
corollaire direct de [42, proposition 3.8] (ou le résultat analogue pour les caractères
semi-simples autoduaux).

Corollaire 3.11 (cf. [42, proposition 3.8]). Avec les hypothèses précédentes, on a

sηm,M |sJ1
Λ,M

= sηΛ,M .

3.4 Beta extensions
Soit [Λ, n, 0, β] une strate semi-simple dans g. Soit sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère

semi-simple autodual relevé de sH
1(β,Λ) d’extension de Heisenberg sη. Nous allons

définir, dans cette section, les β-extensions pour Ĝ. Elles sont des prolongements
appropriés de sη à Ĵ(β,Λ) = t−1(J(β,Λ) ∩O′(V )). L’idée est de simplement relever
toutes les β-extensions de η qui sont définies de manière analogue à [42, §4] (voir
[25, §2, β-extensions standards]). Autrement dit, nous ne considérons que des pro-
longements de sη à Ĵ(β,Λ) qui sont triviaux sur le centre de Ĝ. Cette définition de
β-extensions nous permet de profiter des propriétés appropriées des β-extensions de
η. En suivant [42, §4], nous étudions tout d’abord les cas où b0(Λ) est un oE-ordre
autodual maximal de B. Ensuite, nous travaillons dans le cas général. Nous montrons
aussi que la propriété de compatibilité est encore respectée.

3.4.1 Cas maximal

Soit [ΛM , n, 0, β] une strate semi-simple dans g telle que b0(ΛM ) soit un oE-ordre
autodual maximal de B. Soient θM ∈ C(ΛM , 0, β) un caractère semi-simple autodual
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et ηM l’unique représentation irréductible de J1
M = J1(β,ΛM) qui contient θM .

D’abord, nous rappelons la définition de β-extensions de ηM .
Soit Λm une suite autoduale de oE-réseaux de V telle que b0(Λ

m) soit un oE-
ordre autodual minimal de B et que a0(Λ

m) ⊆ a0(Λ
M) (une telle suite de oE-

réseaux existe toujours, voir [42, Corollaire 2.9]). Soit ηm,M l’unique représentation
de J1

m,M = P1(Λ
m
oE

)J1
M définie dans [25, Proposition 2.6] (rappelé dans la section

précédente). D’après [42, Théorème 4.1] (ou plutôt le résultat analogue pour les
caractères autoduaux), il existe un prolongement κM de ηm,M à J+

M = J+(β,ΛM ). On
appelle β-extension de ηM un tel prolongement ([25, Définition 2.8]). De plus, si κM
et κ′M sont deux β-extensions de ηM alors κ′M = κM ⊗ χ, pour un certain caractère
χ du quotient P+(ΛM

oE
)/P1(ΛM

oE
) qui est trivial sur tous ses sous-groupes unipotents.

Soit sθM ∈ sC(ΛM , 0, β) le caractère semi-simple autodual relevé correspondant
à θM . Soit sηM l’unique représentation irréductible de sJ

1
M = sJ

1(β,ΛM) contenant
sθM . Rappelons que sηM = ηM ◦ t|sJ1

M
.

Définition 3.12. Soit κM une β-extension de ηM . Nous appelons β-extension de
sηM la représentation κ̂M de ĴM = Ĵ(β,ΛM) définie par

κ̂M = κM ◦ t|ĴM .

Posons sJ
1
m,M = sP (Λm

oE
)sJ

1
M et sηm,M = ηm,M ◦ t|sJ1

m,M
. Il est clair qu’une β-

extension de sηM est un prolongement de sηm,M à ĴM . Comme b0(Λm) est minimal
dans B, le groupe sJ

1
m,M est un pro-p-sous-groupe de Sylow de ĴM . Cela nous donne

le corollaire suivant qui est une conséquence immédiate de [42, Théorème 4.1].

Corollaire 3.13. Si κ̂M et κ̂′M sont deux β-extensions de sηM alors κ̂′M = κ̂M ⊗ χ,
où χ est un caractère du quotient P̂ (ΛM

oE
)/sP1(ΛM

oE
) qui est trivial sur le sous-groupe

engendré par tous ses sous-groupes unipotents.

3.4.2 Cas général

Nous nous plaçons maintenant dans le cas où [Λ, n, 0, β] est une strate semi-
simple quelconque dans g, c’est-à-dire, b0(Λ) est un oE-ordre autodual mais pas
nécessairement maximal de B. On va définir les β-extensions de sη à Ĵ(β,Λ) relatives
à une suite autoduale de oF -réseaux ΛM dont b0(Λ

M) est un oE-ordre autodual
maximal de B contenant b0(Λ), et compatible avec une β-extension associée. Mais
d’abord, comme dans le cas des groupes classiques (voir [42, §4.2]), on a besoin d’une
condition de compatibilité.

Soient [Λ, n, 0, β] et [Λ′, n′, 0, β] deux strates semi-simples dans g telles que b0(Λ) ⊆
b0(Λ

′). Soient θ ∈ C(Λ, 0, β) un caractère semi-simple autodual de H1(β,Λ) et
θ′ = τΛ,Λ′,β(θ). Comme d’habitude, on désigne par η (respectivement η′) l’unique
représentation irréductible de J1(β,Λ) (respectivement de J1(β,Λ′)) contenant η
(respectivement η′).

Nous notons à nouveau sθ (respectivement sθ
′) le caractère semi-simple autodual

relevé correspondant à θ (respectivement à θ′). Notons aussi

sη = η ◦ t|
sJ1(β,Λ) et sη

′ = η′ ◦ t|
sJ1(β,Λ′).
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Ces représentations sont l’unique représentation irréductible de sJ
1(β,Λ) et de

sJ
1(β,Λ′) contenant sθ et sθ

′, respectivement. Soit sηΛ,Λ′ l’unique représentation
irréductible de sJ

1
Λ,Λ′ = sP1(ΛoE)sJ

1(β,Λ′) qui est déterminée par la proposition
3.10 en remplaçant Λm par Λ et ΛM par Λ′. Le lemme suivant est similaire à [13,
Proposition 5.2.5], [33, Lemme 2.23, Proposition 2.9], [42, Lemme 4.3] et [25, Lemme
2.7].

Lemme 3.14. Avec les notations au-dessus, il y a une bijection canonique entre
l’ensemble des prolongements κ̂ de sη à Ĵ = Ĵ(β,Λ) et l’ensemble des prolongements
κ̂′ de sη

′ à ĴΛ,Λ′ = P̂ (ΛoE)sJ
1(β,Λ′). En particulier, si de plus a0(Λ) ⊆ a0(Λ′) alors

à chaque κ̂ (respectivement κ̂′) donnée la bijection fait correspondre une unique κ̂′
(respectivement une unique κ̂) telle que

IndP̂ (ΛoE
)sP1(Λ)

Ĵ
κ̂ ' IndP̂ (ΛoE

)sP1(Λ)

ĴΛ,Λ′
κ̂′|ĴΛ,Λ′

.

De plus, si κ̂ et κ̂′ se correspondent par cette bijection alors les ensembles d’en-
trelacements dans Ĝβ de κ̂ et de κ̂′|ĴΛ,Λ′

sont égaux.

Démonstration. La démonstration de ce lemme est totalement identique à la démons-
tration de [42, Lemme 4.3].

Continuons avec les hypothèses précédentes et supposons de plus que κ̂′ est de la
forme κ̂′ = κ′◦ t|ĴΛ,Λ

où κ′ est un prolongement de η′ à J+
Λ,Λ′ = P+(ΛoE)J1(β,Λ′). Soit

κ le prolongement de η à J+(β,Λ) qui correspond à κ′ sous la bijection canonique du
lemme 4.3 dans [42]. La relation entre κ et l’image de κ̂′ par la bijection canonique de
la proposition précédente est posée comme une question naturelle. Nous trouverons
la réponse dans la proposition suivante.

Proposition 3.15. Soit κ̂′ une représentation de ĴΛ,Λ′ qui est de la forme κ̂′ =
κ′ ◦ t|ĴΛ,Λ

où κ′ est un prolongement de η′ à J+
Λ,Λ′ = P+(ΛoE)J1(β,Λ′). Alors la

représentation κ̂ = κ ◦ t|Ĵ(β,Λ) de Ĵ(β,Λ) est l’image de κ̂′ par la bijection canonique
de la proposition 3.14.

Démonstration. Il suffit de montrer l’assertion dans le cas où on a a0(Λ) ⊆ a0(Λ′). Il
est clair que κ̂ est un prolongement de sη à Ĵ(β,Λ) car κ est un prolongement de η
à J(β,Λ). Par l’unicité, il nous reste à montrer que κ̂ et κ̂′ induisent à P̂ (ΛoE)sP1(Λ)
deux représentations irréductibles équivalentes.

Nous désignons par J ′(β,Λ), J ′Λ,Λ′ , P
′(ΛoE) l’intersection de J+(β,Λ), J+

Λ,Λ′ , P
+(ΛoE)

avec O′(h), respectivement. Appliquant la formule de restriction de Mackey nous
obtenons

ResP
+(ΛoE

)P1(Λ)

P ′(ΛoE
)P1(Λ) Ind

P+(ΛoE
)P1(Λ)

J+(β,Λ) κ ∼= IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′(β,Λ) ResJ
+(β,Λ)
J ′(β,Λ) κ

et ResP
+(ΛoE

)P1(Λ)

P ′(ΛoE
)P1(Λ) Ind

P+(ΛoE
)P1(Λ)

J+
Λ,Λ′

κ′ ∼= IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′
Λ,Λ′

Res
J+

Λ,Λ′

J ′
Λ,Λ′

κ′.

D’ailleurs, IndP
+(ΛoE

)P1(Λ)

J+(β,Λ) κ ∼= IndP
+(ΛoE

)P1(Λ)

J+
Λ,Λ′

κ′ d’après le lemme 4.3 dans [42]. Alors

IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′(β,Λ) ResJ
+(β,Λ)
J ′(β,Λ) κ

∼= IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′
Λ,Λ′

Res
J+

Λ,Λ

J ′
Λ,Λ′

κ′.
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De plus, par définition de l’induction, on voit bien que

IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′(β,Λ) ResJ
+(β,Λ)
J ′(β,Λ) κ

∼= IndP̂ (ΛoE
)sP1(Λ)

Ĵ(β,Λ)
κ̂

et IndP
′(ΛoE

)P1(Λ)

J ′
Λ,Λ′

Res
J+

Λ,Λ′

J ′Λ,Λ
κ′ ∼= IndP̂ (ΛoE

)sP1(Λ)

ĴΛ,Λ′
κ̂′.

D’où la proposition.

Nous revenons maintenant définir les β-extensions dans le cas général. Soit
[Λ, n, 0, β] une strate semi-simple dans g et soit sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère
semi-simple autodual relevé de sH

1(β,Λ). Soit [ΛM , nM , 0, β] une autre strate semi-
simple dans g telle que b0(Λ

M) est un oE-ordre autodual maximal de B conte-
nant b0(Λ). Soient sθM = τΛ,ΛM ,β(sθ), sηM l’unique représentation irréductible de
sJ

1
M = sJ

1(β,ΛM) contenant sη, et κ̂M une β-extension de sηM à ĴM = Ĵ(β,ΛM)
définie par la définition 3.12.

Définition 3.16 (cf. [42, Définition 4.5], [25, Définition 2.8]). On appelle β-extension
de sη à Ĵ(β,Λ) relative à ΛM , compatible avec κ̂M le prolongement κ̂ de sη à
Ĵ(β,Λ) correspondant à κ̂M |P̂ (ΛoE

)sJ1
M

sous la bijection canonique déterminée par la
proposition 3.14.

Par définition, κ̂M se factorise par une β-extension κM de ηM à JM . D’après la
proposition 3.15, on a κ̂ = κ ◦ t|Ĵ(β,Λ), où κ est la β-extension de η à J(β,Λ) relative
à ΛM et compatible avec κM au sens de [42, Définition 4.5] (ou la définition analogue
dans le cas autodual, voir [25, Définition 2.8]).

La définition de β-extensions au-dessus est naturelle. Nous vérifions maintenant
des “bonnes propriétés” de ces prolongements. Tout d’abord, on obtient directement
un résultat sur leurs entrelacements qui est similaire à la propriété dans [42, corollaire
4.6].

Corollaire 3.17 (cf. [42, Corollaire 4.6]). Soit κ̂ une β-extension de sη relative à
ΛM . Alors P̂ (ΛM

oE
) entrelace κ̂.

Démonstration. Par l’argument précédent, κ̂ se factorise par une β-extension κ de η.
D’après [42, Corollaire 4.6], P (ΛM

oE
) entrelace κ. Alors l’affirmation suit immédiate-

ment car P̂ (ΛM
oE

) est l’image inverse dans Ĝ de P (ΛM
oE

).

Supposons [Λm, nm, 0, β] est une strate semi-simple dans g telle que b0(Λm) soit un
oE-ordre autodual minimal dans B et que a0(Λm) ⊆ a0(Λ). Posons sθm = τΛ,Λm,β(sθ)
et soit sηm l’unique représentation irréductible sJ1(β,Λm) qui contient sθm. Soit sηm,Λ
la représentation irréductible de sJ

1
m,Λ = sP1(Λm

oE
)sJ

1(β,Λ) définie par la proposition
3.10. Comme b0(Λ

m) est minimal dans B, sJ
1
m,Λ est un p-sous-groupe de Sylow

de Ĵ(β,Λ). Étant similaire à [13, Proposition 5.2.6] et à [42, Proposition 4.7], la
proposition suivante décrit la restriction à sJ

1
m,Λ d’une β-extension de sη.

Proposition 3.18. Avec les notations au-dessus, on a κ̂|
sJ1
m,Λ

= sηm,Λ pour toute

β-extension κ̂ de sη à Ĵ(β,Λ).
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Démonstration. Soit κ̂ une β-extension de sη à Ĵ(β,Λ). Par définition, κ̂ se factorise
par une β-extension κ de η à J(β,Λ). D’après [42, Proposition 4.7] (ou plutôt un
analogue pour le cas autodual), on a

κ|J1
m,Λ

= ηm,Λ,

où J1
m,Λ = P1(Λm

oE
)J1(β,Λ) et ηm,Λ est la représentation irréductible de J1

m,Λ définie
par [25, Proposition 2.6]. De plus, sηm,Λ se factorise par ηm,Λ. D’où la proposition.

Soit Ĵo = Ĵo(β,Λ) l’image inverse dans Ĵ = Ĵ(β,Λ) de la composante connexe du
quotient Ĵ/sJ1(β,Λ). Alors Ĵo = P̂ o(ΛoE)sJ

1(β,Λ), où P̂ o(ΛoE) est l’image inverse
dans P̂ (ΛoE) de la composante connexe du quotient P̂ (ΛoE)/sP1(ΛoE) ∼= Ĵ/sJ

1(β,Λ)

(en fait, P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique de Ĝβ). Nous considérons la restric-
tion à Ĵo des β-extensions.

Nous appelons aussi β-extension de sη à Ĵo la restriction d’une β-extension de sη
à Ĵ . Nous vérifions la propriété de compatibilité pour les β-extensions à Ĵo dans la
proposition suivante qui est analogue à [42, Proposition 4.8] et [13, 5.2.14].

Proposition 3.19. Soient [Λ, n, 0, β] et [Λ′, n′, 0, β] deux strates semi-simples dans
g. Supposons qu’il existe une strate semi-simple dans g, notée [ΛM , nM , 0, β], telle
que b0(ΛM) est un oE-ordre autodual maximal de B contenant b0(Λ) et b0(Λ′). Soit
sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère semi-simple autodual relevé de sH

1(β,Λ) et posons
sθ
′ = τΛ,Λ′,β(sθ). On désigne par sη (respectivement sη

′) l’unique représentation
irréductible de sJ

1(β,Λ) (respectivement de sJ
1(β,Λ′)) qui contient sθ (respectivement

sθ
′). Il y a une bijection canonique entre l’ensemble des β-extensions κ̂′ de sη

′ à
Ĵo(β,Λ′) relative à ΛM et l’ensemble des β-extensions κ̂ de sη à Ĵo(β,Λ) relative à ΛM .
En particulier, si a0(Λ) ⊆ a0(Λ′) alors cette bijection est définie de manière suivante :
à une κ̂ (respectivement κ̂′) donnée, elle fait correspondre l’unique κ̂′ (respectivement
κ̂) vérifiant la condition que κ̂ et κ̂′|P̂ o(ΛoE

)sJ1(β,Λ′) induisent à P̂
o(ΛoE)sP

1(Λ) deux
représentations irréductibles équivalentes.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est totalement identique à
celle de [42, Proposition 4.8].

Si κ et κ′ sont deux β-extensions se correspondant sous la bijection de la proposi-
tion 3.19 alors on dit qu’elles sont compatibles.

Soit [Λ, n, 0, β] une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale
associée de V

V = [⊥i∈I0 V i] ⊥ [⊥j∈I+ (V j ⊕ V −j)].

La suite autoduale de réseaux L s’écrit donc Λ = ⊕i∈IΛi, où Λi est une suite de
oEi-réseaux dans V i. Pour chaque i ∈ I = I− ∪ I0 ∪ I+, on définit une suite de
oEi-réseaux Mi

Λ dans V i par

Mi
Λ(2r + s) =


$r
Ei

Λi(0), si i ∈ I−,
$r
Ei

Λi(s), si i ∈ I0,

$r
Ei

Λi(1), si i ∈ I+,

,
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pour r ∈ Z et s = 0, 1. Posant MΛ = ⊕li=1M
i
Λ, on obtient une suite de oE-réseaux

autoduale avec b0(MΛ) un oE-ordre autodual maximal dans B contenant b0(Λ) et
[MΛ, nM, 0, β] est une strate semi-simple gauche pour un certain entier nM.

Soient sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère semi-simple autodual relevé de sH
1(β,Λ) et

sη l’unique représentation irréductible de sJ
1(β,Λ) contenant sθ. On appelle une

β-extension standard de sη une β-extension de sη relative à MΛ.

3.5 Types cuspidaux

Le but de ce paragraphe est de définir des types cuspidaux pour le groupe Ĝ,
i.e., des paires (Ĵ , λ) consistant en un sous-groupe ouvert compact Ĵ de Ĝ et une
représentation irréductible λ de Ĵ telle que π = c-IndG

Ĵ
λ est une représentation

irréductible supercuspidale de Ĝ.
Utilisant les notations dans les chapitres précédents, nous partons d’une strate

semi-simple [Λ, n, 0, β] dans g et d’un caractère semi-simple autodual relevé sθ ∈
sC(Λ, 0, β) du sous-groupe sH1(β,Λ). Soit sη la représentation irréductible de sJ1(β,Λ)

qui contient sθ. Notons κ̂ une β-extension standard de sη à Ĵ(β,Λ) = P̂ (ΛoE)sJ
1(β,Λ),

définie dans le chapitre précédent.
Nous rappelons que l’on a une suite exacte

1→ sP1(ΛoE)→ P̂ (ΛoE)→ M̂ → 1,

où M̂ est le groupe des points rationnels d’un groupe réductif défini sur un corps
fini. Cette suite induit une suite exacte

1→ sJ
1(β,Λ)→ Ĵ(β,Λ)→ M̂ → 1.

Rappelons aussi que le groupe M̂ n’est pas connexe en général et que l’on note
P̂ o(ΛoE) l’image inverse dans P̂ (ΛoE) de la composante connexe M de M̂ . Alors
Ĵo(β,Λ) = P̂ o(ΛoE)sJ

1(β,Λ) est l’image inverse de M dans Ĵ(β,Λ).
Soit ρ une représentation irréductible de M̂ dont la restriction à la composante

connexe M contient une représentation irréductible cuspidale ρo. Notons ρ (respecti-
vement ρo) l’inflation de ρ (respectivement ρo) à Ĵ(β,Λ) (respectivement Ĵo(β,Λ)).
Les représentations ρ, ρ, ρo sont aussi dites cuspidales. Posons λ = κ̂⊗ ρ.

Définition 3.20. La paire (Ĵ(β,Λ), λ) obtenue est appelée un type cuspidal pour
Ĝ si la strate [Λ, n, 0, β] associée est une strate semi-simple autoduale gauche et si
P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique maximal de Ĝβ dont le normalisateur dans
Ĝβ est compact.

Comme [42, Corollaire 6.19], nous avons

Théorème 3.21. Soit (Ĵ(β,Λ), λ) un type cuspidal pour Ĝ. Alors la représentation
π = c-IndĜ

Ĵ(β,Λ)
λ est une représentation irréductible supercuspidale de Ĝ et (Ĵ(β,Λ), λ)

est un [Ĝ, π]Ĝ-type.
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Démonstration. Il suffit de calculer l’entrelacement de λ dans Ĝ. C’est un calcul
analogue à la démonstration de [42, Proposition 6.18].

Supposons g ∈ Ĝ entrelace λ = κ̂ ⊗ ρ. Alors g entrelace la restriction de λ à
sJ

1(β,Λ). Comme ρ est triviale sur sJ
1(β,Λ), g entrelace sη. D’ailleurs, on a

IĜ(sη) = sJ
1(β,Λ) · Ĝβ · sJ1(β,Λ).

Alors on peut supposer (et on suppose) que g appartienne à Ĝβ.
Comme κ̂|Ĵo(β,Λ) est irréductible et normalisée par Ĵ(β,Λ), en utilisant la théorie

de réducibilité de Clifford [18, Théorème 1], on a

λ|Ĵo(β,Λ) = m
∑
p∈S

κ̂⊗ (ρo)p ' m
∑
p∈S

(κ̂⊗ ρo)p,

où m ∈ N est une multiplicité et S est un ensemble de représentants pour le quotient
P̂ (ΛoE)/NP̂ (ΛoE

)(ρ
o). Puisque g entrelace λ|Ĵo(β,Λ), il existe p, p

′ ∈ P̂ (ΛoE) tels que
pgp′ entrelace λo = κ̂⊗ ρo. Cela implique que l’on peut supposer (et on suppose) que
g entrelace λo.

Soit Λm une suite autoduale de oE-réseaux de V telle que b0(Λ
m) soit un oE-

ordre autodual de B qui est contenu dans b0(Λ). On voit que P̂ o(ΛoE) est un
sous-groupe parahorique de Ĝβ et qu’il contient le sous-groupe d’Iwahori P̂ o(Λm

oE
).

Nous pouvons supposer (et nous supposons) de plus que g soit un représentant
distingué de double classe pour P̂ o(ΛoE) \ Ĝβ/P̂

o(ΛoE) au sens de [26, §3.10]. Posons
sJ

1
m,Λ = sP1(Λm

oE
)sJ

1(β,Λ) et Ĵom,Λ = P̂ o(Λm
oE

)sJ
1(β,Λ).

Puisque g entrelace λo, il existe un homomorphisme non nul

φ ∈ Ig(λo) = Hom Ĵo(β,Λ)∩g Ĵo(β,Λ)(λ
o, gλo).

Nous pouvons écrire φ =
∑

j Sj ⊗ Tj , où Sj ∈ EndC(κ̂), Tj ∈ EndC(ρo) tels que {Tj}j
soient linéairement indépendants. Pour tout h ∈ sJ

1(β,Λ) ∩ g
sJ

1(β,Λ) on a

λo(h) ◦ φ = φ ◦ gλo(h).

On a donc ∑
j

(κ̂(h) ◦ Sj − Sj ◦ gκ̂(h))⊗ Tj,

car ρo est triviale sur sJ
1(β,Λ). Comme {Tj}j sont linéairement indépendants, pour

tout j, Sj entrelace sη. Puisque dim Ig(sη) = 1, ces calculs implique que φ est de la
forme φ = S ⊗ T , où S ∈ Ig(sη) et T ∈ EndC(ρo).

En utilisant les propositions 3.10 et 3.18, on voit que S ∈ Ig(κ̂|sJ1
m,Λ). Maintenant,

pour tout h ∈ sJ
1
m,Λ ∩ g

sJ
1
m,Λ, la relation d’entrelacement nous donne

ρo(h) ◦ T = T ◦ gρo(h).

Autrement dit, g entrelace la restriction de ρo à sJ
1
m,Λ et donc à sP1(Λm

oE
). Remarquons

que sP1(Λm
oE

) est le radical unipotent d’un sous-groupe d’Iwahori de Ĝβ. Alors, par
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[42, Proposition 1.1] avec l’hypothèse que P̂ o(ΛoE) est un sous-groupe parahorique
maximal de Ĝβ, g appartient au normalisateur de P̂ o(ΛoE) dans Ĝβ.

Puisque le normalisateur de P̂ o(ΛoE) dans Ĝβ est compact, on a g ∈ P̂ (ΛoE).
Cela implique que IĜ(λ) = Ĵ(β,Λ). D’après [16, Proposition 1.5], π = c-IndĜ

Ĵ(β,Λ)
λ

est une représentation irréductible supercuspidale de Ĝ. Et donc (Ĵ(β,Λ), λ) est un
[Ĝ, π]Ĝ-type d’après [14, Proposition 5.4].

Avec le théorème 3.21, nous complétons notre construction, au moyen de types,
d’une famille de représentations irréductibles supercuspidales de Ĝ. Dans la suite,
nous espérons montrer que, avec cette construction, nous obtenons toutes les repré-
sentations irréductibles supercuspidales de Ĝ.





Chapitre 4

Problème d’exhaustivité

Nous avons maintenant une construction de représentations complexes irréduc-
tibles supercuspidales de Ĝ = SpinF (h). Dans ce chapitre, nous espérons montrer que
l’on peut obtenir toutes les représentations irréductibles complexes supercuspidales
de Ĝ par cette construction. Rappelons que toutes les représentations lisses de niveau
zéro (du groupe des points rationnels) d’un groupe réductif connexe défini sur un
corps local non archimédien sont classifiées par Lawrence Morris [27] et par Allen
Moy et Gopal Prasad [29]. Nous ne considérons donc ici que des représentations de
niveau positif. Suivant les travaux de Shaun Stevens pour les groupes classiques,
nous essayons de montrer l’exhaustivité en trois étapes : nous montrons d’abord dans
le paragraphe 4.1 que toute représentation lisse irréductible supercuspidale π de Ĝ
contient une strate semi-simple gauche [Λ, n, n− 1, β] dans g ; la deuxième étape est
de démontrer que π contient un caractère semi-simple gauche relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β)
associé à une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans g. Cette étape est réalisée
dans le paragraphe 4.2 ; la dernière étape est de montrer que π contient un type
cuspidal. Cette étape n’est pas encore complètement démontrée. Nous étudions cette
étape à la fin du chapitre.

4.1 Strates semi-simples
Nous rappelons d’abord la notion de strate fondamentale dans A. Soit [Λ, n, n−1, b]

une strate dans A. Posons yb = $
n/g
F be/g ∈ a0(Λ), où e = e(Λ) est la oF -période

de Λ et g = pgcd (n, e). Soit ϕb(X) ∈ kF [X] la réduction modulo pF du polynôme
caractéristique de yb. Le polynôme ϕb(X) ne dépend que de la classe d’équivalence
de [Λ, n, n− 1, b] et on l’appelle le polynôme caractéristique de la strate [Λ, n, n− 1, b].
La strate [Λ, n, n− 1, b] est dite scindée si ϕb(X) admet deux facteurs premiers entre
eux, et fondamentale si ϕb(X) 6= XN ([13, §2.3], [40, Définition 2.7]).

Supposons maintenant [Λ, n, n− 1, b] est une strate autoduale. Rappelons que sa
classe d’équivalence correspond au caractère sψb de sPn(Λ). Soit π une représentation
lisse de Ĝ. On dit que π contient la strate [Λ, n, n− 1, b] si sa restriction à sPn(Λ)
contient le caractère sψb.

Dans cette première section du chapitre, nous allons démontrer que toute re-
présentation irréductible supercuspidale de niveau positif de Ĝ contient une strate
semi-simple gauche [Λ, n, n− 1, b] dans g. Cette étape est totalement identique à [40].
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Nous allons adapter tous les résultats de loc. cit. pour notre groupe Ĝ.

4.1.1 Strate G-scindée

Avant de démontrer le résultat principal de la section, nous rappelons la notion
de strates autoduale G-scindée de [40] et, en suivant le paragraphe 3 de loc. cit., nous
montrons un résultat analogue pour Ĝ : toute représentation lisse de Ĝ contenant
une strate autoduale G-scindée n’est pas supercuspidale.

Soit [Λ, n, n − 1, b] une strate autoduale de polynôme caractéristique ϕb(X).
Comme b est un élément de g, on a ϕb(X) = ϕb(εX), où ε = (−1)e/g et donc si ψ(X)
est un facteur de ϕb(X), ψ(εX) l’est aussi. La strate [Λ, n, n− 1, b] est dite G-scindée
si ϕb(X) a un facteur unitaire indécomposable ψ(X) tel que ψ(X) 6= ±ψ(εX). Dans
ce cas, le polynôme ϕb(X) est de la forme ϕb(X) = ψ(X)mψ(εX)mθ(X), où θ(X)
est premier à ψ(X) et à ψ(εX), et θ(X) = ±θ(εX). Par le lemme de Hensel (voir
[31]), il y a donc deux polynômes premiers entre eux, Ψ(X),Θ(X) ∈ oF [X], dont les
réductions modulo pF sont respectivement ψ(X)m et θ(X), tels que Ψ(X)Ψ(εX)Θ(X)
soit le polynôme caractéristique de yb.

Supposons maintenant que la strate [Λ, n, n− 1, b] est G-scindée. Posons

V1 = kerΨ(yb), V−1 = kerΨ(εyb) et V0 = kerΘ(yb).

Alors V1 et V−1 sont deux sous-espaces totalement isotropes en dualité, par rapport
à h, et orthogonaux à V0 :

V = V0 ⊥ (V1 ⊕ V−1).

De plus, ce sont trois sous-espaces stables par b.
Pour i = 0,±1, on définit des suites de réseaux Λi dans Vi par Λi(k) = Λ(k) ∩ Vi,

pour tout k ∈ Z. Alors on a

Λ(k) = Λ1(k)⊕ Λ0(k)⊕ Λ−1(k),∀k ∈ Z,

et, pour i = ±1, bi = b|Vi ∈ AutF (Vi) est Λi-inversible (on rappelle qu’un élément x
de AutF (Vi) est Λi-inversible si νΛi(x

−1) = −νΛi(x) ou, en équivalence, si xΛi(k) =
Λi(k + νΛi(x)) pour tout k ∈ Z [15, 3.4]) et νΛi(bi) = −n (voir [15, 24, 3.5, 3.6]). De
plus, si on note Aij = Hom (Vi, Vj), pour i, j ∈ {−1, 0, 1}, alors d’après [13, 2.9], on a

ak(Λ) =
⊕

i,j∈{−1,0,1}

ak(Λ) ∩ Aij, pour tout k ∈ Z.

Notons L = (A−1,−1)× × (A0,0)× × (A1,1)×, Asup = A−1,0 ⊕ A−1,1 ⊕ A0,1, Ainf =
A0,−1 ⊕ A1,−1 ⊕ A1,0 et Usup = 1 + Asup, Uinf = 1 + Ainf . Posons encore L− =
L ∩G,U−sup = Usup ∩G et U−inf = Uinf ∩G. Alors P−sup = L−U−sup est un sous-groupe
parabolique maximal de G, avec facteur de Levi L− et son radical unipotent U−sup et
son parabolique opposé P−inf = L−U−inf .

Pour chaque q ∈ {0, 1, ..., n}, Shaun Stevens [40, p. 429] a défini deux pro-p-sous-
groupes H−1,q et H

−
2,q de G tels que

H−1,q∩L− = Pn(Λ)∩L−, H−1,q∩U−inf = Pn(Λ)∩U−inf , H−1,q∩U−sup = Pq+1(Λ)∩U−sup
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et

H−2,q∩L− = Pn+1(Λ)∩L−, H−2,q∩U−inf = Pn(Λ)∩U−inf , H−2,q∩U−sup = Pq+1(Λ)∩U−sup.

Il a également défini un caractère ψ−b de H−1,q, qui est trivial sur H
−
2,q, tel que

IG(ψ−b |H−1,0) ⊂ H−1,0 · L− ·H−1,0.

Soient sH−j,q, pour j = 1, 2, q = 0, ..., n, sU
−
sup, et sU

−
inf les sous-groupes de Ĝ déter-

minés par les sections homomorphes uniques de H−j,q, U−sup et de U
−
inf , respectivement,

données par le corollaire 2.13. Notons aussi L̂−, P̂−sup et P̂
−
inf l’image inverse dans Ĝ de

L−∩O′(h), de P−sup∩O′(h) et de P−inf ∩O
′(h), respectivement, par l’homomorphisme

t. Alors P̂−sup = L̂−sU
−
sup est un sous-groupe parabolique maximal de Ĝ de facteur de

Levi L̂− et d’opposé P̂−inf = L̂−sU
−
inf . Posons sψ

−
b = ψ−b ◦ t|sH−1,0 . La proposition 4.1

suivante est une conséquence directe du lemme 3.6.

Proposition 4.1. Avec les notations précédentes, on a

IĜ(sψ
−
b |sH−1,0) ⊂ sH

−
1,0 · L̂− · sH−1,0.

Nous avons maintenant besoin du lemme suivant pour transporter des résultats
de G à Ĝ.

Lemme 4.2. Soit Y un pro-p-sous-groupe de G et on note sY : Y → Ĝ l’homomor-
phisme défini par le corollaire 2.13. Soit X un sous-groupe de Ĝ tel que X := t(X)
normalise Y et agit transitivement sur une famille CY de caractères de Y . Posons

sCY = {sθ = θ ◦ t|sY (Y ) : θ ∈ CY }.

Alors X normalise sY (Y ) et agit transitivement sur la famille sCY .

Démonstration. Soit x ∈ X et posons x = t(x) ∈ X. Considérons l’application

s : Y = x−1Y x→ Ĝ, x−1yx 7→ x−1sY (y)x.

Il est clair que s est un morphisme et que t ◦ s = IdY . L’unicité de sY implique que
s = sY . En particulier, nous avons

x−1sY (Y )x = s(x−1Y x) = sY (x−1Y x) = sY (Y ).

La deuxième assertion suit immédiatement car, pour tout sθ ∈ sCY et tout x ∈ X,
on a

x · sθ = (x · θ) ◦ t, où x = t(x).

Maintenant nous montrons le théorème principal du paragraphe.

Théorème 4.3 ([40, Théorème 3.6]). Soit (π,V) une représentation lisse de Ĝ.
Si π contient une strate autoduale G-scindée [Λ, n, n − 1, b] alors elle n’est pas
supercuspidale.
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Démonstration. En suivant la démonstration de [40, Théorème 3.6], nous allons
construire une paire couvrante, et alors un module de Jacquet non-trivial, pour π.

Notons G̃i = (Aii)×, pour i = −1, 0, 1, et G̃2
1 = {g ∈ G̃1 : det g ∈ (F×)2}. Soient :

(i) K1 un pro-p-sous-groupe de P̃1(Λ1) contenant H−1,0∩ G̃2
1, ρ1 une représentation

irréductible de K1 dont la restriction sur H−1,0 ∩ G̃2
1 est un multiple de ψ−b1 ;

(ii) K−0 un pro-p-sous-groupe de P1(Λ0) contenantH−1,0∩G̃0; ρ−0 une représentation
irréductible de K−0 dont la restriction sur H−1,0 ∩ G̃0 est un multiple de ψ−b0 .

Remarquons que H−1,0 ∩ G̃2
1 = H−1,0 ∩ G̃1 puisque H−1,0 est un pro-p-sous-groupe et

que l’on peut identifier K1 ⊂ G̃2
1 à un sous-groupe de O′(h) par l’injection canonique :

K1 3 k ↪→

k 1

k
−1

 .

Comme d’habitude, nous notons sK1, sK
−
0 les deux pro-p-sous-groupes de Ĝ

respectivement correspondants à K1 et K−0 par les sections homomorphes uniques
déterminées par le corollaire 2.13 (Ce sont, en fait, les restrictions à K1 et à K−0 de la
section homomorphe unique de P1(Λ)). Posons aussi sρ1 = ρ1◦t|sK1 et sρ

−
0 = ρ−0 ◦t|sK−0 .

Alors, nous avons le lemme suivant qui est similaire à [40, Proposition 3.3] et [15,
§3.9, Corollaire].

Lemme 4.4.

(i) L’ensemble sK = (sK1 × sK
−
0 ) · sH−1,0 est un groupe.

(ii) Il existe une unique représentation irréductible sρ de sK qui est triviale sur
sK ∩ sU

−
sup et sur sK ∩ sU

−
inf , et dont la restriction sur sK1 × sK

−
0 est sρ1 ⊗ sρ

−
0 .

(iii) (sK, sρ) est une paire couvrante de (sK1 × sK
−
0 , sρ1 ⊗ sρ

−
0 ).

Démonstration. Il s’agit de la même démonstration de [15, §3.9, Corollaire]. Par
l’hypothèse, K1 ×K−0 est un sous-groupe de P1(Λ) ∩ L− et donc il normalise H−1,0.
Du même argument du lemme 4.2 où on utilise l’unicité de la section homomorphe
de H−1,0 déterminée par le corollaire 2.13, sK1 × sK

−
0 normalise sH

−
1,0. Cela implique

immédiatement l’assertion (i) et puis l’assertion (ii). On voit de plus que la restriction
de t à sK est un isomorphisme de sK dans K = (K1 ×K−0 ) ·H−1,0.

Par la définition de K, il y a une décomposition d’Iwahori :

K = K ∩ U−inf ·K ∩ L
− ·K ∩ U−sup.

Cette décomposition se transporte par la section homomorphe de K à une décompo-
sition d’Iwahori de sK :

sK = sK ∩ sU
−
inf · sK ∩ L̂

− · sK ∩ sU
−
sup.

De plus, sK ∩ L̂− = sK1 × sK
−
0 et, par (ii), (sK, sρ) est une paire décomposée

au-dessus de (sK1 × sK
−
0 , sρ1 ⊗ sρ

−
0 ) relativement à P̂−sup.
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Il nous reste à chercher un élément ζ̂ du centre de L̂− qui est fortement positif
relativement à P̂−sup et sK tel qu’il existe un élément inversible de l’algèbre de
convolution H(Ĝ, sK, sρ) dont le support est la double classe sKζ̂

−1
sK.

Prenons une image inverse ζ̂ par t de l’élément

ζ =

$2
F I

I
$−2
F I

 ∈ L− ∩O′(h).

Lemme 4.5. L’élément ζ̂ est contenu dans le centre de L̂− et fortement positif
relativement à (P̂−sup, sK).

Démonstration. Pour montrer que ζ̂ appartient au centre de L̂−, on se ramène
d’abord au cas où V1 est de dimension 1. En effet, soit l ∈ L̂−. Alors t(l) est de la
forme

t(l) =

g m
g−1

 ∈ L−,
où g ∈ G̃1 et m ∈ SOF (h|V0×V0). Écrivons

g =


d

1
. . .

1

 g′,

où d = det F (g) et g′ ∈ SL(V1). Nous allons montrer que ζ̂ commute avec les images
inverses dans L̂− deg′ 1

g′−1

 ∈ L− ∩O′(h), pour g′ ∈ SL(V1).

Soit U ⊂ SL(V1) un sous-groupe unipotent de SL(V1). On peut identifier U avec
un sous-groupe unipotent de L− par l’injection canonique

U 3 u ↪→

u 1
u−1

 .

Par le corollaire 2.13, il y a une unique section homomorphe sU de U dans L̂−.
Considérons l’application

U → L̂−, u 7→ ζ̂sU(u)ζ̂−1.

C’est clairement un homomorphisme de U dans L̂−. Par l’unicité de sU , nous avons
sU(u) = ζ̂sU(u)ζ̂−1 pour tout u ∈ U . Cela implique que ζ̂ centralise sU(U). Comme
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SL(V1) est engendré par ses sous-groupes unipotents, ζ̂ commute avec les images
inverses dans L̂− de g′ 1

g′−1

 ∈ L−, pour g′ ∈ SL(V1).

Maintenant, on peut supposer (et on suppose) dim F (V1) = 1 (on fixe aussi deux
bases en dualité {e1} et {e−1} de V1 et V−1, respectivement) et donc t(l) est de la
forme

t(l) =

d m
d−1

 ∈ L−, avec d ∈ F×,m ∈ SOF (h|V0×V0).

Nous avons

t(l) =

d m
d−1

 =

d 1
d−1

1
m

1

 .

Le dernier facteur est un produit d’un nombre pair de réflexions swi avec wi ∈ V0

alors que d 1
d−1

 =

 d
1

d−1

 1
1

1

 = sv1sv2 ,

où v1 = de1 − e−1 et v2 = e1 − e−1. Alors, nous avons

l = av1v2

∏
i

wi, a ∈ F× (le produit dans l’algèbre de Clifford C).

De la même manière, écrivons

ζ =

$2
F

I
$−2
F

 =

 $2
F

I
$−2
F

 1
I

1

 = svsv2 ,

où v = $2
F e1 − e−1. À un élément du centre près, on a ζ̂ = vv2. Comme les vecteurs

wi sont orthogonaux à v et à v2, nous avons

v2wi = −wiv2 et vwi = −wiv,∀i.

ζ̂ commute donc avec tous les wi. D’ailleurs, si on prend une base orthogonale
{x1, x2, ..., xN} de V avec x1 = e1 + e−1 et x2 = e1 − e−1 et si on prend la base eT
de l’algèbre de Clifford C comme dans le paragraphe 2.1.1, alors on voit que ζ̂ et le
produit v1v2 appartiennent à F + Fe{1,2}. Par la formule (2.1), ils commutent. Cela
implique que ζ̂ commute avec l.

Nous avons montré que ζ̂ est un élément du centre de L̂−. Remarquons que ζ est
un élément fortement positif relativement à P−sup et K [40, Corollaire 3.3]. Utilisant
l’unicité des sections homomorphes déterminées par le corollaire 2.13 de H−1,0, U

−
inf

et U−sup, on peut voir que ζ̂ est fortement positif relativement à (P̂−sup, sK).
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Revenons à la démonstration du lemme 4.4. Nous trouverons un élément inversible
de H(Ĝ, sK, sρ) dont le support est sKζ̂

−1
sK. De l’argument de [15, §3.9, Lemme,

Démonstration], il existe une unique fonction f ∈ H(Ĝ, sK, sρ) (respectivement
f ′ ∈ H(Ĝ, sK, sρ)) de support sKζ̂−1

sK (respectivement sKζ̂sK) telle que f(ζ̂−1) = 1

(respectivement f ′(ζ̂) = 1), où 1 est l’application d’identité de l’espace sous-jacent
de sρ.

Considérons la convolution f ∗ f ′. Son support est contenu dans

sKζ̂
−1

sKζ̂sK = sK · ζ̂−1(sK ∩ sU
−
sup)ζ̂ · sK.

D’ailleurs, si x ∈ sU
−
sup entrelace sρ, en particulier, il entrelace sψ

−
b |sH−1,0 . D’après la

proposition 4.1, on a
x ∈ sH

−
1,0 · L̂− · sH−1,0.

Utilisant la décomposition d’Iwahori pour sK (donc pour sH
−
1,0), on voit qu’il existe

deux éléments k1, k2 ∈ sH
−
1,0 ∩ sU

−
sup tels que k1xk2 ∈ P̂−inf . En particulier,

x = k−1
1 k−1

2 ∈ sH
−
1,0 ∩ sU

−
sup = sK ∩ sU

−
sup.

Autrement dit, on a
I
sU
−
sup

(sρ) ⊂ sK ∩ sU
−
sup.

Le support de f ∗ f ′ est donc contenu dans sK. D’ailleurs, par définition de f et de
f ′, on peut voir que f ∗ f ′(1Ĝ) = c1 pour un certain nombre positif c. Alors f est
inversible à droite. Maintenant, utilisant l’argument de [14, (7.14), Démonstration]
où on utilise la structure de H(Ĝ, sK, sρ)-module simple à gauche sur le dual d’un
H(Ĝ, sK, sρ)-module simple à droite, on voit que f est aussi inversible à gauche.

Revenons à la démonstration du théorème 4.3. Le lemme 4.4 implique, en parti-
culier, que (sH

−
1,0, sψ

−
b ) est une paire couvrante de (sH

−
1,0 ∩ L̂−, sψ−b |sH−1,0∩L̂−). Il nous

reste donc à montrer que π contient le caractère sψ
−
b |sH−1,0 . Comme dans la démons-

tration de [40, Proposition 3.5], en utilisant l’argument de [7, Proposition 2.4.4], il
suffit de montrer que, pour tout q = 1, ..., n−1, sU−inf,q := sU

−
inf ∩ sPn−q(Λ) normalise

sH
−
1,q et agit transitivement sur l’ensemble des caractères de sH

−
1,q−1 prolongeant

sψ
−
b |sH−1,q . Avec le lemme 4.2, cela est une conséquence immédiate de [40, Lemme

3.4].

4.1.2 Exhaustivité des strates semi-simples autoduales gauches

Ce paragraphe termine la première partie du chapitre : montrer que toute re-
présentation irréductible supercuspidale de niveau positif de Ĝ contient une strate
semi-simple gauche dans g. Mais d’abord, nous voulons rappeler un résultat de Shaun
Stevens (analogue à celui énoncé dans [40, Proposition 4.2]) avec une démonstration
plus précise. Nous profitons de cette occasion pour remercier Monsieur Shaun Stevens
pour son explication de cette démonstration.

Nous suivons donc les notations de [40, §4] dans ce paragraphe. Rappelons la
définition de raffinement d’une suite autoduale de oF -réseaux dans V .



58 Chapitre 4. Problème d’exhaustivité

Définition 4.6 ([40, Définition 4.1]). Soit Λ une suite autoduale de oF -réseaux dans
V . On appelle un raffinement de Λ une suite autoduale de oF -réseaux dans V telle
qu’il existe un entier impair m ∈ Z vérifiant Λ(k) = Λ′(mk) pour tout k ∈ Z.

Soit Λ une suite autoduale de oF -réseaux dans V de la oF -période e = e(Λ).
Posons

Λ̃(k) = Λ(k)/Λ(k + 1), k ∈ Z.

Alors, pour tout k ∈ Z, Λ̃(k) s’identifie à Λ̃(k+e) via multiplication par $F . Écrivons
k̃ pour la classe dans Z/eZ de k ∈ Z. Considérons le kF -espace vectoriel :

Λ̃ =
∑

k̃∈Z/eZ

Λ̃(k̃).

Pour chaque j̃ ∈ Z/eZ, notons

End(Λ̃)j̃ =
∑

k̃∈Z/eZ

Hom kF (Λ̃(k̃), Λ̃(k̃ + j̃)).

Alors, nous avons End(Λ̃)̃iEnd(Λ̃)j̃ ⊂ End(Λ̃)̃i+j̃, pour ĩ, j̃ ∈ Z/eZ, et donc

EndkF (Λ̃) =
∑
j̃∈Z/eZ

End(Λ̃)j̃

est une kF -algèbre Z/eZ-graduée.
Soit b un élément de A = EndF (V ). Si b ∈ a−n(Λ) alors, par réduction, nous

avons, pour chaque ĩ ∈ Z/eZ, une transformation b̃̃i : Λ̃(̃i) → Λ̃(̃i − ñ) et ainsi un
élément de End(Λ̃)−̃n :

b̃ =
∑
ĩ∈Z/eZ

b̃̃i.

La forme h induit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée Z/eZ-graduée :

h̃ : Λ̃× Λ̃→ kF .

De plus, si on note ¯ l’involution adjointe induite par h̃ sur EndkF (Λ̃), alors b̃ = b̃
pour tout b ∈ A ([40, p. 432]) .

Par définition, pour k ∈ Z, chaque kF -sous-espace V de Λ̃(k̃) correspond à un
unique oF -réseau R de V tel que Λ(k) ⊃ R ⊃ Λ(k + 1). De plus, V⊥ = {ṽ ∈
Λ̃(−̃k) : h̃(V , ṽ) = 0} correspond à R]. Ainsi, un raffinement Λ′ de Λ correspond à
un ensemble de drapeaux de kF -sous-espaces :

Λ̃(k̃) =W0
k̃
⊃ W1

k̃
⊃ · · · ⊃ Wm

k̃
= 0, k̃ ∈ Z/eZ,

tel que (W i
k̃
)⊥ =Wm−i

−̃k
, pour k̃ ∈ Z/eZ, 0 ≤ i ≤ m (loc. cit.).

Supposons maintenant b ∈ a−−n(Λ) \ a−−n+1(Λ). Écrivons maintenant la réduction
modulo pF du polynôme caractéristique Φb(X) ∈ oF [X] de yb = $

n/g
F be/g sous la
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forme ϕb(X) = ϕ0(X)ϕ1(X), avec ϕ0(X) puissance de X et premier à ϕ1(X). D’après
le lemme de Hensel [31], nous avons une factorisation de Φb(X) :

Φb(X) = Φ0(X)Φ1(X), avec Φi(εX) = ±Φi(X), i = 0, 1,

où Φ0(X) et Φ1(X) sont premiers entre eux et, pour i = 0, 1, la réduction modulo
pF de Φi(X) est ϕi(X).

Pour i = 0, 1, posons Yi = kerΦi(yb). Alors V = Y0 ⊥ Y1 et l’action de b préserve
cette décomposition car b commute avec yb. De plus, nous avons Λ(k) = Λ0(k)⊕Λ1(k),
où Λi(k) = Λ(k) ∩ Yi, pour tout k ∈ Z.

Pour i = 0, 1, posons aussi Yi = kerϕi(ỹb). Alors, nous avons une décomposition
orthogonale de Λ̃ par rapport à la forme h̃ :

Λ̃ = Y0 ⊥ Y1.

Cette décomposition est stable par l’action de b̃ puisque b̃ commute avec ỹb. Remar-
quons que ỹb|Y0 est nilpotente et que ỹb|Y1 est inversible. De plus, la restriction de b̃
à Y0 est aussi nilpotente puisque ỹb = b̃e/g. On peut voir aussi que, pour i = 0, 1, par
définition, Yi est l’image dans Λ̃ de l’espace Yi. Autrement dit, on a

Yi = Λ̃i =
∑

k̃∈Z/eZ

Λi(k)/Λi(k + 1), pour i = 0, 1.

Proposition 4.7 (cf. [40, Proposition 4.2]). Dans la situation au-dessus, il existe
un raffinement Λ′ de Λ et n′ ∈ Z tels que

(i) n′/e(Λ′) = n/e(Λ) ;
(ii) a−n+1(Λ) ⊂ a−n′+1(Λ′), b ∈ a−−n′(Λ

′) et b|Y0 ∈ a−−n′+1(Λ′) ;
(iii) La réduction ỹ′b dans EndkF (Λ̃′) de yb est semi-simple.

Démonstration. Respectons les notations au-dessus. La démonstration est analogue
à celle de [40, Proposition 4.2]. Soit ỹb|Y1 = ỹss + ỹn la décomposition de Jordan de
ỹb|Y1 . Par l’unicité de la décomposition de Jordan, ỹss et ỹn sont gradués homogènes
de degré 0 puisque ỹb est graduée homogène de degré 0. De plus, or, b̃ commute avec
ỹb, il commute aussi avec ỹss et ỹn qui sont des polynômes en ỹb|Y1 (donc en ỹb).

Prenons un entier impair m = 2s− 1 tel que ỹmn = 0 et b̃m|Y0 = 0. Suivant [30,
§5.5], on définit des kF -sous-espaces vectoriels de Λ̃(k̃) comme suit :

V i
k̃

= b̃i
(

Λ̃(k̃ + ĩñ) ∩ Y0

)
⊥ ỹin

(
Λ̃(k̃) ∩ Y1

)
, pour k̃ ∈ Z/eZ, 0 ≤ i ≤ m;

W i
k̃

=
⋂

q−p=2(s−1−i)

(
Vp
k̃

+ (Vq
−̃k

)⊥
)
, pour k̃ ∈ Z/eZ, 0 ≤ i ≤ s− 1;

W i
k̃

=
(
Wm−i
−̃k

)⊥
, pour k̃ ∈ Z/eZ, s ≤ i ≤ m.

Nous obtenons donc des drapeaux de kF -sous-espaces vectoriels :

Λ̃(k̃) =W0
k̃
⊃ W1

k̃
⊃ · · · ⊃ Wm

k̃
= 0, k̃ ∈ Z/eZ,
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tel que (W i
k̃
)⊥ =Wm−i

−̃k
pour k̃ ∈ Z/eZ, 0 ≤ i ≤ m. Comme au-dessus, cet ensemble

de drapeaux nous donne un raffinement Λ′ de Λ tel que

Λ′(km+ i)/Λ(k + 1) =W i
k̃
, pour k ∈ Z, 0 ≤ i ≤ m− 1.

Posons n′ = nm. Alors nous avons une paire (Λ′, n′) vérifiant les conditions de la
proposition 4.7. En effet, par définition, nous avons e(Λ′) = me(Λ), d’où (i). Si
a ∈ a−n+1(Λ), on a, pour 0 ≤ i ≤ m− 1,

aΛ′(km+ i) ⊂ aΛ(k) ⊂ Λ(k − n+ 1) = Λ′(km+ (−nm+m)).

D’ailleurs Λ′(km+ (−nm+m)) ⊂ Λ′(km+ i− n′ + 1) car −nm+m ≥ i− n′ + 1.
Alors nous avons a ∈ a−n′+1(Λ′). Autrement dit, nous avons a−n+1(Λ) ⊂ a−n′+1(Λ′).
Remarquons que, pour k̃ ∈ Z/eZ et 0 ≤ i ≤ m− 1, on a

b̃W i
k̃
⊂ W i

k̃−ñ et, de plus, b̃
(
W i

k̃
∩ Y0

)
⊂
(
W i+1

k̃−ñ
∩ Y0

)
.

Cela implique que, pour k ∈ Z, 0 ≤ i ≤ m− 1, nous avons

bΛ′(km+i) ⊂ Λ′((k−n)m+i) et b (Λ′(km+ i) ∩ Y0) ⊂ (Λ′((k − n)m+ i+ 1) ∩ Y0) .

D’où b ∈ a−n′(Λ
′) et b|Y0 ∈ a−n′+1(Λ′). Il nous reste à vérifier (iii).

Notons k̃′ pour l’image de k dans Z/emZ. Nous avons alors

Λ̃′(k̃′m̃′ + ĩ′) ' W i
k̃
/W i+1

k̃
.

Puisque b|Y0 ∈ a−n′+1(Λ′), yb|Y0 a pour image zéro dans EndkF (Λ̃′). De plus, ỹn|Y1 a
aussi pour image zéro car

ỹn
(
W i

k̃
∩ Y1

)
⊂
(
W i+1

k̃
∩ Y1

)
.

Alors y|Y1 a pour image un élément semi-simple dans EndkF (Λ̃′). D’où (iii).

Remarque 4.8. Dans [40, Proposition 4.2, Démonstration], l’espace V i
k̃
est construit

comme l’image de Λ̃(k̃+ ĩñ) par b̃in, où b̃n est la partie nilpotente de la décomposition
de Jordan b̃. Or, b̃ est un élément gradué homogène de degré −̃n, donc b̃n n’est pas
toujours homogène de degré −̃n si −̃n 6= 0. Cela entraîne que V i

k̃
n’est pas toujours

contenu dans Λ̃(k̃) et donc que l’on n’a pas toujours des drapeaux convenables. Dans
la correction (de Shaun Stevens) au-dessus, l’espace V i

k̃
est construit en remarquant

que la restriction de b̃ à Y0 est nilpotente et que ỹb (donc ỹb|Y1) est homogène de
degré zéro.

Nous montrons maintenant le résultat principal du paragraphe. Soit π une repré-
sentation complexe lisse irréductible de niveau positif de Ĝ. D’après [28, Théorème
5.2], π contient un “K-type non raffiné” (“unrefined minimal K-type” en anglais)
qui, en fait, est une strate fondamentale [Λ, n, n − 1, b] dans g (voir [30] pour un
dictionnaire). Nous gardons toujours les notations e = e(Λ) pour la oF -période de
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Λ et g = (n, e). Alors, par l’argument de [40, Théorème 2.11], nous avons de plus
e/g ≤ N . Précisément, considérons l’ensemble non vide :

S = {(Λ′, n′) : Λ′ est stricte et (b+ a1−n(Λ)) ∩ a−n′(Λ
′) 6= ∅}.

Par [22, Théorème 4.3] (ou [28, (6.4)]), nous avons n′/e(Λ′) ≥ n/e(Λ) pour tout
(Λ′, n′) ∈ S. Choisissons (Λ′, n′) ∈ S telle que n′/e(Λ′) est minimal. Soit b′ ∈ (b +
a1−n(Λ))∩a−n′(Λ′). Utilisant [12, §2, Théorème 1], la minimalité de n′/e(Λ′) implique
que [Λ′, n′, n′−1, b′] est une strate fondamentale. Nous avons donc n′/e(Λ′) = n/e(Λ),
par [22, Corollaire 4.2]. Puisque Λ′ est stricte, e(Λ′) ≤ N , d’où e/g ≤ N .

Théorème 4.9. Soit π une représentation irréductible supercuspidale de niveau
positif de Ĝ. Alors π contient une strate semi-simple gauche dans g.

Démonstration. On a vu au-dessus que π contient une strate fondamentale [Λ, n, n−
1, b] dans g telle que e/g ≤ N . D’après le théorème 4.3, cette strate n’est pas G-scindée.
Il s’agit maintenant de la démonstration de [40, Théorème 4.4]. Comme au-dessus, on
note ϕb(X) ∈ kF [X] le polynôme caractéristique de la strate [Λ, n, n−1, b], c’est donc
la réduction modulo pF du polynôme caractéristique Φb(X) ∈ oF [X] de yb = $

n/g
F be/g.

Puisque la strate est non-G-scindée, ϕb(X) peut s’écrire sous la forme :

ϕb(X) =
r∏
i=0

ψi(X)si ,

où les facteurs ψi(X), 0 ≤ i ≤ r, sont unitaires, irréductibles, deux à deux premiers
entre eux et vérifient ψi(εX) = ±ψi(X) avec ε = (−1)e/g, en particulier, ψ0(X) est
une puissance de X (ce facteur est noté ϕ0(X) au-dessus et il peut être égal à 1).
Par le lemme de Hensel [31], nous avons une factorisation de Φb(X) :

Φb(X) =
r∏
i=0

Ψi(X),

où les facteurs Ψi(X), 0 ≤ i ≤ r, sont unitaires, deux à deux premiers entre eux,
vérifient Ψi(εX) = ±Ψi(X) et se réduisent modulo pF en ψi(X)si . Posons

Vi = kerΨi(yb), i = 0, ..., r.

Alors, nous avons une décomposition orthogonale b-stable de V : V = V0 ⊥ ... ⊥ Vr.
La proposition 4.7 implique que π contient une strate autoduale [Λ′, n′, n′ − 1, b]

de polynôme caractéristique ϕb(X) telle que la réduction ỹ′b de yb dans EndkF (Λ̃′)
est semi-simple. Pour 0 ≤ i ≤ r, posons Λ′i(k) = Λ′(k) ∩ Vi pour tout k ∈ Z. Alors
nous avons

Λ′(k) =
r⊕
i=0

Λ′i(k), pour k ∈ Z.

Posons aussi bi = b|Vi pour i = 0, ..., r. Comme on a vu dans la démonstration de
la proposition 4.7 où V0 est noté Y0, b0 appartient à a−n′+1(Λ′0). Cela implique que la
strate autoduale non-fondamentale [Λ′0, n

′, n′ − 1, b0] est équivalente à la strate nulle
[Λ′0, n

′, n′ − 1, 0].
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Pour 1 ≤ i ≤ r, la strate autoduale [Λ′i, n
′, n′−1, bi] est fondamentale, non scindée

et la réduction de ybi dans EndkF (Λ̃′i) est semi-simple. Une telle strate est équivalente
à une strate simple [Λ′i, n

′, n′ − 1, αi] : en effet, de l’argument de [7, Lemme 2.1.9],
en remplaçant Λ′i par sa chaîne de oF -réseaux sous-jacent, on peut supposer Λ′i est
stricte ; utilisant [13, (2.5.11)], on peut supposer de plus que [Λ′i, n

′, n′− 1, bi] est une
strate à forme γ-standard (au sens de la définition [13, (2.5.7), (ii)]) ; maintenant
l’affirmation est justifiée par [13, (2.5.8)]. En remarquant que αi +αi ∈ a−n′+1(Λ′i), la
strate est équivalente à une strate simple autoduale [Λ′i, n

′, n′ − 1, βi] dans EndF (Vi)
d’après [39, (1.10)].

Posons β0 = 0 et β =
∑r

i=0 βi. Alors nous avons une strate semi-simple gauche
[Λ′, n′, n′−1, β] dans g qui est équivalente à [Λ′, n′, n′−1, b]. D’où le théorème 4.9.

4.2 Caractères semi-simples gauches relevés
Dans cette section, en suivant [41], nous montrons que toute représentation

irréductible supercuspidale de niveau positif de Ĝ contient un caractère semi-simple
gauche relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β) associé à une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans
g.

4.2.1 Cas relativement G-scindé

Avant de démontrer le résultat principal de la section, nous nous plaçons d’abord
dans un cas particulier, nommé cas relativement G-scindé [41, §4].

Nous respectons dans ce paragraphe les notations de loc. cit. Soit alors [Λ, n,m, β]
une strate semi-simple dans g avec la décomposition autoduale V = ⊕li=1V

i. On écrit

A = EndF (V ) =
⊕

1≤i,j≤l

Aij

pour la décomposition correspondante de A. Notons B le centralisateur de β dans
A. Donc B = ⊕li=1Bi, où Bi est le centralisateur de βi = β|V i dans Aii. Comme
d’habitude, on note Ei = F [βi]. Soit si un “tame corestriction” sur Aii relative à
Ei/F , c’est-à-dire, un homomorphisme de (Bi, Bi)-bimodules, si : Aii → Bi, tel que
si(A) = A ∩ Bi pour tout oF -ordre héréditaire A de Aii qui est normalisé par E×i
([13, (1.3.3)]). On suppose que l’on a une décomposition de E1-espaces vectoriels

V 1 = V 1
0 ⊥ (V 1

1 ⊕ V 1
−1),

où V 1
1 et V 1

−1 sont totalement isotropes en dualité par rapport à h, telle que

Λ1(k) =
⊕
−1≤j≤1

(Λ1(k) ∩ V 1
j ), k ∈ Z.

On écrit aussi
A11 =

⊕
−1≤j,k≤1

A11
jk

pour la décomposition correspondante de A11.
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Soient bi ∈ Aii ∩ a−m pour i = 1, ..., l, où b1 =
∑1

j=−1 b1,j, avec b1,j ∈ A11
jj . Dans

cette situation, on suppose que la strate [Λ1
oE1
,m,m−1, s1(b1)] dans B1 est G-scindée

pour la décomposition V 1 = V 1
0 ⊥ (V 1

1 ⊕ V 1
2 ).

On considère la décomposition suivante de V :

V = V−1 ⊕ V0 ⊕ V1, où V−1 = V 1
−1, V0 = V 1

0 ⊕⊕li=2V
i, et V1 = V 1

1 .

Pour −1 ≤ i, j ≤ 1, posons Aij = EndF (Vi, Vj). On note

M =
⊕
−1≤j≤1

Ajj, M =M×,

Nu = 1 +
⊕

−1≤j<k≤1

Ajk, Nl = 1 +
⊕

−1≤k<j≤1

Ajk,

Pu = MNu, Pl = MNl,

et on écrit b0 = b1,0 +
∑l

i=2 bi. Posons M
− = M ∩G, N−u = Nu ∩G, N−l = Nl ∩G,

P−u = Pu ∩ G et P−l = Pl ∩ G. Notons M̂−, P̂−u , P̂
−
l l’image inverse dans Ĝ par

t de M− ∩ O′(h), P−u ∩ O′(h), P−l ∩ O′(h), respectivement, et sN
−
u , sN

−
l les deux

sous-groupes unipotents de Ĝ respectivement correspondants à N−u et à N−l par
les sections homomorphes données par le corollaire 2.13. Alors P̂−u = M̂−

sN
−
u est

un sous-groupe parabolique maximal de Ĝ avec un facteur de Levi M̂−, le radical
unipotent sN

−
u et le sous-groupe parabolique opposé P̂−l = M̂−

sN
−
l par rapport à

M̂−.
Soit θ ∈ C(Λ,m− 1, β) un caractère semi-simple autodual. Shaun Stevens a défini

dans [41, §4.1] un pro-p-sous-groupe K− de G contenant et normalisant Hm(β,Λ) et

K− ∩M− = Hm(β,Λ) ∩M−, K− ∩N−l = Hm(β,Λ) ∩N−l .

Il a également déterminé un caractère ξ− de K− tels que

IN−u (ξ−) = K− ∩N−u .

De plus, ξ− est un prolongement de θψb|Hm(β,Λ) à K− qui est trivial sur K− ∩N−u ,
où b = b1,−1 + b0 + b1,1.

Soit sK− l’image de K− dans Ĝ par l’isomorphisme de K− donné par le corollaire
2.13 et posons sξ− = ξ− ◦ t|sK− . Soit sθ ∈ sC(Λ,m − 1, β) le caractère semi-simple
autodual relevé de θ. Alors, par l’unicité des sections homomorphes déterminées par
le corollaire 2.13, nous voyons aussi que sK− contient et normalise sH

m(β,Λ), que

sK− ∩ M̂− = sH
m(β,Λ) ∩ M̂−, sK− ∩ sN

−
l = sH

m(β,Λ) ∩ sN
−
l

et que sξ− est un prolongement de sθsψb|sHm(β,Λ) qui est trivial sur sK− ∩ sN
−
u . De

plus, par le lemme 3.6, nous avons aussi

I
sN
−
u

(sξ−) = sK− ∩ sN
−
u .

Proposition 4.10 (cf. [41, Proposition 4.6]). Soit π une représentation lisse de Ĝ.
Si la restriction de π à sH

m(β,Λ) contient sθsψb|sHm(β,Λ) alors sa restriction à sK−
contient sξ−.



64 Chapitre 4. Problème d’exhaustivité

Démonstration. Avec le lemme 4.2, la démonstration de cette proposition est iden-
tique à la démonstration de [41, Proposition 4.6] en remplaçant les pro-p-sous-groupes
K−q et Ξ−q de G dans loc. cit. par les pro-p-sous-groupes de Ĝ correspondants par les
isomorphismes donnés par le corollaire 2.13.

Précisément, pour m ≥ 2, dans loc. cit., Shaun Stevens a défini des pro-p-sous-
groupes de G :

K−q , pour q = −1, 0, ..., bm
2
c − 1, bm+ 1

2
c, ...,m− 1

tels que K−−1 = K−, K−m−1 = Hm(β,Λ), K−q−1 contient et normalise K−q , pour
0 ≤ q ≤ bm

2
c − 1 ou bm+1

2
c < q ≤ m− 1 et K−bm

2
c−1 contient et normalise K−bm+1

2
c. Il

a également défini des sous-groupes de N−l contenant Hm(β,Λ) ∩N−l :

Ξ−q , pour q = 0, ..., bm
2
c − 1, bm+ 1

2
c, ...,m− 1

tels que, pour 0 ≤ q ≤ bm
2
c − 1 ou bm+1

2
c < q ≤ m− 1, Ξ−q normalise K−q−1 et agit

transitivement sur l’ensemble des caractères de K−q−1 dont la restriction à K−q est ξ−
[41, Lemme 4.7] et que Ξ−bm+1

2
c normalise K−bm

2
c−1 et agit transitivement sur l’ensemble

des caractères de K−bm
2
c−1 dont la restriction à K−bm+1

2
c est ξ− [41, Lemme 4.8].

Passons maintenant au groupe Ĝ. Nous avons des pro-p-sous-groupes

sK
−
q , pour q = −1, 0, ..., bm

2
c − 1, bm+ 1

2
c, ...,m− 1

et prenons

Ξ
−
q , pour q = 0, ..., bm

2
c − 1, bm+ 1

2
c, ...,m− 1,

l’image inverse dans sN−l de Ξ−q . Par l’unicité des sections homomorphes déterminées
par le corollaire 2.13, sK−−1 = sK−, sK−m−1 = sH

m(β,Λ), sK−q−1 contient et normalise
sK
−
q , pour 0 ≤ q ≤ bm

2
c − 1 ou bm+1

2
c < q ≤ m− 1 et sK−bm

2
c−1 contient et normalise

sK
−
bm+1

2
c. Également, Ξ−q sont des sous-groupes de sN

−
l contenant sH

m(β,Λ) ∩ sN
−
l .

De plus, avec le lemme 4.2, Ξ−q normalise sK
−
q−1 et agit transitivement sur l’ensemble

des caractères de sK
−
q−1 dont la restriction à sK

−
q est sξ−, pour 0 ≤ q ≤ bm

2
c − 1

ou bm+1
2
c < q ≤ m − 1, et Ξ

−
bm+1

2
c normalise sK

−
bm

2
c−1 et agit transitivement sur

l’ensemble des caractères de sK
−
bm

2
c−1 dont la restriction à sK

−
bm+1

2
c est sξ−. Cela

entraîne la proposition 4.10 pour m ≥ 2.
Dans le cas m = 1, par le même argument, on voit que Ξ

−
0 normalise sK− et agit

transitivement sur l’ensemble des caractères de sK− prolongeant sθsψb|sHm(β,Λ). D’où
la proposition 4.10.

Poursuivons dans la même situation, nous allons voir dans le lemme suivant que,
avec sK− et sξ−, nous avons une paire couvrante.

Lemme 4.11 (cf. [15, §6.6, Corollaire], [41, Proposition 4.5]). Avec les notations
au-dessus, la paire (sK−, sξ−) est une paire couvrante de (sK− ∩ M̂−, sξ−|

sK−∩M̂−).
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Démonstration. Cette démonstration est identique à la démonstration de [15, §6.6,
Corollaire]. Remarquons d’abord que la décomposition d’Iwahori [41, Proposition
4.5]

K− = K− ∩N−l ·K− ∩M
− ·K− ∩N−u

se transporte par la section unique de K− déterminée par le corollaire 2.13 à une
décomposition d’Iwahori

sK− = sK− ∩ sN
−
l · sK− ∩ M̂

− · sK− ∩ sN
−
u .

De plus, le caractère sξ− est trivial sur sK− ∩ sN
−
l et sur sK− ∩ sN

−
u . La paire

(sK−, sξ−) est donc une paire décomposée au-dessus de (sK− ∩ M̂−, sξ−|
sK−∩M̂−)

relativement à P̂−u .
Prenons une image inverse ζ̂ dans M̂− de

ζ =

$2
F I

I
$−2
F I

 ∈M− ∩O′(h).

D’après le lemme 4.5, on voit que ζ̂ est contenu dans le centre de M̂− et il est
fortement positif relativement à (P̂−u , sK−).

La double classe sK−ζ̂
−1

sK− supporte un unique élément f de l’algèbre de
convolution H(Ĝ, sK, sξ−) tel que f(ζ̂−1) = 1. De même, soit f ′ ∈ H(Ĝ, sK, sξ−)

l’élément de support sK−ζ̂sK− vérifiant f ′(ζ̂) = 1. Le support de la convolution
f ∗ f ′ est donc contenu dans

sK−ζ̂
−1

sK−ζ̂sK− = sK− · ζ̂−1(sK− ∩ sN
−
u )ζ̂ · sK−.

Il est donc contenu dans sK− puisque I
sN
−
u

(sξ−) = sK− ∩ sN
−
u . D’ailleurs, le calcul

de cette convolution en l’élément neutre de Ĝ nous donne une valeur réelle positive.
Cela implique que f est un élément inversible à droite. Il est donc inversible par
l’argument de [14, (7.14)]. La démonstration du lemme 4.11 est complète.

Avec la proposition 4.10 et le lemme 4.11, nous arrivons à montrer le théorème
suivant qui est similaire à [41, Théorème 4.9].

Théorème 4.12. Soit (π,V) une représentation lisse de Ĝ. Si π contient sθsψb|sHm(β,Λ)

alors π n’est pas supercuspidale.

Démonstration. Supposons que π est une représentation lisse de Ĝ contenant sθsψb|sHm(β,Λ).
D’après la proposition 4.10, la restriction de π à sK− contient le caractère sξ−. Or,
par le lemme 4.11, (sK−, sξ−) est une paire couvrante de (sK− ∩ M̂−, sξ−|

sK−∩M̂−),

alors, d’après [14, Théorème 7.9], la composante sξ−|
sK−∩M̂−-isotypique V

sξ−|
sK−∩M̂−

u

du module de Jacquet Vu de V relativement au radical unipotent sN−u est isomorphe
à Vsξ− qui est non nulle. En particulier, Vu est non nul. D’où le théorème 4.12.
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4.2.2 Exhaustivité des caractères semi-simples gauches rele-
vés

Maintenant, nous montrons le théorème suivant qui complète la deuxième étape
de la démonstration de l’exhaustivité de nos types cuspidaux.

Théorème 4.13 (cf. [41, Théorème 5.1]). Soit π une représentation irréductible
supercuspidale de niveau positif de Ĝ. Alors π contient un caractère semi-simple
gauche relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β) pour une certaine strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β]
dans g.

Démonstration. Cette démonstration est similaire à la démonstration de [41, Théo-
rème 5.1]. Par le théorème 4.9 au-dessus, on voit que π contient une strate semi-simple
gauche [Λ, n, n− 1, β] dans g.

Considérons l’ensemble des paires ([Λ, n,m, β], sθ), où [Λ, n,m, β] est une strate
semi-simple gauche dans g avec m ∈ Z et où sθ ∈ sC(Λ,m, β) est un caractère
semi-simple gauche relevé de sH

m+1(β,Λ) tel que la restriction de π à sH
m+1(β,Λ)

contient sθ. Nous montrons le théorème par l’absurde : en supposant m ≥ 1 pour
toutes les telles paires, nous montrons que π n’est pas supercuspidale. L’idée est de
se ramener au cas relativement G-scindé que l’on a traité dans le théorème 4.12.

Comme π|
sHm+1(β,Λ) contient sθ, la restriction de π à sH

m(β,Λ) contient une
représentation irréductible ϑ de sH

m(β,Λ) dont la restriction à sH
m+1(β,Λ) contient

sθ. Puisque sθ se prolonge à sH
m(β,Λ) en un caractère sθ

′ ∈ sC(Λ,m− 1, β) et que
le quotient sH

m(β,Λ)/sH
m+1(β,Λ) est abélien, ϑ est de la forme

ϑ = sθ
′
sψc|sHm(β,Λ), pour un certain c ∈ a−−m.

Soit V =⊥li=1 V
i la décomposition orthogonale associée à la strate [Λ, n,m, β].

On écrit
A = EndF (V ) =

⊕
1≤i,j≤l

Aij

pour la décomposition correspondante de A et on note

M =
l⊕

i=1

Aii.

Rappelons que sθ
′ se factorise par un caractère semi-simple gauche θ ∈ C(Λ,m− 1, β)

et sψc se factorise par ψc donné dans [41, Théorème 5.1]. En remarquant que [41,
Lemme 5.2] se transporte par la section homomorphe unique de Hm(β,Λ) donnée
par le corollaire 2.13, on peut supposer que

c =
l⊕

i=1

ci ∈M.

Pour 1 ≤ i ≤ l, soit si une “tame corestriction” sur Aii relative à Ei/F . Posons
s = ⊕li=1si et considérons la strate dérivée

[ΛoE ,m,m− 1, s(c)] =
l⊕

i=1

[Λi
oEi
,m,m− 1, si(ci)].
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Cette strate dérivée est dite fondamentale s’il existe un indice i ∈ {1, ..., l} tel que
la strate [Λi

oEi
,m,m− 1, si(ci)] est fondamentale. Par [41, Proposition 5.5], on peut

supposer que [ΛoE ,m,m− 1, s(c)] est fondamentale.
Il y a alors des paires ([Λ, n,m, β], sθ) avec m ≥ 1 telles que π contienne sθ et

ϑ = sθ
′
sψc pour un certain c ∈ a−−m ∩ M où [ΛoE ,m,m − 1, s(c)] est une strate

fondamentale. De plus, puisque e(Λ)/(m, e(Λ)) est borné, il existe une telle paire
([Λ, n,m, β], sθ) avec m/e(Λ) minimal.

De l’argument de [41, Théorème 5.1] où l’on utilise la minimalité de m/e(Λ)
on trouve qu’il existe un indice i tel que [Λi

oEi
,m,m − 1, si(ci)] est une strate G-

scindée. Quitte à renuméroter, on peut supposer que i = 1, c’est-à-dire, la strate
[Λ1

oE1
,m,m − 1, s1(c1)] est G-scindée. Cela nous donne une décomposition de E1-

espaces vectoriels
V 1 = V 1

0 ⊥ (V 1
−1 ⊕ V 1

1 ),

où V 1
−1 et V 1

1 sont totalement isotropes en dualité par rapport à h, telle que

Λ(k) =
1⊕

j=−1

Λ(k) ∩ V 1
j , pour tout k ∈ Z,

et que s1(c1)V 1
j ⊂ V 1

j , pour j = −1, 0, 1.
Par l’argument de [41, Théorème 5.1] où on utilise encore [41, Lemme 5.2], on peut

supposer que c1V
1
j ⊂ V 1

j , pour j = −1, 0, 1. On est donc dans la situation d’un cas
relativement G-scindé (§4.2.1). D’après le théorème 4.12, π n’est pas supercuspidale.
D’où le théorème 4.13.

4.3 Entrelacement et algèbre de Hecke
Dans cette dernière section, en suivant [42, §7], nous voulons montrer que toute

représentation irréductible supercuspidale de niveau positif de Ĝ admet un type
cuspidal défini dans le chapitre 3.5.

4.3.1 Décomposition d’Iwahori

Suivant [42, §5], nous étudions des décompositions d’Iwahori dans Ĝ. Fixons alors
une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans g avec la décomposition orthogonale
associée V =⊥li=1 V

i. Considérons les décompositions V = ⊕mj=1W
(j) de V telle que

(i) W (j) =⊥li=1 (W (j) ∩ V i) pour 1 ≤ j ≤ m ;
(ii) W (j) ∩ V i est un Ei-sous-espace vectoriel de V i pour 1 ≤ j ≤ m et 1 ≤ i ≤ l.

Définition 4.14 ([42, Définition 5.1]). Une décomposition V = ⊕mj=1W
(j) comme

au-dessus est dite
(i) subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β] si Λ(k) = ⊕mj=1(Λ(k) ∩W (j)) pour tout
k ∈ Z ;

(ii) proprement subordonnée à [Λ, n, 0, β] si elle est subordonnée à [Λ, n, 0, β] et,
pour tout k ∈ Z et pour 1 ≤ i ≤ l, il y a au plus un indice j, 1 ≤ j ≤ m, tel
que

(Λ(k + 1) ∩W (j) ∩ V i) ( (Λ(k) ∩W (j) ∩ V i).
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Si V = ⊕mj=1W
(j) est une décomposition subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β], pour

1 ≤ j ≤ m, on note Λ(j) la suite de réseaux dans W (j) définie par

Λ(j)(k) = Λ(k) ∩W (j)

et pose β(j) = 1(j)β1(j), où 1(j) désigne la projection de V surW (j) de noyau⊕k 6=jW (k).
Alors il existe un entier n(j) tel que [Λ(j), n(j), 0, β(j)] est une strate semi-simple dans
A(j) = EndF (W (j)) avec la décomposition associée

W (j) =
l⊕

i=1

(W (j) ∩ V i).

On note aussi B(j) le centralisateur de β(j) dans A(j).
Soit V = ⊕mj=−mW (j) une décomposition autoduale de V par rapport à la forme h,

c’est-à-dire, pour −m ≤ j ≤ m, le complément orthogonal deW (j) par rapport à h est
⊕k 6=−jW (k). Notons L le sous-groupe de Levi de G qui stabilise cette décomposition
autoduale de V . Soit P = LU un sous-groupe parabolique quelconque de G de facteur
de Levi L et de radical unipotent U . D’après [42, Corollaire 5.10], si la décomposition
est subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β] alors les sous-groupes H1(β,Λ) et J1(β,Λ)
admettent des décompositions d’Iwahori relativement à (L, P ) et si la décomposition
est proprement subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β] alors le sous-groupe J(β,Λ) admet
aussi une décomposition d’Iwahori relativement à (L, P ).

Soit L̂ = t−1(L∩O′(h)) l’image inverse dans Ĝ de L par l’homomorphisme t, soit
sU l’image de la section homomorphe de U donnée par le corollaire 2.14. Alors L̂ est le
sous-groupe de Levi de Ĝ qui stabilise la décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j) et
P̂ = L̂sU est un sous-groupe parabolique de Ĝ. De plus, tout sous-groupe parabolique
de Ĝ de facteur de Levi L̂ peut être obtenu par cette manière. Le [42, Corollaire
5.10] se transporte immédiatement grâce aux sections homomorphes uniques des
pro-p-sous-groupes données par le corollaire 2.13. Nous avons donc

Proposition 4.15. Avec les hypothèses au-dessus,
(i) si la décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j) est subordonnée à la strate

[Λ, n, 0, β], alors les groupes sH
1(β,Λ) et sJ1(β,Λ) admettent des décomposi-

tions d’Iwahori relativement à (L̂, P̂ ) ;
(ii) si la décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j) est proprement subordonnée
à la strate [Λ, n, 0, β], alors les groupes Ĵ(β,Λ) et Ĵo(β,Λ) admettent des
décompositions d’Iwahori relativement à (L̂, P̂ ).

Quand la décomposition V = ⊕mj=−mW (j) est subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β],
nous définissons les groupes

sH
1
P̂

= sH
1(β,Λ)(sJ

1(β,Λ) ∩ sU) et sJ
1
P̂

= sH
1(β,Λ)(sJ

1(β,Λ) ∩ P̂ ).

Ces groupes sont en fait les images des sections homomorphes des pro-p-sous-groupes
H1
P et J1

P définis dans [42, §5.3]. Également, quand la décomposition V = ⊕mj=−mW (j)

est proprement subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β], nous définissons les groupes

ĴP̂ = sH
1(β,Λ)(Ĵ(β,Λ) ∩ P̂ ) et Ĵo

P̂
= sH

1(β,Λ)(Ĵo(β,Λ) ∩ P̂ ).
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Alors le groupe ĴP̂ est l’image inverse dans Ĝ du groupe JP ∩ O′(h), où JP est le
groupe défini dans loc. cit.

Soit sθ ∈ sC(Λ, 0, β) un caractère semi-simple gauche relevé de sH
1(β,Λ), c’est-

à-dire, sθ = θ ◦ t|
sH1(β,Λ) avec θ ∈ C(Λ, 0, β) un caractère semi-simple gauche de

H1(β,Λ). Supposons que V = ⊕mj=−mW (j) est une décomposition autoduale de V et
subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β]. Nous définissons un caractère sθP̂ de sH

1
P̂
par

sθP̂ (hj) = sθ(h), ∀h ∈ sH
1(β,Λ), ∀j ∈ sJ

1(β,Λ) ∩ sU.

Alors sθP̂ = θP ◦ t|sH1
P̂
, où θP est le caractère de H1

P défini dans loc. cit.
D’après [42, Lemme 5.12], il existe une unique représentation irréductible ηP de

J1
P contenant θP . De plus, si η est l’unique représentation irréductible de J1(β,Λ)

qui contient θ alors ηP peut être interprété comme la représentation naturelle de J1
P

dans l’espace des vecteurs de η qui sont fixés par J1(β,Λ) ∩ U et η = IndJ
1(β,Λ)

J1
P

ηP .
Posons sη = η ◦ t|

sJ1(β,Λ) et sηP̂ = ηP ◦ t|sJ1
P̂
. Alors sηP̂ peut être interprété comme la

représentation naturelle de sJ
1
P̂
dans le sous-espace de sη formé des vecteurs fixés par

sJ
1(β,Λ)∩ sU et [42, Lemme 5.12] se transporte immédiatement grâce au lemme 3.6

à

Proposition 4.16. La représentation sηP̂ est l’unique représentation irréductible
de sJ

1
P̂
dont la restriction à sH

1
P̂
contient sθP̂ . Nous avons sη = IndsJ

1(β,Λ)

sJ1
P̂

sηP̂ et,

pour tout g ∈ Ĝβ, la double classe sJ
1
P̂
gsJ

1
P̂
est l’unique (sJ

1
P̂
, sJ

1
P̂

)-double classe dans
sJ

1(β,Λ)gsJ
1(β,Λ) entrelaçant sηP̂ et

dim Ig(sηP̂ ) =

{
1 si g ∈ sJ

1
P̂
ĜβsJ

1
P̂

;

0 sinon.

Maintenant nous supposons de plus que la décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j)

est proprement subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β]. Soit κ̂ une β-extension de sη à
Ĵ(β,Λ), i.e., κ̂ = κ ◦ t|Ĵ(β,Λ) pour une β-extension κ de η à J(β,Λ). Notons κ̂P̂ la
représentation naturelle de ĴP̂ dans le sous-espace de κ̂ consistant en les vecteurs fixés
par Ĵ(β,Λ) ∩ sU = sJ

1(β,Λ) ∩ sU . Alors κ̂P̂ = κP ◦ t|Ĵ
P̂
, où κP est la représentation

naturelle de JP dans l’espace des vecteurs fixés par J1(β,Λ)∩U dans κ. En particulier,
κ̂P̂ |sJ1

P̂
= sηP̂ et donc κ̂P̂ est irréductible. De plus, utilisant la formule de restriction

de Mackey, on voit que la restriction à sJ
1(β,Λ) de l’induction IndĴ(β,Λ)

Ĵ
P̂

κ̂P̂ est sη qui

est irréductible. IndĴ(β,Λ)

Ĵ
P̂

κ̂P̂ est donc irréductible. Comme cette induction contient κ̂,
cela implique

IndĴ(β,Λ)

Ĵ
P̂

κ̂P̂ ' κ̂.

De même manière, si on regarde la restriction de κ̂ à Ĵo(β,Λ), on va obtenir la
restriction κ̂P̂ |Ĵo

P̂

et nous avons aussi

IndĴ
o(β,Λ)

Ĵo
P̂

(κ̂P̂ |Ĵo
P̂

) ' κ̂|Ĵo(β,Λ).
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4.3.2 Morphismes d’algèbres de Hecke

Poursuivons dans la même situation qu’au paragraphe précédent, c’est-à-dire,
nous avons une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans g avec la décomposition
orthogonale V =⊥li=1 V

i et nous avons aussi une décomposition autoduale V =
⊕mj=−mW (j) qui est proprement subordonnée à la strate. Utilisons les notations du
paragraphe précédent et rappelons que Ĵ(β,Λ) ∩ sU = sJ

1(β,Λ) ∩ sU . Nous avons
besoin d’un résultat similaire à [42, Lemme 6.1].

Lemme 4.17. Soit K un sous-groupe ouvert compact de Ĝ tel que sJ
1(β,Λ) ⊆

K ⊆ Ĵ(β,Λ) et admettant une décomposition d’Iwahori relativement à (L̂, P̂ ). Soit ρ
(l’inflation à K d’)une représentation irréductible de K/sJ1(β,Λ). Posons ϑ = κ̂|K⊗ρ
et soit ϑP̂ la représentation naturelle de KP̂ = sH

1(β,Λ)(K ∩ P̂ ) dans le sous-espace
de ϑ formé des vecteurs fixés par sJ

1(β,Λ) ∩ sU . Alors
(i) La représentation ϑP̂ est irréductible et nous avons IndKK

P̂
ϑP̂ = ϑ ;

(ii) Si on considère ρ comme une représentation irréductible de KP̂/sJ
1
P̂
qui est

isomorphe à K/sJ1(β,Λ), on a ϑP̂ ' κ̂P̂ |KP̂ ⊗ ρ ;
(iii) Il y a un isomorphisme d’algèbres de convolution

H(Ĝ,KP̂ , ϑP̂ ) ' H(Ĝ,K, ϑ)

tel que si KgK, avec g ∈ Ĝβ, est le support de φ ∈ H(Ĝ,K, ϑ) alors KP̂gKP̂

est le support de la fonction correspondante φP̂ ∈ H(Ĝ,KP̂ , ϑP̂ ).

Démonstration. C’est identique à la démonstration de [42, Lemme 6.1] en utilisant
la proposition 4.16 à la place de [42, Lemme 5.12].

Avec le lemme précédent et le corollaire 3.17, le corollaire 6.2 de [42] se transporte
automatiquement à

Corollaire 4.18. Soit κ̂ une β-extension de sη à Ĵ(β,Λ) relativement à ΛM . Alors
P̂ (ΛM

oE
) ⊆ IĜ(κ̂P̂ ).

Soit [Λm, nm, 0, β] une strate semi-simple gauche dans g avec la même décom-
position orthogonale V =⊥li=1 V

i, la même décomposition autoduale proprement
subordonnée V = ⊕mj=−mW (j) et telle que b0(Λm) est un oE-ordre autodual minimal
contenu dans b0(Λ). Posons sJ

1
m,Λ = sP1(Λm

oE
)sJ

1(β,Λ) et notons sηm,Λ l’unique pro-
longement de sη à sJ

1
m,Λ que tous les éléments de Ĝβ entrelacent (voir la proposition

3.10). Rappelons que κ̂|
sJ1
m,Λ

= sηm,Λ (proposition 3.18).

Remarquant que sJ
1
m,Λ admet une décomposition d’Iwahori relativement à (L̂, P̂ )

et que sJ
1
m,Λ ∩ sU = sJ

1(β,Λ) ∩ sU , nous avons la représentation naturelle sηm,Λ,P̂
de sJ

1
m,Λ,P̂

= sH
1(β,Λ)(sJ

1
m,Λ ∩ P̂ ) dans l’espace des vecteurs de sηm,Λ fixés par

sJ
1(β,Λ) ∩ sU . En appliquant le lemme 4.17, nous avons

sηm,Λ ' Inds
J1
m,Λ

sJ1
m,Λ,P̂

sηm,Λ,P̂ .
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La restriction de l’homomorphisme t à sJ
1
m,Λ,P̂

induit en fait un isomorphisme de

sJ
1
m,Λ,P̂

à J1
m,Λ,P = H1(β,Λ)(J1

m,Λ ∩ P ), où J1
m,Λ = P1(Λm

oE
)J1(β,Λ). De plus, sηm,Λ,P̂

factorise par la représentation naturelle ηm,Λ,P de J1
m,Λ,P dans l’espace des vecteurs

de ηm,Λ fixés par J1(β,Λ) ∩ U , où ηm,Λ est l’unique représentation irréductible de
J1
m,Λ contenant η et entrelacée par tous les éléments de Gβ (voir [42, Corollaire 3.11]).

Le corollaire 6.4 de [42] se transporte donc automatiquement par le corollaire 3.6.

Proposition 4.19. Avec les notations au-dessus, nous avons

dim Ig(sηm,Λ,P̂ ) =

{
1 si g ∈ sJ

1
m,Λ,P̂

ĜβsJ
1
m,Λ,P̂

;

0 sinon.

Soit [ΛM , nM , 0, β] une autre strate semi-simple gauche dans g telle que b0(Λ) ⊆
b0(Λ

M). Posons sθM = τΛ,ΛM ,β(sθ) et soit sηM l’unique représentation irréductible
de sJ

1(β,ΛM) contenant sθM . Considérons κ̂ une β-extension de sη à Ĵo(β,Λ) et
soit κ̂M une β-extension de sηM à Ĵo(β,ΛM) compatible avec κ̂. Soit ρ l’inflation
à Ĵo(β,Λ) d’une représentation irréductible de Ĵo(β,Λ)/sJ

1(β,Λ) et posons ϑ =

κ̂⊗ ρ. Posons ĴoΛ,ΛM = P̂ o(ΛoE)sJ
1(β,ΛM). Alors on peut considérer ρ comme une

représentation de ĴoΛ,ΛM puisque ĴoΛ,ΛM/sJ
1(β,ΛM ) est isomorphe à P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛM

oE
)

dont P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛoE) est un quotient. Posons ϑM = κ̂M |Ĵo
Λ,ΛM

⊗ ρ. La proposition

suivante est similaire à [42, Proposition 7.1].

Proposition 4.20. Nous avons un isomorphisme canonique d’algèbres

H(Ĝ, Ĵo(β,Λ), ϑ) ' H(Ĝ, ĴoΛ,ΛM , ϑM)

tel que si le support de φ ∈ H(Ĝ, Ĵo(β,Λ), ϑ) est Ĵo(β,Λ)x̂Ĵo(β,Λ), pour x̂ ∈
Ĝβ, alors le support de la fonction correspondante φM ∈ H(Ĝ, ĴoΛ,ΛM , ϑM) est
ĴoΛ,ΛM x̂Ĵ

o
Λ,ΛM .

Démonstration. La démonstration de [42, Proposition 7.1] s’applique car elle s’appuie
sur les deux propriétés suivantes :
• la proposition 3.15 ;
• et la propriété d’intersection simple [42, Lemme 2.6], soit ici :

t−1(P1(Λ))x̂t−1(P1(Λ)) ∩ Ĝβ = t−1(P1(ΛoE))x̂t−1(P1(ΛoE)), pour x̂ ∈ Ĝβ.

Considérons ρ comme une représentation irréductible de P̂ o(ΛoE). Alors l’argument
de la démonstration de [42, Proposition 7.2] dans lequel on utilise l’irréductibilité de
la restriction de κ̂M à P̂ (ΛoE)sJ

1(β,ΛM) reste encore valide. Nous avons donc un
énoncé analogue.

Proposition 4.21. Il y a un isomorphisme d’algèbres

H(Ĵ(β,ΛM), ĴoΛ,ΛM , ϑM) ' H(P̂ (ΛM
oE

), P̂ o(ΛoE), ρ)
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tel que si le support de φ ∈ H(Ĵ(β,ΛM), ĴoΛ,ΛM , ϑM) est ĴoΛ,ΛM x̂Ĵ
o
Λ,ΛM , pour x̂ ∈

P̂ (ΛM
oE

), alors le support de la fonction correspondante φβ ∈ H(P̂ (ΛM
oE

), P̂ o(ΛoE), ρ)

est P̂ o(ΛoE)x̂P̂ o(ΛoE).

Remarquer que l’argument de [42, Proposition 7.2] (après [13, Lemme 5.6.3])
fonctionne de manière générale. Nous avons donc un énoncé plus général qui est utile
pour la suite.

Lemme 4.22. Soit G un groupe profini. Soient H un sous-groupe fermé de G et
K un sous-groupe ouvert de G tels que G = HK et H normalise K. Soit H ′ un
sous-groupe normal d’indice fini de H et soit G′ = H ′K. Soit ρ l’inflation d’une
représentation irréductible du quotient H/H ′ ' G/G′ et soit κ une représentation
irréductible de G telle que κ|K est irréductible. Alors nous avons un isomorphisme
d’algèbres

H(G,G′, κ|G′ ⊗ ρ) ' H(H,H ′, ρ)

qui préserve support de fonctions : si φH ∈ H(H,H ′, ρ) a pour support H ′yH ′, pour
y ∈ H, alors la fonction correspondante φG ∈ H(G,G′, κ|G′ ⊗ ρ) a pour support
G′yG′.

Comme dans le cas des groupes classiques, appliquant le lemme 4.17 pour K =
Ĵo(β,Λ), nous avons un isomorphisme d’algèbres qui préserve le support des fonctions

H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) ' H(Ĝ, Ĵo(β,Λ), ϑ).

Alors nous avons une injection d’algèbres analogue à l’injection [42, (7.3)].

Corollaire 4.23. Nous avons une injection d’algèbres

H(P̂ (ΛM
oE

), P̂ o(ΛoE), ρ) ↪→ H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ )

telle que si le support de φβ ∈ H(P̂ (ΛM
oE

), P̂ o(ΛoE), ρ) est P̂ o(ΛoE)x̂P̂ o(ΛoE), pour
x̂ ∈ P̂ (ΛM

oE
), alors le support de la fonction correspondante φP̂ ∈ H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) est

Ĵo
P̂
x̂Ĵo

P̂
.

4.3.3 Des éléments de groupe de Weyl

Suivant [42, §6.2], nous cherchons les éléments correspondant à sj,k, sj et s$j
pour Ĝ. Nous respectons donc les hypothèses et les notations de loc. cit. Alors nous
avons une strate semi-simple autoduale gauche [Λ, n, 0, β] avec la décomposition
orthogonale associée V =⊥li=1 V

i et une décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j)

subordonnée à la strate et telle que, pour tout j 6= 0, il existe un unique entier i = ij
tel que W (j) ⊆ V i et que a0(Λ

(j)) ∩ B(j) est un oEi-ordre maximal dans B(j). La
dernière condition entraîne que, pour j 6= 0, il existe un unique entier qj = qj(Λ) tel
que

(i) Λ(qj) ∩W (j) ⊇ Λ(qj + 1) ∩W (j) ;
(ii) −ei/2 ≤ qj ≤ ei/2, où ei = e(Λi|oEi) est la oEi-période de la suite de réseaux

Λi ;
(iii) qj > −ei/2 si j > 0 et qj < ei/2 si j < 0.
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Quitte à renuméroter, nous pouvons supposer que qj ≥ 0 pour j > 0 et que, pour
0 < j < k ≤ m, soit ij < ik soit ij = ik et qj ≤ qk (voir loc. cit.). Remarquons de
plus que i−j = ij et q−j = −qj pour tout j 6= 0.

Soit B(j), pour j 6= 0, une oEi-base ordonnée de W (j) choisie comme dans loc. cit.,
où i = ij. C’est-à-dire, pour j > 0, B(j) = {vj,1, . . . , vj,dj} est une oEi-base ordonnée
pour le réseaux Λ(j)(0) et B(−j) = {v−j,1, . . . , v−j,dj} est une oEi-base ordonnée pour
le réseau Λ(−j)(1) vérifiant

hi(vj,p, v−j,q) =

{
$i si p = q,

0 sinon,

où $i est une uniformisante fixée de Ei telle que $i = (−1)e(Ei/Ei,0)−1$i. Pour
j, k 6= 0 tels que ij = ik = i et dim EiW

(j) = dim EiW
(k), on note Ij,k l’élément de Bi

qui envoie la base ordonnée B(k) sur la base ordonnée B(j) et ⊕k′ 6=kW (k′) sur 0.
Avec les éléments Ij,k, Shaun Stevens a défini dans loc. cit. des éléments sj,k, sj

et s$j de groupe de Weyl dans G+
β . Précisément, pour j, k > 0 tels que ij = ik = i et

dim EiW
(j) = dim EiW

(k), il pose

sj,k = Ij,k + Ik,j + I−k,−j + I−j,−k +
∑

t6=±j,±k

It,t

et, pour tout j > 0, il pose

sj = I−j,j + (−1)e(Ei/Ei,0)−1Ij,−j +
∑
t6=±j

It,t,

s$j = $−1
i I−j,j +$iIj,−j +

∑
t6=±j

It,t.

Remarquons que sj,k ∈ Gβ et que sj, s$j ∈ Gβ si et seulement si dim F (W (j)) est
paire. De plus, d’après [42, Lemme 6.7], pour j, k > 0 distincts tels que ij = ik = i et
dim EiW

(j) = dim EiW
(k), on a

(i) sj,k ∈ P (ΛoE) si et seulement si qj(Λ) = qk(Λ) ;
(ii) sj ∈ P+(ΛoE) si et seulement si qj(Λ) = ei/2 ; s$j ∈ P+(ΛoE) si et seulement

si qj(Λ) = 0.
Remarquons aussi que si [ΛM , nM , 0, β] est une strate semi-simple autoduale gauche
de même décomposition associée V =⊥li=1 V

i telle que b0(ΛM) contient b0(Λ) alors
la décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j) est aussi subordonnée à [ΛM , nM , 0, β]
et les éléments sj,k, sj et s$j sont les mêmes (voir [42, fin de la page 333]).

Pour relever les éléments sj,k, sj et s$j , nous devrons déterminer d’abord leur
norme spinorielle (ces éléments ne sont pas toujours dans G donc on calcule ici des
valeurs de l’homomorphisme sn sur G+ comme dans le remarque 2.5).

Proposition 4.24. Dans la situation au-dessus, pour tout j > 0, posons i = ij et
dj = dim EiW

(j). Alors
(i) pour k > 0 tel que ik = i et dim EiW

(k) = dj,

sn(sj,k) =

{
(−1)dj mod (F×)2 si Ei = Ei,0 = F,

1 mod (F×)2 sinon;
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(ii) si dj est paire, sn(sj) = sn(s$j ) = 1 mod (F×)2 ;
(iii) si dj impaire et Ei/Ei,0 ramifiée,

sn(sj) = 1 mod (F×)2 et sn(s$j ) = NormEi/F ($i) mod (F×)2;

(iv) si dj impaire et Ei/Ei,0 non ramifiée,

sn(sj) = sn(s$j ) = NormEi/F (δ) mod (F×)2, où δ ∈ E×i tel que δ = −δ;

(v) si dj impaire et Ei = Ei,0 = F ,

sn(sj) = −2$F mod (F×)2 et sn(s$j ) = −2 mod (F×)2.

Corollaire 4.25. Dans le cas (iv) ci-dessus, on modifie la définition de sj et s$j en
les remplaçant respectivement par δjsj et δ−1

j s$j où

δj = δIj,j − δ−1I−j,−j +
∑
t6=±j

It,t

avec δ ∈ E×i tel que δ = −δ et νΛ(δ) = 0. Les nouveaux éléments sj et s$j ainsi
définis sont de norme spinorielle 1.

Démonstration. Avec les hypothèses données, nous avons

det Eisj,k = 1, det Eisj = (−1)dj(−1)dj(e(Ei/Ei,0)−1) et det Eis
$
j = (−1)dj .

Alors toutes les affirmations avec Ei/Ei,0 quadratique sont obtenues en appliquant
l’égalité 2.7 et la proposition 2.22.

Dans le cas Ei = Ei,0 = F , appliquant la proposition 2.10, on obtient d’abord

sn(sj,k) = (−1)dj mod (F×)2.

Remarquons que, dans ce cas,

sj =

dj∏
k=1

svj,k−v−j,k ,

où svj,k−v−j,k est la réflexion de V définie par le vecteur vj,k − v−j,k. Par définition de
la norme spinoriellle, nous avons

sn(sj) =

dj∏
k=1

q(vj,k − v−j,k) = (−2$F )dj mod (F×)2.

De plus, appliquant encore la proposition 2.10, nous avons sn(sjs
$
j ) = $

dj
F mod (F×)2

et donc sn(s$j ) = (−2)dj mod (F×)2. La démonstration est complète.

Nous pouvons maintenant relever les éléments sj,k, sj et s$j . Puisque leur norme
spinorielle n’est pas toujours triviale, nous devrons les relever dans le groupe de
Clifford Γ. Nous prenons une image inverse ŝj,k (respectivement ŝj, ŝ$j ) dans Γ par
l’homomorphisme tΓ de sj,k (respectivement sj, s$j ) de manière que si sj,k (respec-
tivement sj, s$j ) appartient à O′(h) alors ŝj,k (respectivement ŝj, ŝ$j ) appartient à
Ĝ.
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4.3.4 Entrelacement

Poursuivons avec la situation de la section précédente et supposons de plus
que V = ⊕mj=−mW (j) est exactement subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β] au sens
de [42, Définition 6.5], c’est-à-dire, elle est proprement subordonnée à la strate
et a0(Λ

(0)) ∩ B(0) est un oE-ordre autodual maximal dans B(0) et, pour chaque
j 6= 0, il existe un unique entier i tel que V i contient W (j) et a0(Λ

(j)) ∩ B(j) est
un oEi-ordre maximal dans B(j). Comme dans les sections précédentes, notons L
le sous-groupe de Levi de G qui stabilise la décomposition et soit P = LU un
sous-groupe parabolique de G de facteur de Levi L et de radical unipotent U . Notons
aussi L̂ = t−1(L ∩O′(h)), P̂ = L̂sU les sous-groupes correspondants dans Ĝ.

Pour chaque j, 0 < j ≤ m, la conjugaison par l’élément ŝj joue le rôle de
l’involution σj sur L définie par sj dans [42, §6.3]. Soit κ̂ = κ ◦ t|Ĵ(β,Λ) une β-
extension standard i.e. relativement à MΛ. Nous avons les objets ĴP̂ , κ̂P̂ , . . . comme
dans les sections précédentes. Noter que κ est aussi une β-extension standard et que,
si ij = ik = i pour j, k 6= 0 et si dim EiW

(j) = dim EiW
(k) alors W (j) et W (k) sont

compagnons par rapport à MΛ au sens de [42, Définition 6.8].
Bien que l’intersection ĴP̂ ∩ L̂ (ou Ĵo

P̂
∩ L̂) n’ait pas de décomposition en produit

direct, nous pouvons obtenir un résultat analogue à [42, Corollaire 6.10] car κ̂P̂
factorise par κP .

Proposition 4.26. Pour 0 < j, k ≤ m, les éléments ŝj et ŝj,k normalisent κ̂P̂ |Ĵo
P̂
∩L̂.

Démonstration. D’après [42], on a

JP ∩ L = J(β,Λ) ∩ L ' J(β(0),Λ(0))×
m∏
j=1

J̃(β(j),Λ(j))

et

κP |JP∩L = κ(0) ⊗
m⊗
j=1

κ̃(j),

où κ(0) est une représentation irréductible de J(β(0),Λ(0)) et κ̃(j) est une représentation
irréductible de J̃(β(j),Λ(j)). De plus, d’après [42, Corollaire 6.10], pour 1 ≤ j, k ≤ m,
on a κ̃(j) ◦ σj ' κ̃(j) et le conjugué de sj,k induit un isomorphisme κ̃(j) ' κ̃(k). Cela
implique que les éléments sj, sj,k normalisent κP |JP∩L. De plus, ils normalisent aussi
O′(h). Puisque κ̂P̂ factorise par κP , les éléments ŝj, ŝj,k normalisent κ̂P̂ |Ĵ

P̂
∩L̂.

Rappelons que ĴP̂ = (Ĵ(β,Λ) ∩ L̂)sJ
1
P̂
et que Ĵ(β,Λ) = (Ĵ(β,Λ) ∩ L̂)sJ

1(β,Λ).
Par ailleurs, d’après [42, Lemme 6.9], les conjugaisons par sj et par sj,k laissent
stable JP ∩ L. En particulier, elles laissent stable son radical unipotent J1

P ∩ L. Cela
implique que les éléments ŝj, ŝj,k normalisent sJ

1
P ∩ L̂. L’isomorphisme induit sur le

quotient ĴP̂ ∩ L̂/sJ1
P ∩ L̂ préserve la composante connexe et donc ils normalisent

Ĵo
P̂
∩ L̂. D’où la proposition.

Suivons toujours les notations de [42]. Pour 1 ≤ i ≤ l, soit B(i,0) une Ei-base
autoduale de W (i,0) = V i ∩W (0) scindant Λ(i,0) = 1(0)Λi et posons Bi = B(i,0) ∪⋃
j:ij=i

B(j). Alors Bi est une Ei-base de V i scindant Λi. Soit T̃Ei le stabilisateur dans
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G̃βi = AutEi(V i) de la décomposition V i = ⊕v∈BiEiv. Notons TE = T̃E ∩ Gβ avec
T̃E =

∏l
i=1 T̃Ei . Soit N le normalisateur de TE dans Gβ. Alors N̂ = t−1(N ∩O′(h))

est le normalisateur de T̂E = t−1(TE ∩O′(h)) dans Ĝβ.

Proposition 4.27 (cf. [42, Proposition 6.14]). Soit ŵ un élément de t−1
Γ (N). Si ŵ

normalise P̂ o(ΛoE) ∩ L̂ alors il normalise κ̂P̂ |Ĵo(β,Λ)∩L̂ et entrelace κ̂P̂ |Ĵo
P̂

.

Démonstration. Supposons que ŵ normalise P̂ o(ΛoE) ∩ L̂. Alors il normalise aussi
le radical pro-p-unipotent sP1(ΛoE) ∩ L̂. Cela implique que w = tΓ(ŵ) normalise
P1(ΛoE)∩L. En particulier, w permute les blocs de la décomposition V = ⊕mj=−mW (j).
En multipliant w par des éléments sj et des éléments sj,k, on obtient w′ qui est dans
L et qui normalise P1(ΛoE) ∩ L. Alors, on trouve que w est un élément décrit dans
la démonstration de [42, Proposition 6.14] à un élément de P (ΛoE) ∩ L ∩N près. Un
élément de P (ΛoE) ∩ L ∩N normalise toujours κP car κ est une β-extension et ses
images inverses dans Γ ont les propriétés voulues.

D’après loc. cit., w a une composante zéro w(0) = 1(0)w1(0) et une composante qui
est un produit d’un élément diagonal en blocs z avec z(j) = 1(j)z1(j), pour 1 ≤ j ≤ m,
un scalaire non nul dans Eij et d’un produit d’éléments sj et d’éléments sj,k. D’après
la proposition 4.26, les éléments ŝj et les éléments ŝj,k normalisent κ̂P̂ |Ĵo(β,Λ)∩L̂. On
va voir dans le lemme 4.30 que les relèvements dans Γ de l’élément diagonal en blocs
z centralisent le groupe et donc normalisent la représentation.

La composante zéro w(0) normalise P o(Λ
(0)
oE ). Cela implique qu’elle appartient à

P (Λ
(0)
oE ) (à moins que le groupe considéré dans W (0) soit isomorphe à SOF (1, 1), c’est-

à-dire, à F×, la propriété voulue étant alors immédiate). Alors les relèvements dans Γ

de w(0) normalisent P̂ (ΛoE)∩L̂. Par l’argument de la proposition 4.26, ces relèvements
normalisent κ̂P̂ |Ĵo(β,Λ)∩L̂. Finalement, on voit que ŵ normalise κ̂P̂ |Ĵo(β,Λ)∩L̂.

Avec l’unicité des sections homomorphes des pro-p-sous-groupes, l’argument de
loc. cit. dans lequel on utilise la décomposition d’Iwahori de Ĵo(β,Λ) montre que ŵ
entrelace κ̂P̂ |Ĵo

P̂

.

Posons N̂Λ = {ŵ ∈ N̂ : ŵ normalise P̂ o(ΛoE) ∩ L̂} et notons DΛ le sous-groupe
de Gβ engendré par les éléments diagonaux par blocs z où z(j) = 1(j)z1(j), pour
1 ≤ j ≤ m, est un scalaire non nul dans Eij . Remarquons que t(ŵ)|⊕j 6=0W (j) , avec
ŵ ∈ N̂Λ, peut s’écrire comme un produit d’un élément z ∈ DΛ et d’une matrice de
permutation par blocs.

Supposons toujours que κ̂ est une β-extension standard à Ĵo(β,Λ). Posons
ϑP̂ = κ̂P̂ ⊗ ρ, où κ̂P̂ est la représentation de Ĵo

P̂
définie comme précédemment

et ρ est l’inflation à Ĵo
P̂

d’une représentation irréductible cuspidale du quotient
Ĵo
P̂
/sJ

1
P̂
. Comme [42, Proposition 6.15], nous avons

Proposition 4.28. IĜ(ϑP̂ ) ⊆ Ĵo
P̂
N̂ΛĴ

o
P̂
.

Démonstration. C’est identique à la démonstration de [42, Proposition 6.15] (similaire
à celle du théorème 3.21). Supposons g ∈ Ĝ entrelace ϑP̂ . Nous pouvons supposer
g ∈ Ĝβ puisque ρ est triviale sur sJ

1
P̂
et donc g ∈ IĜ(sηP̂ ) = sJ

1
P̂
ĜβsJ

1
P̂
.
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On peut supposer de plus que g est un représentant distingué de double classe pour
P̂ o(ΛoE) \ Ĝβ/P̂

o(ΛoE) au sens de [26, §3.10] puisque Ĝβ ∩ ĴoP̂ = P̂ o(ΛoE) contient un
sous-groupe d’Iwahori P̂ o(Λm

oE
) de Ĝβ, où Λm est une suite autoduale de oE-réseaux

telle que b0(Λm) soit un oE-ordre autodual minimal contenu dans b0(Λ).
L’argument de [13, Proposition 5.3.2] dans lequel on utilise les propositions 4.16

et 4.19 montre que g entrelace la restriction de ρ à sP
1(ΛoE) qui est le radical

pro-p-unipotent du sous-groupe d’Iwahori P̂ o(ΛoE) de Ĝβ. Cela implique g ∈ N̂Λ,
d’après [42, Proposition 1.1].

Posons N̂Λ(ρ) = {g ∈ N̂Λ : gρ ' ρ}. Alors par le même argument que [42,
Corollaire 6.16], nous avons

Corollaire 4.29. IĜ(ϑP̂ ) ⊆ Ĵo
P̂
N̂Λ(ρ)Ĵo

P̂
.

Le groupe DΛ est central dans L ∩Gβ. Nous allons voir que notre situation est
analogue.

Lemme 4.30. Le groupe t−1
Γ (DΛ) ⊂ Γ est central dans Ĝβ ∩ L̂. En particulier, il

normalise la représentation ρ.

Démonstration. Pour tout d̂ ∈ t−1
Γ (DΛ) et pour tout g ∈ Ĝβ ∩ L̂, nous avons

[d̂, g] ∈ Ĝ ∩ ker (tΓ) = {±1}.

Par ailleurs, d’après [38, Théorème 3.14 (d)], le groupe Ĝβ ∩ L̂ est connexe en tant
que groupe algébrique. De plus, comme Ĝβ ∩ L̂ et t−1

Γ (DΛ) sont deux sous-groupes
fermés de Γ+, le groupe engendré par leurs commutateurs est connexe, d’après [36,
Corollaire 2.2.8 (i)], et donc il est trivial. Cela implique que tout élément de t−1

Γ (DΛ)

centralise Ĝβ ∩ L̂. En particulier, t−1
Γ (DΛ) normalise ρ.

4.4 Types cuspidaux

4.4.1 Partie de niveau zéro

Par le théorème 4.13, nous avons montré que toute représentation irréductible
supercuspidale de niveau positif de Ĝ contient un caractère semi-simple gauche relevé
sθ ∈ sC(Λ, 0, β) pour une certaine strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans g.

Soit π une représentation lisse irréductible de Ĝ et supposons qu’il existe une
paire ([Λ, n, 0, β], sθ) comportant une strate semi-simple gauche [Λ, n, 0, β] dans g et
un caractère semi-simple gauche relevé sθ ∈ sC(Λ, 0, β) telle que la restriction de π
à sH

1(β,Λ) contient sθ. Supposons de plus que, pour β fixé, nous avons choisi une
paire pour laquelle le sous-groupe parahorique P̂ o(ΛoE) est minimal parmi les telles
paires.

Rappelons que le pro-p-sous-groupe sP1(ΛoE) est le radical pro-p-unipotent de
P̂ o(ΛoE) et que l’on a une suite exacte

1→ sP1(ΛoE)→ P̂ o(ΛoE)→M → 1,
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où M est le groupe des points rationnels d’un groupe réductif connexe défini sur un
corps fini (§1.3.4). Cette suite exacte induit la suite exacte suivante

1→ sJ
1(β,Λ)→ Ĵo(β,Λ)→M → 1.

Puisqu’il n’y a qu’une unique représentation irréductible sη de sJ1 = sJ
1(β,Λ) qui

contient sθ, la restriction de π à sJ
1 contient sη et donc π contient une représentation

irréductible ϑ de Ĵo = Ĵo(β,Λ) dont la restriction à sJ
1 contient sη. Comme sη se

prolonge à Ĵo, la représentation ϑ est de la forme ϑ = κ̂⊗ ρ, où κ̂ est une certaine β-
extension standard de sη et ρ est l’inflation d’une certaine représentation irréductible
ρ de M .

Lemme 4.31 (cf. [42, Lemme 7.4]). Dans la situation au-dessus, la représentation
ρ est cuspidale.

Démonstration. Comme dans [42, Lemme 7.4], on va montrer ce lemme par l’absurde.
Supposons, au contraire, que ρ n’est pas cuspidale. Alors il existe un sous-groupe
parabolique propre P de M de radical unipotent U tel que la restriction de ρ à
U contient le caractère trivial. Rappelons qu’il y a une bijection canonique entre
l’ensemble des sous-groupes paraboliques de M et l’ensemble des sous-groupes
parahoriques de Ĝβ qui sont contenus dans P̂ o(ΛoE) (§1.3.4). Par cette bijection, il
existe une suite autoduale de oE-réseaux Λ′ telle que P̂ o(Λ′oE) est un sous-groupe
propre de P̂ o(ΛoE) et son image sous l’homomorphisme P̂ o(ΛoE) → M est P. De
plus, l’image de sP1(Λ′oE) sous cet homomorphisme est U .

Par l’argument de [42, Lemme 2.8], on peut trouver une suite autoduale de
oE-réseaux Λ′′ telle que P̂ o(Λ′′oE) = P̂ o(Λ′oE) et a0(Λ

′′) ⊆ a0(Λ). Il existe donc un
entier n′′ tel que [Λ′′, n′′, 0, β] est une strate semi-simple gauche dans g. Posons
sθ
′′ = τΛ,Λ′′,β(sθ) et soit sη

′′ la représentation irréductible de sJ
1(β,Λ′′) contenant

sθ
′′. Puisque ρ|

sP1(Λ′′oE )sJ1 contient le caractère trivial, π contient κ̂|
sP1(Λ′′oE )sJ1 . Par

[42, Lemme 7.5], avec le fait que sη
′′ et κ̂ se factorisent par t et que, par restriction, t

induit des isomorphismes sur les pro-p sous-groupes, sη′′ et κ̂|sP1(Λ′′oE )sJ1 induisent à
sP1(Λ′′oE) les représentations irréductibles équivalentes. Cela implique que π contient
sη
′′ et donc elle contient aussi sθ′′. C’est contraire à la minimalité de P̂ o(ΛoE).

4.4.2 Stratégie de la démonstration

Nous voulons montrer que, avec la paire (Ĵo, ϑ) au-dessus, nous pouvons obtenir
des types cuspidaux contenus dans π. Nous utilisons la démonstration par l’absurde
comme [42] : Supposons dans toute la suite soit que le sous-groupe para-
horique P̂ o(ΛoE) n’est pas maximal dans Ĝβ soit que le centre de Ĝβ n’est
pas compact. Nous devons donc montrer que π n’est pas supercuspidale.

Soit [Λ′, n′, 0, β] une autre strate semi-simple gauche dans g telle que MΛ′ = MΛ,
P̂ o(Λ′oE) = P̂ o(ΛoE) et b0(Λ

′) ⊆ b0(Λ). Posons sθ
′ = τΛ,Λ′,β(sθ) et soit sη

′ l’unique
représentation irréductible de sJ1(β,Λ′) contenant sθ′. Soit κ̂′ la β-extension standard
de sη′ compatible avec κ̂ et soit ρ′ l’inflation à Ĵo(β,Λ′) d’une composante irréductible
de la restriction de ρ à Ĵo(β,Λ′)/sJ1(β,Λ). Posons ϑ′ = κ̂′ ⊗ ρ′. Alors l’argument de
[42, Lemme 7.7] montre que π contient ϑ′.
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Nous pouvons donc supposer que pour la paire que nous avons choisie b0(Λ) est
minimal parmi toutes les paires ([Λ′, n′, 0, β], sθ

′) telles que P̂ o(Λ′oE) = P̂ o(ΛoE) et que
π contienne sθ

′. En particulier, b0(Λ) n’est pas un oE-ordre autodual maximal dans
B. Alors il existe une décomposition autoduale V = ⊕mj=−mW (j), avec m ≥ 1, qui est
exactement subordonnée à la strate [Λ, n, 0, β]. Nous allons utiliser la numérotation
et les notations comme précédemment, en particulier, π contient les représentations
ϑP̂ de Ĵo

P̂
, où P̂ est un sous-groupe parabolique de Ĝ de facteur de Levi L̂ qui est le

stabilisateur dans Ĝ de la décomposition.
Pour montrer que π n’est pas supercuspidale, on utilise la méthode de “paire

couvrante” de Bushnell-Kutzko, c’est-à-dire, on fabrique une paire couvrante et puis
un module de Jacquet non nul. Suivant [42, §7.2], nous voulons montrer que (Ĵo

P̂
, ϑP̂ ),

pour un certain sous-groupe parabolique de Ĝ de facteur de Levi L̂, est une paire
couvrante voulue. Par définition de Ĵo

P̂
et de ϑP̂ , notre paire (Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) est une paire

décomposée. Il nous reste donc à trouver un sous-groupe de Levi L̂M de Ĝ contenant
L̂ et un sous-groupe parabolique P̂M de facteur de Levi L̂M tels qu’il existe un
élément du centre de L̂M qui est portement positif relativement à (Ĵo

P̂
, P̂M) et qui

supporte un élément inversible de l’algèbre de Hecke H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ). Nous avons donc

besoin de déterminer l’entrelacement de ϑP̂ dans Ĝ. Avec le corollaire 4.29 et le
lemme 4.30, il nous reste à étudier l’entrelacement de ρ dans le sous-groupe engendré
par les éléments ŝj et ŝj,k.

Contrairement au cas des groupes classiques, le quotient P̂ o(λoE)/sP1(ΛoE) '
Ĵo(β,Λ)/sJ

1(β,Λ) n’a pas de décomposition en produit direct et donc la représen-
tation ρ n’a pas de décomposition en produit tensoriel. Cela entraîne une difficulté
suplémentaire : il peut arriver qu’il existe des éléments ŝj qui ne normalisent pas ρ
mais leur produit normalise ρ. Nous allons voir cette situation dans l’exemple de la
sous section qui suit.

Nous voulions suivre la stratégie de [42, §7.2]. Cependant, à cause de la difficulté
présentée au-dessus, nous avons des situations plus compliquées et dans certains cas,
nous n’arrivons pas à résoudre le problème. Nous présentons dans la suite plusieurs
cas. D’abord, nous allons considérer dans cette sous-section le cas dont l’hypothèse
est la même que dans [42, §7.2.1] pour préciser un des problèmes qui se pose.

Supposons donc qu’il existe un indice k > 0 tel que ρŝk 6' ρ. Posons

J = {k} ∪ {0 < j ≤ m : ρŝj,k ' ρ} ∪ {−j : 0 < j ≤ m et ρŝj ŝj,k(ŝj)
¯1 ' ρ}.

Cet ensemble est semblable à l’ensemble J de loc. cit. Pour 1 ≤ j ≤ m, si j ∈ J ou
−j ∈ J , alors ρŝj 6' ρ. Cependant, contrairement au cas des groupes classiques, il
peut arriver qu’il existe une indice j telle que ±j ∈ J . En effet, nous allons voir, dans
l’exemple de la sous section qui suit, qu’il peut arriver que ρŝk 6' ρ, ρŝj,k ' ρ, ρŝk ŝj ' ρ.
Noter que sjsj,k = sj,ksk et donc ŝj ŝj,k et ŝj,kŝk ne diffèrent que d’un scalaire. De
plus, sj et s−1

j ne diffèrent que d’un élément de DΛ, donc ŝj et ŝj−1 ne diffèrent que
d’un élément de tΓ(DΛ) qui normalise ρ. Dans une telle situation :

ρŝj ŝj,k(ŝj)
¯1 ' ρŝj ŝj,k ŝj = ρŝj,k ŝk ŝj ' ρŝk ŝj ' ρ.

On distingue deux cas :
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Cas 1 : on a −j 6∈ J pour tout j ∈ J . Dans ce cas, nous n’avons pas réussi à trouver
un sous-groupe de Levi voulu. Nous avions espéré suivre loc. cit. Cependant, cet
argument ne fonctionne pas. En effet, posons −J = {−j : j ∈ J}, J0 = {−m ≤ j ≤
m : ±j 6∈ J} et

Y1 =
⊕
j∈J

W (j), Y0 =
⊕
j∈J0

W (j), Y−1 =
⊕
j∈−J

W (j).

Alors V = Y1 ⊕ Y0 ⊕ Y−1 est une décomposition proprement subordonnée à la strate.
Soit L̂M le sous-groupe de Levi de Ĝ qui stabilise cette décomposition. Il pourrait
arriver qu’il existe un produit d’éléments ŝj, ŝ$j , ... qui normalise ρ mais n’appartient
pas à L̂M . Nous ne savons pas si IĜ(ϑP̂ ) est contenu dans Ĵo

P̂
L̂M Ĵo

P̂
.

Cas 2 : il existe un indice j > 0 tel que ±j ∈ J . Avec les calculs au-dessus, on
voit que cette condition implique que le produit ŝkŝj normalise la représentation
ρ. Remarquons que la norme spinorielle de sksj (et de s$k s$j ) est triviale. Prenons
ŝksj (respectivement ŝ$k s$j ) une image inverse dans Ĝ de sksj (respectivement s$k s$j ).
Alors ŝksj et ŝ$k s$j normalisent aussi ρ. Suivant [42, cas (ii), page 350], nous pouvons
fabriquer une paire couvrante voulue.

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer j < k (donc qj < qk par
notre numérotation). Pour simplifier, quitte à renuméroter, nous pouvons supposer
que k = m et j = m − 1. Il faut faire attention que la convention antérieure de
numérotation peut n’être plus respectée, cependant, nous avons toujours qm−1 < qm.

Notons i = im et, pour q = 0, 1, Mi
q la suite autoduale de oEi-réseaux dans V i

définie par

Mi
0(2k + r) =

{
$k
i Λ

i(1− ei/2) pour r = 0,

$k
i Λ

i(ei/2) pour r = 1

et

Mi
1(2k + r) =

{
$k
FΛ1(1− qm−1) pour r = 0,

$k
FΛ1(qm−1) pour r = 1,

Alors b0(M
i
q), pour q = 0, 1, sont deux oEi-ordre autoduaux maximaux contenant

b0(Λ
i) et, si on pose Mq = Mi

q ⊕
⊕

k 6=i Λ
k, alors qm−1(M

i
0) = qm(Mi

0) = 0 et
qm−1(M

i
1) = qm(Mi

1) = e(Mi
1|oEi)/2 puisque qm−1(Λ

i) < qm(Λi) < e(Λi|oEi)/2 et,
d’après [42, fin de §6.2], qm−1(M

i
1) et qm(Mi

1) appartiennent à {0, e(Mi
1|oEi)/2}.

D’après [42, Lemme 6.7], cela entraîne sm, sm−1 ∈ P+(M1) et s$m, s$m−1 ∈ P+(M0).
Ainsi nous avons smsm−1 ∈ P (M1) et s$ms$m−1 ∈ P (M0).

Soit P̂ le stabilisateur dans Ĝ du drapeau

{0} ⊆ W (−m) ⊆ · · · ⊆
k⊕

j=−m

W (j) ⊆ · · · ⊆
m⊕

j=−m

= V.

C’est un sous-groupe parabolique de Ĝ de facteur de Levi L̂. Notons sU le radical
unipotent de P̂ et sU

− le radical unipotent de l’opposé de P̂ relativement à L̂.
Remarquons que U = t(sU) et U− = t(sU

−) sont respectivement le radical unipotent
du stabilisateur P dans G du drapeau et de son opposé relativement à L.
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Comme [42, cas (ii), page 350], les analogues de [42, Lemme 7.11] et [42, Corollaire
7.12] restent vrais si on remplace sm et s$m par smsm−1 et s$ms$m−1. Cela se transporte
par t et par les sections homomorphes uniques de U et de U−. Nous avons donc

Lemme 4.32. Ĵo
P̂

̂smsm−1Ĵ
o
P̂

̂s$ms$m−1Ĵ
o
P̂

= Ĵo
P̂
ζ̂ Ĵo

P̂
, avec ζ̂ = ̂smsm−1 ̂s$ms$m−1, et, pour

k ≥ 0, nous avons
(i) ζ̂k(Ĵo

P̂
∩ sU)ζ̂−k ⊆ Ĵo

P̂
∩ sU ;

(i) ζ̂k(Ĵo
P̂
∩ sU

−)ζ̂−k ⊆ Ĵo
P̂
∩ sU

− ;
(i) ζ̂k(Ĵo

P̂
∩ L̂)ζ̂−k ⊆ Ĵo

P̂
∩ L̂.

En particulier, pour k1, k2 ≥ 0, Ĵo
P̂
ζ̂k1 Ĵo

P̂
ζ̂k2 Ĵo

P̂
= Ĵo

P̂
ζ̂k1+k2 Ĵo

P̂
.

Nous pouvons maintenant suivre la construction de [42, §7.2.2, page 349]. Pour
q = 0, 1, nous prenons une β-extension κ̂q de sη à Ĵo(β,Λ) compatible avec une
certaine β-extension standard de Ĵo(β,Mq). Analogue à [42, Corollaire 6.13], nous
avons κ̂q ' κ̂⊗χq, où χq est un caractère normalisé par tous les éléments ŝj, 1 ≤ j ≤ m.
En posant ρq = ρ ⊗ χ−1

q , nous avons ϑ = κ̂q ⊗ ρq. L’argument de [42, §7.2.2, page
349] dans lequel on utilise [26, Théorème 7.12] et l’injection d’algèbres du corollaire
4.23 nous donne deux éléments inversibles T ̂smsm−1

et T ̂s$ms$m−1
de H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) qui

sont de support Ĵo
P̂

̂smsm−1Ĵ
o
P̂
et Ĵo

P̂
̂s$ms$m−1Ĵ

o
P̂
, respectivement. Avec le lemme 4.32,

S = (T ̂smsm−1
∗ T ̂s$ms$m−1

)e(Ei/F ), où e(Ei/F ) est l’indice de ramification de Ei sur F ,

est un élément inversible de H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) de support Ĵo

P̂
ζ̂ ′Ĵo

P̂
, avec ζ̂ ′ = ζ̂e(Ei/F ).

Posons maintenant

Y1 = W (m) ⊕W (m−1), Y0 =
⊕

j 6=±m,±(m−1)

W (j) et Y−1 = W (−m) ⊕W (1−m).

Alors la décomposition autoduale V = Y1 ⊕ Y0 ⊕ Y−1 est proprement subordonnée à
la strate [Λ, n, 0, β]. Notons L̂M le stabilisateur dans Ĝ de cette décomposition. Soit
P̂M un sous-groupe parabolique de Ĝ de facteur de Levi L̂M et contenant P̂ . Alors
nous avons un énoncé similaire à [42, Proposition 7.13] :

Proposition 4.33. (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante de (Ĵo

P̂
∩ L̂M , ϑP̂ |Ĵo

P̂
∩L̂M ) relati-

vement à (P̂M , Ĵo
P̂

). En particulier, la représentation π n’est pas supercuspidale.

Démonstration. Avec le lemme 4.5 et le lemme 4.32, cette démonstration est totale-
ment identique à celle de [42, Proposition 7.13].

4.4.3 Un exemple

Considérons le cas où Ĝ = Ĝβ = SpinF (2, 2) et donc G = Gβ = SOF (2, 2).
Revenons utiliser les calculs et les notations de l’exemple 2.1.4. En particulier, nous
avons un tore déployé maximal T̂ avec un paramétrage :

F× × F× 3 (a, b) 7→ ψ(a)ϕ2(b) ∈ T̂ .

Supposons de plus que V = Fv1 ⊕ Fv2 ⊕ Fv−2 ⊕ Fv−1 est la décomposition exac-
tement subordonnée à la strate. Noter que T̂ est le stabilisateur dans Ĝ de cette
décomposition.



82 Chapitre 4. Problème d’exhaustivité

Soient ŝ1 et ŝ2 respectivement une image inverse dans Γ de

s1 =


1

1
1

1

 et s2 =


1

1
1

1

 .

Nous pouvons, par exemple, prendre ŝ1 = (v1 − v−1 ) et ŝ2 = (v2 − v−2 ). Remarquons
que ŝ1 et ŝ2 ne sont pas dans Ĝ mais la conjugaison par ces éléments ne dépend
pas des relèvements choisis. Par des calculs simples, nous vérifions que, pour tout
a, b ∈ F×, nous avons

(e.1) ŝ1ψ(a)ŝ1
−1 = ψ1(a−1)ψ2(a) ; ψ2(a) = aψ2(a−1)ϕ2(a) et donc

ŝ1ψ(a)ŝ1
−1 = ψ(a−1)ϕ2(a);

(e.2) ŝ2ψ(a)ŝ2
−1 = ψ1(a)ψ2(a−1) ; ψ1(a) = aϕ1(a)ψ1(a−1) et donc

ŝ2ψ(a)ŝ2
−1 = ϕ1(a)ψ(a−1);

(e.3) ψ(a)ϕ2(b) = ψ(ab2)ϕ1(b−1).
Soit ŝ1,2 une image inverse dans Γ+ de

s1,2 =


1

1
1

1

 .

Par exemple, nous pouvons prendre

ŝ1,2 =
[
(v1 + v−1 )− (v2 + v−2 )

] [
(v1 − v−1 )− (v2 − v−2 )

]
.

Nous pouvons vérifier que, pour tout a, b ∈ F×,
(e.4) ŝ1,2ϕ2(b)ŝ1,2

−1 = ϕ1(b) ;
(e.5) ŝ1,2ψ1(a)ŝ1,2

−1 = ψ2(a); ŝ1,2ψ2(a)ŝ1,2
−1 = ψ1(a) et donc

ŝ1,2ψ(a)ŝ1,2
−1 = ψ(a).

Soit ρ un caractère de T̂ . Alors ρ peut s’écrire

ρ(ψ(a)ϕ2(b)) = ξ(a)χ(b), pour a, b ∈ F×.
Avec les calculs au-dessus, nous pouvons voir que

(e.6) ρŝ1(ψ(a)ϕ2(b)) = (ξ−1χ)(a)χ(b), pour tout a, b ∈ F×, et donc
ρŝ1 = ρ⇔ χ = ξ2;

(e.7) ρŝ2(ψ(a)ϕ2(b)) = (ξχ−1)(a)χ−1(b), pour tout a, b ∈ F×, et donc
ρŝ2 = ρ⇔ χ = 1;

(e.8) ρŝ1,2(ψ(a)ϕ2(b)) = ξ(ab2)χ−1(b), pour tout a, b ∈ F×, et donc
ρŝ1,2 = ρ⇔ ξ2 = χ2;

(e.9) ρŝ1ŝ2(ψ(a)ϕ2(b)) = ξ−1(a)χ−1(b), pour tout a, b ∈ F×, et donc
ρŝ1ŝ2 = ρ⇔ ξ2 = χ2 = 1.

On voit très bien dans cet exemple que même si ŝ1 et ŝ2 ne normalisent pas ρ,
leur produit ŝ1ŝ2 peut normaliser ρ.
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4.4.4 Les cas semblables aux cas des groupes classiques

Dans cette sous section, nous étudions des cas qui sont semblables à des cas pour
les groupes classiques.

Cas 1 : Supposons que le centre de Ĝβ n’est pas compact. Alors, nous avons
Gβ1 = SOF (1, 1) et donc Gβ ⊆ L (voir [25, §3.3]). Cela implique Ĝβ ⊆ L̂. Alors
le corollaire 4.29 implique IĜ(ϑP̂ ) ⊆ Ĵo

P̂
L̂Ĵo

P̂
. Appliquant [14, Théorème 7.2], nous

voyons que (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante de (Ĵo

P̂
∩ L̂, ϑP̂ )|Ĵo

P̂
∩L̂) relativement à

(Ĵo
P̂
, P̂ ). En particulier, la représentation π n’est pas supercuspidale, d’après [14,

Théorème 7.9].

Cas 2 : Supposons qu’il existe un indice 1 ≤ j ≤ m tel que ŝj normalise ρ et que les
éléments ŝj et ŝ$j appartiennent à Ĝ. Pour cette situation, nous pouvons appliquer
la construction de [42, page 349]. Nous renvoyons au cas 2.1 de la sous section 4.4.5
ci-dessous pour les détails tout à fait similaires. En particulier, nous pouvons montrer
que π n’est pas supercuspidale.

Cas 3 : Supposons que, pour tout 1 ≤ j ≤ m, Eij = F , la dimension dj = dim F (W (j))
est impaire et ŝj normalise ρ.

Si de plus on a m ≥ 2 alors en remarquant que smsm−1 et s$ms$m−1 sont de norme
spinorielle 1, on peut utiliser la construction du cas 2 de la sous section 4.4.2. En
particulier, on peut montrer que π n’est pas supercuspidale.

Si m = 1, nous n’avons pas réussi à montrer que (P̂ o
P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante.

4.4.5 Cas ramifié

Supposons qu’il existe un indice 1 ≤ k ≤ m tel que Ei/Ei,0, où i = ik, est une
extension quadratique ramifiée.

Proposition 4.34. Avec cette hypothèse, (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante et, en

particulier, la représentation π n’est pas supercuspidale.

D’après [42], on a

P (ΛoE) ∩ L ' P (Λ(0)
oE

)×
m∏
j=1

P̃ (Λ(j)
oE

).

Posons
P̂ (
⊕
j 6=±k

Λ(j)
oE

) = t−1(P (Λ(0)
oE

)×
∏
j 6=k

P̃ (Λ(j)
oE

)).

Proposition 4.35. P̂ (ΛoE) ∩ L̂ ' P̃ (Λ
(k)
oE )× P̂ (

⊕
j 6=±k Λ

(j)
oE ).

Démonstration. Notons d = dk = dim EiW
(k). Remarquons que, comme la décom-

position est exactement subordonnée à la strate, P̃ (Λ
(k)
oE ) est un sous-groupe ouvert

compact maximal de AutEi(W (k)) ' GLd(Ei) et donc P̃ (Λ
(k)
oE ) ' GLd(oEi). De plus,
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GLd(oEi) se plonge dans P (ΛoE) ∩ L par l’injection

ι : g 7→ ι(g) =

g I
g−1

 .

Nous avons sn(ι(g)) = NormEi/F (det Ei(g)) mod (F×)2. Par ailleurs, puisque Ei/Ei,0
est ramifiée, nous avons det Ei(g) ∈ o×Ei = o×Ei,0(1 + pEi) pour tout g ∈ GLd(oEi).
Alors sn(ι(g)) = 1 mod (F×)2 pour tout g ∈ GLd(oEi). Autrement dit,

ι(GLd(oEi)) ⊂ O′(h).

Maintenant il suffit de montrer qu’il existe une section homomorphe de ι(GLd(oEi))
dans P̂ (ΛoE) ∩ L̂. Nous avons

GLd(oEi) = TEi n SLd(oEi),

où TEi est le sous-groupe de GLd(oEi) défini par

TEi =



x

1
. . .

1

 : x ∈ o×Ei

 .

D’abord, nous allons voir qu’il existe une unique section homomorphe s au-dessus
de ι(SLd(oEi)). En effet, sur une clôture algébrique F de F , nous avons des groupes
algébriques Ĝ, G et une suite exacte (voir la section 2.1.1) :

1→ {±1} → Ĝ
t→ G→ 1.

Le groupe de Levi L est le groupe des F -points du groupe

L = SOF (W (0) ⊗F F )×
m∏
j=1

GLF (W (j) ⊗F F ).

En tant que groupe algébrique, SLF (W (k) ⊗F F ) est simplement connexe. Il existe
donc une unique section homomorphe de ι(SLF (W (k) ⊗F F )) dans L̂ = t−1(L) ⊂ Ĝ.
Revenons aux groupes des F -points, il existe une section homomorphe de ι(SLF (W (k)))

dans L̂. De plus, SLF (W (k)) est engendré par ses sous-groupes pro-p unipotent, donc
cette section est unique. Cela implique l’existence d’une section homomorphe s de
ι(SLd(oEi)) dans P̂ (ΛoE)∩ L̂. Pour montrer l’unicité de s, on suppose que s et s′ sont
deux sections homomorphes de ι(SLd(oEi)). On considère l’application

τ : SLd(oEi)→ Ĝ, x 7→ s(ι(x))s′(ι(x))−1.

Il est facile de voir que τ est un homomorphisme d’image {±1}. Noter que s et s′
coïncident (donc τ est trivial) sur le pro-p radical unipotent de ι(SLd(oEi)). Passer
au quotient, nous avons un homomorphisme

τ : SLd(kEi)→ {±1}

qui est trivial sur les transvections et donc trivial. Alors τ est trivial et donc s et s′
coïncident.
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Lemme 4.36. Il existe une section homomorphe ψ au-dessus de ι(TEi).

Démonstration. Sans perte de généralité, nous allons écrire comme d = 1 pour
simplifier les notations. On peut aussi oublier les blocs j 6= ±k. Alors

TEi = o×Ei = µqEi−1(Ei)(1 + pEi),

où qEi = |kEi | est le cardinal de kEi et µqEi−1(Ei) est le groupe des racines (qEi−1)ième

de l’unité de Ei. Comme 1 + pEi est un pro-p-groupe, il existe une unique section
homomorphe au-dessus de ι(1+pEi). Alors il suffit de montrer qu’il existe une section
homomorphe sur ι(µqEi−1(Ei)). Puisque Ei/Ei,0 est ramifiée, nous pouvons écrire

W (k) = Eiv = Ei,0v ⊕ Ei,0$Eiv et W (−k) = Eiv
− = Ei,0v

− ⊕ Ei,0$Eiv
−,

où v, v− sont deux vecteurs des bases choisis pour définir les éléments de groupe de
Weyl sk, s$k , . . . . Posons

v1 = v; v2 = $Eiv; v−2 =
−1

2
$−2
Ei
v−; v−1 =

1

2
$−1
Ei
v−.

Ces quatre vecteurs forment une Ei,0-base de Witt de l’espace W (k) ⊕W (−k) relati-
vement à la forme bilinéaire symétrique hi,0 définie par

hi,0(x, y) = trEi/Ei,0(hi(x, y)),∀x, y ∈ W (k) ⊕W (−k).

Posons aussi
V1 = Ei,0v1 ⊕ Ei,0v−1 et V2 = Ei,0v2 ⊕ Ei,0v−2.

Alors W (k) ⊕W (−k) = V1 ⊥ V2 comme Ei,0-espace vectoriel. Pour i = 1, 2, notons
Γ+(Vi) le sous-groupe de Γ+ engendré par les vecteurs non-isotropes de Vi.

Noter que µqEi−1(Ei) = µq−1(Ei,0) est un groupe cyclique d’ordre q − 1, où
q = qEi,0 . Avec la Ei,0-base de Witt au-dessus, pour tout x ∈ µq−1(Ei,0), on a

ι(x) =


x

x
x−1

x−1

 .

Soit a un générateur du groupe cyclique µq−1(Ei,0) et soit ϕ1(a) un élément quelconque
de Γ+(V1) tel que

tΓ(ϕ1(a)) =


a

1
1

a−1

 .

Pour i = 1, 2 . . . , q − 1, posons ϕ1(a
i) = ϕ1(a)i. Alors, pour 0 ≤ i, j ≤ q − 2, nous

avons

ϕ1(a)i+j =

{
ϕ1(ai+j), si i+ j ≤ q − 2;

ϕ1(a)q−1ϕ1(ai+j), si i+ j > q − 2.
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Noter que tΓ(ϕ1(a)q−1) = 1 donc c = ϕ1(a)q−1 ∈ F×.
Par ailleurs, on voit que sk(v1) ∈ Ei,0v−2 et sk(v−1) = v2. Alors sk induit un

isomorphisme

Γ+(V1)
∼−→ Γ+(V2)

x 7→ ŝkx(ŝk)
−1.

Posons ϕ2(a) = ŝkϕ1(a)−1(ŝk)
−1 ∈ Γ+(V2). Alors, on a

tΓ(ϕ2(a)) = sk


a−1

1
1

a

 s−1
k =


1

a
a−1

1

 .

De même, on pose ϕ2(ai) = ϕ2(a)i pour i = 1, 2, . . . , q − 1. Alors on a aussi

ϕ2(a)i+j =

{
ϕ1(ai+j), si i+ j ≤ q − 2;

ϕ2(a)q−1ϕ1(ai+j), si i+ j > q − 2,

et ϕ2(a)q−1 = c−1. Posons

ϕ(a) = ϕ1(a)ϕ2(a) ∈ Ĝ.

et
ϕ(ai) = ϕ(a)i, pour i = 1, 2, . . . , q − 1.

Alors on voit facilement que ϕ est un homomorphisme sur µqEi−1(Ei) = µq−1(Ei,0).
En particulier, nous avons une section homomorphe voulue sur ι(µqEi−1(Ei)).

Revenons à la démonstration de la proposition 4.35, pour chaque t ∈ TEi et pour
chaque g ∈ SLd(oEi), posons

Ψ(ι(tg)) = ψ(ι(t))s(ι(g)),

où s est l’unique section homomorphe de ι(SLd(oEi)) et où ψ est la section homo-
morphe de ι(TEi) définie dans le lemme précédent. Puisque TEi normalise SLd(oEi)
et s est unique, il est facile de voir que Ψ est un homomorphisme de ι(GLd(oEi))
dans P̂ (ΛoE) ∩ L̂. La démonstration est complète.

Notons sP1(
⊕

j 6=±k Λ
(j)
oE ) le radical pro-p unipotent de P̂ (

⊕
j 6=±k Λ

(j)
oE ). Alors nous

avons une conséquence directe du lemme précédent.

Corollaire 4.37. P̂ (ΛoE)/sP1(ΛoE) ' GLd(kEi)× P̂ (
⊕

j 6=±k Λ
(j)
oE )/sP1(

⊕
j 6=±k Λ

(j)
oE ).

En particulier, nous avons

P̂ o(ΛoE) ∩ L̂ ' P̃ (Λ(k)
oE

)× P̂ o(
⊕
j 6=±k

Λ(j)
oE

).
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Remarque 4.38. La section homomorphe Ψ de ι(GLd(oEi)) dans la démonstration
de la proposition 4.35 n’est pas unique. Cependant, elle ne dépend que du choix de la
section homomorphe ϕ de ι(µqEi−1(Ei)) dans la démonstration du lemme 4.36. Avec
la section ϕ choisie, on peut voir que ŝkψ(a)(ŝk)

−1 = ψ(a−1). Cela implique que

ŝkΨ(ι(g))(ŝk)
−1 = Ψ(skι(g)s−1

k ), pour tout g ∈ GLd(oEi). (4.1)

Généralement, si on pose Jrm l’ensemble des indices 1 ≤ j ≤ m tels que Eij/Eij ,0
est une extension quadratique ramifiée alors on a

P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛoE) '
∏
k∈Jrm

GLdk(kEik )× P̂ o(
⊕
j 6∈Jrm

Λ(j)
oE

)/sP1(
⊕
j 6∈Jrm

Λ(j)
oE

)

et
P̂ o(ΛoE) ∩ L̂ '

∏
k∈Jrm

P̃ (Λ(k)
oE

)× P̂ o(
⊕
j 6∈Jrm

Λ(j)
oE

).

Également, nous pouvons écrire

ρ =

(⊗
k∈Jrm

ρ̃
(k)

)
⊗ ρ0,

où ρ̃
(k)

est une représentation cuspidale de GLdk(kEik ), pour k ∈ Jrm, et ρ0 est une
représentation cuspidale de

P̂ o(
⊕
j 6∈Jrm

Λ(j)
oE

)/sP1(
⊕
j 6∈Jrm

Λ(j)
oE

).

La notation ρ̃(k), pour k ∈ Jrm, désigne une représentation irréductible de P̃ (Λ
(k)
oE )

ou de J̃(β(k),Λ(k)).
Comme dans le cas des groupes classiques, la conjugaison par sj induit une

involution σj sur G̃(j) = AutF (W (j)). Noter que, pour k ∈ Jrm, l’élément ŝk normalise
ρ si et seulement si σk fixe ρ̃(k). Dans cette situation, nous pouvons suivre la stratégie
de [42, §7.2] mais il y a encore des détails plus compliqués. On distingue deux cas.

Cas 1 : Supposons qu’il existe un indice k ∈ Jrm tel que ρ̃(k) ◦ σk 6' ρ̃(k). Dans ce
cas, on peut utiliser la construction de [42, §7.2.1] en remplaçant l’ensemble J par

J = {j ∈ Jrm : ρ̃(j) ' ρ̃(k)} ∪ {−j : j ∈ Jrm et ρ̃(j) ◦ σj ' ρ̃(k)}.

Par cette construction, nous trouverons un sous-groupe de Levi L̂M de Ĝ conte-
nant L̂ et tel que N̂Λ(ρ) ⊆ L̂M . D’après le corollaire 4.29, cela entraîne IĜ(ϑP̂ ) ⊆
Ĵo
P̂
L̂M Ĵo

P̂
. Alors, d’après [14, Théorème 7.2], (Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) est une paire couvrante de

(Ĵo
P̂
∩ L̂M , ϑP̂ |Ĵo

P̂
∩L̂M ) relativement à (P̂M , Ĵo

P̂
). Comme la représentation π contient

ϑP̂ , elle n’est donc pas supercuspidale, d’après [14, Théorème 7.9].

Cas 2 : Nous supposons maintenant que ρ̃(j) ◦ σj ' ρ̃(j), pour tout j ∈ Jrm. Dans ce
cas, on distingue deux situations.
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Cas 2.1 : il existe k ∈ Jrm tel que ŝk et ŝ$k appartiennent à Ĝ. Quitte à renuméroter,
on peut supposer que k = m. Dans cette situation, on peut utiliser la construction
de [42, page 349]. Précisément, on fixe un choix du sous-groupe parabolique P̂ de Ĝ
(comme dans le cas 2 de la sous section 4.4.2 au-dessus) : le stabilisateur dans Ĝ du
drapeau

{0} ⊆ W (−m) ⊆ · · · ⊆
k⊕

j=−m

W (j) ⊆ · · · ⊆
m⊕

j=−m

= V.

Alors [42, Lemme 7.11] et [42, Corollaire 7.12] se transportent par l’homomorphisme
t et par les sections homomorphes uniques de sU et de sU

−. En particulier, on a

Lemme 4.39. Ĵo
P̂
ŝmĴ

o
P̂
ŝ$mĴ

o
P̂

= Ĵo
P̂
ζ̂ Ĵo

P̂
, avec ζ̂ = ŝmŝ$m, et, pour k ≥ 0, nous avons

(i) ζ̂k(Ĵo
P̂
∩ sU)ζ̂−k ⊆ Ĵo

P̂
∩ sU ;

(i) ζ̂k(Ĵo
P̂
∩ sU

−)ζ̂−k ⊆ Ĵo
P̂
∩ sU

− ;
(i) ζ̂k(Ĵo

P̂
∩ L̂)ζ̂−k ⊆ Ĵo

P̂
∩ L̂.

En particulier, pour k1, k2 ≥ 0, Ĵo
P̂
ζ̂k1 Ĵo

P̂
ζ̂k2 Ĵo

P̂
= Ĵo

P̂
ζ̂k1+k2 Ĵo

P̂
.

Notons i = im. Soit M0 la suite de oE-réseaux dans V définie comme dans le
cas 2 de la sous section 4.4.2. Alors s$m ∈ P+(M0). Nous définissons une autre suite
autoduale Mi

2 de oEi-réseaux dans V i par

Mi
2(2k + r) =

{
$k
i Λ

i(1− qm) pour r = 0,

$k
i Λ

i(qm) pour r = 1.

Alors b0(M
i
2) est un oEi-ordre autodual maximal contenant b0(Λ

i) et, si on pose
M2 = Mi

2 ⊕
⊕

k 6=i Λ
k, alors, comme précédemment, sm ∈ P+(M2).

Comme dans le cas 2 de la sous section 4.4.2, en utilisant [26, Théorème 7.12] et
l’injection d’algèbres du corollaire 4.23 nous trouverons deux éléments inversibles
Tŝm et Tŝ$m de H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) qui sont de support Ĵo

P̂
ŝmĴ

o
P̂
et Ĵo

P̂
ŝ$mĴ

o
P̂
, respectivement.

Avec le lemme 4.39, S = (Tŝm ∗ Tŝ$m)e(Ei/F ), où e(Ei/F ) est l’indice de ramification
de Ei sur F , est un élément inversible de H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) de support Ĵo

P̂
ζ̂ ′Ĵo

P̂
, avec

ζ̂ ′ = ζ̂e(Ei/F ). Maintenant, nous posons

Y1 = W (m), Y0 =
⊕
j 6=±m

W (j) et Y−1 = W (−m).

Alors, par l’argument du cas 2 de la sous section 4.4.2, on voit que (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une

paire couvrante et donc la représentation π n’est pas supercuspidale.

Cas 2.2 : pour tout j ∈ Jrm, l’élément s$j n’est pas de norme spinorielle 1. Dans ce
cas, pour tout j ∈ Jrm, la dimension dj = dim Eij

W (j) est impaire (voir la proposition

4.24). De plus, puisque ŝj normalise ρ, pour tout j ∈ Jrm, la représentation ρ̃
(j)

est
une représentation cuspidale autoduale de GLdj (kEij ). Cela implique dj = 1, ∀j ∈ Jrm,
d’après [1].

S’il existe deux indices j et k dans Jrm tels que ij = ik, alors on utilise la
construction du cas 2 de la sous section 4.4.2 et on voit que (Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) est une paire

couvrante. On peut donc supposer que, pour tout j, k ∈ Jrm, si j 6= k alors ij 6= ik.
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Quitte à renuméroter, on peut supposer que m ∈ Jrm. En particulier, nous avons
ŝm ∈ Ĝ et ŝ$m 6∈ Ĝ. L’argument du cas 2.1 au-dessus nous donne un élément inversible
Tŝm de H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) de support Ĵo

P̂
ŝmĴ

o
P̂
. Cependant, cet argument ne fonctionne

plus avec l’élément ŝ$m.
Remarquons, dans ce cas, que ŝ$m ∈ Γ+ car s$m ∈ G. Nous devrons donc nous

déplacer dans Γ+. Rappelons que nous avons une suite exacte

1→ F×
j→ Γ+ tΓ→ G→ 1.

Notons R = j(F×). Alors RĴo
P̂
est un sous-groupe ouvert de Γ+. Noter que F× =

$Z
FµqF−1(F )(1 + pF ), où qF = |kF | et µqF−1(F ) est le groupe des racines (qF − 1)ième

de l’unité de F . Nous définissons un caractère χ de R de sorte qu’il est trivial si
ϑP̂ est triviale sur le centre de Ĝ et que, sinon, il est trivial sur j($Z

F (1 + pF )) et
sa restriction sur j(µqF−1(F )) est un homomorphisme injectif. Alors ϑP̂ ⊗ χ est une
représentation de RĴo

P̂
. Il est facile de vérifier le lemme suivant :

Lemme 4.40. L’application qui, à chaque φ ∈ H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ), fait correspondre la

fonction φχ ∈ H(RĜ,RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) définie par φχ(ξg) = χ(ξ)φ(g), pour tout ξ ∈ R

et tout g ∈ Ĵo
P̂
, est un isomorphisme d’algèbres,

H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) ' H(RĜ,RĴo

P̂
, ϑP̂ ⊗ χ),

qui préserve le support : si φ ∈ H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est supportée sur Ĵo

P̂
yĴo

P̂
, pour y ∈

Ĝ, alors la fonction correspondante φχ ∈ H(RĜ,RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) est supportée sur

RĴo
P̂
yĴo

P̂
. L’inverse de cet isomorphisme est la restriction à Ĝ des fonctions de

H(RĜ,RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ).

Avec l’isomorphisme du lemme précédent, nous avons une injection d’algèbres
préservant le support :

H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) ' H(RĜ,RĴo

P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) ↪→ H(Γ+, RĴo

P̂
, ϑP̂ ⊗ χ).

Nous notons aussi Tŝm l’image dans H(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) de Tŝm ∈ H(Ĝ, Ĵo

P̂
, ϑP̂ ) par

cette injection. En particulier, Tŝm est un élément inversible de H(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ)

qui a pour support RĴo
P̂
ŝmĴ

o
P̂
.

Soit M0 la suite des réseaux définie comme dans le cas 1.2 au-dessus. En particu-
lier, nous avons s$m ∈ P (M0,oE). Soit κ̂M la β-extension de Ĵo(β,M0) compatible à
κ̂. Posons ĴoΛ,M0

= P̂ o(ΛoE)sJ
1(β,M0). Noter que l’on peut voir ρ comme une repré-

sentation de ĴoΛ,M0
puisque ĴoΛ,M0

/sJ
1(β,M0) est isomorphe à P̂ o(ΛoE)/sP1(M0,oE)

qui contient P̂ o(ΛoE)/sP1(ΛoE) comme un quotient. Posons

ϑ′ = (κ̂M |ĴoΛ,M0

)⊗ ρ.

Comme dans la proposition 4.20, l’argument de [42, Proposition 7.1] nous donne un
isomorphisme canonique d’algèbres

H(Γ+, RĴo(β,Λ), ϑ⊗ χ) ' H(Γ+, RĴoΛ,M0
, ϑ′ ⊗ χ)
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qui préserve le support des fonctions : si φ ∈ H(Γ+, RĴo(β,Λ), ϑ ⊗ χ) a pour
support RĴo(β,Λ)yĴo(β,Λ) pour y ∈ t−1

Γ (Gβ), alors la fonction correspondante φ′ a
pour support RĴoΛ,M0

yĴoΛ,M0
. Par le lemme 4.22, nous avons aussi un isomorphisme

d’algèbres préservant le support

H(t−1
Γ (P (M0,oE)), RP̂ o(ΛoE), ρ⊗ χ) ' H(t−1

Γ (J(β,M0)), RĴoΛ,M0
, ϑ′ ⊗ χ).

De plus, l’argument de [42, Lemme 6.1] de nouveau nous donne un isomorphisme
préservant le support d’algèbres de Hecke

H(Γ+, RĴo(β,Λ), ϑ⊗ χ) ' H(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ).

Mettant ensemble les isomorphismes d’algèbres au-dessus, nous avons une injection
d’algèbres de Hecke (similaire à [42, injection (7.3)])

H(t−1
Γ (P (M0,oE)), RP̂ o(ΛoE), ρ⊗ χ) ↪→ H(Γ+, RĴo

P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) (4.2)

qui préserve le support des fonctions : si φβ ∈ H(t−1
Γ (P (M0,oE)), RP̂ o(ΛoE), ρ ⊗

ξ) est de support RP̂ o(ΛoE)yP̂ o(ΛoE), pour y ∈ t−1
Γ (P (M0,oE)), alors la fonction

correspondante φ ∈ H(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) est de support RĴo

P̂
yĴo

P̂
.

Puisque ŝ$m normalise ρ, il existe une fonction Tŝ$m dans l’algèbre de Hecke
H(t−1

Γ (P (M0,oE)), RP̂ o(ΛoE), ρ ⊗ χ) de support RP̂ o(ΛoE)ŝ$mP̂
o(ΛoE). Cet élément

est uniquement déterminé à un scalaire près. De plus Tŝ$m(ŝ$m)Tŝ$m((ŝ$m)−1) est un
scalaire non nul.

Lemme 4.41. Tŝ$m est un élément inversible de H(t−1
Γ (P (M0,oE)), RP̂ o(ΛoE), ρ⊗χ).

Démonstration. Il s’agit du calcul du carré T 2
ŝ$m
. Noter que ŝ$m et son inverse ne

diffèrent que d’un élément du centre R. Le support, supp(T 2
ŝ$m

), de T 2
ŝ$m

est donc
contenu dans

RP̂ o(ΛoE)ŝ$mP̂
o(ΛoE)(ŝ$m)−1P̂ o(ΛoE).

Notons que ce support est une réunion de doubles classes de RP̂ o(ΛoE) dans
t−1
Γ (P (M0,oE)). Comme

RP̂ o(ΛoE)ŝ$mP̂
o(ΛoE)(ŝ$m)−1P̂ o(ΛoE) ⊆ RĜ,

alors supp(T 2
ŝ$m

) est une réunion de doubles classes de RP̂ o(ΛoE) dans RP̂ (M0,oE) =

t−1
Γ (P (M0,oE)) ∩RĜ.

Par ailleurs, avec la proposition 4.29, on voit que supp(T 2
ŝ$m

) est contenu dans

RP̂ o(ΛoE) ∪
[
RP̂ o(ΛoE)ŝ$mP̂

o(ΛoE)
]

et donc dans RP̂ o(ΛoE) car
[
RP̂ o(ΛoE)ŝ$mP̂

o(ΛoE)
]
∩ RĜ = ∅. Calculons la valeur

de T 2
ŝ$m

en 1, nous avons

T 2
ŝ$m

(1) =

∫
RP̂ o(ΛoE

)ŝ$mP̂
o(ΛoE

)

Tŝ$m(x)Tŝ$m(x−1)dx.
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C’est un scalaire non nul car Tŝ$m(ŝ$m)Tŝ$m((ŝ$m)−1) est un scalaire non nul. Cela
implique que Tŝ$m est un élément inversible et il ne diffère de son inverse que d’un
scalaire.

Notons aussi Tŝ$m l’image dansH(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂⊗χ) de Tŝ$m par l’injection d’algèbres

(4.2). C’est donc un élément inversible de support RĴo
P̂
ŝ$mĴ

o
P̂
. Considérons maintenant

la convolution Tŝm ∗ Tŝ$m . C’est un élément inversible dans H(Γ+, RĴo
P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) car

les deux facteurs sont inversibles. En particulier, avec le lemme 4.39, le carré de cette
convolution est un élément inversible de H(RĜ,RĴo

P̂
, ϑP̂ ⊗ χ) de support RĴo

P̂
ζ̂2Ĵo

P̂
.

Notons S l’image de (Tŝm∗Tŝ$m)2 dansH(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) par l’isomorphisme du lemme 4.40.

Alors S est un élément inversible de H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) de support Ĵo

P̂
ζ̂2Ĵo

P̂
. En particulier,

Se(Ei/F ) est aussi un élément inversible de H(Ĝ, Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) de support Ĵo

P̂
ζ̂ ′Ĵo

P̂
, avec

ζ̂ ′ = ζ̂2e(Ei/F ). Comme dans le cas précédent, cela implique que (Ĵo
P̂
, ϑP̂ ) est une paire

couvrante et donc π n’est pas supercuspidale.
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