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Résumé

Nous étudions les (-extensions dans un groupe classique p-adique et obtenons une
relation entre certaines (3-extensions a ’aide d’une représentation de Weil. Nous en
donnons une application a I’étude des points de réductibilité de certaines induites
paraboliques.
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Introduction

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire. Soit Gy un
groupe symplectique, spécial orthogonal ou unitaire sur F' (sur le corps des points fixes
d’une involution sur F' dans le cas unitaire) et, pour n € N, soit G, le groupe classique de
méme nature que Gy ayant un sous-groupe parabolique maximal P, de facteur de Levi M,
isomorphe a GL(n, F') x Gy. Soit o une représentation supercuspidale irréductible de Gy et
7 une représentation supercuspidale irréductible de GL(n, F).

L’étude des points de réductibilité de la représentation induite indg:ﬂdet |*®o, ou tradi-
tionnellement le parametre s est réel, joue un role important en théorie des représentations,
aussi bien, depuis plus de trente ans, dans la classification des représentations lisses irréducti-
bles de GG, et la détermination de son dual unitaire, que plus récemment dans 1’étude de
la correspondance de Langlands. La représentation induite ci-dessus, normalisée, est tou-
jours irréductible si 7 n’est pas autoduale (au sens approprié du paragraphe 3.2) ; si 7
est autoduale, dans presque tous les cas ses points de réductibilité sont soit s = 0, soit
s = j:%. D’apres les travaux de Moeglin, I'ensemble Red(o) des paires (7, s), formées d'une
représentation supercuspidale autoduale irréductible  d’un groupe GL(n, F) et d'un nombre
réel s > 1, telles que la représentation induite indlc_-’::ﬂdet |* ® o soit réductible détermine
le L-paquet auquel appartient o et son image dans la correspondance de Langlands ; cet
ensemble est fini et sa taille est connue.

Or la théorie des types et paires couvrantes est un outil puissant d’étude de telles induites,
qui permet de traiter le cas, échappant aux méthodes traditionnelles, des représentations non
génériques, et qui surtout devrait aboutir a une description explicite de Red (o), donc du L-
paquet de o et de son image dans la correspondance de Langlands, en fonction du type (ou
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d’un type) attaché a 0. Ce programme, initié dans l'article fondateur [6], est techniquement
assez difficile puisque pour obtenir Red(c) il faut partir d'un type (J,,A,) pour o, d'un
type (jm 5\77) pour une représentation supercuspidale autoduale irréductible 7 d’un groupe
GL(n, F') et déterminer :

(i) une paire couvrante (J,\) de (J; X Jy, Ar @ \y) dans Gy,
(ii) la structure de l'algebre de Hecke associée H(Gp, A) ;

(iii) les points de réductibilité complexes de l'induite ci-dessus via des équivalences de
catégories transformant Pinduction parabolique en induction des H(M,, Ar @ Ay))-
modules en H(G,,, A)-modules (voir le paragraphe 3.2, essentiellement indépendant du
reste de l'article). Un type pour 7 est insensible & la torsion par un caractére non
ramifié, c’est pourquoi le parametre s varie ici dans C ; cela revient a étudier ensemble
deux représentations induites a parametre réel (§3.2).

La faisabilité de ce programme est attestée par [1] qui le mene & son terme pour les sous-
groupes de Levi GL(1, F') x Sp(2, F) et GL(2, F') de Sp(4, F'). Dans un travail en cours avec
Guy Henniart et Shaun Stevens, nous le mettons en ceuvre pour déterminer explicitement
les L-paquets de Sp(4, F') en termes de types, a partir de la liste des types de représentations
supercuspidales génériques et non génériques de Sp(4, F') établie dans [4] (Gan et Takeda
décrivent ces L-paquets dans [8] par une méthode différente ne permettant pas une telle
explicitation).

Dans un groupe classique plus général et pour une représentation induite de la forme ci-
dessus, la construction d’une paire couvrante (i) a été effectuée dans certains cas particuliers :
le sous-groupe de Levi de Siegel d’un groupe symplectique dans [2], le sous-groupe de Levi
de Siegel d’un groupe classique dans [10] ou la structure théorique de I'algebre de Hecke
(ii) est déterminée, une représentation supercuspidale autoduale de niveau zéro du Levi de
Siegel d’'un groupe symplectique ou spécial orthogonal dans [13] qui donne en outre I’étude
de réductibilité (iii). Plus généralement, des paires couvrantes accompagnées de la structure
théorique de 1'algebre de Hecke associée sont fournies par [21], sous des hypotheses assez
larges, en particulier celles du paragraphe 3.1 ci-dessous, que nous supposerons vérifiées
dans la suite de cette introduction : il s’agit essentiellement de demander que 7 et o soient
attachées a des strates suffisamment “disjointes” du point de vue de la théorie des types et
a des caracteres semi-simples compatibles (cf. remarque 3.18).

Dans presque tous les cas qui nous intéressent ici, la structure théorique de 'algebre
de Hecke H(G,, ) obtenue est la méme : il s’agit d’une algebre de convolution a deux
générateurs Ty et 17 sur un groupe de Weyl affine qui ne dépend que de 7. Le générateur
T;, 7 = 0,1, est 'image par une injection d’algebres du générateur d’une algebre de Hecke
L; = H(G;, p;) de dimension 2, 'algebre d’entrelacements de l'induite parabolique d’une
représentation cuspidale d’un sous-groupe de Levi maximal M; dans un groupe réductif fini.
La connaissance de G; et p; doit permettre de calculer la relation quadratique satisfaite par
T; a laide des travaux de Lusztig (voir [13]). Ces deux relations quadratiques suffisent a
déterminer les parties réelles des points de réductibilité de la représentation induite considérée
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(83.2) et donc a prédire §'il s’agit d’une situation “ordinaire” avec réductibilités de parties
réelles 0 ou +3, ou d’une situation fournissant un élément de I'ensemble Red(o) cherché.

Mais le diable est dans les détails : p; est “la partie de niveau zéro du type A7, notion
a laquelle on ne peut donner un sens que “relativement a G;” (en prenant un peu de liberté
avec le vocabulaire). En effet p; est déterminée par une écriture du type A sous la forme
Ki ® p; ou K; est une [-extension relativement a G; [21]. 1l en résulte que p; n’est a priori
connue qu’a un caractere (éventuellement muni de propriétés supplémentaires) pres et la
structure de £; peut en dépendre (voir les exemples 2.36 et 3.16 et le paragraphe 3.4). C’est
pourquoi la réalisation du programme ci-dessus doit passer par une analyse approfondie de
la notion de [-extension, dont le présent article constitue une étape.

Une description plus précise des algebres £; qui, redisons-le, déterminent les parties
réelles des points de réductibilité de indIGD:ﬂdet |* ® o, fait apparaitre que leur dépendance
en o réside exclusivement dans la détermination de p;, ¢’est-a-dire dans la détermination des
[-extensions attachées a la situation, 'effet de o étant simplement de modifier le choix de
p; par torsion par un caractere. Il est naturel dans ces conditions de comparer les parties
réelles des points de réductibilité des induites indG 7|det |* ® o et indgzﬂdet |*, ou H,, est
le groupe classique de méme nature que GGy ayant un sous-groupe parabolique maximal @),
de facteur de Levi isomorphe a GL(n, F'). Comme on vient de le voir, cette comparaison se
ramene a une comparaison entre représentations cuspidales d’'un méme groupe fini pouvant
différer d’une torsion par un caractere.

C’est la détermination de ce caractere, intrinsequement lié a la notion de S-extension, qui
est ’enjeu du travail qui suit. Il s’agit en réalité de comparer (B-extensions dans le groupe G,
et (J-extensions dans son sous-groupe H,, x G. La solution est donnée dans le théoreme 2.35,
résultat principal de Particle. Elle est assez simple (si 'on omet d’énoncer les hypotheses et
notations) : les B-extensions considérées dans G,, et dans H, x G, different d'un caractere
qui est la signature d’une permutation explicite, 'action par conjugaison sur un groupe fini
attaché a la situation.

Revenons pour terminer a la motivation initiale : la description explicite de Red(o).
On s’attend a ce que les représentations autoduales 7 intervenant dans Red(o) présentent
une forte affinité, du point de vue des types, avec o (comme dans l’exemple final de [3] ou
la paire couvrante relative a m ® o est attachée a une strate simple et ou 'on obtient un
point de réductibilité de partie réelle 1). Or nous nous sommes placés dans une situation ou
au contraire, les strates sous-jacentes a m et ¢ sont supposées “disjointes” (hypotheéses du
paragraphe 3.1, cf remarque 3.18). De fait c’est dans le cas ou 7 est un caracteére autodual
de GL(1, F) et ou la strate semi-simple sous-jacente a o n’a pas de composante nulle que nos
résultats trouvent leur premiere application. Dans le cas symplectique, chaque algebre L;
est l'algebre d’entrelacement d’un caractere quadratique ou trivial du sous-groupe de Borel
de SL(2, kr) et 'on sait & quel point sa structure dépend de ce caractere (§3.4) : la signature
de la permutation du théoreme 2.35 détermine ici la ramification du caractere autodual 7
figurant dans Red (o).

L’article est divisé en trois parties : mise en place des propriétés des (-extensions ; cons-
truction d’une représentation de Weil permettant d’obtenir le caractere cherché ; application
a I’étude de réductibilité.
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La premiere partie est technique, centrée sur les notions fondamentales de bijection cano-
nique et de (-extension définies par Stevens dans [21]. Apres avoir rappelé les définitions
essentielles (§1.1), on donne au paragraphe 1.2 une caractérisation de la bijection canonique
en termes d’entrelacement. Le paragraphe 1.3 est consacré a la mise en place d’un foncteur de
restriction de Jacquet rp dans une situation légerement plus générale que celle de [21] (dont
il s'inspire largement, voir loc. cit. §5.3 et 6.1), ou le sous-groupe parabolique P est attaché
a une décomposition qui est subordonnée a la strate considérée, sans lui étre proprement
subordonnée. Le résultat essentiel (proposition 1.20) est démontré au paragraphe 1.4 : il
s’agit de la compatibilité entre le foncteur rp et la bijection canonique sur laquelle repose la
notion de (-extension.

La deuxieme partie, que 1'on décrit ici dans le contexte simplifié ci-dessus, part d’un
caractere semi-simple ¢ dans G, convenablement décomposé par rapport au sous-groupe
H, xGj et relie les représentations associées 1 et k dans G, a des objets analogues 1’ et £’ dans
H, x Gy (§2.1). La relation obtenue est précisée au paragraphe 2.2 a ’aide d’un foncteur de
restriction de Jacquet relatif a un sous-groupe parabolique de Levi GL(n, ') x Gy. On cons-
truit alors une représentation “de Weil” W telle que la famille finie des représentations x et
celle des k' soient reliées par k ~ W® k' (§2.3). Grace aux propriétés de cette représentation
de Weil, on montre, lorsque le caractere 0 est attaché a un ordre autodual maximal, que
la représentation k est une [-extension si et seulement si k’ en est une (§2.4). L’usage de
la compatibilité entre restriction de Jacquet et bijection canonique montrée en 1.4 aboutit
au théoreme 2.35, qui décrit le caractere par lequel different les J-extensions dans G, et
H, x G.

La troisieme partie se rapproche de la motivation initiale en expliquant comment les
résultats obtenus s’appliquent a I’étude de réductibilité. Nous commengons par résumer les
résultats de Stevens [21] dans le contexte simplifié d'une décomposition autoduale en trois
morceaux (§3.1, indépendant des deux premiéres parties). On y voit (corollaire 3.7) que la
notion de (3-extension est cruciale pour trouver les générateurs de l'algebre de Hecke de la
paire couvrante considérée. Nous détaillons ensuite le lien entre les relations quadratiques sa-
tisfaites par les deux générateurs d’une algebre de Hecke correspondant a notre situation et les
points de réductibilité des représentations induites associées (§3.2, proposition 3.12). Il reste
a tirer quelques conclusions : la comparaison des (-extensions dans G, et H,, X G faite dans le
théoreme 2.35 permet de comparer les algebres de Hecke associées, on passe des générateurs
de T'une a ceux de l'autre par torsion par des caractéres donnés par ce théoreme (§3.3,
proposition 3.17). Nous terminons par des exemples dans un groupe symplectique (§3.4),
illustrant la relation entre la notion essentielle de (-extension et les points de réductibilité
d’induites paraboliques.

Remerciements.  J’aimerais remercier Shaun Stevens pour m’avoir expliqué certaines subtilités
des caracteres semi-simples et B-extensions et pour ses commentaires d’une premiere version de ce
manuscrit, et Laure Blasco, Guy Henniart, Colette Mceglin et Shaun Stevens pour des discussions
trés stimulantes & différents stades de ce travail.
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Notations

On travaille dans cet article sur les objets définis par Shaun Stevens dans [21] et des articles
antérieurs, et qui trouvent leur origine dans [5] et [7]. On respecte autant que possible les
notations de [21], en les simplifiant parfois comme indiqué ci-dessous.

Soit. I un corps local non archimédien de caractéristique résiduelle impaire p muni d’un
automorphisme noté x — z d’ordre 1 ou 2 et de points fixes Fy. On note kp son corps
résiduel, de cardinal gr = ¢q. On considere le groupe classique G* des automorphismes d’un
espace vectoriel V' de dimension finie sur F' conservant une forme e-hermitienne (relativement
a Pautomorphisme z — Z, avec € = £1) non dégénérée h sur V. Dans le cas orthogonal on
définit G comme le groupe spécial orthogonal des éléments de Gt de déterminant 1, dans
les autres cas on pose G = G. On note aussi g — g l'involution adjointe sur Endg(V)
associée a h, de sorte que G = {g € GLp(V)/g = g '}. En général on notera avec des
tildes les objets relatifs au groupe linéaire G = GL r(V), sans tilde ceux relatifs a G, et avec
un exposant + ceux relatifs & G (dont les p-sous-groupes sont contenus dans G).

Soit M un sous-groupe de Levi de G et o une représentation supercuspidale irréductible de
M ; on note RI“M(G) la sous-catégorie pleine des représentations lisses complexes de G dont
chaque sous-quotient irréductible est sous-quotient d’une représentation induite parabolique
d’une représentation de M tordue de o par un caractere non ramifié.

Soit J un sous-groupe compact ouvert de G et A une représentation lisse irréductible de J
d’espace E, on note H(G, \) l'algebre de Hecke de A dans G. C’est Ialgebre de convolution,
relativement a la mesure de Haar sur G donnant a J le volume 1, des fonctions lisses a
support compact [ : G — End¢(F) vérifiant :

Vz,y € JVg € G, f(zgy) = M) f(9)A(y)-
On note Mod-H(G, \) la catégorie des modules a droite unitaux sur cette algebre.

L’objet de base de cet article est une strate gauche semi-simple [A,n,0, 5] de Endg(V)
21, Definition 2.5] dont on note V' = V! 1 ... 1 V! la décomposition orthogonale de V
associée. Rappelons 'essentiel :

e (3 est un élément de Endy(V) vérifiant 3 = —f3 et somme de ses restrictions 3; a V7,
éléments de Endp(V?) tels que F[B;] = E; soit un corps pour 1 < i < [. De plus
E = F[f] est la somme E = E, @ --- @ Ej et le centralisateur B de § dans Endp(V)
est la somme des commutants B; de 8; dans Endp(V?), 1 < ¢ < [. On note Gp = B*,
GL=B*NG" et Gg = B*NG.

e A est une suite autoduale de op-réseaux de V vérifiant pour tout r € Z : A(r) =
®l_ A(r) NV, et la suite de réseaux A’ de V7 définie par Aé(r) = A(r) N V? est une
suite autoduale de op,-réseaux, 1 <7 <[. On note ag(A) le stabilisateur de la suite A
dans Endg(V), muni d’une filtration par les a,(A), n > 1 entier, formés des éléments x
tels que zA(r) C A(r+n) pour tout r € Z ; de méme pour bo(A) = ag(A)NB et b, (A) =
a,(A) N B. On note enfin : P(A) = ag(A)*, PH(A) = P(A)NGT, P(A) = P(A) NG,
P¥(hey) = PHNNB, P(Aoy) = PINNB, Pr(Aey) = P(Aoy)N(1+b5(A)) et P(A,,)
'image inverse dans P(A,,) de la composante neutre du quotient P(A,,)/Pi(A,,) [21,
§2.1].
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Les groupes H'(3,A), JY(3,A), J(8,A) désignent les sous-groupes de G relatifs & une strate
semi-simple définis dans [20, §3] (apres [5] et [7]). Pour une strate semi-simple gauche on note
HY(3,A), JY(B,A), J(B,A) leurs intersections avec G, et on note J*(3,A) = J(8,A) N G™.
On pose enfin J(3,A) = P°(A,,)J'(3,A) — rappelons que J(5,A) = P(A,,)J*(5,A). On
raccourcira en général H'(3,A) etc. en H'(A) etc., puisque la plupart du temps, dans les
strates gauches semi-simples [A, n, 0, §] que 'on considérera, I’élément (3 sera fixé. De méme
on utilisera de fagon abusive la notation og, comme dans og-réseaux ou Pt (A,,) [21, §2],
en omettant les indices ou exposants auxquels le E pourrait prétendre, de fagon a éviter
d’écrire “0 g0 -réseaux” ou “P*(AOEU))”.

Dans toute la suite on désigne par [A,n,0, 5], [A',n',0, 3], [A™, n™,0, 3], [A¥, n™,0, 3]
des strates gauches semi-simples ayant en commun 1’élément (3, donc aussi la décomposition
deVenV=VL... LV et telles que

® by(A™) C bo(A) ; bo(A) = bo(A') ; by(A) C bo(A™) ;
o bo(A™) est un op-ordre autodual maximal.

On fixe un caractere semi-simple gauche 6 de H'(A) [20, §3.6] et on note 6, 6™, 6™ les
caracteres de H(A'), HY(A™) et H'(A™) qui lui correspondent par transfert [21, Proposition
3.2]. Onnote n (resp. 1/, ™, n™) I'unique représentation irréductible de J*(A) (resp. J1(A'),
JLA™), JHA™)) contenant 6 (resp. @', 6™, 6™).

Si [A*,n*, 0, 3], ou * désigne n’importe quel symbole, est une autre telle strate, on utilisera
de la méme fagon les notations 6*, n* etc., ou bien aussi §(A*), n(A*) etc.

1 Quelques propriétés des (J-extensions

Pour la commodité de la rédaction on rappelle avant de commencer un fait bien connu et
élémentaire mais tres utile. Soit H et H' des sous-groupes ouverts compacts d’'un groupe
le.t.d. K et pet p des représentations de dimension finie de H et H' respectivement. Alors

Hom g (p, p') # {0} = Hom g (Ind% p, Ind%. o) # {0}. (1.1)

1.1 Faits essentiels
Rappelons les résultats suivants de [21], qui jouent un role crucial dans la suite.

Proposition 1.2 ([21] Proposition 3.7). Il existe une unique représentation irréductible
n(A™ A) de J'(A™, A) = P (AJL)J(A) vérifiant :

1) n(A™, A)jray=n;
(ii) Pour toute suite de og-réseaur A" vérifiant bo(A"”) = bo(A™) et ag(A”) C ag(A) on a

P(A//) ~ P(AII) m
IndJ}(A/,)n” ~ Indpi(AgnE)Jl(A)n(A ).
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Démonstration. Il ne s’agit que d’étendre les notations de [21, Proposition 3.7], qui suppose
ap(A™) C ag(A), au cas général bo(A™) C b(A). Cette extension est implicite dans [21]
puisque lauteur définit n(A”, A) (7, dans les notations de [21]) et remarque que cette
représentation et son groupe de définition P;(A}_)J'(A) ne dépendent que de by(A”) et non
de la suite A” elle-méme. Il suffit donc ici de définir n(A™, A) = n(A”, A). On rappelle que
des suites A” vérifiant les conditions de I’énoncé existent toujours [21, Lemma 2.8]. |

Proposition 1.3 ([21] Lemma 4.3). Il y a une bijection canonique Bm 5 entre ’ensemble
des prolongements k™ de n™ a JT(A™) et ’ensemble des prolongements k de n(A™ A) a
PT(AT)JHA). Siag(A™) C ag(A) cette bijection associe d ™ lunique représentation k. de
PH(A7)JY(A) telle que k et k™ induisent des représentations (irréductibles) équivalentes de

P+(A™)PY(A™).

On notera parfois simplement 28 la bijection canonique définie ci-dessus. C’est cette
bijection qui permet de définir la notion de (-extension dans [21] :

Définition 1.4 ([21] Theorem 4.1, Definition 4.5). (i) Cas maximal. Une représen-
tation k™ de JT(A™) est une [(-extension de n™ si k™ est un prolongement de
n(A™, A™), pour une suite autoduale A™ de op-réseaux telle que bo(A™) soit un op-
ordre autodual minimal contenu dans ag(A™). La condition est alors vérifiée pour toute
telle suite A™. Il existe des (3-extensions et deux d’entre elles difféerent d’un caractére
de PT(AY)/Py(AR) trivial sur les sous-groupes unipotents.

(ii) Cas général. Soit k™ une (-extension de n™ a J*(A™). La [-extension de n & J*(A)
relative & A™ et compatible & k™ est la représentation r de J*(A) telle que By am (k)
soit la restriction de k™ a Pt (A,,)J (A™).

On dira que k est une (-extension de n a J*(A) si elle en est une relativement a une
suite A™ convenable.

Les faits suivants sont des conséquences immédiates, voire tautologiques, de [21, §4].

Lemme 1.5. (i) Sik correspond a k' par la bijection canonique B, s, alors k est une (3-
extension de n relative a A™ (compatible a k™) si et seulement si k' est une 3-extension
de ' relative a A™ (compatible a k™).

(ii) La bijection canonique Bam y, entre prolongements de n™ a J*(A™) et prolongements
de n(A™, A)1 a PY(A7)JY(N), est compatible a la torsion par les caractéres du groupe
PT(AG,)/PH(AG,).

Démonstration. Le premier fait provient de ce que la composée de deux bijections cano-

niques est une bijection canonique (voir aussi la démonstration de [21, Lemma 4.3]). Le
second est élémentaire. [

1.2 Une propriété caractéristique de la bijection canonique

On démontre dans ce paragraphe la propriété suivante :
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Proposition 1.6. Supposons que ag(A™) C ag(A). Soit K™ un prolongement de n™ a J*(A™)
et K un prolongement de n(A™,A) a PT(A7)J'(A). Alors

K = %Am,\(/ﬁ:m) <~ Hom JH(A™)NPH(AR )T (A ( ) 7& {O}

Démonstration. Elle s’appuie sur deux lemmes qu’on établit d’abord.

Lemme 1.7. [l existe un vecteur v de l’espace de K™ tel que

/ O(x~ ) K™ (z) vdx # 0.
H(A)NJ+(A™)

Démonstration. Comme H'(A) C P;(A) C Pi(A™), 'intégrale calculée est & un volume pres
X(v) = vol (H'(A) N JH(A™)) / 0(z) 5™ () v dz.
HL(A)NJH(A™)

L’application v — X (v) est un projecteur de l'espace de n™ sur son sous-espace isotypique
de type 6 sous H'(A) N J'(A™). 1l s’agit donc de montrer que celui-ci est non nul, et comme
induite de 6™ & J'(A™) est multiple de n™ il suffit d’établir

Hom 1oyt (am) (6, IndHl(AAm))em) + {0},

On développe la restrlctlon de Ind? A" om & H Y(A) N JYH(A™) selon la formule de Mackey ;

H1 Am

le premier terme est Ind? Hl( ;251 A (9’” or par réciprocité de Frobenius on a bien
Hl A Jl Am m m
Hom H1(A)NJL(A™) (9 In dHl A;ng Am)e ) Hom Hl(A)mHl(Am)(@,e ) 7£ {O}

puisque 6™ est le transfert de 6 [21, Proposition 3.2]. [ |

Lemme 1.8. La multiplicité de n dans IndPJr(Am ;ig A) " Kk est 1.

Démonstration. De nouveau on a J'(A) C P;(A) C P(A™), il suffit donc de considérer la
restriction de la représentation induite a P;(A™), soit & = Indp1 (ﬁ:)) 718y FIPL (AR )1 (A)s Ui
est irréductible [21, Proposition 3.7]. On a

Py (A™ Py(A7: )TN (A)
Hom y1(a)(n, ®) =~ Hom p, (zm)(Ind},), i ))J1(A)I dJi(A) n, ®).
)J (M) m Pi(A UE) m N
Remarquons que Ide1 ) n~nA"A)® IndPI(A 1 >~ @yezm,n(A",A) ® x, ou Z

Py (AT
désigne l'ensemble des classes d’isomorphisme de facteurs irréductibles de Indpl( A°E)) 1 et

m, la multiplicité de x € Z dans cette induite.

Pour x € Z, I(x) = Indglgﬁ:)) )n(Am,A) ® x est irréductible car 'entrelacement

dans P;(A™) de n(A™,A) ® x est contenu dans celui de n : JYA)GgJ'(A) N P(A™) =
Py(A7)J(A). Ainsi I(x) et ® sont entrelacées si et seulement si elles sont isomorphes, si et
seulement si x = 1 par définition de n(A™, A). Par ailleurs m; vaut 1 par Frobenius. [ |
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Montrons maintenant la proposition. Par définition, les représentations k et k™ se corres-
pondent par la bijection canonique si et seulement si il existe un isomorphisme £ entre les
représentations induites :

PHATL )Py (A™) PHAT ) PA™)
pragyiay B Indge ) K

Ind

La condition Hom j+(am)np+(ag, )1 (a) (K™, £) 7# {0} est suffisante par 1.1 (les induites sont

irréductibles). Pour montrer qu’elle est nécessaire nous avons besoin des lemmes ci-dessus.

On compose &€ avec 'injection canonique J de k dans son induite a droite, avec la projection

canonique P de l'induite de ™ sur ™ a gauche : on obtient un entrelacement P o & o J de
r dans k™ dont on va montrer qu’il est non nul.

D’apres le lemme 1.8, 'image de x par J est la composante isotypique de type € de
I'induite de x, qui s’envoie injectivement par £ sur la composante isotypique de type 6 de
I'induite de ™. 1l suffit alors de montrer que P n’est pas identiquement nulle sur cette
composante.

L’espace de I'induite de £™ peut se voir comme I'espace des fonctions f de P* (A7) P (A™)
dans lespace de k™ vérifiant f(gz) = ™(g)f(x) pour g € JT(A™) et on a P(f) = f(1).
L’application f ~— fY définie par f%(y) = cle(A) 0(z~Y) f(yz)dz, avec ¢ = vol (HY(A)) ™, est
un projecteur sur la composante de type 6 sous H'(A). Prenons f dans I'image canonique
de k™, c’est-a-dire de support J*(A™). On a

P =W =c [ oo =c [ o)W (@) F(1)dr.
H(A) H(A)NJ+(A™)
L’existence de f(1) tel que cette intégrale soit non nulle est donnée par le lemme 1.7. [ |

Corollaire 1.9. Si ag(A™) C ag(A), alors n(A™,A) est l'unique prolongement de 1 a
Py(A7)JY(A) vérifiant

Hom Ji(A™)NPy(ATY,)J1(M) (77m> U(Amu A)) £ {0}

1.3 Décompositions subordonnées et restriction de Jacquet

Rappelons les définitions de [21, §5]. Soit V = @?Z_ kW(j) une décomposition de V' autoduale
— c’est-a-dire que l'orthogonal dans V de W, pour —k < j < k, est Dsz—j W) — telle
que, pour tout j, —k < j <k :

o WU = @ézlw(j) NV,

e WU NV est un E;-sous-espace de V' pour tout 4, 1 < i < [.

Une telle décomposition est subordonnée a la strate [A, n, 0, 3] si on a pour tout entier r :

A(r) = &5, A(r) N WU); on notera A la suite de réseaux de W) définie par AW (r) =
A(r)n W), Elle est proprement subordonnée & [A,n,0, 3] si de plus, pour tout 4, 1 <i <1,
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chaque saut de la suite de réseaux A’(r) intervient dans un et un seul des sous-espaces
WU NV (voir [5, §7] et [21, §5]).

Fixons une décomposition autoduale V = @?Z_kWU) de V' proprement subordonnée a
[A™. n,0, ] ; elle est alors subordonnée & [A,n,0,3]. Soit M le sous-groupe de Levi de G
fixant la décomposition V = GB;?:_,CWU) et P un sous-groupe parabolique de G* de facteur
de Levi M et radical unipotent U ; on note P~ et U~ les opposés de P et U par rapport
a M. Il est montré dans [21, §5.3] que sous I'hypothese de subordination, les sous-groupes
H'(A) et J'(A) ont une décomposition d’Twahori par rapport a (P, M) et 'on peut définir :

e un prolongement 6p de 0 & H:(A) = HY(A)(JY(A) NU), trivial sur JY(A)NU ;

e l'unique représentation irréductible np de J5(A) = H'(A)(J'(A) N P) contenant Op ;
sa restriction & Hb(A) est multiple de §p. Elle vérifie en outre :

np est la représentation de J5(A) dans les J'(A) N U-invariants de 1 obtenue par

restriction de n & Jh(A) et 1 ~ Indjl(A)) np.

Dans les notations de [21, §5.3] on a H*(A)NM = H'(A®) x H;?:l HY(AD) ; le caractere
semi-simple 6 est trivial sur H'(A) N U et H'(A) N U~ et a pour restriction & H'(A) N M
un produit 0 ® ® (0992 ot 9O) est un caractére semi-simple gauche et les 69, pour

J # 0, sont des caracteres semi- Simples De meéme 77P| Ji(anm est une représentation de

Jl(A) NM = JYAD) x H JY(AY)) de la forme 77 ) ® ® 79, ot n© est I'unique
représentation irréductible de JI(A ) contenant A et U ), pour 57 # 0, est 'unique
représentation irréductible de J'(A()) contenant (6¢))2.

Sous I’hypothese de subordination propre, ici valide pour A™, on a de tels résultats
jusqu’au niveau de J* [21, §5.3] : le groupe JT(A™) a aussi une décomposition d’Twahori
et tout prolongement £™ de n™ & JT(A™) est induit de la représentation k7% de Jj(A™) =
HY(A™)(J*(A™)N P) obtenue en prenant les J*(A™)NU-invariants de k™ ; la représentation
k" prolonge n%. Noter qu’alors JT(A™)NU = JY(A™)NU.

En I’absence de subordination propre, on peut néanmoins utiliser les techniques de J*NU-
invariants pour étudier des prolongements de 1 & un sous-groupe convenable de J*(A). Gar-
dons les notations J3 (A) = HY(A)(JT(A)NP), kp prolongement de np a J(A), dans ce con-
(A)

)
si JT(A) n'est pas égal & J'(A)J4(A). Mais ce sous-groupe 1u1 méme est digne d’intérét. 11

a une décomposition d’'Twahori relative a (M, P) et :

texte élargi ; on vérifie facilement (critere de Mackey) que Ind kp n'est pas irréductible

Lemme 1.10. Pour tout prolongement k de n a
THA)TE(A) = (JHA) N T )(THA) N M)(TH(A) N D)

le sous-espace des invariants par J'(A) N U définit une représentation kp de Ji(A) =
(P™(A,,) N P)JH(A) prolongeant np et telle que

L) 5 ()

K~ IndJ;(A) Kp.



Représentation de Weil et [3-extensions 11

Démonstration. 1l suffit de vérifier ’égalité suivante :
JT(A) NP = (Pt(A,,)NP) (JHA)NP). (1.11)

Comme J'(A) a une décomposition d’Twahori par rapport a (M, P), tout élément de JT(A)
peut s’écrire j = xj-'jp avec & € PY(A,,), jp € JH(A)NPet j € JY(A)NU~. Alors j
appartient a P si et seulement si 27! appartient & P. Ecrivons dans ce cas x = umj_ avec
u € U, m € M. Par unicité de la décomposition d’Iwahori on voit que, puisque x commute
a F[B]* qui est contenu dans M, alors j_ commute aussi a F[3]*. Ainsi j_ appartient a
Pi(A,,) NU™ et zj=! appartient & P*(A,,) N P, c.q.f.d.

Ce point acquis, la démonstration reprend sans difficulté celle de [21, §5.3] ou de [5, §7.2].
Noter que dans cette situation d’une décomposition subordonnée a [A,n,0, 3] sans lui étre
proprement subordonnée, on n’a aucune raison d’avoir égalité entre JT(A)NU et J'(A)NU.

|
Corollaire 1.12. Plagons-nous dans les hypothéses suivantes :
V= 69]__kW(j) est proprement subordonnée a [A™,n,0, 5]; (1.13)
PT(AG,) = (P (Aop) N P) Pr(Aog). '

Alors le sous-groupe J*(A™, A) = PT(A7L)J'(A) coincide avec (J*(A) N P) J'(A) et
possede une décomposition d’lwahori par rapport a (P, M).

Pour tout prolongement k den a PT(ALL)J'(A) le sous-espace des invariants par J'(A)N

U définit une représentation kp de Ji5(A) = (PT(A,,) N P)JL(A) prolongeant np et telle que

AT (A

K~ Ind TE() Kp.

Bien entendu on s’intéressera particulierement aux prolongements de 71 prolongeant de
plus n(A™, A). Or les techniques de J' N U-invariants permettent, dans nos hypotheses, de
préciser la structure de cette représentation (comme dans [21] démonstration de la proposi-
tion 6.3). Rappelons la décomposition np|j1(nynn = ) @ ® 79) et notons :

(Am(o) A©) le prolongement de 77 © & Jl(Am , A©) donné par la proposition 1.2 ;
— (A9 A le prolongement de 7@ & JLH(A™W) AD) donné par [21, Proposition 3.12].
Proposition 1.14. Sous les hypothéses (1.13), soit np(A™, A) la représentation du groupe
Jp(A™ A) = (Py(A) N P)Jp(A) obtenue par restriction de n(A™,\) au sous-espace de ses
JY(A)NU-invariants. On an(A™, A) ~ IndJ1 /X;[/X\)) np(A™,A). De plus np(A™, \) est définie
par :
np(A™, A) =np sur Jh(A),
np(A™,A) =1 sur PH(A)NU,
k
np(A™, A) = (A", A) ® (A", AD)

k
sur JH(A™, A) N M = JH A AO) x TTTHA™D), AD).

j=1
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Démonstration. La premiere assertion découle du corollaire 1.12. Les définitions données
déterminent bien une représentation ¢ de JL(A™, A) : elles recouvrent tout le groupe, elles
sont compatibles et on vérifie aisément, grace au fait que 6 est normalisé par PT(A,,) qui
contient P (A7), que ¢ est un homomorphisme.

D’autre part J'(A™ A) = J'(A)Jp(A™, A) (une seule double classe) car P'(A7!) =
[(PT(Aoy) N P) Pi(Aoy)] N PYAT) = (PY(ATL) N P) Pi(A,,). Ainsi Vinduite ® de ¢ a
JY(A™, A) est irréductible et prolonge 1 puisque

Resjia)® = ResJ1(A)IndJ1 //\\m 1/\\))¢ = Indj;((/]\\))np =.

Reste & voir que ® est bien le prolongement de 1 défini & la proposition 1.2. Soit donc A”

une suite de 0 g-réseaux telle que bo(A”) = bo(A™) et ag(A”) C ag(A) ; il nous faut montrer

que Ind"! ' ~ Tnd & )) Ji(A )CID. Ces deux induites sont irréductibles (voir preuve du

T A” Pi(AT,
lemme 1.8) et par (1.1) il suffit de prouver

Hom JL(A)NTL(A™ ) (np, @) # {0}

Les groupes J5(A”) et J5(A™, A) ont une décomposition d’ITwahori par rapport a (P, M) et
les deux représentations considérées sont triviales sur les intersections avec U et U~. Enfin,
les restrictions & Jp(A”) N M et JH(A™, A) N M sont évidemment entrelacées par définition
de p(A™ 0, A©) et 7(A™) AD)) et via le corollaire 1.9, c.q.f.d. [

Terminons par une variante de la proposition 1.6 :

Proposition 1.15. Placons-nous dans les hypothéses (1.13) et supposons ag(A™) contenu
dans ag(A). Soit £™ un prolongement de n™ a J*(A™) et k un prolongement de n(A™,A) a
PH(AT)JY(A). Alors

K = %AmA(/ﬂm) < HOIH J}Jg(Am)ﬁJ;(A)(Kg’ /iP) 7£ {O}

< Hom Th (Am)mJ;f(A)(’f?—a rkp) # {0}

Démonstration. Les implications <= sont élémentaires via la proposition 1.6 , en combinant
réciprocité de Frobenius et décomposition de Mackey (dont le premier terme suffit).

Reprenons maintenant la démonstration de 1.6 en posant P’ = P ou P~ et avec les
mémes notations. On veut montrer que la composée suivante est non nulle :

Jp PHAT)PL(A™) £

P+Am P /
/{PC—>/{<—>IndP+Am)J1(A) £ Ind (AT PLA™) P, Ppr m

J+(Am) A R pr

ou Jp est 'injection canonique de xkp dans son induite x et Pps est la surjection canonique
de l'induite de x'5, sur x’5,. Les ingrédients sont les mémes :
AT )Py (AT
- La mult1phc1te de np dans Ind P o AR ; JlE A) )li est 1 par réciprocité de Frobenius puisque
celle de n ~ Ind np est 1 (lemme 1.8). L’'image de £ o J o Jp est donc la composante

Pi(A™
isotypique de type 0p de Ind JH(A )) il )Iim
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— Il existe un vecteur v de 'espace de x5, tel que

/ Op(x™") K (x) vdx # 0.
HE(MNTS, (A™)

En effet, il suffit (par Frobenius et Mackey comme pour le lemme 1.7) de montrer que
Hom H}D(A)QH}D/(Am)(QP,Qﬁ) # {0}. L’intersection des groupes Hj(A) et H} (A™) se calcule
terme a terme sur leur décomposition d’Iwahori. Or les caracteres sont triviaux sur les
intersections avec U et U~ et sont transferts I'un de ’autre sur I'intersection avec M. [ |

1.4 Bijections canoniques et restriction de Jacquet

Soit V' = @?Z_kW(j) une décomposition autoduale proprement subordonnée a [A,n,0, 5] ;
elle est aussi proprement subordonnée a [A’,n’,0, 5]. Soit M le sous-groupe de Levi de G*
fixant la décomposition V = @fszW(j) et P un sous-groupe parabolique de G* de facteur
de Levi M et radical unipotent U ; on note P~ et U~ les opposés de P et U par rapport a
M.

Lemme 1.16. L’application rp : Kk — Kp|j+anm €st une bijection de [’ensemble des pro-
longements de n a J*(A) sur l’ensemble des prolongements de np 1 (nyns @ JE(A) N M.

Démonstration. Découle de JT(A)NU = J'(A)NU et J5(A) = (JT(A)NM)JE(A). B

La bijection canonique B de [21, Lemma 4.3] (proposition 1.3 ci-dessus) est compatible
a la bijection rp :

Proposition 1.17. Le diagramme suivant est commutatif :

{ Prolongements de n a J*(A)} =5  {Prolongements de np|jipynpr ¢ J7(A) N M}
Ban I B I
{ Prolongements de ' a J*(A)} =% {Prolongements de Mpnanear @ J7(A) N M}

De plus, les bijections B et rp ci-dessus sont compatibles a la torsion par les caracteres

de P*(Nop)/PH (o) = PH(AG,)/PH(AG,).

La bijection canonique B du c6té droit est bien str définie comme le produit de B©) =
B (0,0 et des bijections canoniques BU) entre prolongements de 71) et de 7/ v 21, §4.3].
En effet le caractere semi-simple €’ est un produit 6 @ ®§:1(0~/(j))2 comme ci-dessus, ou
' est le transfert de 8 et chaque '@, pour j > 0, le transfert de §9).

Démonstration. Grace a la technique de [21, §4], basée sur [21, Lemma 2.10], il suffit de
démontrer cette assertion si ag(A) C ag(A’), ce que nous supposons désormais.

Les applications considérées sont des bijections, il suffit donc de montrer que si Kp|;+a)nnm
et /-@’P| J+ (A S€ correspondent par la bijection canonique, alors ’ et k aussi. L’hypothese
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se traduit en Hom j+(ayns+annm (kp, £p) # {0} (proposition 1.6). Or JF(A) et JE(A)
ont tous deux une décomposition d’Iwahori et k> et kp sont toutes deux triviales sur les
intersections avec U et U™ (comme 7p et np). Ainsi Hom j+ )40 (e, £p) 7 {0}, d’on

Hom p o (I (4727 g I (o2 Vi) 2 0} par (11), et lo résultar.
P

Pour étudier le cas ou la subordination n’est pas propre, nous nous placons désormais
sous les hypotheses (1.13) qui permettent de définir kp pour tout prolongement de 7 a
PT(A7L)J'(A), et d’énoncer des variantes du lemme et de la proposition ci-dessus.

Lemme 1.18. Sous les hypothéses (1.13), lapplication rp : Kk +— KP| st ynm €5t une bi-

jection de l'ensemble des prolongements de n(A™,A) a PT(A7)J'(A) sur l'ensemble des
prolongements a Ji5(A) N M de la représentation

77P|M(Am» A) =np(A™, A)|J}D(Am,A)mM'

Démonstration. Certainement s +— kp est une bijection de I’ensemble des prolongements
de n & PT(A7L)J'(A) sur I'ensemble des prolongements de np & JF(A) (corollaire 1.12).
C’est pour conserver une bijection en restreignant & J5(A) N M qu’il faut travailler sur les
prolongements de n(A™, A). Notons d’abord les propriétés indispensables :

JTAN)NM = J5(A) N M= (Pt(A,,) N M) (J'(A)N M)
Jp(N) = (H (M) NU™) (JEA) N M) (P (A,,) NU) (JHA)NU)
Pt(Aep) NU = PHAR)NU = P (AR )NU
Pt (Aoy) "M = PH(A7 )N M

(1.19)

qui découlent de I'hypothese, du paragraphe précédent et du fait que la décomposition
est proprement subordonnée a A™. L’injectivité s’en déduit car np(A™, A) est triviale sur
H'(A)NU~ (comme np), sur J'(A)NU (comme 7p) et sur P'(A7:) N U (proposition 1.14).

Pour la surjectivité, on remarque que J5(A) = (J5(A) N M) JH(A™, A). 11 faut vérifier
que si € est un prolongement de npja (A™, A) & J5(A) N M, alors ¢(zy) = E(x)np(A™, A)(y),
r e JH(AN)NM,ye Jp(A™, A), définit une représentation de J5(A). Cela revient a montrer
que np(A™ A)(y)&(x) = &(z)np(A™, A)(z7 yx) (¢ € PT(ATL) N M, y comme ci-dessus).
C’est immédiat, grace a la trivialité de np(A™,A)(y) pour y € P'(A72) N U (proposition
1.14). n

Proposition 1.20. Sous les hypothéses (1.13), le diagramme suivant est commutatif :
{ Prolongements de n™ a J*(A™)} =, {Prolong. de NP |1 amynar @ J T (A™) N M}
%AmA I B I
{Prolong. de n(A™, A) a PT(AJL)J'(A)} — {Prolong. de npjar(A™,A) a JT(A)NM}
Démonstration. La démonstration est celle de 1.17, on utilise les décompositions d’Iwahori

(1.19) et le fait que les représentations 3 et kp sont triviales sur les intersections avec U et
U~, comme nE et np(A™, A) (proposition 1.14). |
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2 Une représentation de Weil

2.1 Des sous-groupes remarquables

Soit [A, n,0, 3] une strate gauche semi-simple et V. = V! 1 ... L V! la décomposition de
V associée. Soit V = Z; L --- 1L Z; une décomposition moins fine de V' : chaque Zj,
1 < j <t, est somme de certains V. La strate [A, n,0, 5] est alors somme directe de strates
semi-simples [S; = AN Z;,n;,0,8; = Bz,] dans chaque Endr(Z;). On souhaite examiner en
détail la structure de 7, I'unique représentation irréductible de J*(A) contenant le caractere
semi-simple gauche 6 de H'(A), et de ses prolongements x & J™(A), en la comparant a celle
des objets analogues définis dans le groupe

Gi=G"n [ GLr(Z)

1<j<t

a partir des strates [S;,n;,0, 5;] et des caracteres semi-simples gauches correspondant a 6.
Remarquons que le commutant G}, de 3 dans G vérifie

Gh < atn ] GLe(VY) C G,
1<i<i
Considérons le groupe J} (A) = J'(A) NG, La décomposition V=2; L - -1 Z; est
subordonnée a la strate [A,n,0, 3] et les résultats de [21, §5.1, §5.2] s’appliquent :

H M) NGl = [T H'S), Omaynes, = @1<ize 005)),

1<5<t

ou les 6(S;) sont des caracteres semi-simples gauches attachés aux strates [S;,n;,0, 5;] et
transferts de 6 au sens de loc. cit., Proposition 5.5, et

Soit JL, (A) Porthogonal de H'(A)J}, (A) pour la forme bilinéaire alternée non dégénérée
usuelle (z,y) — < z,y >= 0([z,y]) sur J'(A)/H'(A). La restriction de cette forme aux
sous-espaces orthogonaux H'(A)JL (A)/H'(A) et JL,(A)/H'(A) reste non dégénérée et
I'on définit comme d’habitude la représentation irréductible ., de J& (A) (resp. 7, de
JL. (A)) comme I'unique représentation irréductible (& isomorphisme pres) dont la restriction
a HY(A) NG, (resp. H'(A)) contient 6 (et en est multiple). On reconnait en outre via
loc.cit. que ), est isomorphe a ®1<;<; 7(.5;).

Comme Ji, (A)Joy () = JH(A) et (H'(A) 5, (M) N Jey
réalisation de la représentation 7 en posant pour g € J'(A) :

(A) = H'(A), on obtient une

1(9) = Next (Goxt ) @ Nyt (Gint) S1 g = Goxt Gint AVEC Goxt € Jogy (A)y Gins € Jie(A). (2.21)

Définissons dans G = GLp(V) et Giny = [1i<;<: GLr(Z;) les sous-groupes analogues :
JL (A) = JY(A)N Gy et son orthogonal J.

ext

(A) pour la forme ([z, y]), olt § est un caractére
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semi-simple de H L(A) dont la restriction & H'(A) est 6. Soit @ un sous-groupe parabolique de
G de facteur de Levi Gy, IV son radical unipotent et N~ le radical unipotent du parabolique
opposé par rapport a Giy. D’apres [21, Proposition 5.2, Lemma 5.6(iii)] on a :

Toa (M) = (J'(A) N NT)(T (A) N N H(A).

Lemme 2.22. (i) Ona JL,(A) = J!

ext

(A) NG, indépendant de 6.
(i) On a pour tout g € G}, :

JHA)NgJ (AN)g ™t = (J]

ext

(A) N gJ!

ext

(A)g™h).(7;

nt(A) 0 g Ti(A)g ™).
Démonstration. (i) De JL (A) = JL (A)NG on déduit par orthogonalité : HelXt (A) C
JL (AN G C JL, (A). Légalité découle alors de JL(A) NG = (J1,(A) N G)(JL, (M) NG)
dont la démonstration est un cas particulier de celle de (ii) ci-dessous.

(ii) La difficulté technique est que G;, n’est pas un sous-groupe de Levi de GT. 1l faut
remonter dans G = GL(V) et utiliser la décomposition d’Iwahori de J'(A) relativement
Q pour calculer Uintersection J'(A) N gJ (A)g~! terme & terme. Comme g appartient & GL

—¢, on obtient ainsi 1’égalité analogue dans G. Pour revenir & G on prend
les points fixes de I'involution adjointe : on applique l’argument de Stevens [19, Theorem
2.3], en posant H = JL (A NgJL (Mg, U =JL, (A)n JelXt (A)g™', et en remarquant que
JL (A) et JL,(A) se normalisent mutuellement puisque [J1(A), JH(A)] € HY(A). |

ext int

contenu dans G+

Proposition 2.23. (i) Les représentations n,,, et n,,, sont entrelacées par G.

(ii) Soit g € G et soit E_,,(g), resp. E,,,(g9), un opérateur d’entrelacement de n,,,, resp.
Nint» €N g. Alors E(g) = E,;,(9) @ E,,,,(g) est un opérateur d’entrelacement de 1 en g.
Tout opérateur d’entrelacement de n en g est de cette forme.

(iii) Les espaces d’entrelacement de ), et den,,, en g € G4 sont de dimension 1.

Démonstration. G, entrelace 6, donc 1, et n,,,. Pour le deuxieme point, comme la dimen-
sion de 'espace d’entrelacement de 7 en g est 1, il suffit de montrer que E_ (9) ® F,.(9)
entrelace effectivement 7. Cela n’est qu'une vérification étant donné le lemme ci-dessus. Le
troisieme point découle du deuxieme vu la propriété semblable de 7. [ |

Le groupe PT(A,, ), qui est contenu dans G, normalise J'(A) et H'(A) et entrelace le
caractere 6 ; il normalise donc H LA)JL (A) et son orthogonal J., (A) pour la forme <, >
sur J'(A)/H'(A). Considérons un prolongement x de n & J*(A) = P*(A, )J'(A) et un
prolongement r;,, de 1, & PH(A, )y (A) = [[,<;<, J*(S;) ¢ il en existe par [21, §4.1].
D’apres la proposition 2.23, pour tout g € PT(A,,), 'opérateur d’entrelacement x(g) s’écrit
de fagon unique sous la forme k(g) = E_, (9) ® k. (g) et les opérateurs E,, (g) ainsi définis
fournissent une représentation de P*(A, ) dans 'espace de 7, triviale sur Pi(A, ) (qui

est contenu dans H'(A)). Autrement dit :
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Corollaire 2.24. II existe des représentations de P*(A,_)/Pi(A,,) dans lespace de n,,, en-
trelacant n,,, ; elles différent entre elles d’un caractere. Tout choix d’une telle représentation
X détermine une bijection Inty entre prolongements de n a J*(A) et prolongements de 1y,

a PT(A, )JL.(N), donnée par :

op wmnt

k(g) = X(g9) ® Inta(k)(g), gePT(A,,)

Une telle représentation X étant fixée, on notera également Inty la bijection reliant de
la méme fagon prolongements de n & T'J*(A) et prolongements de 7, & T JL, (A), pour tout
sous-groupe 1" de P*(A, ) contenant P(A, ).

op

2.2 Mise en place de la restriction de Jacquet

Donnons-nous a présent, pour 1 < j < ¢, des décompositions des sous-espaces Z; subor-
données aux strates [S;,n;, 0, ;] et autoduales ([21, §5.3]) :

Zj=am_ W

r= mJ Vi I

ou l'orthogonal de W](T) dans Z; est @s;Afer(s). On demande que I/Vj(o) soit non nul
pour au plus un j et 'on somme ces décompositions de fagon disjointe, c’est-a-dire que
la décomposition de V' obtenue, soit V = @Z@_mW("), vérifie que pour tout 7, —m <1 < m,
il y a un unique j, 1 < j < ¢, et un unique r, —m; < r < mj, tels que W@ = VVJ@ et
WD = VV]-(_T). On obtient une décomposition autoduale de V' subordonnée a la strate
[A,n,0,[5].

Soit M le sous-groupe de Levi de G stabilisant cette décomposition et P un sous-groupe
parabolique de G* de facteur de Levi M. On note U le radical unipotent de P et U~ son
opposé par rapport & M. D’apres [21, Corollaire 5.10] les groupes H'(A) et J'(A) ont une
décomposition d’Twahori par rapport & (M, P). Puisque M est contenu dans G}, et que
les décompositions induites sur les Z; sont subordonnées aux strates [S;, n;, 0, ;] le groupe
HY(A)JL (A) alui aussi une décomposition d’Iwahori par rapport a (M, P).

Rappelons enfin ([5, Proposition 7.2.3], [21, Lemma 5.6]) que I'on a une décomposition
de I'espace symplectique J'(A)/H'(A) en

JYHA) JYHA)N M i (Jl(A)mU— Jl(A)mU)

) - B nM - \@Emyno CH@M)NT

dans laquelle les deux derniers sous-espaces sont totalement isotropes, en dualité ; on a une
décomposition analogue pour H'(A)JL (A)/H'(A). On en déduit que JL,(A) a lui aussi

int ext
une décomposition d’Iwahori par rapport a (M, P) et que :

hd ‘]elxt (A) - (‘]elxt

(M) NUT) (HY(A) N M) (g

ext

(A)NU).
e JUAN)NU = (J}

e (M) NUT) (g (M) N UT), JHA)NU = (S (M) N U) (s,

int

(A)n0),
o (HY(A)NU)(JL

int

(A) N U) est l'orthogonal de J}

ext

(A)NU~ dans JH(A)NU,
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o J!

ext

(A)NU est Porthogonal de (J}

(AN NUT)HYA)NU™) dans JYA)NU.
Examinons & présent les J'(A) N U-invariants de n dans le modele (2.21). Notons Xy
XJelxt (MU

ext

(AM)NU)/H'(A) est totalement isotrope maximal dans
(A)NU

I'espace de 7)., Xint 'espace de n,, et X = Xt @ Xine celui de 1. L’espace
est de dimension 1 car H'(A)(J}

ext

Jow (N)/H'(A) et 01a)n0 = 1. Le choix d’un vecteur non nul z,, € X Je

o nous donne
un isomorphisme :

X NU X;?%t (AMNU ®X.JiE‘t(A)ﬂU N X.JiE)t(A)ﬁU
n n (225)
Loxt ®wv = v
L'espace X7 NV egt une représentation de
Jp(A) = H'(A)(JH(A) N P) = H'(A)(Jyy (M) N P)(Jey (M) N T)

et I'isomorphisme (2.25) commute a l'action de Ji,(A) N P. D’autre part P*(A, )N P
normalise JY(A)NU, JL, (A)NU et JL (A)NU donc agit sur leurs invariants ; en particulier,
pour tout choix de représentation X comme dans le corollaire 2.24, PT(A, ) N P agit sur

o
T, Par un caractere (trivial sur Pi(A, ) N P).

Utilisons la notation simplifiée X, p, de préférence a Xiy p,, avec Py = P N Gy

J'}at P(A) - JIID(A) NG = (HI(A) N Gi—;t) (Jilnt(A) N P) )

int, int

T p(N) = JE (M) N Gy = (PT(Ay,) N P) iy p(A).
Donnons-nous un prolongement x de n & J'(A)J4(A) et un prolongement x,, de 7, a
Jﬁlt(A)J;:t’P(A). Le lemme 1.10 permet d’en étudier les J' N U-invariants ou J&, N U-
invariants, qui fournissent des représentations kp de Ji5(A) = (PT(A, )N P)Jp(A) et kyy p
de Jif, p(A). Rappelons d’autre part (cf 1.11) que J;f p(A)/Ji p(A) est canoniquement
isomorphe & P* (A, )NP/Pi(A,, )NP, ce qui permet de considérer tout caractére du second
groupe comme un caractere du premier. Avec ces conventions, on a en résumé :

Proposition 2.26. Soit X' une représentation de PT(A, )/ Pi(A,,) entrelagant n,,,. No-
tons xy le caractére de PT(A, )N P par lequel ce groupe agit sur les JL,(A) N U -invariants

or ext

de 1,y Soit k un prolongement de n a J'(A)J5(A). Alors

/{P\J+ (A = XU Int)((li)p.

wnt,

2.3 Une représentation a la Weil

Il est une situation particuliere dans laquelle on peut élucider le caractere xy introduit en
2.26, en construisant une représentation entrelacant 7y . Soit donc V =WEDgWw O g ®
une décomposition autoduale de V subordonnée & la strate [A, n,0, 3] et telle que W soit
somme de certains V* ; posons Z; = WD @ W, Z, = WO, Seit P le sous-groupe
parabolique de G stabilisant le drapeau {0} ¢ WD c WD @ WO ¢ V| U son radical
unipotent, M le fixateur de la décomposition, P~ et U~ les opposés de P et U par rapport
a M.
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L 1., H" etc. Le
caractere 0 de H', trivial sur H' N U et H' N U™, se prolonge en un caractere 6, de
H'(JL, NU) trivial sur J, NU. On peut alors réaliser la représentation 7, de J., comme

I’action par translations a droite dans I'espace de fonctions

W=A{f:Jox — C/ f(ht) =0y (R)f(t), h e H (],

ext

Pour simplifier les notations, on raccourcit J1,(A), H'(A) etc. en J}

A U)7 te Jelxt }7 (227>

NU-/H'NU~ dans C.
On vérifie aisément que pour g € P*(A,_) N P, 'opérateur §2(g) défini par

Qo) () = flg " zg) (fEW, z€ iy, g€ PT (A, )NP)

conserve W. Il existe (§2.1) une représentation projective g — Q(g) de P*(A,_)/Pi(A,,)
dans W entrelacant 7, et prolongeant cette vraie représentation de P*(A, )NP. La donnée
de 2 va nous permettre de construire une vraie représentation par 1’élégante méthode de

Neuhauser ([16] ; voir aussi [22]).

isomorphe par restriction & I'espace des fonctions de J}

ext

Rappelons que J'/H" est un espace vectoriel sur kr, donc sur F, agissant par n.z = z"
(n € Z/pZ, x € J'/HY), et JL, NU~/H' N U™ aussi : soit a sa dimension sur F,, la
dimension de W sur C est p®. Considérons les sous-espaces W* et W~ de W formés des

fonctions paires pour le premier, impaires pour le second :

Wt={f:JL. NU /H'NU —C /YoeJ ., nU /H'NU" fv)=flv 1}
W ={f:J,NU /H'NU —C /YeJ L, nU /JH' NU" flv)=—fl "}

Leurs dimensions sont 1+ (p* — 1)/2 et (p® — 1)/2 respectivement. On prétend que
Lemme 2.28. W™ et W~ sont stables par les opérateurs €2(g), g € P*(A,,)/Pi(A,,).

Démonstration. L’élément € : €z, = —Iz,, €z, = Iz,, appartient au centre de P*(A, ). Un
bref calcul matriciel montre que, pour tout u € JL, NU~, (eue !)u appartient & G, donc a
son intersection avec JL, NU™, soit : eue ! € (H' NU)u~!. Les sous-espaces WT et W~
sont donc les sous-espaces propres de (e) pour les valeurs propres 1 et —1 respectivement.
Si ) était une vraie représentation le résultat suivrait, ici il faut faire un peu attention. Les
opérateurs Q(g)Q(e) et Q(e)2(g) different d'un scalaire ¢, et (g) applique le sous-espace
propre de €(e) correspondant a la valeur propre A sur celui correspondant a c,A. Alors ¢,

est nécessairement égal & 1 puisque W et W~ sont de dimensions différentes. [ |

Soit QT la restriction de Q a WT. D’apres [16, Theorem 4.3], ou ’on examine les déterminants
des représentations projectives Q et QF, on définit une vraie représentation en posant :

Vo) = g ) 9€ PHAL/PA,,)

Calculons le caractere wy correspondant. Dans le modele ci-dessus, la droite des JL, N U-
invariants de 7,,, a pour base la fonction f; de support H'(J., NU) et valeur 1 en 1, fixée
par les opérateurs Q(u), v € PT(A, ) N P. D’autre part W a pour base 'ensemble des

om
fonctions f,, v € JL, NU~/HL, NU~, définies par leur support H'(JL, NU)wv et leur valeur
1env.

ext
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Lemme 2.29. Soitu € PY(A, )NU, z € J.,(A)NU etv e J}:

oF ext ext

[u, x] appartient a H'(A) NG}, et le commutateur [u,v] appartient a H*(A)(J}

nt ext

(A)NU~. Le commutateur
(A)NnU).

Démonstration. Le commutateur de deux éléments de U appartient a Gi, (vérification
matricielle immédiate) donc [u, x] appartient & JL (A)NU NG, ¢ HH(A)NUNGE,. Le
commutateur [u, v] appartient a J., (A), il suffit de montrer qu’il est orthogonal & J., (A)NU.
On calcule donc pour z € J!

ext (A) nu : -
O([uvu v 2]) = O([uvu™, 2)[vt, 2]) = 0([v, u  zu))0([v, 271]) = 0([v, v 2uz™])

qui vaut 1 puisque [u~!, ] appartient & H(A). [ |

On a donc pour v € PY(A, )NU : Qu)f, = 0, ([u",v]) f,. En outre Q(u) envoie fonction
paire sur fonction paire, d’ou : 8 ([u™,v]) = 0, ([u™',v7!]) pour v € JL, NU™. Tl en résulte
det Q(u) = det QT (u)?, donc W(u) est égal & Q(u) et fixe fi.

Etudions maintenant les opérateurs Q(z) pour z élément de P*(A,_ )N M, qui normalise
JL.NnU et HL, NU~. On a Q()f, = frws1, autrement dit ces opérateurs agissent
par permutation de la base des f, et leur déterminant est la signature de la permutation
correspondante. Il en est de méme pour W, de base les f, + f,-1, donc det Q*(z)?> = 1. En

conclusion :

Proposition 2.30. Soit wy le caractére de Pt (A, )N P, trivial sur PT(A, )NU, qui a x €

op op

Pt (A,,)NM associe la signature de la permutation v — zvz~" de Jo, (A)NU~/H' (A)NU~.
1l existe une représentation W de P*(A,_)/Pi(A,,) dans lespace de 1,,,, entrelagant 1.,

dont la restriction a P*(A, ) N P est donnée, dans le modeéle (2.27) de 1, , par :

W(g)()(@) =wu(9)f(g " zg) (9€ PT(A, )P, fEW, € Jy).
En particulier, le caractére wy est laction de PY(A, ) N P sur la droite des J&, NU-
nvariants de 1, -

Remarque 2.31. On obtient un caractere wy a valeurs dans {£1}, donc trivial sur tous
les sous-groupes d’ordre impair, en particulier sur tous les p-sous-groupes. Rappelons aussi
que JL, (A) ne dépend pas de 6 (lemme 2.22), donc wy n’en dépend pas non plus.

ext

Remarque 2.32. Au lieu d’étudier directement la représentation de P*(A, )/Pi(A,,)
comme ci-dessus, on aurait pu utiliser 'homomorphisme naturel de ce groupe dans le groupe
symplectique S de JL, NU~/H'NU~ @& JL, NU/H'NU et se ramener & la représentation
de Weil de S telle qu'elle est décrite par Gérardin [9]. Cette approche s’avere plus com-
pliquée. D’une part il n’est pas clair que I’action naturelle de P*(A,_)/Pi(A,, ) sur le groupe
d’Heisenberg correspondant nous donne une section conjuguée a la section standard (de S
dans le groupe des automorphismes du groupe d’Heisenberg). D’autre part la connaissance
du caractere du stabilisateur de JL, NU/HL, NU dans S par lequel il agit sur un invariant

de son radical unipotent ne suffit pas a décrire sa restriction a P*(A, ) N M.
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2.4 Lien avec les (-extensions

Nous allons a présent appliquer le corollaire 2.24 pour comparer (-extensions dans G* et
dans Gi,. Les deux ingrédients nécessaires sont la restriction de Jacquet, qui interviendra
via la proposition 2.26 et qui commute aux bijections canoniques (proposition 1.20), et un
bon choix de la représentation X (proposition 2.30). Nous nous plagons dans des hypotheses

communes a ces résultats :

1) V=W o WO g WO est une décomposition autoduale de V' proprement subor-
donnée & la strate [A,n,0, 3], donc subordonnée & [A™, n™ 0, 3], et telle que W soit
somme de certains Vi ; Z, = WD g W), Z, = wO),

La strate [A,n,0, (] est donc somme directe des strates semi-simples [S1,n1,0, 3] et
[S2,m9,0, 3] avec S; = ANZ;, j = 1,2. Il en est de méme pour la strate [A™, n™, 0, 3],
somme directe des strates semi-simples [S?%, ni, 0, 3] et [ST", nI", 0, Ba).

(ii) P est le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau {0} ¢ W=D c WD g
WO c WD WO @ WO U est son radical unipotent, M est le fixateur de la
décomposition, P~ et U~ sont les opposés de P et U par rapport a M.

(i) On demande P*(A,,) = (P*(AT) N P) P(AY).

Rappelons que by(A™) est un og-ordre autodual maximal. On applique les résultats du
paragraphe précédent & A™ en ajoutant I'exposant 91 aux notations si nécessaire. Alors :

Proposition 2.33. Soit W™ [a représentation de P*(Ag) dans l'espace de 0™, définie dans
la proposition 2.30 et soit Intwm la bijection correspondante. Alors k™, prolongement de
n™ o JH(AM™), est une (B-extension si et seulement si Intym (5™, prolongement de 0% a

JH(A™), est une B3-extension.

Démonstration. 11 suffit de montrer, pour une suite autoduale A™ de og-réseaux telle que
bo(A™) soit un op-ordre autodual minimal contenu dans by(A™), que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) k™ est un prolongement de n(A™, A™) ;

(ii) Intywm (k™) est un prolongement de 7 (A™, A™).

On choisit, comme on le peut, une suite A™ telle que la décomposition V = WD g WO g
W soit proprement subordonnée & la strate [A™, n™, 0, 3] et telle que bo(A™) C bo(A).

e L’hypothese (iii) entraine P*(A,,) = (PL(AZ) N U )(PH(AZ) N M)(PH(AZ) N D)
donc Pi(A7.) N U~ ¢ PYAR)NU~. Comme P'(AY) C P'(AY), on a en fait
P(AP)YNU = Pi(Ao,) NU™ = P(AJT)N U, contenu dans J'(A).

e Rappelons que n(A™, A™) est une représentation de P'(A7")J'(A™), possedant une
décomposition d’Twahori relative & (P, M) et d’intersection avec U~ : JY(A™)NU~.
On peut comme au paragraphe 1.3 définir la représentation np(A™, A™) du groupe
(PYAT )N P)JE(A™) : clest Daction sur les J'(A™) N U-invariants de n(A™, A™). On
vérifie que n(A™, A™) est la représentation induite de np(A™, A™).
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e Le groupe Pt (A,,)J (A™) contient PF (AT )J'(A™), de sorte que la condition voulue
sur k™ peut se voir comme une condition sur sa restriction & P*(A,,)J*(A™), a laquelle
le lemme 1.10 s’applique. Ainsi k™ prolonge n(A™, A™) si et seulement si k' prolonge

T]p(Am, AEITI)

e Les mémes constructions s’appliquent dans G, aux objets induits dans les groupes
d’isométries de Z; et Z, ; on continue d’ utlhser la notation P au lieu d’utiliser une
notation spécifique pour le parabolique P N Gmt Elles aboutissent & : Intym (k™)
prolonge 7 (A™, A™) si et seulement si Intym (™) p prolonge 7 (A™, A™) p.

e On peut décrire np(A™, A™) de facon analogue a la proposition 1.14 ci-dessus et &
21], preuve de la proposition 6.3 : c’est la représentation de (P'(AJL) N P)Jp(A™)

prolongeant 7p(A™) qui est triviale sur P'(A7L) N U et égale & n(Am(O),ASﬁ(O)) ®

ﬁ(Am(l),Amm) sur P'(A7L) N M. 1l en est de méme pour nine(A™, A™)p avec les
modifications évidentes.

Les conditions “&%' prolonge np(A™, A™)” et “Intym (™) p prolonge nin (A™, A™)p” se lisent
sur Jif p(A™). Par la proposition 2.26, la restriction de x3' & Jif p(A™) est équivalente a
w il ntym (k™) p. Comme Wi est trivial sur le (p-)groupe de définition de 7, (A™, A™)p, on
a le résultat annoncé. |

Remarque 2.34. On montre de la méme facon que ™ prolonge n(A, A™) si et seulement
si Intym (™) prolonge 7 (A, A™).

Nous pouvons enfin rassembler tous les résultats et décrire le lien entre [S-extensions dans
G et dans G}, en termes de I'application rp du paragraphe 1.4 et du caractere wi de la
proposition 2.30 appliquée a la suite A™. Le caractere wir de P+(Am) nP/p! (Am) NP
s'identifie & un caractere de P (A, ) = (P*(Afm) N P) P(A), trivial sur Pl(AoE) On
rappelle que Pt (A,,) = (P'(Ao,) NU)(PT(A, )ﬂM)(Pl(A L) NU).

Théoréme 2.35. Soit k(A) un prolongement de n(A) a J*(A) et k(S1) ® K(S2) un prolonge-
ment de n(S1) @ n(S2) a JiL,(A) = JT(S1) x JT(S2), reliés par la condition

rp (£(A)) =1p (K(S1) ® K(S2)) -

Soit wit le caractére de PY(A,,,), trivial sur P*(A,,), qui @ © € P (A,,) N M associe la
signature de la permutation v — zvx~t de JL (AMYNU-/HY(A™)NU~.

ext
La représentation /{(A) est une (B-extension de n(A) relativement o A™ si et seulement si la
représentation W (k(S1) @ k(Ss)) est une B-extension de n(Sy) @ n(Ss) relativement ¢ A™.



Représentation de Weil et [3-extensions 23

Démonstration. Elle s’appuie sur le diagramme suivant :

{Prolongements de n(A) & J*(A)} < {Pr. de n(A, A™) & P (Ay,)J (A™)}

rp | rp |
{Pr. de np(A) 1y & JT(A) VMY < {Pr. de nppg (A, A™) & J*(A™) N}
l e |
{Pr. de 1p(S1) 1 sy © 1(S2) & Sk (A) N MY < {Pr. de np(S1, ST @ (S, S3)
a Jh (AT NM}
rp | rp |

{Pr. de n(Sh) @n(S5) & JH(A)} <= {Pr. de n(Sy, ST @ (S5, 537)
a Pt (Nop) Ty (AT}

Expliquons ce diagramme. Les deux premieres lignes reproduisent le diagramme commutatif
de la proposition 1.20 appliquée & A et A™, avec échange des lignes et des colonnes. Les
deux dernieres lignes reproduisent le méme diagramme commutatif dans le groupe G, avec
les paires (S1, ST et (Sa, STV, et inversé ; noter que 7(Sy, ST) = 77p|M(Sg,S ).

Soit de nouveau W™ la représentation de P*(AY) dans D'espace de n2y définie dans la
proposition 2.30, soit Intywm la bijection correspondante et soit ® I'isomorphisme associé par
la proposition 2.26. Alors ® entrelace des représentations de Jf;m »(A™) en particulier de
Jf;t’P(Afm) NM=JHLA"YNM = J+(A£m) NM = (JT(SP) N M) x JH(SP) (cf (1 11)), e
® est le produit tensoriel par (wir)~t = wit. La composée de haut en bas, soit rp Lodorp,

des applications verticales de droite du diagramme est la bijection Intyyo.

int>

Partons alors de k(A), prolongement de n(A) a J*(A). C'est une F-extension relativement
a A™ si et seulement si son image B(x(A)), prolongement de n(A, A™) & PT(A,,)J' (A™),
se prolonge & JT(A™) en une 3-extension de n(A™). Puisque W™ est une représentation de
P*(AJY) tout entier, cette condition équivaut & : Intym(B(k(A))) se prolonge & Jif (A™)
en une (B-extension de 7, (A™) (proposition 2.33). Ceci signifie exactement que :

B Intym (B(k(N)))] est une B-extension de n(S1) @ n(Ssy) relativement a A™,

Il reste a faire le lien avec les applications rp de la colonne de gauche. L’application
faisant commuter le diagramme du milieu est encore le produit tensoriel par w' puisque
la bijection canonique est compatible & la torsion par les caracteres de PT(A,,)/P'(A,,)
(lemme 1.5). Autrement dit :

rp(k(A)) = wii tp (B [ Intya (B(k(A)))]) = rp (W' B~ [ Intyyn (B(r(A)))]) - u

Exemple 2.36. Placons-nous dans un groupe symplectique avec dim W) = 1, de sorte que
G ~ Sp(2N+2, F) et Gy, =~ Sp(2, F) XSp(2N, F). Prenons dans Z; la strate nulle [S, 0, 0, 0]
attachée a une suite de réseaux dont le fixateur est le sous-groupe d’Iwahori standard I de
Sp(2, F), dans Z, une strate semi-simple sans composante nulle [Sy, 12, 0, B2]. Alors n(.S7) est
la représentation triviale de J'(S;), radical pro-unipotent de J(S;) = I. Un prolongement
k(S1) de n(S1) & I est un caractére = de I de la forme = (%) = £(a) pour un caractére &
de o trivial sur 1 4+ ppr. Un tel caractere est une [-extension relativement a une des deux
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suites de réseaux minimales S} et S extraites de S si et seulement si k(S ) est le caractere
trivial de I (Corollaire 1.9, Proposition 1.6).

Soient ¢ et = comme ci-dessus, soit x(S2) un prolongement de 7(S2) a J(Ss) et soit
kp(A) le prolongement de np(A) & Jp(A) dont la restriction a Jp(A) N M est £ ® k(S53). Le
théoreme 2.35 dit que Indi(fz/)\)/-@p(/\) est une (-extension relativement a la suite de réseaux
AT = S LSy si et seulement si WH(E @ £(S2)) est une [-extension de 115,y ® 1(S2)
relativement & A™. D’apres nos hypotheéses bg(S;) est un ordre autodual maximal, de sorte
que Wik (Sy) est une [-extension si et seulement si k(S;) en est une (Définition 1.4 ; wir
est trivial sur les sous-groupes unipotents). Il reste :

Indjfjjz/)\)/ﬁ]a(A) est une [(3-extension relativement a A™ si et seulement si Z = wir.

La détermination de wi nécessite d’expliciter le quotient J., (A™)NU~/HY(A™)NU".
A titre d’exemple, supposons que ’élément (35 engendre une extension totalement ramifiée de
degré 2N dans laquelle il a pour valuation —(2Nk+ 1), k € N ; il est en particulier minimal.

On obtient J!

ext
SP(2N + 2,F) avec z € pp et X € (pi' -+ pilph, -+ ph) (IV fois pjt' et N fois
p%). La description de H'(A™) N U~ est analogue avec cette fois N 4 1 fois ph™ et N — 1
fois p%., de sorte que le quotient cherché est isomorphe & op/pp. Pour z € o, Paction
de t(x) € PT(A,,) N M est la multiplication par ! dans op/pr, la signature de cette

(A™) N U~ sous la forme de matrices par blocs (11/ )(1)( §> appartenant a
z

permutation est l'unique caracteére d’ordre 2 de k. En particulier, Indjgb)\)mp(A) est une
B-extension relativement a A™ si et seulement si €2 =1 et & # 1.
Le cas A" = S 1 S, est semblable.

3 Application a la réductibilité

3.1 Une paire couvrante et son algebre de Hecke

Soit [A, n, 0, 4] une strate semi-simple gauche et V = WD oW © g WO une décomposition
autoduale de V telle que W contienne tous les V? sauf un ; quitte & réordonner les V* on
peut donc supposer WO = VInW©® L v2 L ... L Viet (WD WW®) L VInWw©® =V
On demande que cette décomposition soit exactement subordonnée a la strate [A,n,0, 3],
c’est-a-dire proprement subordonnée et telle que by(A(®)) soit un og-ordre autodual maximal
de Endr(W©@)NB et bo(AM) un o, -ordre maximal de Endg, (W M) [21, Definition 6.5]. Soit
e1 la période sur E; de la suite de réseaux A! ; quitte & échanger W1 et WM, on suppose
comme dans [21, §6.2] que 'unique entier ¢; vérifiant —< < ¢1 < < et AV (q1+1) € AW (qy)
est positif ou nul ; comme la décomposition est proprement subordonnée on a de fait ¢; > 0.

Soit P le sous-groupe parabolique de G stabilisant le drapeau WD c WEDgaW O c v,
U son radical unipotent, M le fixateur de la décomposition autoduale, P~ et U~ les opposés
de P et U par rapport & M. La décomposition V = WD WO WO détermine des injec-
tions des algebres Endz(W®), i = 0,1, —1, dans Endp(V), obtenues par un prolongement
nul sur les deux autres sous-espaces. L’involution adjointe g — g sur Endg (V) se restreint a
End (W) en une involution notée de la méme fagon, et induit un isomorphisme noté  —
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de Endp(W®) sur Endz(W D). On identifie le groupe GLx(W®) = GM 4 un sous-groupe
de G au moyen du monomorphisme ¢ qui & g € GO associe 1(g) = (7", Iy, g) € GN M.
On note G© = G N GLp(W©) ; ainsi M ~ GO x ,(GO).

Soit EY le corps des points fixes de I'involution adjointe dans E) et ¢ 'indice de ramifi-
cation de F; sur EY ; fixons une uniformisante @, de F; telle que @; = (—1)®~'z;. Notons
enfin f la E;/E)-forme e-hermitienne non dégénérée sur V! associée a la restriction de h.

Suivant toujours [21, §6.2] on choisit une base ordonnée BY = {vy, - - ,v4} du réseau A1 (0)
sur op,. Les éléments v_;, 1 <1i < d, définis par fi(vj,v_;) = w1d;; (1 < j < d) constituent
une base ordonnée BV = {v_y, -+  v_g} duréseau AV (1) sur og,. On définit les éléments

L1, Iy de Endg, (WD @ W) et sy et 7 de G, comme suit :

I 11(v;))=v_; et I_1;(v_;)=0 pourl1 <i<d;

]1’,1 (’U,Z') =v; et [17,1 (Uz) =0 pour 1 < ) < d ;

S1 = [_171 + E(—l)eo_l 117_1 + [W(o) X 871” = wl_ll_l,l + €y 117_1 + [W(o).
Aucun des éléments s; et s¥ n’appartient & Pt(A,,) car la décomposition est exactement
subordonnée [21, Definition 6.8, Lemma 6.7], tandis que pour toute suite autoduale A™ de

op-réseaux telle que by(A™) soit un og-ordre autodual maximal contenant by(A), 'un de ces
deux éléments appartient a P+(A2’;) [21, fin du §6.2]. Remarquons que

51 =1 (e(=1)* " Iyw), (s7) =1(elyw), s¥s1=1t(ewr), sis7 =t (e(—1) '),

On obtient un automorphisme involutif o; de G® en posant : ¢(o1(g)) = s1(g)s;

Lemme 3.1 ([21] Lemma 7.11, Corollary 7.12). Soit Jp = Jp(A) = H'(A)(J(A)N P).
Soit e(Ey/F) Uindice de ramification de Ey sur F. Posons ¢ = (wy"') et (' = 1 (wy")
ou wr est une uniformisante de F. Alors (' est un élément fortement positif ou fortement
négatif du centre de M et on a

JpsiJpsTJp = JpCJp et (JpCJp)EVE) = JpceE/E) Jp — Jpc Jp.

Les mémes résultats sont valides en remplagant Jp(A) par Jp-(A).

Démonstration. On reprend la démonstration de [21, Lemma 7.11] en notant J' = J'(A)
etc. Le changement de J% en Jp ou J3 n’affecte que l'intersection avec M, normalisée par s

et s77, la conjugaison par s; ou s¥ échange U et U™, et il suffit en fait de travailler dans G.
Notons e la projection de V sur W® de noyau la somme des W) pour j # i et détaillons
les calculs de loc. cit., qui utilisent les ordres J = J(5,A) et H = H(F, A) définis dans [20,
§3.2]. On écrit JINU- =14 eDFe® 1 cMWFe-1) 1 0531 qoy

si(JPNU syt =14 11,eW3e® 4 11 1eWF1 1, +eOF1 eV,
Comme e appartient & b(A), I_; e appartient & bo(A) et by (A)J C 6, on en déduit

si(J'NU)sTr c HNU



26 CORINNE BLONDEL

assertion un peu plus forte que loc. cit.(ii). On a de méme
(s?) W' NU)sT c H'NU,
qui est l'assertion (iii) de loc. cit.. Ces propriétés suffisent a conclure puisque les groupes

Jp et Jp- sont les groupes (HNU)(JNM)J'NU)et (JINU)JNM)(H'NnU). N

Partons d’un caractére semi-simple gauche 6 de H'(3, A) et résumons, d’apres [21, §5.3],
les propriétés des objets associés que voici :

e son prolongement 0p & HL(A) = H'(A)(J'(A) N U) trivial sur JY(A)NU ;

e l'unique représentation irréductible np de JH(A) = H'(A)(J'(A) N P) contenant 6p ;

JU(A)

e l'unique représentation irréductible n de J*(A) contenant 0, qui vérifie n ~ Ind N

un prolongement x de n a J*(A) ;

e la représentation xkp de J5(A) = HY(A)(JT(A) N P) obtenue par restriction de x a
JH(A)

I'espace des J(A) N U-invariants de 7, qui prolonge np et vérifie xk ~ Indﬁ(A)FLP.
P

Les groupes considérés ont tous une décomposition d’Twahori relative a (M, P), les représen-
tations Op, np et kp sont triviales sur HY(A)NU™ et JH(A) NU = JT(A) NU et leur
composante en M vérifie :

Oy o = O = 00 @0
Neianm = n® @ 7h;

kprm = K © /D

oi1 0 est un caractere semi-simple gauche de H'(3®, A©)) 7O est 'unique représentation
irréductible de J'(8©, A®) contenant 8, k(© est un prolongement de n® a J*+ (5, A©)
o) est un caractere semi-simple de H(3M,AM) = H(230), AM) attaché a la strate
AW nM 0,281], 51 est 'unique representatlon irréductible de J*(3®, AM) contenant
1) et Ii( ) est un prolongement de 7V a J(W, AM). En outre :

Lemme 3.2 ([21] Proposition 6.3, Lemma 6.9, Corollary 6.10). L’involution o, sta-
bilise le groupe J(BN,AMW). De plus, si k est une (B-extension de n, alors £ est une
B(O)-extension, &) est une 25(1)-6xten5i0n équivalente a W ooy et sy et s¥ entrelacent Kp.

Les groupes J( )/ JHA ) et Jp( )/JP( ) sont isomorphes & P(A,,)/P'(A,,), lui-méme
isomorphe & P(A)/PYAY) x o(P(AY)/PY(ALY)) [21, Lemma 5.3] ; dans ce produit le se-
cond terme est toujours un groupe hnealre sur une extension finie de kr, tandis que le premier
terme peut ne pas étre connexe. Donnons-nous une représentation cuspidale irréductible p
de ces groupes, que 'on peut écrire sous la forme p(® ® 1(p")) moyennant les identifications
ci-dessus, et considérons les représentations A\p de Jp(A) et A de J(A) définies par

Ap=KkpRp, A=K®XDp.
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On peut écrire comme précédemment Apjaynn =~ A0 ® vAD) avee A = kO @ pO) et
A0 = ;W) g pM. (La notation ne différencie pas les produits tensoriels de représentations
d’un méme groupe, comme Kk ® p, des produits tensoriels de repréesentations de groupes
distincts, comme A\ @ (AMV) : il faut étre vigilant.)

D’apres [21, Lemma 6.1] — dont la démonstration n’utilise pas le fait que k soit une /-
extension — elles sont irréductibles, on a A = Indﬁp Ap et I'isomorphisme d’algebres naturel
de H(G, Ap) sur H(G, \) envoie une fonction de support JpyJp, y € G, sur une fonction
de support Jy.J.

Fixons, pour ¢ = 2,--- [, une og,-base de la suite de réseaux A’, fixons une op,-base de
la suite de réseaux A' N W) et prenons la base BEYD UBM de WED @ WO, Ceci définit
un tore déployé maximal de G}, de normalisateur N*. Soit N l'intersection de Nt avec le
normalisateur dans G de P°(A,,) N M. On a N = NJ, x N #0 ot N, et N, sont
les objets analogues définis dans GENGLp(W ) = Gf, NGLp(W© ﬂVl) X Gf, % GF, et
GE NGLp(WED@W W) respectivement. Soit T une composante irréductible de la restriction
de pa PO(Ao,)/PL(Ao,) ~ PO(AG))/PLAG) x o(P(AG))/PY(AL)); on peut I'écrire comme
plus haut sous la forme 70 ® +(p("), de sorte que

N{(r)={n e N{ /"1 =1} = N () x N ("))

et Na(r) = N{ () NG = (N (r0) x N (7)) NG

Rappelons que s; et s7 appartiennent a G dans tous les cas excepté celui du groupe
spécial orthogonal avec 3; = 0 et dim W " impaire [21, §6.2]. Placons-nous dans cette
situation d’exception et supposons V! N W© £ {0}. Le groupe G§, N GLp(W©® N V1) est
alors un groupe orthogonal et ’on peut choisir p € P+(A£?3) NV1) de déterminant —1 tel que
p? =1 [21, Case (i) p.350] ; si VI N W est de dimension impaire on choisit p = —1. Alors
ps1 et psy vérifient toutes les propriétés de s; et s7 utilisées précédemment et appartiennent
a Gg. Dans tous les autres cas posons p = 1. Soit enfin W le groupe de Weyl affine a deux
générateurs engendré par ps; et ps¥ (par abus de langage - plus exactement c’est le quotient
du groupe engendré par psi, psy et t(og, ) par ¢(og, ). Alors Nyo)/Npo) N P(A%O)) est
isomorphe a W lorsque ps; appartient a Gg, c’est-a-dire dans tous les cas excepté celui du
groupe spécial orthogonal avec 1 = 0, dim pW 1 impaire et VI N W© = {0}.

Proposition 3.3 ([21] §6.4). Posons Jp = Jp(A) et soit k un prolongement de n a J*(A).

(i) Dans les trois cas suivants :

(a) la représentation 2D west pas équivalente o XD o oy,
(b) p nentrelace pas T,

(¢) ps1 n'appartient pas o Gg,
le support de Ualgebre H(G,\p) est Jp(Igwo) (M) x o(E))Jp.

(ii) 5i AV est équivalente a XV o oy et p entrelace 7© et ps; appartient ¢ G, le support
de H(G, )\p) est Jp (]G(o)()\(o)) X W) Jp.
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Cette proposition donne une caractérisation intrinseque du support de H(G, Ap), les
propriétés examinées ne dépendent donc pas du choix de 7.

Démonstration. Supposons tout d’abord que k est une [-extension standard [21, (4.11)] de
n de fagon a utiliser facilement les résultats de loc. cit. ; en particulier 7D est équivalente a
£ o gy et la condition “AM) est équivalente & AV o 07 est vérifiée si et seulement si p!) est
équivalente & p(Y) o oy (variante de [5, démonstration de la Proposition 5.3.2]). L’application
de [21, Proposition 6.15, Corollary 6.16 et démonstration de la Proposition 6.18] montre que
I'entrelacement de Ap est contenu dans Jp Ny (7)Jp. D’autre part entrelacement de A\p dans
M est exactement Dentrelacement de A @ o(A®) [6, Proposition 6.3 (ii)]. Si ! n’est pas
équivalente & pt!) o oy ou si ps; n’appartient pas a G, Nyxo (¢(p™M)) se réduit & t(E}) qui
entrelace effectivement la représentation, d’ou le résultat. Il en est de méme si p n’entrelace
pas 70 car ps; alors n’entrelace pas 7. Dans le second cas au contraire, ps; entrelace 7,
donc p, donc Ap.

Un prolongement « arbitraire de n & J™(A) peut s’écrire sous la forme yx* olt k* est une (-
extension standard de i et x est un caractere de PT(A,,)/P'(A,,) (par unicité des opérateurs
d’entrelacement de 7 & scalaire prés [21, Proposition 3.5]). Ecrivons x = x(© @ ¢(xV)). Alors
I'entrelacement de A\p = (xk°)p @ p = k% ® xp est déterminé par I'action de oy sur YMp).
Comme s est équivalente a 3o 01, la premiere partie donne le résultat. Noter que si
K est une B-extension le lemme 3.2 s’applique aussi bien & & qu’a x°, le caractere YV est
donc o-invariant (voir aussi [21, Corollary 6.13]), de sorte que p!) est oj-invariante si et
seulement si (V51 Dest. |

Corollaire 3.4. Soit k un prolongement de n a JT(A) et A\ = kK ® p comme ci-dessus.
Notons J© = J(BO A ¢t JO = J(BD, AD). La paire (Jp, \p) est une paire couvrante
de (JO x o(JW), XO @ ((AD)) dans G. Il en est de méme de la paire analogue (Jp-, Ap-).

Dans le cas (i) de la proposition, l'algebre H(G, Ap) est isomorphe a H(M, Apjjon). En
particulier, la représentation induite parabolique d’une représentation irréductible de M de
type Ap|gnm est toujours irréductible.

Dans le cas (ii) de la proposition, si I (A?) = JO Ualgebre H(G, A\p) est une algebre
de convolution sur W. Sa structure est déterminée par les relations quadratiques vérifiées
par deux générateurs Ty et T de supports respectifs JppsiJp et JppsyJp.

Démonstration. Dans le cas (i) de la proposition, I’entrelacement de Ap est formé de doubles
classes d’éléments de M, la paire est donc couvrante par [6, Comments 8.2] ; les conséquences
sur 'irréductibilité sont prouvées dans loc. cit. et rappelées au paragraphe suivant.

Dans l'autre cas, I’entrelacement de Ap est JpW Jp. Grace au lemme 3.1, qui reste valide
pour ps; et ps¥, et aux résultats de loc. cit., il suffit de montrer que les éléments de H(G, Ap)
de support JppsiJp et JppsT Jp sont inversibles, ce que I'on peut faire comme dans [10] §2.2
(en vérifiant que les démonstrations des lemmes 2.10 et 2.13 s’appliquent mot pour mot) ou
en passant directement aux énoncés plus précis ci-apres.

Pour passer de P & P~ il suffit de remarquer que I'action de x|;,_ sur les J'(A) N U~-
invariants de 7 est aussi égale & £ ® &) sur J N M. Clest élémentaire en prenant le
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modele de 7 ~ Indﬂ)fr;p formé des fonctions de J' N U~/H' N U~ dans I'espace de np : les
JY(A) N U~ -invariants sont les fonctions constantes. [

Pour obtenir des précisions sur les relations quadratiques du second cas ci-dessus nous
suivons encore [21], §7.1 et 7.2.2. Commengons par construire deux suites de opg-réseaux
autoduales My = My L A?--- L Alet MMy =M L A%--- L A comme dans loc. cit. §7.2.2,
a partir des suites de o0p,-réseaux M} et M} dans V!, de période 2 sur E, caractérisées par :

€1

Mo(0) = AL —ar), M(1) = Alqr),  M(0) =A'(1—5), ML) = AX(

€1

2)'

Les ordres by(9g) et bo(M;) sont des og-ordres autoduaux maximaux contenant bg(A) et la
décomposition V = WED WO WM est subordonnée aux strates [9;, nox,, 0, 3] (i = 0, 1).
Enfin s; appartient & P*(9Mg,,), s¥ appartient a PT(9M;,,.) et I'on a :

PT(Agy) = (PT(My0,) NP7) PH My oy,) = (PT(Mo0) N P) P (Moo)- (3.5)

En particulier, la représentation p = p® @ o(p™M) de J(A)/JY(A) ~ P(A,,)/P*(A,,) s'étend
en une représentation toujours notée p du sous-groupe parabolique P(A,,)/P'(9M;,,) de
P(OM; ,,,) triviale sur son radical unipotent P'(A,,)/P'(9M;,,), et de méme avec My,
Avec ces conventions on a :

Proposition 3.6 ([21](7.3)). Si k est une (B-extension de n relative a My, il y a un homo-
morphisme d’algebres injectif

jO: H(P(WO,UE)7p) — H<G’ )‘P)

préservant le support : Supp(jo(¢)) = Jp Supp(¢)Jp. Il en est de méme en remplagant My
par My, avec un homomorphisme j;.

Démonstration. 1l faut justifier l'usage de [21, §7.1], qui s’occupe de représentations de
groupes de la forme J°(A), pour nos représentations de groupes J(A). Par hypothése, il exis-
te une [-extension x(9My), représentation de J(9My), dont la restriction & PF(A,,)J (9My)
correspond & la représentation x de J*(A) par la bijection canonique 8. Reprenant la
démonstration de [21, Proposition 7.1] pas & pas, on obtient un isomorphisme d’algebres
de Hecke, préservant le support, de H(G,k(Mo)|pa,,)riem) @ p) sur H(G, ki) @ p).
L’isomorphisme de la proposition 7.2 de loc. cit. reste valide puisque x(90)| P(Ao ) JL()
se prolonge a J(My). Le dernier isomorphisme de la composition de [21, (7.3)] provient de
21, Lemma 6.1]. |

Corollaire 3.7. Soit k un prolongement de n a JT(A) et A = k ® p comme ci-dessus.
Supposons que la représentation 2D st équivalente a AW o o1, que p entrelace 7O et que
ps1 appartient o G. Soient o et x1 des caractéres de PY (Ao, )/ P (A,,) tels que xy 'k soit
une [B-extension relative a My et x| 'k soit une B-extension relative o M. Moyennant une
normalisation convenable, les relations quadratiques vérifies par les générateurs Ty et T
de H(G, Ap) sont respectivement les relations quadratiques vérifiées par
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o le générateur de H(P(Mo.o), Xop), de support P(A,,)psiP(Aoy),

o le générateur de H(P (M 0y), X19), de support P(A,,)psT P(Aoy).

Ce corollaire fournit le moyen de calculer les relations quadratiques cherchées, a ho-
mothétie pres, dans un groupe réductif fini. Nous indiquons dans le paragraphe suivant les
conclusions qu'une telle connaissance permet de tirer en termes de réductibilité d’induites.

3.2 Relations quadratiques et points de réductibilité

Nous expliquons dans cette section comment les coefficients des relations quadratiques satis-
faites par les deux générateurs de ’algebre de Hecke ci-dessus, sous les hypotheéses communes
aux corollaires 3.4 et 3.7, déterminent entierement les parties réelles des quatre points de
réductibilité de I'induite correspondante.

Commencons par rappeler la propriété caractéristique des paires couvrantes dans le
groupe classique G, pour des représentations supercuspidales d'un sous-groupe de Levi maxi-
mal M ~ GL(n, F') x L. On se donne une représentation supercuspidale = de GL(n, F'), un
type (Jn, A\n) pour 7, une représentation supercuspidale o de L, un type (Jy, Ag) pour o, un
sous-groupe parabolique P de G de facteur de Levi M, et on suppose construite une paire
couvrante (J,\) de (J, X Jo, A\, ® \g) dans G. Par définition [6, §7] il existe un morphisme
d’algebres injectif ¢ : H(M, A\, ® \g) — H(G, \) rendant le diagramme suivant commutatif :

RESoM(G) 29 Mod-H(G, \)
ind% 1 t, 1 (3.8)
REEM (A1) s Mod-H(M, A\, @ Ao)

Nous travaillons ici avec I'induite normalisée ind$ et avec des modules & droite sur les algebres
de Hecke. Le foncteur t, associe & un module X le module Hom 3(as, x,e10) (H(G, A), X), dans
lequel ¢ détermine la structure de module de H(G, \), et le foncteur h (resp. he) associe a
une représentation 7 le module Hom j, s, (A, ® Ao, 7) (resp. Hom (A, 7)).

Les fleches horizontales de (3.8) sont des équivalences de catégories, ce diagramme im-

plique donc que pour tout s € C, la représentation indgw|det|5 ® o est réductible si et
seulement si le H(G, A)-module ¢, b (7|det|* ® o) est réductible.

Choisissons pour o un type (Jy, Ag) construit par Stevens [21, Theorem 7.14] de sorte que
o ~ Ind; Ag. Alors lalgebre H(M, A, ® Ag) est isomorphe & H(GL(n, F), \,).

Choisissons pour 7 un type simple maximal de Bushnell-Kutzko (J,,, \,,), attaché a une
strate simple [A,,,,0,3,]. Posons E, = F|[3,] et notons wg, une uniformisante de E,,.
D’apres [5, §6], 'entrelacement de A, est égal a Ty = EX J, = w§ J, et on a une bijection
A — 7= Tnd$HF) A, entre 'ensemble des prolongements de A, a j; et 'ensemble des
classes d’équivalerfce de représentations irréductibles de la classe d’inertie de w. Soit Z un

élément de H(GL(n, F), \,) de support wg, J,, ; on a par [5, §5.5] :

H(GL(n, F),\,) ~C[Z, Z71].
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En particulier, les représentations irréductibles de cette algebre sont des caracteres, détermi-
nés par leur valeur en Z. Le groupe X° des caractéres non ramifiés de GL(n, F') agit sur
H(GL(n, F), \,) par x(f)(z) = x(x)f(z) (x € X°, f € H(GL(n, F), \,), © € GL(n, F)), et
si 7 est une représentation irréductible comme ci-dessus on a : h(x~'7) = h(7) o x soit :

h(x~'7)(2) = x(wg,)h(7)(2). (3.9)

Le plongement de GL(n, F') dans M C G détermine une involution g +— ¢~! sur GL(n, F)
déduite de l'involution adjointe (voir le début du paragraphe précédent) ; on dira que w
est autoduale si sa classe d’isomorphisme est fixée par cette involution. (Cela signifie que
T est équivalente a sa contragrédiente dans les cas symplectique et orthogonal, a la con-
tragrédiente de sa composée avec la conjugaison de F' sur Fy dans le cas unitaire.) Si aucune
des représentations 7|det|* n’est autoduale on sait que la représentation induite est toujours
irréductible ([18, Corollary 1.8] ; voir aussi [23, Lemmas 4.1 and 5.1]).

Supposons 7 autoduale et faisons les hypotheses suivantes :

(i) L’algebre H(G, \) a deux générateurs Ty et Ty vérifiant des relations quadratiques de
la forme (T, —w)(T; —w?) =0 (i=0,1)et on at(Z)="TyT}.

(ii) Les quotients des valeurs propres sont des nombres réels strictement négatifs. On
ordonne alors les valeurs propres de fagon que : w}/w? = —¢" avec r; > 0.

Soit £ un caractere de H(M, A, ® \g). La représentation t¢.(§) est de dimension 2, elle est
réductible si et seulement si elle contient un caractere, c¢’est-a-dire si et seulement si il existe
un caractere o de H(G, ) tel que & = awot [1, Proposition 1.13]. Ainsi la réductibilité de
ind§ 7|det|*®0 est obtenue exactement pour quatre valeurs de s (comptées avec multiplicité),
données par b (7|det|*)(Z) = wlwk, j,k = 1,2, cest-a-dire

b (r]det|*)(Z2) € {ap=wiwi, —q"ap, —q" o, ¢ ap}. (3.10)

On sait par ailleurs que RI™GL(PI(GL(n, F)) contient exactement deux représentations

irréductibles autoduales non équivalentes : m et 7 |det |i120%q, pour un unique entier e
divisant n, qui est l'indice de ramification de E, sur F' [5, Lemma 6.2.5]. On sait enfin
[18, Theorem 1.6] que pour chaque représentation supercuspidale autoduale 7’ de GL(n, F)
I’ensemble des points de réductibilité réels de ind$ 7’'|det|* ® o est soit vide, soit de la forme
{a, —a} pour un réel positif ou nul a. Ainsi il existe au maximum quatre représentations don-

e 2im
i82+ﬁ log q ,

nant lieu & réductibilité (comptées avec multiplicité), & savoir : m|det |**! et 7|det |
pour un s; € R et un s, € R, dont les images par b sont, via (3.9), les caracteéres ayant pour
valeur en Z un élément de I’ensemble :

{a 0(m)(2),q¢7% b (1)(2), = b (m)(Z), —¢™% b (m)(Z)}. (3.11)

Sous les hypotheses (i) et (ii), un sous-ensemble X convenable de (3.11) doit coincider avec
(3.10). Comme (3.10) contient des paires d’éléments de quotient négatif, le sous-ensemble X
doit avoir la méme propriété : c’est (3.11) tout entier. Les hypotheses faites entrainent donc
que les induites considérées ont effectivement des points de réductibilité. En comparant les
quotients réels positifs de valeurs de (3.10) et (3.11) on obtient la formule suivante :
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Proposition 3.12. Supposons que l'algébre H(G, \) a deux générateurs vérifiant des rela-
tions quadratiques de la forme (T;—w})(T;—w?) =0 (i = 0,1) dont les quotients des valeurs
propres s’écrivent w; Jw? = —q" avec r; > 0, et tels que t(Z) = TyTy. Les paramétres ro, r1
déterminent alors les parties réelles des points de réductibilité de ind$ n|det]* @ (s € C) :
ce sont les éléments de l’ensemble

e e
{ :l:% (7’0"—7”1), :l:% (’/’0—7”1) }

Remarque 3.13. Les parties réelles des points de réductibilité de ind%7|det|* ® o et de
ind$ 7r|det]s+ﬁ% ®o sont évidemment les mémes. L’énoncé s’applique donc indifféremment
a I'une ou a l'autre et de fait il ne permet pas de déterminer séparément les deux points
de réductibilité réels correspondant a chacune des deux représentations autoduales m et
7 |det |2£"1?>Tﬁq I1 ne fournit que ’ensemble total des parties réelles des points de réductibilité
pour une représentation autoduale de la classe d’inertie de 7.

Remarque 3.14. Lorsque la structure de H(G, A) est donnée par un énoncé semblable au
corollaire 3.7 ci-dessus, 'hypothese (i) est automatiquement vérifiée. L’hypothese (ii) 1'est
aussi par [15, §6.7], apres [11] : le quotient des valeurs propres est —p€, i.e. 'opposé du
quotient des degrés des deux représentations irréductibles formant I'induite de la cuspidale
dans le groupe réductif fini.

Remarque 3.15. Pour des représentations o et m dont les types vérifient les hypotheses
du paragraphe 3.1 (voir a ce sujet la remarque 3.18 plus loin) on retrouve les résultats de
réductibilité connus par ailleurs. En effet, si G est un groupe symplectique ou unitaire les
énoncés de ce paragraphe se simplifient (car p = 1 et s; appartient a Gg) et, complétés par la
proposition 3.12, fournissent l'irréductibilité de ind$ 7|det|* ®o si aucune des représentations
m|det|® n’est autoduale, et sa réductibilité pour un unique s > 0 si 7 est autoduale. Il en est
de méme si G est spécial orthogonal en dimension impaire : le seul cas ou s; n’appartient pas
a G est celui ou 3 = 0, les espaces V2,---, V! sont alors de dimension paire, car chacun
porte une strate simple gauche non nulle, donc W N V1! est de dimension impaire d’ou
p = —1 et ps; appartient a Gg.

Le cas du groupe spécial orthogonal en dimension paire est plus délicat. L’irréductibilité
de ind$ 7|det|® ® o si aucune des représentations 7|det|® n’est autoduale est donnée par le
corollaire 3.4. Via les lemmes de Zhang cités plus haut, on est assurés de I’existence de points
de réductibilité réels, pour 7 autoduale, dans tous les cas sauf le suivant : G est un groupe
spécial orthogonal et n est impair. De fait, si n est pair, s; appartient a Gg, p =1 et 'on
retrouve les situations décrites plus haut. Supposons n impair ; 'autodualité de 7 entraine
n = 1 par [2, Theorem 1]. Le cas d’exception est donc celui de GL1(F) x SO(2t, F'), Levi de
SO(2t+2, F'). D’apres la proposition 3.3 il existera des points de réductibilité si et seulement
si p entrelace 7(°) et ps; appartient & G — en particulier il n’en existe pas si W@ NV = {0}.
On pourrait comparer cette condition avec celle de Jantzen [12] selon laquelle I'induite a des
points de réductibilité si et seulement si o est équivalente a sa conjuguée par un élément
du groupe orthogonal de déterminant —1 (si W(® NV = {0} il est facile de voir que cette
condition n’est jamais satisfaite). Ce n’est pas notre propos ici.

Ces questions de réductibilité ont été beaucoup étudiées, en premier lieu par Shahidi [17,
Theorem 8.1] ; pour le cas d’exception citons par exemple [14], [23], [12]...
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3.3 Conclusion

Passons enfin a 1’étude de la réductibilité sous les hypotheses communes aux paragraphes
3.1 et 2.4, c’est-a-dire une décomposition autoduale V.= WD ¢ WO @ W) exactement
subordonnée & [A,n,0,4], avec W© = V2 | ... 1 Viet WED @ WM = V1 On pose
Zy =W oW, Z, = WO, comme au paragraphe 2.4, et on note G (resp. G?B)) le
groupe d’automorphismes de la restriction de la forme h a Z; (resp. Z3), G1 (resp. G(g))
sa composante neutre, de sorte que G = G?B) x Gf. Etant donné que V! n WO = {0}
I‘élément p introduit pour énoncer la proposition 3.3 est ici égal a 1.

Soient P et M comme en 3.1 et P, M; leurs intersections avec GL; Le corollaire 3.4
nous décrit une paire couvrante (Jp, Ap), dans G, de la paire (J© x o(JM), X0 @ (A1)
dans M = G(g) x (GLp(W®M)). Supposons que 50 (A?) = J© ; la paire (J@, A0 est
alors un type pour la classe d’inertie de la représentation supercuspidale o = Indfé(?)))\(o) de
G0y ([21, Corollary 6.19] ; k) est tordue d’'une [-extension par un caractere, comme dans
la démonstration de la proposition 3.3). D’autre part by(A())) est un o0p,-ordre maximal
de Endg, (W®) donc (JO, AD) est un type pour une classe d’inertie de représentations
supercuspidales de GLp(W M) [5, Theorem 6.2.2] dont on note 7 un élément. Le diagramme
3.8 relie alors ’étude de réductibilité des induites ind$ 7|det|* ®o & la structure de H(G, Ap).

Notre but est de comparer les parties réelles des points de réductibilité des induites
paraboliques ind$ 7|det|* ® o dans G aux parties réelles des points de réductibilité des
induites paraboliques indgl1 m|det|® dans G;. Dans G; nous avons une situation tout a fait
analogue ¢’est-a-dire une paire couvrante (Jp, (AY), Ap, ) de la paire (:(JD), o(AD)) dans M,
(ce qui définit Ap,).

D’apres le corollaire 3.4, si la représentation 2D pest pas équivalente a AW o 01 ou si §q
n’appartient pas a G, les algebres H (G, Ap) et H(G1, Ap,) sont isomorphes a H(M, Apjnnr)
et H(Mi, Ap,, Jp, (ADN ) Tespectivement et les induites ind% 7|det]* ® o et indgl1 m|det|® sont
toujours irréductibles. Le premier cas est celui ou la classe d’inertie de m ne contient pas
de représentation autoduale et 'on retrouve le fait qu’une représentation supercuspidale
autoduale possede un type autodual.

Placons-nous désormais dans le cas autodual ou 2D est équivalente a PO o1, et sup-
posons que s; appartient a Gg. L’énoncé du corollaire 3.7, dont on reprend les notations,
peut étre précisé en ne faisant intervenir que les intersections avec Gy. En effet P(91,,,) est
égal au produit P(EITI(()%E) x P(OM ), de méme pour P(M ) et P(A,y,). Comme by(A©)
est un og-ordre autodual maximal de End (W ©)NB on a P(im[()?gE) = P(img?gE) = P(Ag(;)),
de sorte que (cf. (3.5)) les algebres :

H(P(Mo o), xop) = HPEN, ), (x5 pM))
ot H(P(M1 o), x1p) = H(PENL, ), (" p™))

déterminent les relations quadratiques satisfaites par les générateurs de H(G,Ap). De la
méme fagon, les relations quadratiques satisfaites par les générateurs de H(Gq, A\p,) sont
déterminées par les algebres
1 1
H(P(Mg,),(xiop™) et HP(ERG,,), (i1 ™M)

070E l,UE
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oll X1,0 et x1,1 sont des caracteres de PF(A} )/P*(A} ) tels que x; k1 soit une [-extension
relative & 9§ et x7 1k une f-extension relative a M.

Dans chaque cas on obtient une algebre de Hecke H(G,~) sur un groupe réductif fini
G =P}, )/P' (M, ), relative & une représentation supercuspidale autoduale v du sous-

2,0

groupe de Levi de Siegel
P(Ay,)/PH(A;,) =~ P(AL))/PH(AS)) = GL(f, kg,)

oil kg, est le corps résiduel de E; et f la dimension de W) sur E;. (On rappelle comme au
paragraphe 3.2 que la notion d’autodualité correspond ici a vy o oy >~ 7, et que l'action de o,
sur GL(f, kg,) est équivalente & g — g™ si 3; = 0 ou si E; est ramifiée sur EY, & g — ‘g1
si By est non ramifiée sur E?, la barre désignant alors 'action de I'’élément non trivial du
groupe de Galois de kg, sur k’Ef-) Les relations quadratiques correspondantes peuvent étre
calculées au cas par cas a partir des travaux de Lusztig. Quoi qu’il en soit, il arrive que ces
relations soient indépendantes du choix de la représentation cuspidale autoduale . Lorsque
c’est le cas, la proposition 3.12 implique que les parties réelles des points de réductibilité de
ind$ w|det|* ® o et indJG:,l1 m|det|® sont les mémes.

Exemple 3.16. Si E; est non ramifiée sur £V et de degré maximal [E; : F] = dim W), le
groupe G est isomorphe dans les deux cas a U(1,1)(kg, /kgo). Les relations quadratiques sont
toujours homothétiques & X? = (qg, — 1)X + gg,, avec quotient des valeurs propres —qg, .
L’application de la proposition 3.12 donne pour parties réelles des points de réductibilité 0
(double) et i%. Si F; est ramifiée sur EY et de degré maximal, le groupe G est isomorphe a
SL(2, kg,)) ou O(1,1)(kg,)). Dans SL(2, kg,)) la relation quadratique est soit X? = (qg, —
1)X + qg,, soit X? = 1, avec quotient des valeurs propres —qg, ou —1, elle est sensible a la
torsion ; dans O(1,1)(kg,)) c’est X? = 1. Les parties réelles des points de réductibilité sont
soit 0 (double) et +1, soit 0 (quadruple).

Dans ces deux cas, pour toute représentation o vérifiant les hypotheses du présent para-
graphe (voir la remarque 3.18), les points de réductibilité de ind% 7|det|* ® o sont de partie
réelle strictement inférieure a 1.

Si les relations ne sont pas indépendantes du choix de «, la comparaison cherchée impose
de comparer les caracteres x et x; d'une part, x; et x1,1 d’autre part ; c’est la qu’intervient
le théoreme 2.35. Soit donc w{; (resp. wy,_) le caractere de P (A,,), trivial sur P'(A,,),
qui & x € PT(A,,) N M associe la signature de la permutation v — xvz~' de JL, (D) N
U~/ H (M) NU~ (resp. JL,(9)NU/H (M) NU). Rappelons que ces caractéres ne

dépendent que de la strate [A, n,0, §] (lemme 2.22).

Les hypotheses du paragraphe 2.4 sont vérifiées par le sous-groupe parabolique P et la
suite de réseaux My, ainsi que par P~ et M (3.5) et les représentations k et ky sont reliées
par la condition :

rp (k) =rp (K @ k1) = kO @ (D) = rp- (r) = rp- (K @ k1) .

D’aprés le théoreme 2.35, y,'k est une [(-extension relative & 9 si et seulement si
wixo (k¥ ® k) est une [-extension relative & My ; de méme x| 'k est une B-extension
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relative & 9, si et seulement si w,_x7 " (k¥ ® k1) est une B-extension relative a M. Sur la
composante en W la torsion par w{, ou w,_ ne change pas le fait d’étre une 3-extension
car ces caracteres sont triviaux sur tous les sous-groupes unipotents [21, Theorem 4.1]. La
condition se simplifie donc comme suit :

— . . \ . . 0)\— .
Xo 'k est une (B-extension relative a My si et seulement si (X(() )) 15 est une B-extension
et wox, k1 est une B-extension relative a M ;

et de méme en remplacant 9y par My et xo par x;. Notons au passage que xo et X1
different d’un caractere autodual [21, Remark 6.12] tandis que w{; et wi,_ sont quadratiques
ou triviaux. Finalement :

Proposition 3.17. Notons g = L(X((] )p( ety = L(X( ),0( ). Les générateurs de H(G, Ap)
se calculent dans

H(P(Mg o)/ PH(Mg,,) v0) et HPOM )/ PHO,,), 7)

tandis que ceur de H(G1, Ap,) se calculent dans

H( ( OoE)/P (m(]oE) OWOU) et H( ( loE)/Pl(mloE) 1W[11—)’

ot le caractére wi, (resp. wi,_) de P(A])/P*(A;,) associe a x € P(Ay ) la signature de la
permutation v — xvz~t de JL,(MMHNU~/ H (OMM{)NU~ (resp. m(ﬁﬁl)ﬂU/ HY(mHnU ).

ext

Remarque 3.18. Bien entendu ce résultat ne permet pas de traiter la réductibilité de
indIGD m|det|* ® o pour n’importe quelle paire (7, 0), puisque les types attachés a 7 et o ont
été construits a partir des éléments suivants :

e une strate semi-simple gauche [A,n,0, 3] et une décomposition autoduale exactement
subordonnée & cette strate V = WD @ WO @ WO telle que VI = WD g W

e un caractére semi-simple gauche § dont la restriction §©'®.(6()) & H'(A)NM détermine
un caractere semi-simple gauche #() intervenant dans o et un caractere simple §(V
intervenant dans 7.

On ne peut I'appliquer qu’a des paires de représentations possédant des strates et caracteres
semi-simples sous-jacents au-dessus desquels il existe une strate semi-simple et un caractere
semi-simple convenablement décomposés comme ci-dessus, ce qui peut imposer des conditions
de compatibilité entre les caracteres 0© et (M) (voir la définition des caracteres semi-
simples [20, Definition 3.13] et la notion de “common approximation” de [7, §8]).

Précisons ceci, avec les notations du paragraphe 3.1. On choisit un type pour la représen-
tation supercuspidale autoduale 7 avec strate simple sous-jacente [A(l), nM,0, 25(1)] et ca-
ractére simple sous-jacent 8. On peut sommer la strate [AM), n®M,0, V] et la strate duale
dans WY de facon & obtenir une strate simple gauche [A',n!,0,3'] dans V! & laquelle
Vi=WED @ WO soit exactement subordonnée [2] [10], avec B = Y @ M. On choisit
par ailleurs un type pour ¢ avec strate semi-simple gauche sous-jacente [A©®) n(® 0, 3] et
caractere semi-simple gauche (9. On se ramene au cas ou A! et A© ont méme période. La
proposition 3.17 s’applique alors dans les cas suivants : n' = n(? et les polynomes carac-

téristiques des strates [A',n',0, 8] et [A© n(® 0, 30] sont premiers entre eux ; n! = 0 et
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B est inversible ; n(® = 0 et ! est inversible. Si les strates sont moins “disjointes”, un
examen plus approfondi est nécessaire pour déterminer si () et (°) vérifient les conditions
d’existence d’un caractere # comme ci-dessus.

En particulier ce résultat s’applique toujours si la strate sous-jacente & 7 est nulle et 5
inversible. En revanche le cas d'un caractere autodual 7 de GL(1, F') et d’une représentation
o attachée a une strate semi-simple dont une composante simple est nulle (ce qui est au-
tomatique dans un groupe spécial orthogonal impair) ne releve pas de la proposition 3.17.

3.4 Exemples

Commencons par illustrer la signification de la proposition 3.17 a partir d’exemples basés
sur les calculs de paires couvrantes et d’algebres de Hecke déja faits dans Sp(4, F)) [1] ; le
groupe G est ici symplectique.

Le cas des représentations supercuspidales autoduales m de GL(2, F)) vu comme sous-
groupe de Levi de Siegel de Sp(4, F') [1, Tableau (3.17)] est conforme a l’exemple 3.16
ci-dessus. Passons au cas le plus intéressant, celui d'un caractere quadratique ou trivial
X de GL(1, F). Notons x la restriction de x a oy. La paire couvrante (Jp, (A1), Ap,) dans

G1 = Sp(2, F) correspondante est tout simplement la paire (I, xo) ou I = (a; °F> NGy

PP ler
est un sous-groupe d’Iwahori et xo((25%)) = x(a),(2%) € I. Les deux sous-groupes para-
X =1
horiques maximaux contenant I sont Py = SL(2,0r) et P; = <;F p:; ) N G;. La seule
F Y

[-extension du caractere trivial de ' = (1;';’7 1inF) N Gy a I relativement a I'un ou l'autre

de ces parahoriques est le caractere trivial. Notant encore y, le caractere du sous-groupe
parabolique image de I dans le quotient réductif de Py ou de Py, on voit par le corollaire
3.7 que les relations quadratiques déterminant la réductibilité sont deux fois celle satisfaite
par un générateur de H(SL(2, kr), x0), soit (X + 1)(X —q) =0 (A) (ro =71 = 1) si x est
trivial sur oy, (X +1)(X — 1) =0 (B) (rp = r1 = 0) sinon, d’ou la structure bien connue
pour H(SL(2, F'), xo) et les points de réductibilité de parties réelles 0 et 1 dans le premier
. , . . Sp(2,F) ~| |s
cas, 0 quatre fois dans le second, pour la représentation indp, x| 5.

: , C . 1Sp(4,F) ~ N
Occupons-nous maintenant des représentations induites ind Pp( ) X| | ® o0 ot o est une

représentation supercuspidale de Sp(2, F'). L’examen des tableaux (2.17) p. 676 et 1 p. 677
de [1] appelle quelques remarques.

(i) Lorsque o est une représentation de la série non ramifiée “exceptionnelle”, i.e. induite
a partir de Uinflation & SL(2, o) d'une représentation cuspidale de SL(2, kr) qui ne
se prolonge pas a GL(2,kr), et si x n’est pas trivial, on trouve une relation dont le
quotient des valeurs propres est —g¢?. De fait, dans ce cas la strate sous-jacente & o est
une strate nulle, la strate sous-jacente a m = y aussi, et nous ne sommes pas dans les
conditions d’application de la proposition 3.17 (voir la remarque 3.18). C’est pourquoi
cette proposition ne permet de prévoir ni ce cas, ni les autres cas dits “de niveau 0” ou
o est induite de U'inflation d’une représentation cuspidale de SL(2, k) qui se prolonge
a GL(2, kp).

(ii) Si x est trivial, on trouve deux relations de type (A) si o est de la série non ramifiée et
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de niveau strictement positif, deux relations de type (B) si o est de la série ramifiée ;
si y est non trivial, c’est exactement le contraire. Ces cas relevent de la proposition
3.17, les caractéres wy; et w,_ sont nécessairement triviaux dans le cas non ramifié et
non triviaux dans le cas ramifié.

Dans un groupe symplectique on a calculé dans 'exemple 2.36 les caracteres w, et wi,_
dans le cas d'un caractere autodual ¥ de GL(1, F') et d’une représentation o de Sp(2N, F)
attachée & un type simple maximal oti I'élément 3© engendre une extension totalement
ramifiée et y est de valuation congrue & —1 modulo dim W), Ces deux caracteres sont égaux
au caractere quadratique non trivial de o5 (comme dans (ii) pour N = 1). La proposition

3.17 nous permet de comparer comme ci-dessus la réductibilité de indip(QNJrQ’F) Xl P®oa

celle de ind%l)(Q’F) X| |*. On en déduit qu’il y a un unique caractere autodual x de F™* tel

. 1SP(2N+2,F) o : L N
que ind Pp( T2E) X| |° ® o soit réductible en s = 1, et que la restriction de ce caractere a o5

est non triviale. Il s’agit donc, comme on s’y attend par ailleurs, d'un caractere quadratique
ramifié. Cependant (voir remarque 3.13), la détermination exacte de ce caractére parmi les
deux caracteres quadratiques ramifiés nécessite des calculs plus poussés qui sortent du cadre
du présent article.
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