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Exercice 1

Soit (An)n≥1 une suite d’événements sur un espace de probabilité (Ω,F , P ). On note lim inf An

l’événement
⋃

k

⋂

n≥k

An

et on note lim supAn l’événement
⋂

k

⋃

n≥k

An .

1) Montrer que pour tout k,

P (
⋂

n≥k

An) ≤ inf
n≥k

P (An) et P (
⋃

n≥k

An) ≥ sup
n≥k

P (An) .

2) En déduire les deux inégalités suivantes :

P (lim inf An) ≤ lim inf P (An) et P (lim supAn) ≥ lim supP (An) .

3) Déterminer les quantités intervenant dans 2) lorsque Ω = {−1;+1}, P ({−1}) = 1/4, P ({+1}) =

3/4, An = {(−1)n}.

Exercice 2

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes de même loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[ :

P (Xn = 1) = p, P (Xn = 0) = 1− p.

1) Montrer qu’il y a presque sûrement une infinité de n tels que Xn = 1.

2) Pour n ∈ IN, on définit l’événement An = {Xn = Xn+1 = · · · = X2n−1 = 1}. Montrer que p.s.

il n’y a qu’un nombre fini de An qui sont réalisés.

3) Montrer qu’il en est de même pour l’événement :

Bn = {parmi Xn2 , Xn2+1, · · · , X(n+1)2 il y a n v.a. consécutives qui valent 1.}

Exercice 3

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes, et de même loi de Bernoulli de paramètre p,

(0 < p < 1). On pose, pour tout n ≥ 1, Yn = XnXn+1, et Vn = Y1 + · · · + Yn. Montrer que

Vn/n converge en probabilité vers p2.
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Exercice 4

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes de même loi uniforme sur [0, 1]. Posons Sn =
∑n

k=1 1I[0,α](Xk) et Zn = Sn − nα, n ≥ 1, pour α ∈ [0, 1].

1) Montrer en utilisant l’identité de Markov que pour tout ε > 0,

P (|Zn| > nε) ≤
Cste

n2
.

2) Montrer que pour tout α ∈ [0, 1],

(1/n)
n
∑

k=1

1I[0,α](Xk)
n→+∞
−→ α , p.s.

Exercice 5

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes de même loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[ :

P (Xn = 1) = p, P (Xn = −1) = 1− p. On note Sn =
∑n

k=1Xk et S0 = 0.

1) Pour n ∈ IN, calculer P (Sn = 0).

2) Etudier
∑

P (Sn = 0). Que peut-on en conclure ?

Exercice 6

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes de même loi définie par: P (Xn = −1) = P (Xn =

+1) = 1/2. On veut montrer que pour tout k, p.s. Sn = k, infiniment souvent (où Sn =
∑n

k=1Xk

et S0 = 0).

1) Peut-on appliquer le lemme de Borel-Cantelli ?

2) On pose qj = P (supn≥0 Sn ≥ j) pour tout j ∈ Z. En envisageant les deux valeurs possibles de

X1, montrer que qj = (qj−1 + qj+1)/2.

3) En déduire que qj = 1, pour tout j ≥ 0 et que P (lim supSn = +∞) = 1.

4) Montrer que P (lim inf Sn = −∞) = 1.

5) Montrer que pour tout k, p.s. Sn = k, infiniment souvent.

Exercice 7

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. à valeurs dans IN, indépendantes et de même loi. Montrer qu’on a

les deux cas suivants :

· Ou bien E(|X1|) < +∞ et alors P (lim sup {|Xn| ≥ n}) = 0.

· Ou bien E(|X1|) = +∞ et alors P (lim sup {|Xn| ≥ n}) = 1.

Exercice 9

Montrer qu’une suite de v.a. (Xn)n≥1 converge en probabilité vers une v.a. X si et seulement si :

lim
n→∞

∫

Ω

|Xn −X|

1 + |Xn −X|
dP = 0 .
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Exercice 10

Établir que pour toute fonction continue f de [0, 1] dans IR :

∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
f

(

x1 + x2 · · ·+ xn
n

)

dx1 · · · dxn
n→+∞
−→ f

(

1

2

)

, (1)

n
∑

k=0

Ck
np

k(1− p)n−kf

(

k

n

)

n→+∞
−→ f(p) , p ∈ [0, 1] . (2)

Établir que pour toute fonction réelle continue et bornée f définie sur IR+ :

lim
n→+∞

∑

k≥0

e−λn (λn)
k

k!
f

(

k

n

)

= f(λ) , λ ∈]0,+∞[ .

Exercice 11

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. positives, montrer que Sn = X1 + · · ·+Xn converge en probabilité

si et seulement si Sn converge p.s..

Remarque : en cours, on a montré que c’était le cas pour des variables aléatoires indépendantes.

Exercice 12

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. indépendantes telles que pour tout n ≥ 1, E(X2
n) < +∞. On

suppose que

lim
n→∞

1

n

n
∑

k=1

E(Xk) = m et lim
n→∞

1

n2

n
∑

k=1

Var (Xk) = 0 .

1) On pose mn = (1/n)
∑n

k=1E(Xk). Montrer que la suite ((1/n)
∑n

k=1Xk − mn) converge en

probabilité vers 0.

2) En déduire que (1/n)
∑n

k=1Xk converge en probabilité vers m.

Exercice 13

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a. i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre p ∈]0, 1[. On pose Sn =

X1 + · · ·+Xn.

1) Soit λ > 0. Montrer que E( exp(λSn)) = (1− p− p exp(λ))n.

2) Soient λ, ε > 0 tels que p + ε < 1. En appliquant l’inégalité de Markov à exp(λSn/n), vérifier

que

P (
Sn

n
− p ≥ ε) ≤ exp (n log(1− p+ peλ/n)− λ(p+ ε)).

En déduire que P (Sn

n − p ≥ ε) ≤ exp(−nH(p+ ε)), où pour tout x ∈]0, 1[, H(x) = x log(xp ) + (1−

x) log(1−x
1−p ).

3) Montrer que sur [0, 1 − p[, x 7→ H(x + p) est convexe, puis que pour tout x ∈ [0, 1 − p[,

H(p+ x) ≥ 2x2. En déduire que pour tout ε > 0, P (Sn

n − p ≥ ε) ≤ exp(−2nε2).

4) Montrer que pour tout ε > 0, P (Sn

n − p ≤ −ε) ≤ exp(−2nε2), puis que P (|Sn

n − p| ≥ ε) ≤

2 exp(−2nε2).

5) En déduire la loi des grandes nombres pour des v.a. de Bernoulli indépendantes.
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