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Formules i n t ~ a l e s  pour certains invariants locaux 
des espaces analytiques complexes 

FRANCOIS LOESER 

Introduction 

Soit f : ( C N + ~ , 0 ) - + ( C ,  0) un germe de morphisme analyt ique a singularit6 
isol6e en z6ro. U n  th6or~me classique d u h  Langevin  [L] dit que  l 'on  a l '6galit6: 

t 
lim lim [ c ~ T t )  = (--1)u(ix(N+u + Ix(N)), (1) 
e--,.O t ~ O  JB.nf-t(t) 

la double  limite signifiant que pour  e > 0  fix6 l ' int6grale Sa.nf L(,)c~(T r) a une 
limite quand  t tend vers z6ro qui a elle m e m e  une limite quand  e tend vers z6ro. 

Ici ~,(N+H) d6signe le n o m b r e  de Milnor  d ' une  section de f ~(0) par  un plan 
g6n6ral D r de codimension  i passant par  z6ro, c~(Tf) la N i6me forme de 

Che rn -Wei l  du fibr6 tangent  relatif aux fibres lisses f- '(t)  muni  de la structure 
hermit ienne induite par  celle de C N+I et B~ la boule  de centre  z6ro et de rayon e. 

O n  en d6duit  aussit6t l '6galit6 

w _ _ (1)i lira lim CN-i(Tf/D,) -- ( 1)N-i(t~(N+l-O+ ~(N-O) I 

E---~O t~O ,n f_ l ( t )nD~ 

I1 est ten tant  de d e m a n d e r  pour  tz(N+~-O+ t~ (N-~) une formule  int6grale non plus 

sur B~ n f - ~ ( t ) N D  ~ mais sur B~ n f - l ( t ) .  Le  candidat  naturel  pour  cela est la 

formule:  

lim lim ~ w ~ ( 1)N-,(/X(N+I-O+tX(N-O ) ~-.o ,-m .nf-l(,) Cn_,(Tf)/x oo = - ( . ) i  

o~ 

= o0 log II II 
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que Griffiths dans [Gr] d6duit de la "formule de Crofton I I I "  suivante: 

Si X c  C N+~ est une vari~t~ analytique complexe de dimension d ne passant pas 

par zero, alors 

( N + I  i, N + I )  N/ - / '  

dL dtant la mesure de Haar de masse totale 1 sur la grassmanienne G ( N +  l -  
i, N +  1) des plans H i de codimension i dans C N+1 passant par zero, c~' i(l'lx) la 

d - i  i~me forme de Chern-Weil associ~e g t la  structure hermitienne de X et 

c~ i(f~xn~v) celle associ~e h la structure hermitienne de X fqH i induite par celle de 
H i" 

Malheureusement,  la d6monstration que donne Griffiths de cette formule de 
Crofton I I I  ne semble pas complete.  Nous allons expliquer pourquoi d6j?a le fait 
qu 'une telle formule est vraie asymptot iquement  est non trivial: c'est le th6orEme 
de transversalit6 des vari6t6s polaires relatives ([T1], [H-M]);  en effet on peut  
voir le terme de gauche de la formule de Crofton comme concernant des sections 
planes d 'espaces tangents relatifs et celui de droite comme concernant des espaces 
tangents relatifs h des sections planes. II nous faut en fait comparer  ces espaces 
seulement au voisinage de z6ro: le th6orEme de transversalit6 des vari6t6s polaires 
relatives permet  justement  de comparer  les limites d 'espaces tangents ?~ des 
sections de limites d 'espaces tangents. 

On est donc conduit h distinguer deux types de r6sultats en g6om6trie 
int6grale: d 'un c6t6 ceux qui permet tent  de montrer  des formules du type (1) et 
dont les analogues en g6om6trie analytique sont des r6sultats de transversalit6 
dimensionnelle permet tant  de mettre  en position g6n6rale un objet  mobile et un 
objet  fixe en utilisant le th6orEme de Kleiman et la condition a) de Whitney, de 
l 'autre ceux qui tels la formule de Crofton I I I  ont pour  analogue en g6om6trie 
analytique un r6sultat de transversalit6 fin comme le th6orEme de transversalit6 
des vari6t6s polaires relatives, qui permet  de mettre  en position g6n6rale deux 
objets mobiles d6pendant du m~me paramEtre, et utilise la d6pendance int6grale 
(IT1]) ou la condition w) de Verdier  ([H-M]). 

En utilisant ce r6sultat de transversalit6 fin (qui il faut le remarquer  semble 
plus "faible"  que Crofton III) et les m6thodes de L6 et Teissier dans [L6-T] nous 
ddmontrons ( .) i  dans la premiere  partie du pr6sent travail, dans un cadre un peu 
plus g6n6ral puisque nous remplagons C N+I par un espace analytique r6duit 

6quidimensionnel quelconque, le terme de droite de ( . ) i  devant alors 6tre 
interpr6t6 comme une multiplicit6 d' intersection de f - ~ ( 0 ) n D  i e t  d 'une courbe 
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polaire. Dans le cas i = 0 une telle formule 6tait d6jh connue ([L-L6], [Du]). Darts 

[Ke] Kennedy a d'autre part donn6 une d6monstration directe de la formule pour 
p(N+,) que l 'on obtient en sommant les formules (.)i. 

Dans la seconde partie nous expliquons comment grace au th6orbme des 
r6sidus de King on peut obtenir l 'obstruction d 'Euler  locale des sections planes 

g6n6rales d 'un espace analytique comme limite d'int6grale sur l'intersection de cet 
espace (et non de la section de cet espace) avec une sphbre. On peut interpr6ter 
cette formule comme un r6sultat concernant la structure de contact associ6e ~ une 

singularit6, dont l '6tude plus approfondie serait int6ressante. En codimension z6ro 
on retrouve un r6sultat 6nonc6 par Varchenko dans [V] pour les surfaces ~t 
singularit6 isol6e dans C 3 et en codimension maximale le th6or6me de Lelong- 
Thie-Draper sur la multiplicit6 d 'un ensemble analytique. 

Dans la troisibme partie nous illustrons le principe que les formules int6grales 

ne faisant pas intervenir de sections planes sont plus faciles ~ obtenir que les 
autres. En effectuant un calcul d'obstruction h la Bott-Chern nous obtenons une 

formule int6grale explicite pour l 'obstruction d 'Euler  locale qui permet de re- 
trouver directement et de comparer le th6or6me de Langevin et la formule de 
Varchenko g6n6ralis6e ainsi que de retrouver la formule de Gonzalez-Verdier. 

Je tiens ~ remercier vivement B. Teissier pour ses conseils pr6cieux et ses 
encouragements qui ont rendu possible ce travail. 

l e r e  Partie 

Soit (X, 0 ) c - ( C  N+I  , 0) un espace analytique r6duit 6quidimensionnel de di- 

mension d d6fini au voisinage de z6ro et muni d'un morphisme analytique ouvert 
f: (X, 0) ~ (C, 0). On note: 

�9 X( t )  ~ la pal-tie lisse de la fibre X ( t ) = X ~ f  ~(t). 
�9 X ~ la section de X par un plan D ~ de codimension i passant par z6ro et au 

demeurant assez g6n6ral. 

�9 F} une courbe polaire relative g6n6rale associ6e au morphisme 

f Ix, : (X*, 0) --~ (C, 0) (cf [T1] ou voir plus loin) 

Comme f - ' ( 0 ) N  X '  = X~(0) est une intersection complete dans X ~ on peut d6finir 
la multiplicit6 d'intersection de X~(0) et F~ en z6ro dans X i par la formule 

I(x,o)(F~, Xi(O))= ~,, ( -1)  i longc• Tor~• ~x'(0)) 
" j - - ~ O  

il est facile de voir (ce qui sera fait plus loin) que dans le cas pr6sent les Torj 

sont nuls pour j > O. 
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On note d ' au t r e  part :  
�9 B~ la boule ferm6e de centre z6ro et de rayon e. 
�9 c~ I ~(Tf) la d - l - i  ~me forme de Chern  Weil associ6e au fibr6 tangent  

relatif Tf sur X ( t )  ~ muni de la structure hermit ienne fournie  par  le p longement  de 
X dans CN + 1. 

�9 r = i/2rr 00 logllzll 2 l ' image r6ciproque sur C N+l \{0} de la forme de Kiihler 
sur pN. 

Le r6sultat principal de la premiere  part ie  est: 

THI~ORI~ME 1. Soit (X, 0) c ( C  N ~ , 0 )  un espace analyt ique rdduit 

dquidimensionnel  de dimension d d~fini au voisinage de z&o  et mun i  d ' un  

morphisme analyt ique ouvert f : (X, 0) --* (C, 0). O n  a l'~galit~, pour 0 -< i--< d -  1: 

I8 w ZT~  A i __ d - l - i  i lim lim ca-1 it f) co - ( - 1 )  I(x..o)(Ff, X~(O)). 
f ~ O  t ~ O  ~ C i X ( t ) o  

Remarques .  a) lorsque i = 0  ce r6sultat est d u h  Langev in -L6  et D u b s o n  
([L-L6],  [D]). 

b) lorsque X = C  N+x et f pr6sente  une singularit6 isol6e en z6ro on a 
I(x, 0~(F~, X i (0)) = tx(N+I-~ + tx (N-~) d 'apr~s Teissier ([T2]) off ix (N+~-i~ est le nombre  

de Milnor  associ6 h X ~. On re t rouve  donc  le r6sultat de Griffiths ([Gr] 5.22) dont  la 

d6monstra t ion reposai t  jusqu 'h  pr6sent  sur la " fo rmule  de  Crof ton  I I I " .  En  som- 
mant  ces 6galit6s on obt ient  la formule  que d6mont re  Kennedy  dans [Ke]: 

1 + (--1)N~ r 1~ = lim lim c~  i(rf) A~0 i. 
E~0 t~O ~C/X(t) i=0 

D~monstrat ion du th~or~me 1. On  dispose du d iagramme suivant: 

,? 

x x p N x G ~ E o N f ( X )  ~ , Nf(X) ~'~ G 

x x p N  ~ E o ( X )  e ~ X 

l 
p N  



208 FRANCOIS LOESER 

off 
�9 G = G ( d - 1 ,  N+ 1) est la grassmanienne des d - 1  plans de C N+~ 
�9 v f : N f ( X ) ~  X est la modification de Nash relative (cf. IT1]) 
�9 e : Eo(X) ~ X est l '6clatement dans X de l'id6al d6finissant {0}. 
�9 ~ : EoNf(X) ~ Nf(X) est l '6clatement dans Nr de v~-l(0). 
�9 v'f: UoNf(X) -+ Eo(X) est donn6 par la propri6t6 universelle de l '6clatement. 

On consid6re dans EoNf(X): 
�9 la transform6e totale ~)f de f-~(0): s i f  1(0) est d6fini par l'id6al 13- de ~x(m 

le sous-espace ~ est d6fini par  ff-(?z,~x) dans EoNf(X). 
�9 La famille (~)i~z des composantes  irr6ductibles de ~f  dont la projection sur 

X est r6duite au point z6ro et le cycle Dr = Y~t  m ~ ,  m~ 6tant la multiplicit6 de ~f  
au point g6n6rique de ~ .  

On remarquera  que l 'espace r6duit sous jacent ~ Dr est inclus dans {0} x pN x 
G. Sur {0} x P N x  G on consid~re les fibr6s Tf et ~ images r6ciproques respectives 
des fibr6s universels sur G et sur pN. 

Si [Df] c/4.({0} x pN x G) d6signe la classe fondamentale  du cycle De les classes 
de Chern de Tf et ~ agissent par cap produit  sur [Df]. On peut  donc consid6rer 
l 'entier deg (ca 1 i(Tf) �9 c1(~)' CI[Df]). 

Nous sommes maintenant  en mesure d '6noncer  la proposition suivante qui est 
l 'analogue relatif d 'un th6or~me de L6 et Teissier ([L6-T], Th 5.1.1.) 

P R O P O S I T I O N .  On a l'~galit~ 

deg (q--1 i(Wf) ~ c1(~) i ~[Df] )  = (--1)d-lI(x,o)(~'}, xi (o) )  [ 

Plan de la d~monstration. On voit tout d ' abord  le terme de gauche comme une 
multiplicit6 d' intersection de cycles dans {0}•215  G que l 'on calcule par  une 
s6rie de r6ductions dans EoN~X puis dans la transform6e stricte dans EoN~X 
d 'une  section g6n6rique de X. Le th6or~me de transversalit6 des vari6t6s polaires 
relatives permet  alors d 'effectuer ce calcul dans la modification de Nash d 'une 
telle section. 

DEmonstration. On consid~re un drapeau ~ : DN+I c �9 �9 �9 c Do de sous espaces 
vectoriels, avec Di de codimension i dans C N+a, et on lui associe le cycle de 
Schubert  de codimension k dans G:  

ck(~) = {E ~ G [dim E N Da-k --> k}. 

Le th6or6me de Kleiman (cf. [K1]) que nous utiliserons plusieurs fois nous permet  
&ant  donn6s deux sous espaces alg6briques E=(_J~AE~, et Z = ( _ J ~ B Z z  de 
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PNX G munis de stratifications de Whi tney  ( E ~ ) ~ A  et (Z~)a~B d'aff irmer qu'i l  

existe un ouver t  de Zariski dense U de G L ( N +  1, C) • G L ( N +  1, C) tel que  pour  
toute  strate E,~ de E et tout  ~ de U, ie translat6 3'E~ soit transverse fi toutes  les 

strates de Z. 

Cet  a rgument  p rouve  en particulier que  si ~ est un drapeau  assez g6n6ral et 
H i un plan de codimension  i dans pN assez g6n6ral 6galement,  aloes {0}x H i x 

Ca 1 ~(~) coupe  De p rop remen t  dans {0}•  u x G. 
L ' in terpr6 ta t ion  classique des classes de Chern  des vari6t6s project ives lisses 

comme classes d 'obs t ruc t ion  nous permet  aloes d '6crire:  

deg (ca__a ,(TO" c~(~)' n [ D f ] )  = (-1)a-'I~01•215 • H i x Ca 1 i(~),  Dr) 

off Ilor•215 , ) d6signe la multiplicit6 d ' intersect ion de cycles de dimensions 

compl6menta i res  se coupant  p rop remen t  dans {0} • p N •  G. 

L'associativit6 de l ' intersection sur les espaces lisses nous permet  de calculer 
cette intersection dans C N+~ x P  N • G, i.e. d '6crire:  

deg (ca ~ ,(Tf) �9 c,(~)' Cl[Df]) = ( -1 )a  -a IcN-,•215 N ~' • H i • ca_~ , (~ ) ,  Dr) 

Rappe lons  maintenant  le l emme suivant qui r6sulte de l 'ouver ture  de la 

transversalit6 et des condit ions de Whi tney:  

L E M M E  1 ( [L-T]  2.2.1.1). Soit X = U ~ A X ~  une stratification d ' u n  espace 

analytique complexe qui satisfait les conditions de Whitney. Soient x c X et X~,(~) la 

strate contenant x. Pour tout plongement  local en x de X d a n s  un espace euclidien 

C D et pour tout sous espace non singulier Z dOfini dans un voisinage de X dans C D 

et transverse & X,~(~) en X,  il existe un voisinage U de x dans C D tel que, pour tout 

y c U, Z soit transverse en y fi toute strate X~ teUe que X~ ~ X~,(~). 

Supposons,  ce qui est loisible, que  EoNr(X)  soit muni  d ' u n e  stratification de 

Whi tney  telle que Df et ~ f  soient  r6union de strates. Supposons  de m6me que 
H i •  soit muni d ' une  stratification de Whitney.  D 'apr~s  le th6or6me 
de Kleiman tel qu'i l  a 6t6 rappel6, pour  ~ et H i assez g6n6raux, les espaces 

stratifi6s {0} • H i •  Ca l ~(~) et Df sont  transverses dans {0} x p N •  G. 
D 'apr~s  le l emme pr6c6dent  pour  un tel choix de H i et de ~ ,  ~)f est transverse 

CN+~•215  i (~)  sur un voisinage de { 0 } • 2 1 5  dans C N + ~ x I P N x G .  

Pour  des raisons de dimension,  sur un tel voisinage ~}f ne peut  rencont rer  
C N+I • H i • c d - l - i ( ~ )  q u ' e n  un nombre  fini de points. I1 y a donc  un voisinage de 

{0} x P  N • G sur lequel ~ ne rencont re  C N+~ • H i • ca - l -~(~)  qu ' en  des points  de 

Dr. Qui t te  5. choisir un repr6sentant  plus petit  de X (d6pendant  de H et de ~ )  on 
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peut  donc  supposer  que ~ f  ne rencont re  CN+~x H ~ x  ca_~ i (~ )  qu ' en  des points 

de Dr. C 'es t  ce q u ' o n  suppose dans la suite de ce travail. 
Nous  allons main tenan t  mont re r  que  pour  ~ et H i assez g6n6raux 

I = I c ~ , • 2 1 5  ~ •  Dr) est 6gal ~t la somme  des multiplicitfs 
de l 'id6al f f  dans les anneaux locaux (~EoN,~X)mC,~+~•215 . . . . .  (~),p pour  p d6crivant 

Df ~ C  N+I x H ~ x ca q_ i (~ )  que l 'on  note  mult  (3-~7~o~,(x)nc~+~•215 . . . .  ~e))- Pour  
cela on remarque  que I = Ic~+,•215 ~+1 x H i x ca -~- i (~) ,  ~f)  et que  d 'apr6s  le 
th6or~me de Kleiman pour  H i et ~ assez g6n6raux les hypoth6ses  du lemme 
suivant sont  v6rifi6es avec Y = C N§ x pN x G, Z = C N+i x H i x ca-~-i(~),  X = 

EoNf(X)  et D = ~f. 

L E M M E  2 (d 'apr6s [L -T]  5.1.3.7 et [ H - M - S ]  4.4.3.). Soit Y une vari~t~ 
analytique lisse, Z et X deux sous-espaces analytiques r~duits de Y e t  D c X un 

diviseur dEfini par l'id~al if-. Soit n : X ~ X la normalisation de X,  et A un [erm~ 
analytique de D d'int&ieur vide tel que: 

1) D k A  est lisse 
2) les points de n - ~ ( D k A )  sont des points lisses de n I ( D \ A )  et de )( 

3) la restriction de n fi n - ~ ( D \ A )  --~ D k A  est ~tale 
(un tel ferm~ existe n&essairement). Si Z ne rencontre D qu'en des points de D \ A  

et ceci transversalement dans Y ,  alors Iv(D, Z) est Egal it la somme des multiplicit~s 

de l'id~al ~r dans les anneaux locaux 6 x n z y  pour  P d~crivant Z N D. 

DEmonstration. Soit (D~)i~ les composan tes  irr6ductibles de D et m~ la 
multiplicit6 de D au point  g6n6rique de Di. On  a Iv(D,  Z )  = ~i~t nimi si ni est le 

n o m b r e  de points  d ' in tersect ion de Z avec Di. Mais ~ i  n~mi est aussi 6gal au 
h o m b r e  de points  d ' in tersect ion de n - I ( X N Z )  avec n - l ( D )  car le degr6 du 

morphisme 6tale n-l (Di  \ A )  --~ Di \ A  est n/. 

V6rifions que  n - X ( X N Z )  est lisse au voisinage de ses points  d ' in tersect ion 
avec n-~(D):  en effet au voisinage d 'un  point  P d ' in tersect ion de Z et D on peut  

t rouver  un syst~me r6gulier de param~tres  Yl . . . . .  Yv de (TD.p tel que  Z soit d6fini 
par  yl . . . . .  y v - - 0  au voisinage de ce point ;  c o m m e  au voisinage de 

P, n - l (D)  ---* D est 6tale les Y'i = Y~ o n forment  un syst6me r6gulier de param6tres  
dans les 0~ ,(o).p, avec n(Pj) = P. C o m m e  au voisinage de ces points  ) (  est lisse, les 
Y'i font  part ie  d ' un  syst~me r6gulier de parambtres  de r et donc  n - l ( X  N Z)  qui 

est d6fini par  y~ . . . . .  y ' p = 0  au voisinage de  Pi est lisse au voisinage de ces 
points. 

La  multiplicit6 de ~" en  chacun des (7, '(xnz).Pj est donc  un, et leur s o m m e  est 
6gale h I. D ' ap rbs  le th6or~me de projec t ion des multiplicit6s de Zar iski-Samuel  

[ Z - S  Th. 24 ch. 8] appliqu6 au morph i sme  fini: n - l ( X  f3 Z)--~ X f3 Z on a donc  

que I e s t  6gal ~ la s o m m e  des multiplicit6s de f f  dans les anneaux  locaux ~?xnz.P 
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pour  P d6crivant Z N D. D ' au t r e  part  EoNf(X)  N C  N+ ~'x H* x G est par  d6finition 

la t ransform6e totale par  v} de EoX N C  N+~ x H i. Si on  appelle H '~ le plan passant 
par  z6ro dans C N+~ cor respondant  au plan project if  H ~, (EoX NCN+~ x Hi)~a  est 
par ddfinition la t ransform6e stricte de X N  H 'i par  l '6clatement  e. 

L E M M E  3. Si H i est assez g~n&al (Fk ,Nt (X)  N C  N+1 i x H •  est la 
transform& stricte de ( E o X n C  N+1 x H i) par v'f. 

Demonstration. C'est  mutatis mutandis  celle du L e m m e  5.1.3.2. de [L~-T].  

Dans  te cas ofJ la conclusion du lemme est v6rifi6e, si X} est le t ransform6 
strict de (X n H'i)rea par  vf,' (EoNf(X) A C r~+~x H i x G)r~a est le t ransform6 strict 

de X } p a r  ~ car u f o ~ = e o @  

O n  pose ?r (EoNf(X) N C  rv+~ x H i x G)~ea; on sait donc  que pour  H ~ g6n6ral 
/ % .  

�9 i i le lieu except ionnel  de ~ I ?(}: )r Xf  est de codimension au moins  un dans ?(t- 
D 'aprSs  le th6or~me de Kleiman et le l emme 1, quit te h choisir un 

repr6sentant  de X plus petit, pour  D assez g6ndral E o N f ( X ) N C N + ~ x H i x  
ca ~ i(D) est une courbe  dans X} qui coupe  t ransversalement  en des points  lisses 
le lieu except ionnel  de ~ I ?(}, c 'es t-h-dire  en au plus un nombre  fini de points.  

Le morph i sme  ~l?r l(3'~1(Ca-1 -i(~))): 

�9 ~ - 1  1 ____> A 
x}n (vr (q  , ,(~))) x } n v / l ( c a  , ,(9)) 

est donc  fini si H ~ et 50 sont assez g6n6raux. 

Dans  ce cas d 'aprbs  ( [Z-S]  Th. 24 Ch. 8), on  a, si gr d6signe l ' id6al d6finissant 
f 1(0) dans X:  

mult  (~r(Tx~n~ ,% ,( . . . .  (e))) = mult  (~r(7/~;An~i ,( . . . .  (~))). 

Le te rme de gauche 6tant  6gal par  d6finition ~ ce qui 6tait not6 

mult  (~r(7~,Nf(x)nc~ ~'•215 . . . .  (~)). 

Mais on a l e  th6or~me de transversalit6 des vari6t6s polaires relatives de B. 

Teissier ([T1] Th. 5.1.B et Prop.  5.3.1) qui pe rme t  de compare r  les limites 

d 'espaces tangents  h X en des points  de X i aux limites d 'espaces  tangents  h Xi :  

T H , ~ O R E M E .  II existe un ouvert de Zariski dense de la grassmannienne des 
plans de codimension i passant par l'origine dans C N+I tel que, si H 'i appartient & 



212 FRANCOIS LOESER 

cet ouvert: 

a) si on pose ca_i(H '~) = { E e  G ( d -  1, N +  D/d im E N H  'i - - d - i }  on a 
-- l t i  - -  Tf ( % - i ( H ) ) N ) C t - ! 3 ;  on a alors un morphisme d~fini sur la partie de )C 06 f est 

lisse x --> (x, Tt '(t(~)) Iq H 'i) & valeurs clans X ~ • G i, G ~ ~tant la grassmannienne des 

d -  1 -  i plans de H '~ 

b) Ce morphisme s '~tend en un morphisme de X} sur X ' •  ~ dont  r image darts 
X~• G ~ est le modifi~ de Nash  relatif associ~ fi la restriction de f gt X ~ not~ Nt(Xi). 

c) Le morphisme X~--> N~(X i) alors d~Cini est un morphisme (ini bim&omorphe.  

O n  en d6duit ,  t ou jours  d ' apr~s  Zar i sk i -Samuel  que:  

p o u r  H '~ assez g6n6ral,  3'} 6tant  le m o r p h i s m e  de Gauss:  N t ( X  ~) ~ G~ et ~ [ i ]  un 
d rapeau  de H '~ qui se p ro longe  en O. 

II nous reste  & m o n t r e r  que 

mult  (~Y?(xl) ,( . . . . .  (~[~)) = I ( x , , o ) ( F ~ ) ,  X ~ (0)) 

p o u r  ~ g6n6ral,  mais  p o u r  cela  il suffit de m o n t r e r  que pou r  ~ g6n6ral: 

mul t  (3"-~vf,( . . . .  (9)) = I(x,o)(Ff(~), X(0)).  

C o m m e  p o u r  2~ g6n6ral " V ~ - l ( C d _ _ l ( ~ ) )  e s t  une  courbe  et  la restr ict ion de v s 
7 ~ ( c a  1(@)) est un i somorph i sme  local sur un ouver t  de Zar i sk i  dense  de 
3,;~(ca_~(ffJ)), d 'aprbs  le th6or6me de Kle iman  et le l e m m e  1, qui t te  ~t choisir un 
repr6sen tan t  de X plus petit ,  la restr ict ion de v s ~t 3,f-~(ca 1(20)) est  un m o r p h i s m e  
fini sur son image  par  u s qui est  par  d4finition la cou rbe  polai re  Us(g0). O n  a donc,  
tou jours  d ' ap rbs  Zar i sk i -Samuel ,  l '6galit6: 

mul t  (ff-~v~ ,( . . . . .  (~,) = mult  (ff-~vr pour  ~ g6n6ral. 

I1 nous  res te  ?a m o n t r e r  l '6galit6: 

mul t  (~'~rr = I(x,0)(Ff(~), X(0)).  

C o m m e  F f ( ~ )  est  une courbe  r6dui te  elle est  de Cohen  Macaulay .  On  a donc  
mul t  (3"(~r~e))= longe,v~.,(~cf(~)/f~rr D ' a u t r e  par t  la suite exacte;  

o -+ ~• ~• ---> ~• --> o 
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donne  sur F f (~ )  une suite exacte 

puisque f n 'est  pas un diviseur de z6ro dans (~r'~(~). On  a donc  I(x,o)(f'f(~), X(0)) = 
longe•162 d 'o~  l '6galit6 puisque chacune de ces longueurs  est 6gale h 

Sur C N+~ x P  N • G on dispose de pro longements  naturels T} et ~]' de Tf et ~j 
qui sont  les images r6ciproques respectives sur C N+~ • pN X G des fibr6s universels 

sur G et pN;  ils sont  munis  d 'une  structure hermit ienne naturelle donn6e  par  le 
p longement  de X dans C N+~. 

On  dispose alors sur c N ~ x D N x G  de la fo rme  diff6rentielle q~ de type 

( d -  l,  d -  1) produi t  de formes de Chern-Wei l :  

_ w "T"A w..,.i q~--ca 1-A d Cl~,g) 

Posant  .~:,, = (u s o ~) ~(B~ n x ( t ) )  on  sait d 'apr~s un th6or6me de Barlet  ([B]) que  
lim,_~o ~.~., q~ = .(~., ~r le th6orbme de convergence  domin6e  mont ran t  alors que  

l im~. ~r q~' 
v ~ O  ,,~ , f n ( v f  o e )  L(O) 

et puisque [ ~  n ( u f  o ~) ~(0)] \Df  est de dimension str ictement inf6rieure h celle 
de Dr, nous avons montr~ le 

L E M M E  4. 

l i m l i m ~  q~=Ir) q~ 
~ 0  t ~ O  

On a d ' au t re  par t  le l emme suivant: 

L E M M E  5. Si 0 < It[ << e << 1 alors 5.~., ~ ~ w i = ( -  1) 5B~nx(t)" %-  1-i(Tf) A 0),  
X(t) ~ d&ignan t  la partie lisse de X(t), Tf le fibr~ tangent relatif ddfini sur X(t) ~ 
et ~o = i/2w 08 log Ilzll 2. 

D~monstration. Si 0<lt]<< e<< 1 la restriction de vf o ~ h 3Q, est un isomor-  
phisme sur B~ N X ( t )  ~ en dehors  d ' u n  ferm6 de codimension r6elle au moins  deux. 

Le l emme r6sulte alors de ce que  les structures hermit iennes choisies sont  

compatibles avec l ' image r6ciproque et de ce que  le d iagramme suivant est 
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commutatif: 

U o N ( X ) \ ~ r  ~' , pN  

x\{o} 

ainsi que des 6galit6s: --rr*(/2)= c~'(~) et 7r*(g/)= ~0,/2 &ant la forme de K~ihler 
sur pN 

L E M M E  6. On a l'~galit4 SD, q~ = deg (C d 1 i(T0 " C l ( ~ )  i A[Df]) 

DEmonstration. Sur une vari4t6 projective lisse telle que {0}xpNx  G les 

classes duales aux classes de Chern par la dualit4 de Poincar6 sont repr6sent4es 
dans la cohomologie de De Rham par les formes de Chern-Weil f iG-H] p. 413) 

et h l'intersection des cycles dans l 'homologie correspond le cup produit dans la 
cohomologie de De Rham ([G-H] p. 59). 

La conjonction des trois lemmes et de la proposition prouve le Th6or~me 1. 

Remarque.  Soit al >- a2-->" �9 �9 - -  a ~  une suite d6croissante d'entiers naturels 

avec ~-<i~l aj = d - 1 - i. Pour un drapeau 9 de G on d6finit le cycle de Schubert: 

cr ............ (9 )  = {E e G/dim E A Da 1-i+,~, >--J V l  <--j <- l}. 

A la suite al  . . . . .  az on associe la suite duale a* . . . . .  a*  qui est par d6finition la 

plus petite suite d'entiers naturels pour l 'ordre lexicographique telle que a *  -- j pour 
tout l <--j<--l. 

Pour 9 g6n6ral, vf(3,~-'(o- ....... o~(9))) d4finit un sous espace de X vide ou de 

codimension pure d - 1 - i  not6 Za ........ (9)  et appel6 vari6t6 polaire relative de 

symbole al  . . . . .  a~. 
La d6monstration que nous avons donn6e dans le cas oh a,  . . . . .  al = 1, 

l =  d -  1 -  i, peut s 'adapter sans changement, comme le lecteur le v6rifiera, pour 

donner: 

THtSORIEME 1'. On a: 

I .  = ( -1)  (x,,o)(2~ ( ) )  lim lim c ~ . ( T r ) A o  ~ d--l--iI . . . . . . . . . .  X i 0 
e ~ O  t-->O ~ NX(t )o  
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oR c~'.(Tf) est d o n n &  par la formule  de Giambel l i :  

c~'.(T~) = det Ic~,* i +-k(Tf)l 1-~i~-~ 

X ~ est une section de X par un plan g~n&al de codimension i passant  par 

l' origine. 

X ......... est une courbe polaire relative g~n&ale de symbole  al . . . . .  a~ associ& au 

morphisme fix, : X ~ --~ C. 

2~me Partie 

Dans  cette part ie  nous d6mont rons  un r6sultat absolu qui g6n6ralise la formule  
de L e l o n g - T h i e - D r a p e r  ([Th], [Dr]) ainsi que celle de Varchenko  ([V]). 

THI~ORI~ME 2. Soit (X, 0) un espace analyt ique r~duit ~quidimensionnel de 

dimension d plong~ dans (C N, 0). O n  a la formule  suivante  pour 0--<k < - d - 1 :  

E u o ( X  f3 D k) = lim _~1 Ix ( d z .  z )  w k 
. . . .  o ,,ns. A c d  k (O)  Ato  

oia: 
�9 C "  est muni  de la structure hermit ienne standard,  le produi t  hermit ien 6tant  

not6 ( . )  el S~ = {z ~cNltlztl = ~}. 
�9 Eu0(X A D k) d6signe l 'obst ruct ion d 'Eu le r  locale en z6ro de X N D k off D k 

est un plan passant  par  z6ro g6n6rique de codimension k (voir [MP], [L6-T]) .  
�9 O est le sous-fibr6 de rang d - 1  du fibr6 tangent  ~ la part ie  lisse X ~ de X 

dont  la fibre en chaque  point  est compos6e  de l 'unique ( d - 1 )  plan complexe 
tangent  fi X et fi la sphere centr6e en zdro passant par  ce point.  

�9 c~_~ k(O) d6signe l a d  - 1 - k ~me forme de Chern -Wei l  associ6e ~ la struc- 

ture hermi t ienne  sur O donn6e  par  le p longement  de X dans C N. 
�9 to = i/2rr 00 log IIz[I 2 est l ' image r~ciproque sur C~{0} de la forme de K~ihler 

sur pN-*.  

CoroUaires 

1) Dans  le cas o~ N = 3, d = 2 et X a une singularit6 isol6e en z6ro, O est un 

fibr6 en droites et 2rr/i e l (O)  est 6gal a la courbure  de @. O n  re t rouve  donc  le 
r6sultat 6nonc6 par  Va rchenko  dans [V] car dans ce cas E u o ( X ) =  I-~(z), /~(2~ 

6tant le n o m b r e  de Milnor d ' une  section hyperplane  g6n6rique de X (d'apr~s la 

Proposi t ion 6.2.2 de [L6-T] ,  ou  [Pi], [Kato],  [Du]). 
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2) Dans le cas off k = d - 1 ,  on a E u o ( X n D  a-~) =multo (X) d'apr~s [L6-T] 

5.1.2, et d 'autre part 

1 L ( d z . z )  a ~ ( i ) a l x  
2rri ns~ ~z~i Am = ~ ns (z " dz)A((dz  " dz)) a-' 

i a 

or (dz" dz)a/(-2i)ad! coincide avec la forme volume sur X N B ~  et 7r%2a/d! = 
vol (B~ N H) off H est un plan de dimension d passant par z6ro On retrouve donc 
la formule de Lelong-Thie-Draper :  

vol ( x  n B~) 
multo (X) = lim 

~o vol (H CI B ~ )  " 

La d6monstration est similaire h celle du th6or6me 1 mais moins fatigante car 
on dispose du Th6orbme 5.1.1 de [L6-T]. 

Consid6rons le diagramme: 

EoN(X) 

N(X) 

X 

off: �9 N(X)  -% X est la modification de Nash de X 
�9 EoN(X) ~ ,  N X  est l '6clatement dans N X  de Y, la 

transform6e totale de z6ro par v. 
�9 ~ est le diviseur exceptionnel U ' ( ' r ' ) .  

D'apr~s le Corollaire 5.1.2 de [L6-T] on a: 

d - k  -'1 

Euo ( X n  Dk) = Y, 
i ~ 0  

( -1)  a - l ~  k multo(P~ 1 i - k )  

off P&-I i k est une vari6t6 polaire g6n6rale de codimension d - l - i - k  dans 
X O D  k. 

Mais d'apr~s le lemme de transversalit6 des vari6t6s polaires ([L6-T] 4.1.9.), si 
D k est suffisamment g6n6ral la multiplicit6 de P~-l- i -k en z6ro est aussi celle de 

Pd-l- i  k en z6ro, off Pa ~-i-k est une vari6t6 polaire g6n6rale de codimension 
d - 1 - i - k de X C'/D k. Par d6finition ~ est une sous vari6t6 de {0} • pN-~ • G, G 
d6signant la grassmanienne des d plans de C N. Si on appelle T et ~ les fibr6s sur 

{0}•215  G images r6ciproques respectives des fibr6s tautologiques sur G et 



F o r m u l e s  int6grales  p o u r  cer ta ins  invar iants  locaux des espaces  analy t iques  complexes  217 

pN-~,  on  peu t  6crire d ' ap r~s  le th6or~me 5.1.1 de [La -T] ,  si D k est assez g6n6ral :  

d 1 k 
E u o ( X N D k )  = ~ ( - 1 )  i+k deg (ca  1 i k(T)"  C l ( ~ )  i + k  ['~[~]) 

i =0 

le degr6  6 tan t  calcul6 dans  { 0 } x P  N ~x G. 

Si on consid~re  T et  ~ c o m m e  des  fibr6s hermi t iens ,  la s t ruc ture  h e r m i t i e n n e  

6 tant  donn6e  pa r  le p l o n g e m e n t  de  X dans  C N, on en d6dui t  p o u r  les ra i sons  

invoqu6es  dans  la d6mons t r a t i on  du  l e m m e  6 de  la p r e m i e r e  pa r t i e  que  p o u r  D k 

assez g6n6ral on a: 

d--l--k i w w i+k 
Eu~  I~9 . i~= o (--l) Cd-l-i-k(T)ACl(') t 

les cT(T)  et c~'(~) & a n t  les fo rmes  de C h e r n - W e i l  associ6es aux fibr6s he rmi t i ens  

T et  ~. D ' ap r~s  un l e m m e  c lass ique  de  W h i t n e y  ([G] 4.4.3.) ,  sur  9 ,  ~ est  un sous  

fibr6 de  T. Qu i t t e  ~ r e m p l a c e r  X p a r  un r ep r6sen tan t  p lus  pe t i t  du  m&me ge rme  

on peu t  s u p p o s e r  que  sur E o N ( X )  la p ro j ec t i on  o r t h o g o n a l e  de  ~ sur  T (sur 

E o N ( X )  T et  ~ sont  tous  deux  des  sous fibr6s he rmi t i ens  de  l ' image  r6c ip roque  du 

fibr6 t angen t  h C N p a r  v o E mun ie  de  sa  s t ruc ture  h e r m i t i e n n e  nature l le)  d6finit  

un sous  fibr6 de  rang un ~' qui co inc ide  avec ~ sur  9 -  O n  peu t  p r o l o n g e r  ~' en un 

fibr6 he rmi t i en  qui  con t inue  "~ s ' a p p e l e r  ~' sur  un vois inage  tubu la i re  de  ~ dans  

C N x p  N q  x G e t  donc  ob t en i r  une  fo rme  diff6rent ie l le  a C ~ ~ suppo r t  c ompa c t  

qui co inc ide  a v e c  C'ff_I_k(TI~')AC~(~) k sur  un vois inage  de  ~ dans  C N xlP N i x  

G. 

C o m m e  ~: et  ~' co inc iden t  sur  ~), on  a: 

E u o ( X A D  k) = ( - l ) k  L a .  

R a p p e l o n s  m a i n t e n a n t  l 'u t i le  t h6o rbme  des  r6sidus de  King  ([K]): 

T H I ~ O R I ~ M E .  Si X est un sous-espace analytique rdduit de dimension pure k 

de l 'espace analytique W de dimension pure n > k  et est le lieu des z&os d 'une  

section holomorphe s d'  un fibre holomorphe sur W,  posant rl = (1/2rri)  O log IIs[I 2 et 

~o = 5"0, on a: 

1) les formes ~q /x ~o "-k-~ et ~o n-k sont localement int~grables sur W 

2) il existe des nombres complexes ni tels que l 'on ale l'~galit~ de courants: 

ni[Xi] = d(rl A ca ~-k 1) _ Ca ~--k 
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les Xi @rant les composantes irr@ductibles de X et d(~l Ar n -k - l )  le bord du courant 
d@fini par rl A~o ~ k-I 

3) ni est @gal & la multiplicit~ de s en un point g@n&al de Xi. 

Remarques. a) l'assertion 1) du th6or6me peut se voir comme un 6nonc6 de 
finitude sur un espace analytique complexe. On peut la rapprocher du r6sultat en 
apparence 6vident suivant qui est en fait la difficult6 principale dans la 

d6monstration du th6or~me de Thie: si x est un point d 'un espace analytique 
X c C  N et V(e)  est l 'ensemble des points d'intersection de la sphere de centre x 

et de rayon e avec les s6cantes joignant x h u n  point de X situ6 ~ une distance au 
plus e de x, alors le volume de V(e)  a pour limite z6ro quand e tend vers z6ro. Ce 
r6sultat a lui m6me un air de famille avec le r6sultat de Baflet utilis6 dans la lbre 

partie: si X est un espace analytique de dimension n + 1 et f u n  morphisme 
analytique ouvert de X dans le disque unit6 alors pour toute forme C ~ ,p de type 

(n, n) et ~ support f-propre on a 

t--~O ~(,) ~(0) 

Remarquons enfin qu'en appliquant ce dernier r6sultat ~ la d6formation sur le 
c6ne normal on peut 6galement retrouver le th~or~me de Thie. 

b) d 'autre part l'ingr6dient clef de l'assertion 3) est le th6or~me de Thie- 

Draper (King dit seulement des ni qu'ils sont entiers, mais il suffit dans la 
d6monstration de 3) d'appliquer le th6or~me de projection des multiplicit6s pour 

les obtenir comme multiplicit6s). Comme nous n'utilisons le th6or~me de King 
que dans le cas off X est une hypersurface de W, il suffit de connaitre le th6or~me 

de Thie-Draper  dans le cas des courbes, cas pour lequel nous donnons une 

d6monstration directe dans la troisi~me partie puisque pour les courbes la 
multiplicit6 est 6gale ~ l 'obstruction d 'Euler  locale. 

Revenons h la d6monstration. Si ~ = (~ o v)*((1/2~ri) 0 log [Izll 2) on a d'apr~s le 

th6or~me ci-dessus 

o N ( X )  o N ( X )  

mais comme l 'orientation de (v o @)-1(S~) comme bord de (u o @)-I(X\B~) est 
l 'oppos6e de celle induite par l 'orientation de X f3 S~, on a d'apr~s le th6or6me de 

Stokes: 

I "qAOt = --I (d~ A a -- "0 A dot) 
v o @) 1(S.) ~ o @) I ( X \ B . )  
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comme d~ = O'q puisque 0 o O = 0 on obt ient  donc  

t 
lim / n A a  = ( -1)kEuo(XND ~') (*) 
v---~) J(vo~) ~(S,) 

puisque 

VU 

f 
lim ] d-qAa- 'qAda  = 0  
E~O .)(voW) l(B~) 

que d'qAa et r l /xd~ sont int6grables et que l im~_.ovol((v o g) t(B~))=O. 

Pour  e > 0  assez petit, S~ est transverse h une stratification de Whi tney  de X et 
donc  la restriction de v o ~ h (v o ~)--~(XN S~) est un isomorphisme sur son image 

en dehors  du compl6menta i re  de ferm6s de codimension r6elle au moins deux. On  
a donc  pour  e > 0  assez petit: 

( _ l ) k l  fXnS ), ' 2~-iJ( ( d z  2 _z) . . . .  k 

I (dz" z) _ 1 (u ~ ~)-I AC'~-I-k(Tt r k (**) 

puisque:  

�9 T]  ~' se pro je t te  par  vo~ en O sur (XAS~) ~ 
�9 les structures hermit iennes choisies sont  compatibles  aux images r6ciproques 
�9 le d iagramme 

E o N ( X )  = , ,  pN-1 

~o~[ ~ est commuta t i f  

x\{0} 

et l 'on a -Tr*x(g2) = c~'(/j) et to = ~rz*(g]) off g2 est la forme de K~hler sur pN-1.  En  

joignant  (*) h (* *) on obt ient  le r6sultat d6sir& 

3~me Partie 

Dans  cette part ie  nous mont rons  c om men t  un calcul d 'obs t ruc t ion  ~t la 

Bo t t -Chern  dans une d6singularisation dominan t  la modificat ion de Nash pe rmet  

d 'ob ten i r  trbs s implement  une  formule  exacte pour  l 'obst ruct ion d 'Eu le r .  Cette  
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formule explicite nous permet de comparer directement les formules de Langevin 
et de Varchenko et de retrouver la formule de Gonzalez-Verdier.  

Rappelons la d6finition de l 'obstruction d 'Euler  locale (cf [G], [M-P]): 
�9 Si (A, B), B ~ A est une paire d'espaces topologiques, E un fibr6 vectoriel 

r6el de rang r sur A e t  s une section de E au dessus de B qui ne s'annule pas, on 
d6finit une classe d'obstruction appartenant h H"(A, B) de la mani~re suivante: si 

S est le fibr6 en S r 1 spheres associ6 h E, s d6finit une application de B dans S e t  
l ' image r6ciproque s*U de la classe de Thom U appartenant h H"-I(S) est un 

616ment de H"-t(B) dont l 'image par l'application bord appartient ~t H"(A, B): 

c'est par d6finition la classe d'obstruction associ6e h s. 
�9 (X, 0) est un espace analytique plong6 dans (C N, 0) de dimension pure d 

r6duit. N(X)_z~ X est la modification de Nash; E o N ( X ) - ~  N(X) est l '6clatement 
dans N(X) de la transform6e totale de l'id6al d6finissant 0 dans X par v e t  

~_ts, EoN(X) est une d6singularisation de EoN(X). ~ est la transform6e totale de 
z4ro par v o ~. 

Sur X on dispose de la restriction E du fibr6 tangent ~ C N, sur N(X) du fibr6 

tangent de Nash T et sur EoN(X) du fibr6 ~ normal h ~). Le plongement de X 
dans C N munit E, T, ~ et leurs diverses images r6ciproques de structures her- 

mitiennes naturelles. 
�9 la section radiale p de T e s t  la projection orthogonale sur T de la section 

u*O--M de v*E. Les conditions de Whitney entrainent que pour e > 0  petit p ne 

s'annule pas sur v-~(XNS~.). La construction pr6c6dente nous donne une classe 
d'obstruction appartenant ~ H2a(v-1(B~ NX),  v-l(S~ NX))  et on peut d6finir 

EuoX comme l'6valuation de cette classe sur la classe fondamentale de [v-X(B~ N 
x), v-~(& n X)]. 

Remarque. Vu la fonctorialit6 de la classe de Thom pour les images 
r6ciproques de fibr6s et comme le degr6 d 'une modification analytique est 

toujours 6gal hun ,  on peut remplacer dans la d6finition de EuoX la modification 

de Nash par n ' importe quelle autre modification la dominant: 
si X--% N(X) est une modification de N(X),  pour ~ > 0 assez petit q~*0 est une 

section de ~r qui ne s'annule pas sur (v o r  et l '6valuation de sa 
classe d'obstruction sur [(vo~c)-I(XNB~), (vocc)-l(XNS~)] coincide avec 

EuoX. 

D'apr~s un lemme classique de Whitney ([G] Prop. 4.4.3.) la restriction de ~ h 

est un sous fibr6 de O*(T). Quitte h remplacer X par un repr6sentant plus petit 
du m~me germe on peut supposer que sur EoN(X) la projection orthogonale de 

sur O*T d6finit un sous fibr6 de rang un ~' de O*T qui coincide avec ~ sur ~, ~'• 
l 'orthogonal de ~' dans O*T se projette sur la partie lisse de X en le fibr~ 0 

d6fini dans la deuxi~me partie. Remarquons enfin que e*0 est une section de ~'. 
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L E M M E  1. Spit p' la section de T au-dessus  de N ( X ) \ u  ~(0) dEfinie par 

p'(x)=ll-(x)ll/llo(x)llo(x) plots, pour e > 0  assez petit, p' est une section de T 

au-dessus  de u-~(X f3 S~) qui ne s' annule  pas et l 'Evaluation de sa classe d' obstruc- 

tion sur [u ~(XNB~), t , - I ( x n s ~ ) ]  coincide avec Euo(X). 
DEmonstration. C o m m e  

II~(x)ll 
lim - 1, 

toujours  d 'aprbs  le m6me l emme de Whitney,  pour  e > 0 suffisament petit, p et p' 

sont homotopes  parmi les sections de T sur u - l ( x n s ~ )  qui ne s 'annulent  pas. 

L E M M E  2. II existe une section s de (~ o tx)*T sur X~ = (v o ~ o t ,)  -~ ( X n B ~ )  

qui coincide avec (~ o t*)* P' sur OY(~ = (v o ~ o t ,)  - I  ( x n s ~ )  et n ' a  que des zeros 

isol& f l ' in t&ieur de Y(~. 

m 

DEmonstration. On peut  p ro longer  (~ o tx)*p' en une section p" de tx*~' sur X~ 

qui ne s 'annule  que  sur ~-~(~) :  si a est une fonct ion C ~ qui vaut un au voisinage 
de 03~ et z6ro au voisinage de tx-l(~)  il suffit de p rendre  p " =  

a(~ o / z ) * p ' + ( ~  o tx)*p car  ~*p et ~*p'  sont  par  d6finition de l '6c la tement  des 
sections de ~'. D ' a u t r e  par t  en utilisant le th6or~me de Sard et des parti t ions de 

l 'unit6 on obt ient  une section cr du fibr6 /x*(~ '~) nulle au voisinage de OX~ et ne 

poss6dant  que  des z6ros isol6s a l ' int6rieur de X~. On  peut  alors poser  s = o-+ p". 

Rappe lons  main tenan t  un l emme classique de th6orie de l 'obstruct ion:  

L E M M E  3. e Etant choisi suf f isament  petit pour que (~ o/~)*p ne s 'annule  pas 

sur OX~, l 'Evaluation de sa classe d'obstruction sur [X~, 0X~] est Egale & la s o m m e  

des indices des zeros isol& de s dans X~. 

La conjonc t ion  des lemmes 1 et 3 et de la r emarque  nous pe rmet  d ' identif ier  

E u o X  ~ la s o m m e  des indices des z6ros isol6s de s dans X~. 

L E M M E  4. Pour e > 0 assez  petit OX~ est lisse. 

D~monstration.  S i r  est la fonct ion distance Y.~= 1 ZiZi nous allons mon t r e r  qu' i l  
existe un voisinage V de /x-l(~}) tel que  v o ~ o tz o r n ' a  pas de points  critiques 
sur V\ ~-1(~)). 

Si .~ est le lieu crit ique de u o ~ o t~ ~ r d 'apr~s ([H], th6or~me p. 215) on  peut  
munir  X et son image Z par  v o ~ o tx de stratifications sous analytiques r6elles 

(X~)~A et (Z~)~EA telles que  p o u r  chaque  ~t de l ' ensemble  fini A l a  restriction de 
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v o ~ o r ~t ~,~ soit une submers ion  sur son image Z~,. II suffit alors de mont re r  

qu' i l  n 'y  a pas de strate Z,~ passant  par  z6ro de dimension r6elle str ictement 
positive. Pour  cela il suffit de r emarquer  que si Z,~ est une telle strate la sphbre S~ 
est t ransverse ~l Z,~ pour  ~ assez petit, et donc  qu ' au  voisinage de z6ro dr ne 
s 'annule  ident iquement  sur aucun plan tangent  fi Z,~ et donc  v o ~ o txlx" &ant  une 
submersion,  la restriction de (u o ~ o/x)* dr aux plans tangents  ~i Z,~ ne s 'annule  

ident iquement  sur aucun plan tangent  fi X~ au voisinage de ~x-~(~) ce qui 
contredi t  la d6finition de X. 

Nous  pouvons  main tenan t  appl iquer  la th6orie de Bott  et Chern ,  la Proposi-  
t ion 6.4. de l 'article [ B - C ]  nous pe rmet tan t  d '6crire pour  e > 0  assez petit:  

EuoX = c~'((~ o Ix)* T ) +  ~ (~ -0 )  log Ilsl?/, c L , ( ~ * ~  '~) + 

off: 

�9 c~((~ o ix)*T) et c~ l(~z*~ '~) sont  les formes  de Che rn -Wei l  associ6es aux 
fibrds hermit iens (~ o Ix)*T et ~*~'•  

. ,  , (o o ) = ~--~ (Y-0)  a ~ det  ~ ((~(ix*~'l) , /}~.~,l((~ o tx )*T)- /~( ix*~  'a) 

off: 

2~r ~ _ 
-7 - / ] ( tx*~  '• et -7- ~ . ~ ,  ((e o jx)*r)  

l / 

sont  respect ivement  la courbure  de /x*~ '• et celle de (~ o tx)*T restreinte 5 tx*~ '• 
e t d e t  (A + hB) = Z,.>o its det"  (A, B). 

On  obt ient  donc  pour  e > 0  assez petit  pour  que S~ soit transverse g une 
stratification de Whi tney  de X (cf. la 2~me partie), vu que  IIs(x)ll = IIv ~ ~ ~ Ix(x)ll: 

i (-O-O)log[lx[12Ac'~_,(O)+ I x n s  ~" O Eu~ c'~(T)+[xns.)o 4-~ 

avec tO = 1/4-,- ( 0 - 0 )  ( ~ > 0 a  -1 det  ~ (~ (O) ,  l ~ o ( T ) - ~ ( O ) )  off (2zr/i)~(O) et 

(2~r/i)~o(T) sont respect ivement  la courbure  de O et celle de T restreinte ~ O, T 
6rant le fibr6 tangent  ~ la partie lisse de X, ce que  l 'on  peut  r66crire: 

THt~ORIEME 3. On a l'dgalit& 

EuoX=I c,~(T)+ 1_.1_ I (dz.z) w .- .  f ,-7-7 ~ ACa_~(O)+ ! o to 
xna~)" 2~ri xns,)o IlZll J(xns.) 
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Application 1. C o m m e  sur X les formes diff6rentielles q/ et c~((E o tx)*T) 
sont localement  born6es on a 

l i m l ,  ~b' = lim I r  ~ c~((~ o /x)*T) = 0 

car les volumes de Y(~. et de O..Y~ ont  pour  limite zdro quand  e tend vers z6ro. 

O n  re t rouve donc  di rectement  la formule:  

lim 1 I x n s ) "  (d z .  z)  ~ ~ ,  (,) 

et le th6orbme des r6sidus de King, nous permet  en effectuant en sens inverse le 

cheminement  de la deuxibme part ie  d 'ob ten i r  d i rec tement  la formule  de 

Gonza lez-Verd ier :  

E u ( , X = d e g  ( - )  (ca _~ ~(T) . c~(~)')D[~)] , 
i I 

les notat ions 6tant celles de la deuxi~me partie. 

Application 2. Nous  allons mont re r  ici le lien entre la formule  (*) et la 
formule de Langevin (cf. [L]) lorsque X est une hypersurface  ~ singularit6 isol~e 
en zdro d6finie par  l '6quat ion f =  0 dans C N§ 

Dans  ce cas on peut  faire le calcul d 'obs t ruc t ion  sur la fibre de Milnor. Plus 

pr6cisdment:  

Soit e > 0  et t~  0 avec 0 < I tl << ~ << 1 F,,~ = Be N { f =  t}, sur F,.~ on dispose du 
fibr6 tangent  T muni d 'une  section radiale O'(x)=llxll/llpllO au-dessus de 
F,,~ \{z6ros  de p}, 0 6tant la projec t ion de O Y I s u r  T. Pour  E petit et ttI<< e, aF,,~ et 

St sont transverses donc  0' ne s 'annule  pas sur a~,~. C o m m e  de plus p' pointe  vers 
l 'ext6rieur de OF,,~ la th6orie classique de Gauss -Bonne t  nous dit que  l 'ent ier  
d 'obs t ruct ion de p' est 6gal ~t x(F,.~). C o m m e  p' est un champ de vecteurs sur 

F,,~\{z6ros de p} il existe sur F,.~ un champ de vecteurs a z6ros isol6s qui coincide 

avec p' sur un voisinage de 3F~,r 
On peut  doric ~t nouveau  appl iquer  la th6orie de Bo t t -Chern  pour  obtenir :  
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a v e c  

i 
,01 = ~ (~ - o) log Ilxll = h C~_I(~ '~) 

tk2 = ~  ( 0 - 0 )  a -~ d e c  (D(~'• 12~,~(T)- 12(~ ' l )  

~' d6signant le fibr6 engendr6 par  p' sur OF,.~ et ( , l  son or thogonal  dans T. 
Soient  e > 0 et  to e C\{0} choisis tels que  si I tl ~< to, {f = t} soit t ransverse ~ S~. 

Alors  T~ o = U0~X~l OFxto.~ est une vari6t6 lisse compacte  dont  le bord  est r6union 
de X f3 S~ et  de OFt..~. I1 est alors clair que  le vo lume de Tto a pour  limite z6ro 
quand  to tend  vers z6ro. 

D'apr~s le th6or~me de Stokes ~1 et  ~b2 6tant  born6es  au voisinage de 
X f3 S~ on a donc puisque 

lim vol r~o = O, l i m ~  @t+@2= L I//1+@2. 
I to l~)  t--,O F,., n s ,  

C o m m e  d'apr~s Milnor  x(F,,~)= I+(--1)N~(N+~)(X) et  que  nous avons vu que 

lim~_,o ~xns, @2 = 0, on obtient:  

1 + (-  1)~r = !imo ~ x ~kx + lim lim IF c~(T)  

ce qui p rouve  que  deux  des trois r6sultats suivants pe rme t t en t  de re t rouver  le 

troisi~me: 
1) La  formule  de  Langevin  

f 
lim lim l c~(T)  = (--1)rc(tx(N+t) +/x (N)) 
e ~ , 0  t ~  ,JUt,~ 

2) La  formule  

1 ! i o  m Ix (dz" z) ,~ ..,, Euo(X)=~- -~  ns, -~i f ACN-I(~) 

3) Euo(X) = 1 + (--1)N-lp, (N). 
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