
FONCTIONS D'IGUSA p-ADIQUES ET POLYNOMES 
DE BERNSTEIN 

Par F. LOESER 

Introduction. Soit K une extension finie de Qp, d'anneau des en- 
tiers R, d'ideal maximal P, de corps residuel Fq. Soit f un polynome de n 
variables a coefficients dans K verifiant f (0) = 0. La fonction zeta locale 
d'Igusa decrit les poles de la serie de Poincare 

co 

P(T) = Ni (q -nT) i 

Ni etant le nombre de solutions de l'equationf = 0 dans l'anneau R/P'R. 
Plus precisement Igusa a utilise l'egalite 

I(S) = If(x)Is Idxl = P(q-s) - qS(P(q-s)-1) 
R" 

valide pour Re(S) > 0 pour montrer que P est une fonction rationnelle de 
T ([II]). 

Au debut des annees 1970 egalement, I. Bernstein a etudie le systeme 
differentiel associe a l'expression formelle f S et a introduit a cette occasion 
le polynome qui porte son nom ([B]). Ce polynome b verifie en particulier 
une equation du type 

(*) QfS+l = b(S)fS 

avec Q un operateur differentiel polynomial a coefficients polynomiaux en 
S. 

Le resultat principal du present travail est le suivant (enonce sous une 
forme legerement affaiblie): 

Manuscript received 2 October 1986. 
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2 F. LOESER 

THEOREME. Sif est un polynome a deux variables, alors les parties 
re'elles des poles de I(S) sont des racines du polynome de Bernstein def. Si 
de plusf est re'duit, ce re'sultat est vrai en tenant compte des multiplicite's. 

L'analogue complexe de ce resultat est immediat : en effet en utilisant 
(*), si f est un polynome a coefficients complexes, il est facile de voir que 
les poles du courant If 12S D sont des racines du polynome de Bernstein de 
f (pour une reciproque, voir [L]). Dans le cas p-adique, comme la fonction 
If (x) I est localement constante en dehors de son lieu d'annulation, lui ap- 
pliquer l'operateur P est peu efficace. 

Pour montrer le theoreme, on utilise que les parties reelles des poles 
de I(S) sont egales a certains quotients -ni/Ni calcules sur des compos- 
antes Di du diviseur exceptionnel de la resolution plongee canonique de 

f = 0. 
L. Strauss ([Str]) a montre dans le cas localement irreductible que 

seuls les diviseurs Di qui rencontrent au moins trois autres diviseurs (les 
diviseurs de rupture) et ceux de la transformee stricte contribuent aux 
poles de I. Le cas general (non irreductible) etant similaire, le probleme est 
essentiellement de montrer que si Di est un diviseur de rupture, -ni/Ni 
est une racine de b. C'est ce que nous montrons dans la 3eme partie dans le 
cas complexe. Ce resultat est facile modulo un: en effet si Di est une com- 
posante de rupture il est bien connu que exp(2ir(ni/Ni) est une valeur 
propre de la monodromie locale ([A-C], [E-N], [St]), et d'apres les travaux 
de Malgrange ([M 1-2-3]) ceci entraine que -ni/Ni ou -ni/Ni - 1 est 
une racine de b. D'autre part des exemples de Yano ([Y]) montrent que 
certaines racines de b, contrairement aux -ni/Ni peuvent varier dans une 
deformation 'a it constant de f et donc ne dependent pas uniquement de la 
combinatoire de la resolution de f. Signalons que en general les 
-1 + ni/Ni calcules aux diviseurs de rupture ne sont pas des exposants du 
systeme de Gauss-Manin, c'est-a-dire ne sont pas des exposants apparais- 
sant au permier ordre dans ce systeme. En fait ils apparaissent tous dans le 
developpement asymptotique associe a l'image d'une forme de jauge 
dx1 A dx2 dans le systeme de Gauss-Manin. 

Pour montrer que -ni/Ni associe 'a un diviseur de rupture est une 
racine de b, notre methode est transcendante et s'appuie sur la construc- 
tion de certains cycles evanescents. Pour cela il nous faut montrer que la 
classe de cohomologie d'une certaine forme differentielle multiforme est 
non nulle. Nous utilisons a cet effet un resultat de Deligne-Mostow que 
nous rappelons dans la premiere partie et qu'une etude combinatoire me- 
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FONCTIONS D IGUSA p-ADIQUES 3 

nee dans la seconde partie nous permet d'appliquer. Nous en deduisons les 
consequences relatives au polynome de Bernstein et aux fonctions d'Igusa 
p-adiques dans les deux dernieres parties. 

Nous avons beneficie largement des travaux anterieurs sur les fonc- 
tions d'Igusa des courbes localement irreductibles ([12], [Lil], [Li2], [Me], 
[Str]), dont nous generalisons certains des resultats, et en particulier de la 
presentation simplifiee donnee par Igusa dans [I2] des travaux de Lichtin 
et Meuser. 

Pour conclure, signalons qu'en utilisant notre travail anterieur [LI 
nous obtenons egalement le resultat suivant (voir IV.2.2): les parties 
reelles des poles des fonctions d'Igusa p-adiques des polynomes 'a deux 
variables sont toujours des p'oles des fonctions d'Igusa complexes vues 
comme courants. 

I. Formes differentielles multiformes sur P1 - {x, ..., x,}. Nous 
rappelons ici des resultats du paragraphe 2 de [D-M]. 

1.1. Soient x1, x, v, r points distincts de Pc, r > 1, S = U 1 iAr 

{Xr}, et et1, .., Or r nombres complexes verifiant I11i.r O!i = 1. 
On note P =PC. 

On sait qu'il existe alors un unique (a isomorphisme non canonique 
pres) systeme local de rang un L sur P\S dont la monodromie autour de xi 
est la multiplication par oei. 

Soit z une coordonnee locale au voisinage de xi de S, et ,ui un nombre 
complexe verifiant aoi = exp(2irtti). Toute section co de QW(L) (resp. O(L)) 
sur un petit voisinage epointe de xi s'crit co = z -isfdz (resp. z -isf ) avec 
s une section de L etf une fonction holomorphe sur le voisinage epointe. Si 
J est meromorphe en xi on dit que co est meromorphe et on definit vi(co) = 
vxi(f ) - i. On note j: P\S -- P l'inclusion et j*iQ*(L) le complexe de 
faisceaux des formes differentielles meromorphes a coefficients dans L. 
On note Qk(Er1 ,xi)(L) le sous-faisceau de j*2k(L) constitue des formes 
meromorphes co satisfaisant vx,(co) > -A,i pour 1 ? i ? r. 

1.2. Rappelons maintenant comment le complexe des sections globa- 
bles de j*WQ*(L) permet de calculer la cohomologie de P\S a coefficients 
dans L : 

Tout d'abord comme P\S est Stein, on a Hq(P\S, QP(L)) = 0 pour 
q > 0 et donc H*(P\S, L) _ H*r(p\s, Q*(L)). 

D'autre part on a un quasi-isomorphisme classique 
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4 F. LOESER 

j* Q*(L) j*8() 

et comme Hq(P, j*iQP(L)) = 0 si q > 0 (car j*iQP(L) est limite inductive de 
fibres en droites dont le degre tend vers l'infini), on obtient: 

H*(P\S, L) _- H-:(r(P, j*mQ*(L)). 

1.3. Soit co une section globale de j*iQ1(L). Soit S' le lieu des zeros 
de cw. Choisissons une coordonnee z sur P telle que oo 0 S U S'. On peut 
alors ecrire: 

= W I (z - x )-i I (z - yj)Yjedz 
x,eS y,eS'\S 

avec exp(2i rw/) = i, yJ e N et e une section globale multiforme inversible 
deL surP\S. Ona 

E /Ai = 2 + yj I1 Si <r y, CS'\S 

car co n' a ni zero ni pole en oo, et donc 

/Ai >, 2 
1 uiSr 

avec egalite si et seulement si co ne s'annule pas sur P\S. Nous sommes 
maintenant en mesure d'enoncer le resultat suivant du a Deligne et Mostow: 

PROPOSITION I.3. Supposons que r > 3, 9e, * 1 pour 1 s i ? r et 
i=1 ,ui = 2 avec exp(2i7r/Ai) = ai. 

Toute section de F(P, lAQ2= ixi)(L)), definit une classe de coho- 
mologie non nulle dans H1(P\S, L). 

De'monstration. D'apres I.2, il suffit de montrer que la relation 
c= df avec co e F(P, Q I( (E IAix )(L)) etf e F(P, jO* (L)) est impossible. 

Pour cela on remarque que si une telle relation etait verifiee, on aurait 
pour tout x de P vx(co) > vx(f) - 1, avec egalite a moins que vx(f ) = 0 ou 
vx(cw) e N. Quand x e S, ceci est exclu car les aoi sont distincts de 1, et on a 
donc vxi(f) = 1 - i 

Mais alorsf serait une section globale de 0(-El.i<r (1 -i)xi)(L)q 

ce qui est impossible pour des raisons de degre: en effet soit z une coor- 
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donnee sur P telle queoo O S. On aurait alorsf = W=1 (x -xi)-fi+ls avec 
s une section globale multiforme de L, et commef n'a pas de pole en oo, on 
aurait EI= (,i - 1) > 0, ce qui contredit Ei=j (,i - 1) 2 - r < 0. 

II. Courbes reductibles. 

11.1. Soit f: (C2, 0) -* (C, 0) un germe de fonction analytique. Le 
germe de courbe defini parf = 0 admet une resolution plongee canonique, 
7r : X -*(C 2, 0). 

Rappelons que 7r est compose d'eclatements ponctuels et que 
7r-'(lf-'(0) |) = U I i<d Di est un diviseur a croisements normaux. Nous 
renvoyons a [M-W] pour une description agreable de cette resolution. A la 
resolution 7r est associe un arbre A(7) de sommets Ai, 1 < i < d, deux 
sommets Ai et A 'tant connectes par un segment si Di n Di * 0. On note 
A'/(w) le sous-arbre dont les sommets correspondent aux diviseurs qui ne 
sont pas des composantes irreductibles de la transformee stricte de f 0. 
On note Mi le nombre minimal d'eclatements ponctuels necessaires pour 
obtenir Di. Remarquons que l'application i -- Mi n'est pas injective en 
general. On note S(i) c { 1, . . ., d} l'ensemble des indices des sommets 
adjacents a Ai: j e S(i) si et seulement si Di f Dj * 0. 

Definition 11.1. On dit que Ai (resp. Di) est un sommet (resp. com- 
posante) de rupture si #S(i) > 3. On note R C { 1, . . ., d} l'ensemble des 
indices des points de rupture. 

11.2. Soit so: (C2, 0) -* (C, 0) un germe de fonction analytique tel 
que 17r- %(- 1(0)) I C U I <i<d Di. On note Ni(ep) =VDi(1r*4p), Ni = Ni(f ), 
ni = vDi(7r*dx dy) + 1, (x, y) etant les coordonnees standard sur C2. 

On a la generalisation suivante d'un lemme de J. Igusa: 

LEMME II.2. Soit Aj un sommet de A '(7r) et AjI, . . ., Air les som- 
mets adjacents d Ai, les indices e'tant choisis de telle sorte que l'on ait 

MJl < Mi2 <* Mik?- < Mj < Mijk M i r 

Soit p = 1 + ~er=k (Mie -Mi), on a, sous les hypotheses pre'ce'dentes 

i) p Nj((p) = E I < Qe r NjQ((P) 
ii) pni = I<<r nje - (r - 2). 
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6 F. LOESER 

De'monstration. La demonstration est analogue a celle indiquee par 
J. Igusa dans le cas oiu f est irreductible dans [I21 (lemmes 1 et 2). 

11.3. Soit Ai un sommet de A (7r). On pose 

\(i, j)(?) =n;- N (i N,(ep) 

et 

(i, j) = i, I)(f), pour j e S(i). 

Remarquons que si Ai est un sommet de A '(r), Eje,si) M(i, j) = #S(i) - 2 
d'apres le lemme 11.2. Nous aurons besoin du resultat suivant concernant 
W(i, j): 

PROPOSITION 11.3. 1. Soit Ai un sommet de A '(7r). Alors, sous les 
hypothe'ses pre'ce'dentes, on a 

IX(i,1j)I < 1 pour j dans S(i), si S(i) > 1. 

De'monstration. On va commencer par supposer que f est irreducti- 
ble et on va rappeler la demonstration de J. Igusa [121 dans ce cas. 

ler cas. Ai est un sommet de rupture. 
On ecrit S(i) ={i I, i2, i3} et on note Aj l'extremite de l'arc partant de 

Ai et ne rencontrant aucun sommet de rupture, ni aucun sommet corres- 
pondant a la transformee stricte et au premier diviseur. 

A i3 * * 

Ai 4o ' -' . - - . 

.Ai, ... Aj 
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FONCTIONS D IGUSA p-ADIQUES 7 

En appliquant le lemme II.2 on obtient: 

|ni, n\ |1 nj\ 
det ) det( Nj 

\Il Ni a j 

d'oiu M(i, i1) = Ni/N < 1. D'autre part, il est facile de verifier que 

ni1 + ni2 = ni et N1 + Ni2 + mi= Ni 

ou mi est la mutiplicite de la transformee stricte de f = 0 apres Mi - 1 
eclatements (cf. [12], [M-W]). On a donc X(i, ij) + )i, i2) > 0, or 
d'apres le lemme 11.2 M(i, i1) + )i, i2) = 1 - Mi, i3), d'oui l'on deduit 

(Is i3) 1 < 1 et I Wqi i2)1 < 1 - 

2eme cas. Ai n'est pas un sommet de rupture. 
Deux cas se presentent: 

i) Ai est sur un arc reliant deux sommets de rupture A k et AQ avec 
Mk < Me: 

A i2 

Ai 

Ai, 

Ak3 

Ak 
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8 F. LOESER 

On a I )(i, ij) = (Nk/Ni) I X(k, k3) I d'apres le lemme II.2, d'oui le resultat 
car Nk < Ni, I X(k, k3)1 < let )i, i1) + Wi, i2) = 0. 

ii) Ai n'est pas sur un-arc reliant deux sommets de rupture 

Ak 0 * * 

A 2Ai Ai, Ae 

On a I )(i, i1) = )i, i2) = Np/Ni d'apres le lemme II.2, d'oiu le resultat 
car N,, < N;. Maintenant examinons ce qui se passe: 

a) si on lecate le point d'intersection de deux diviseurs Di et D, 

Ai A._- Ai Ak Ai 

On obtient alors un nouveau diviseur Dk et 

nk = ni + np, Nk = Ni + N 

d'oiu 

Ni X(i, k) = ni ? i i(i+ ; (,j 

tandis que 

X(k,i)n= - N +? n Ni. 

On a donc 

IX(k, i)I < sup( n1 - Ni ,ni- Nj N|) = i(j, i)I < 1, 
.1 
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FONCTIONS D'IGUSAp-ADIQUES 9 

si Aj est un sommet de A'(7r). Si Aj n'est pas un sommet de A'(7), 

IX(k, )I - <N1 
N, ? 1 

b) si on eclate un point de Di qui n'est sur aucun Dj, i j 

?Ak 

Ai Ai 

on obtient un nouveau diviseur Dk et nk nj + 1, Nk = Ni d'oui 
-X (k, j) = X(j, k) = 1. 

Nous sommes maintenant en mesure de demontrer la proposition 
dans le cas general. 

Soit f =1?kk ,,I f!'k la decomposition de f en produit de facteurs 
irreductibles, 7r: X (C2, 0) la resolution plongee canonique def = 0, 7rk 
Xk -* (C2, 0) celle defk = 0. Si Ai est un sommet de A (7r) on note N= 

Nj(fk). Soit Aj et Aj deux sommets adjacents, Ai 'tant un sommet de 
A'(ir). 

D'apres a) et b), on a 

nj- N| 1 pour 1 < k m. 

Pour chaque k l'arbre A(7r) est obtenu a partir de l'arbre A(7rk) en 
iterant des transformations de type a) ou b). Mais comme 7r est la resolu- 
tion canonique, Ai et Aj deux sommets adjacents de A(7r) 'tant donn's, il 
existe au moins un k tel que Ai et AJ soient obtenus a partir de A Ork) sans 
aucune transformation de type b). Pour un tel k on a donc 

|nj - n i <1. 

Pour conclure, il suffit maintenant d'appliquer le lemme evident sui- 
vant: 
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10 F. LOESER 

LEMME 11.3.2. Si on a les ine'galite's suivantes: 

nji- =Nk <1 pour 1 k m, 

et si on a pour au moins un k 

n i Nk < 1, 

alors 

na 

E mkNI 
k=l1 . 

nj - ni < 1, 
22 rkN, 

k=1 

pour Mik, 1 < k < m des entiers strictement positifs. 

III. Polynome de Bernstein local. 

111.1. Soitf e Ocn,o un germe de fonction analytique a l'origine, non 
nul et verifiant f (0) = O. Nous allons rappeler la definition du polynome 
de Bernstein local de f. Pour cela on considere deux indeterminees S et T 
et le module libre de rang un sur Ocn,o[f-1, S] de generateur T. On fait 
agir l'anneau O des germes en zero d'operateurs differentiels holomorphes 
sur ce module de la facon suivante: 

* O agit trivialement sur S; 
a ag _ gf * (gT) - g T + Sgf1 T pour g E Ocn,o[kf, SI. 

On note fkT = fS+k pour k e Z et en faisant agir S par multiplication ce 
module est muni d'une structure de D [S] module. On a le resultat suivant 
demontre par Bernstein [B] si f est un polynome et etendu au cas holo- 
morphe par Bjork: 

THE'OREME III.1. IlexisteP e D[S] etB e C[S], B * O tels que lon 
ait: 

(*) pfS+1 = Bf S 
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Le generateur monique de l'ideal des B e C[S] tels qu'il existe un P 
dans tD[S] verifiant (*) est note b et est appele le polynome de Bernstein 
local def. Comme b(-1) = 0 (faire S = -1 dans (*)) on peut ecrire b = 
(S + t)b avec b un polynome, le polynome de Bernstein local reduit. 

111.2. Depuis les travaux de Malgrange ([M1-2-3]), on sait que S est 
une racine du polynome de Bernstein reduit si et seulement si exp(2iKrS) 
est une valeur propre de la monodromie locale. Ainsi chaque fois que l'on 
connaeit les valeurs propre de la monondromie locale, on connait les ra- 
cines de b a un decalage entier pres. Comme dans le cas des courbes on a 
une description classique de la monodromie ([A-C], [E-N], [M-W], [StI), 
b est connu dans ce cas a decalage entier pres. D'autre part Yano ([Y]) a 
mis en evidence le phenomene suivant : les racines de b peuvent varier d'un 
entier dans une famille de courbes irreductibles sans que les invariants nu- 
meriques habituels (paires de Puiseux, IA, r, etc.) varient. Aussi ne peut-on 
esperer une formule explicite donnant les racines de b pour les courbes 
planes. Certaines de ces racines sont cependant connues, il s'agit de celles 
qui proviennent des exposants du systeme de Gauss-Manin : si ae ]-1, 01 
est un exposant de Gauss-Manin, -1 - a est une racine de b. 

Ainsi si f: (C2, 0) -* (C, 0) definit un germe de courbe plane et si 
r: X - (C2, 0) est la resolution canonique on a le resultat suivant, cas 

particulier d'un theoreme de Varchenko ([V]): 

THEOREME 111.2.1. Si co est un germe de 2-forme holomorphe en 
zero et si 

=inf (1 ?VDi(r*co)- ), 0 
D, ( VDj(T X) 

alors -1 - a(c) est une racine de b. 
Dans le prochain paragraphe, nous allons determiner d'autres racines 

de b qui sont en general differentes de celles-ci. 

111.3. Soit f: (C2, 0) -_ (C, 0) un germe de fonction analytique et 
X -* (C2, 0) la resolution plongee canonique de f = 0. Soit f un 

representant def, X = f -I (D,,) n Be avec 0 < -q << E < 1, D,(resp. BE) 
le disque (resp. la boule) de rayon - (resp. E) centre(e) en zero. On commet 
les abus de notations suivants : on note f la restriction de f "a X et on identi- 
fie X 'a celui de ses representants qui est la resolution a croisements nor- 
maux canonique de X. On reprend les notations de II. 
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12 F. LOESER 

En particulier, si S(i) =j I 1 < j < d t. q. Di n D,i 0 } a un cardi- 
nal superieur ou egal a 3, on dit que Di est une composante de rupture, on 
note Ni = vDi(7r*f), n1 = VDi(7r*dxdy) + 1 et X(i, j) = nj - (N1/Ni)ni. 
Soit S '(i) l'ensemble des indices des composantes qui rencontrent Di et ne 
sont pas des composantes de la transformee stricte de f = 0. 

On a alors le resultat suivant: 

THEOREME III.3.1. Soitf: (C2, 0) -* (C, 0) un germe defonction 
analytique et Di une composante de rupture de la re'solution plonge'e 
canonique de f = 0 alors: 

a) -ni/Ni est une racine du polynome de Bernstein local re'duit def; 
b) s'il existe j dans S'(i) tel que X(i, j) = 0, alors -ni/Ni est une 

racine de multiplicite' deux de b. 

De'monstration de a). Commencons par supposer que tous les 
X(i, j), j e S(i) sont non nuls. Nous allons appliquer les propositions 1.3 et 
11.3. 1. Notons P = Di, {x,} = Di nf Di pourj e S(i) et S = U,jes(i) {x;}. 
Soit L un systeme local de rang un sur P\S de monodromie exp(2i7rwX(i, j)) 
en x;. Un calcul direct en coordonnees locales montre que le residu de la 
forme differentielle multiformef l-ni/Ni7r*(dx A dy) le long de P definit une 
section 4 de r(P, Q2(i,es(i) (1 - X(i, j)xi)(LV)), Lv designant le systeme 
local dual de L. 

D'apres les propositions 1.3 et 11.3.1 il existe un cycle C dans 
H,(P\S, L) tel que ic b 0. 

Soit F -' P\S le revetement fini associe a L. Par definition de 
H,(P\S, L) C s'identifie a un element de H,(F, C). Soit e un entier stricte- 
ment positif tel que le e-ieme itere de la monodromie soit unipotent. Soit 

D.I/e > Dn 

et X le normalise du produit fibre X X x D01/e. On a donc un diagramme 
commutatif: 

4fo7r 

D.1/e > D, 
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Il est bien connu que X est une V-variete et que l'image inverse de Di 
par A est une courbe lisse Di ([St]). La restriction de A 'a Di est un revete- 
ment de degre Ni de Di ramifie au-dessus de S et de monodromie 
exp(2i-r(N1/Ni) en xi. Comme la monodromie de F en xj est 

exp(2i7rX(i, j)) = exp (-2iirni N) = exp (2ir Nj-jni, 

la restriction Ai de A 'a 6i\A-I(S) se factorise en 

-~~~ F0~~~ -F 
o \ Di\,- 

1() 
>Fo Di\S 

oiu Fo est une composante connexe de F. 
Comme v est un revetement fini, il existe un entier m non nul tel que 

mC se releve en un cycle ty de Hl(D6i\A-'(S), C): v*(,y) = mC. Au 
voisinage de D6i\ -'(S)f est une fibration, il existe donc une famille hori- 
zontale de cycles j'(t) dans H1(X n f- (t), C), t E D',1/e\{O}, qui se defor- 
ment sur -y. En choisissant un point de base dans D ,\{0} et en posant 
-y(te) = j(t) pour t e D',\{O } on obtient une famille horizontale multi- 
forme de cycles de HI(f l(t) n X, C) qui verifie par construction 

lim tlIlzi/Ni dx A dy _ m ? # 0. 
tO0 Y(t) df c 

On a donc demontre le resultat suivant dans le cas oiu Wi, j) * 0 pour 
J e S(i): 

PROPOSITION 111.3.2. Si Di est une composante de rupture il existe 
unefamille horizontale multiforme -y(t) de cycles dans HI(f -'(t) n X, C), 
t * 0, telle que 

3 dx () dy = Ct--l+ni/Ni + 0(t-1+ni/Ni) avec C * 0. 
,y(t) df 

Dans le cas oiu X(i, j) = 0 pour au moins unj dans S(i) la proposition 
111.3.2 se demontre de faqon similaire, mais plus simple: soitjo e S(i) tel 
que X(i, jo) = 0 et soit b le residu def l-ni/NiiX*(dx A dy) le long de Di. b a 
une singularite logarithmique au point d'intersection xjo de Di et Djo. Soit 
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14 F. LOESER 

C un petit cercle entourant xjo dans Di. On a I c 0 et on termine la 
demonstration comme dans le cas precedent. 

On deduit la partie a) du theoreme 111.3.1 de la proposition en utili- 
sant la proposition 3.3 de I'article [Ml] de Malgrange. (Nous laissons au 
lecteur le soin de verifier que l'argument de Malgrange reste valide pour les 
courbes a singularites non isolees.) 

Demonstration de b). Soit Ai un sommet de rupture. Supposons 
que l'un des X(i, j) avec j e S'(i) est nul. En utilisant de faqon repetee le 
lemme 11.2 on obtient que X(k, Q) = 0 pour tous les sommets Ak et A e d'un 
arc reliant: 

i) ou bien Ai a un autre sommet de rupture; 
ii) ou bien Ai 'a une extremite de l'arbre A'(ir). 

Montrons que ii) est impossible: soit Air l'extremite de l'arbre A'(7-) 
et Ai, Ai,, . . ., Air la suite des segments sur l'arc. On aurait 

0 =det( 
ni ni 

*- det( 
n 

) = - Nir # ? 
i Nil ir 01 

d'apres le lemme 11.2, ce qui est impossible. On est donc dans le cas i): soit 
Ai, Ai1, . . ., Air la suite des sommets sur l'arc, Air etant un sommet de 
rupture: 

i Ai, Ai2 A r 

On a alors ni/Ni = nil /Nil = nirNir et donc 
pgcd(Ni, Ni1, . . ., Nir) * 1. Dans ce cas, d'apr's [St] et [E-N], la valeur 
propre de la monodromie cei = exp(2i7r(ni/Ni)) possede au moins un (2, 2) 
bloc de Jordan. 

Soit H l'espace vectoriel des sections horizontales multiformes sur 
Dq\{0} du systeme local forme des H'(X n flf(t), c). Soit w un repre- 
sentant convenable d'un germe en zero de 2-forme diffferentielle holo- 
morphe. Son residu induit dans Hl(X n f-l(t), C) pour t * 0 une classe 
de cohomologie 
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FONCTIONS D IGUSA p-ADIQUES 15 

N Utskt (log t)k avec U",k e H, 
aEF+N 
ke{O,I } 

F etant un ensemble fini de rationnels. Soit a(co) = inf{ Ie I u ,o * 0 }, on 
munit H de la filtration F avec FO H, Fl = Vect { u (',),o I a (co) < 0 } et 
F2 = { 0 }, et de la filtration monodromique W. ([V]). D'apres [VI, (H, F', 
W.) est une structure de Hodge mixte compatible avec la decomposition de 
H en sous-espaces propres generalises pour l'action de la monodromie: 
H = ?Hx, X decrivant l'ensemble des valeurs propres de la monodromie et 
Hx etant le sous-espace propre generalise correspondant. 

Comme la valeur propre ai possede au moins un (2, 2) bloc de Jordan, 
on a gr2 H j * 0 par definition de W.. Soit N le logarithme de la partie 
unipotente de la monodromie. N induit un isomorphisme de type (-1, -1) 
entre grw H,aj et gro Hcii Comme gro Ha, est de type (0, 0) gr2 Ha! est de 
type (1, 1) et donc Flg4r H ? 0. On peut donc trouver u dans F'H,i dont 
l'image dans Flgr2 Hi est non nulle. Il existe alors o telle que la classe de 
co/df dans HI(X(t), C) est: 

t1 +ni/Ni log t( iN)u + t +ni/NiU + o(t l+nilNi) 

et on deduit que -ni/Ni est racine de multiplicite deux de b d'apres la 
proposition 3.3 de [MI]. Nous laissons au lecteur le soin de verifier que les 
arguments utilises restent valides pour les courbes a singularites non iso- 
lees. Remarquons que dans le cas b), -1 + ni/Ni est toujours un exposant 
de Gauss-Manin. 

Remarque 111.3.3. Si Di est une composante irreductible de la 
transformee stricte de f = 0 alors - n i/Ni = -1 /Ni est une racine de b. 
Pour cela il suffit de remarquer que -1 /Ni est superieur ou egal a- 1, et 
que c'est toujours un pole du courant I- If 12S5[. Ce dernier fait s'obtient 
en prenant comme forme test une forme qui s'annule a l'origine et dont le 
support non vide est contenu dans un petit voisinage de la composante 
irreductible locale def = 0 associee a Di. 

Remarque 111.3.4. Dans le cas particulier oiu f est irreductible, la 
partie a) du theoreme 111.3.1 a ete obtenue precedemment par Lichtin 
[Li3]. 

Remarque 111.3.5. On peut par la meme methode que celle utilisee 
dans la demonstration du theoreme 111.3.1 obtenir quelques racines sup- 
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16 F. LOESER 

plementaires de 5. On a ainsi le resultat suivant dont la demonstration est 
similaire 'a celle de 111.3.1. Soit w = .odx A dy un germe de 2-forme holo- 
morphe en zero. Soit ir = X -+ (C2, 0) la resolution canonique plongee de 
fsp = 0. On dit qu'une composante Di de G'(Ifso = 01) est de rupture 
pour f si c'est la transformee stricte d'une composante de rupture de la 
resolution canonique plongee de f = 0. Dans ce cas, si Di est de rupture 
pour f et si: 

i) vDi(r*w) + 1 - V( f) (VDi(-X*w) + 1) 0 Z\{0}, pour Dj 
VDi(1r*f) 

adjacent a Di 

= _ VDi(lr*w) + 1> 
VDi(r*f - 

alors f3i est une racine de 5. 

Remarque 111.3.6. D'apres [LI dans le cas des courbes a singularite 
isolee toutes les racines de 5 sont des poles du courant I If 12S L. C'est en 
particulier le cas des racines de b mises en evidence dans le theoreme 
III.3.1. Il ne nous semble pas clair comment retrouver ce resultat directe- 
ment. 

IV. Fonctions d'Igusa p-adiques. 

IV.1. Soit K une extension finie de Qp, d'anneau des entiers R, 
d'ideal maximal P et de corps residuel Fq = R/P. Si v est la valuation 
associee a P, la norme usuelle sur K est definie par Ix I = q-v(x) pour x e 
K\{O} et IxI = 0 pour x = 0. On note Idxl la mesure de Haar sur K" 
normalisee pour que la mesure de RI' soit 1. 

Soitf eK[xl, . . ., xj tel quef(0) = 0 et Ni = #{x mod(Pi) Ix eRlz 
et f(x) = 0 mod(Pi) } le nombre de solutions de l'equation f = 0 dans 
l'anneau R/PiR. Pour etudier la serie de Poincare: 

P(T) = ENi(q nT) 

J. Igusa ([I1)] a introduit l'integrale 

I(S) = I f(x)Is I dxl = P(q-) - qS(P(q-) - 1) 
Rt' 
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FONCTIONS D IGUSAP-ADIQUES 17 

et a demontre que I(S), a priori seulement definie pour Re(S) > 0, se 
prolonge analytiquement 'a C en une fonction rationnelle de q -s sur C dont 
les poles sont de multiplicite au plus n et que les parties reelles des poles de 
I(S) sont rationnelles. 

IV.2. Au polynomef on peut egalement associer un polynome d'une 
variable b, introduit par Bernstein dans [B]. Sa definition est analogue a 
celle du polynome de Bernstein local defini en 111. 1: on remplace (9ctz,o par 
K[xl, . . ., x,] et O par l'anneau des operateurs differentiels algebriques 
sur K", et on definit de meme le polynome b appele polynome de Bernstein 
de f. Il n'est pas difficile de voir que si fc e C [xI, . . ., x,,] est le polynome 
obtenu par extension des scalaires a C, un plongement de K dans C etant 
donne, le polynome de Bernstein local de fc en zero divise b. 

Nous nous proposons de montrer que pour les polynomes p-adiques 
de deux variables les parties reelles des poles de I(S) sont des racines de b. 
Plus precisement, on a le resultat suivant: 

THEOREME IV.2.1. Soit f e K[xl, x2] verifiant f(o) = 0, 
I(S) = IR2 If (x) I Sdx, b le polyno6me de Bernstein de f, alors 

a) si S est un po6le de I(S), Re(S) est une racine de b; 
b) si f n'a comme singularites K-rationnelles que des singularites 

isolees (sur K), en particulier sif = 0 est reduit sur K, alors la partie reelle 
d'un po6le de multiplicite' au moins k de I(S) est une racine de multiplicite' 
au moins k de b. 

D'autre part on a le resultat suivant reliant les poles des fonctions 
d'Igusa p-adiques aux poles des fonctions d'Igusa complexes: 

THEOREME IV.2.2. Soit f e K[x1, x2] verifiant f (0) = 0. Etant 
donnes une cl6ture algebrique K de K et un isomorphisme a: K C, on 
obtient par extension des scalaires un polyno6mefc de C[x1, X2]. On note, 
comme en 111.3, X = f-I(D .) n B, pour 0 < << E << 1. On a alors: 

a) si S est un po6le de I(S), Re(S) est un po6le du courant Ik Ifc 12S l; 
b) si f n'a comme singularites K-rationnelles que des singularites 

isoles (sur K), en particulier sif =,0 est reduit sur K, alors si S est un po^le 
de multiplicite au moins k de I(S), Re(S) est un po6le de multiplicite au 
moins k du courant Ix IfC 12S . 

Demonstration du the'oreme IV.2.1. Il est clair que l'on peut sup- 
poser que la courbe reduite sous-jacente 'af = 0 a zero pour unique singu- 
larite dans R2. 
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18 F. LOESER 

Soit ir0: XI - R2 la resolution plongee canonique de f = 0 dans R2: 
on ne desingularise que les branches de f = 0 en zero rationnelles sur K. 
On note A(ir0) l'arbre dual associe, A? ses sommets, qui correspondent 
aux composantes D? de ir0-I(f-1(0)), N? = vD9(lro*f), 
ni = VDQ(rO*cdx I A dx2) + 1, A'(OrO) le sous-arbre de A(OrO) constitue des 
sommets de A(ir?) qui ne sont pas associes a des composantes de la trans- 
formee stricte, et RO l'ensemble des sommets de rupture, i.e. l'ensemble 
des sommets de A(r?) qui sont adjacents a au moins trois sommets dis- 
tincts de AMrO). D'apres [I1] les poles de I(S) sont de la forme 

n I . 2kxr 
N? + Nj log q 

j decrivant l'ensemble des indices des sommets de A ( xO) et k decrivant les 
entiers. 

Dans [La], Langlands donne une formule pour le developpement de 
Laurent de I(S) au voisinage de 

= -< ? i N2lk)N log q keZ. 

On deduit immediatement de cette formule les faits suivants: 

1) pour que et soit un pole double de I(I) il est necessaire qu'il existe 
deux sommets adjacents A?9 et A?9 tels que 

0 
Re(oa) = n- 0 N 

N? N 

2) si a n'est pas un pole double et si Re(a) n'est pas de la forme 
-n?/N? avec A? un sommet de RO ou de A(rO\A'(,xO), alors le residu de 
I(S) au point o est de la forme: 

MS Ix 10 01('i1)-IIdx + X IV0O(iJ2)-11dx 1 
a-S(oa) |x|Al1 jx|<l 

avec S(a) = {i/-nI/N? = Re(a)}, o(i, ij) = n? + c&N9 A0 et A0 les 
I I 11 ij 9~~ 1P 12 

deux sommets adjacents a Ai (si A?1 est l'unique sommet adjacent a A?9 on 
pose uoU(i, i2) = 1) et mi des constantes. 
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Remarquons que s'il existe deux sommets A" et AJ adjacents de 
AO(rx)\A '(xO) tels que nI/N? = nI/Nf, alors il existe deux sommets de 
rupture A?9 et A? tels que X0(k, Q) = n? - (n2/N2)N? = 0 pour tous les A2 
et A??situes sur l'arc reliant A? 'a Aoir et tels que A?? et A;? soient des som- 
mets de ce segment: ceci se demontre par un argument deja utilise au 
cours de la demonstration de III.3.b). 

Montrons maintenant que dans le cas 2) le residu de I(S) en a est 
nul: en effet, a une constante non nulle pres chaque terme entre crochets 
est egal a 

1 q-((X?(i,i0)+Cf(isi2)) 

(1 -qia(i.il))(+ - 
q-ck (i,i2)) 

(cf. [12]) et on a oa(i, i1) + Oe(i, i2) = 0 d'apres le lemme 11.2 (ou plutot 
son analogue dans la situation presente), tandis que ao(i, i1) et ao0(i, i2) 
sont non nuls d'apres la remarque precedente et l'hypothese faite sur a. 

Nous avons donc demontre le lemme suivant: 

LEMME IV.2.3. a) L'ensemble des parties re'elles des po6les de I(S) 
est contenu dans 

{ N? }AeRO { P?A(T?)\A (,x); 

b) si a est un po6le double de I(S) alors l'une des deux conditions 
suivantes est re'alise'e: 

i) Re a = -n? /N? pour tout A? appartenant a" un arc reliant deux 
sommets de rupture; 

ii) Re ae = -n?/N? pour tout A? appartenant a" un arc reliant un 
sommet de rupture a un sommet de A(xO)\A '(r?). 

Considerons maintenant une cloture algebrique K de K et a un iso- 
morphisme de K avec C. On en deduit un polynomefc de C[x 1, x2] dont le 
polynome de Bernstein local a l'origine est note bc,o. Soit 7r: X -(C2, 0) la 
resolution plongee canonique defc = 0 en zero. On reprend les notations 
de II et on note -r(K): XK -+ K2 le morphisme associe a 7r par a. A tout 
sommet de rupture A? de A(OrO) est associe un sommet de rupture Ai de 
A(7r) et on a n?9 = n , N? = Ni. D'autre part si A?9 est un sommet de A (r,) 
associe a une composante irreductible de la transformee stricte et Ai le 
sommet qui lui est associe dans A(r) on a N? = Ni et n? = ni = 1. La 
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20 F. LOESER 

partie a) du theoreme IV.2.1 est donc demontree d'apres 111.3.1, 111.3.3 et 
IV.2.3.a). 

Demontrons maintenant la partie b) du theoreme. L'hypothese faite 
surf assure que si A est un sommet associe 'a une composante irreductible 
de la transformee stricte de f = 0, nI/N? = 1. Comme il est facile de se 
convaincre que n?/Nj < 1 si Aj n'est pas un sommet de AO(rO)\A '(xO), le 
cas fi)-du lemme IV.2.3 est exclu des qu'il n'y a pas deux sommets de 
A(OrO)\A '(-O) qui sont adjacents, ce qui ne se produit que si f = 0 est 
composee de deux composantes lisses transverses, cas que nous laissons au 
lecteur. 

On est donc dans la situation suivante: si et est un pole double de I(S) 
alors Re a =nk/Nk pour tout A2 appartenant 'a un arc L0 reliant deux 
sommets de rupture A 0 et A 9. Soit A i et A les sommets de rupture corres- 
pondants de A(ir). Sur l'arc L reliant Ai et A, il y a peut-etre de nouveaux 
sommets mais comme nk/Nk est constant sur LO, nk/Nk est constant sur L 
(en effet si A' est obtenu en eclatant le point d'intersection de Do et Do, 
n(A') = no + no, N(A') = No + No et donc n?/Na = nb/N = 
n(A')/N(A') et on deduit que nk/Nk est constant sur L par recurrence). 
D'apres III.3.1.b), -ni/Ni est alors une racine de multiplicite deux de b, 
ce qui termine la demonstration du theoreme IV.2. 1. 

De'monstration du the'oreme IV.2.2. Une consequence de la de- 
monstration de IV.2.1 est que si s est un pole de I(S) alors Re(s) est une 
racine de bc,o. Dans [LI (theoreme 1.9) il est demontre que les racines de 
bc,o sont des poles du courant I- Ifc12SLIl, ce qui donne a). (En fait le 
resultat de [LI n'est enonce que pour les germes de courbes planes re- 
duites, mais la demonstration de la partie du resultat dont on a besoin ici 
s'adapte facilement au cas non reduit.) 

En ce qui concerne b), d'apres la demonstration de IV.2.1 et en con- 
servant ses notations, il suffit de montrer que si -nk/Nk est constant sur 
un arc reliant deux sommets de rupture de A(r), -nk/Nk est un pole de 
multiplicite deux de j- If 12SLi. Mais dans ce cas on a vu au cours 
de la demonstration de III.3.1.b) qu'il existe une 2-forme holomorphe 
w telle que la classe de w/dfc dans H1(X nl f- '(t), C) est 
t- +ni/Ni log t(iN/2ix)u + t-1+li/NiU + o(t-l+ni/Ni) avec u ? 0. (Les nota- 
tions sont celles de III en remplaqant f par fc.) On peut alors utiliser le 
theoreme 1.1 de [LI pour en deduire que -ni/Ni est un pole de multiplicite 
deux de ikIf12SLl. 
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