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Nous montrons des inégalités entre l'exposant d'Arnold d'une fonction analytique complexe à singularité
isolée, celui d'une restriction à un hyperplan général et des invariants polaires. Les résultats obtenus sont très
proches d'une conjecture de B. Teissier.

ANALYTIC GEOMETRY. — Arnold Exponent and Plane Sections.
We prove inequalities between the Arnold exponent of a complex analytic function with isolated singularity, the

exponent of its restriction to a general hyperplane section and polar invariants. We obtain a result very close to
a conjecture of B. Teissier.

1. RAPPELS ET NOTATIONS. —
Soit f: (Cn + 1, 0)->(C, 0) une fonction analytique à singula-

rité isolée en zéro.
Quitte à faire un changement linéaire de coordonnées, on peut supposer que les

coordonnées locales (Zo, ., Z,,) sont telles que l'hyperplan défini par Zo = 0 est générique,
c'est-à-dire n'est pas limite en zéro d'espaces tangents à {f=O}.
Dans ce cas la courbe polaire r est la courbe définie par les équations :

Si = U r q est la décomposition de r en composantes irréductibles, on appellera mq
la multiplicité en 0 de et eq la multiplicité d'intersection de avec f/ZO = 0.
Rappelons maintenant la définition de l'exposant d'Arnold a(f) : on fixe 0<n<<1,

on pose :
v

B = {x Cn + 1| || x ||}, Dn = {t C||t|<n}
et :

X = Bf-1 (Dn)' Xt = X rîf- 1 (t).

Il est maintenant classique (cf. [1]) que si (BE, n"ddin) et si y(t) est une famille
horizontale multiforme de classes d'homologie de dimension n dans Xt,

I (t) =
f
y (t)

co a un développement asymptotique,
J y (t)

La borne inférieure de l'ensemble des a tels qu'il existe y, m, q avec C~(y, co)~0 est
appelée exposant d'Arnold de f et notée (ƒ).
D'après [1], o(f) est >0.
Dans [3], B. Teissier a conjecturé le. résultat suivant :



où (0) (f) = sup(eq/mq) et (i)(f) = (O) (f| Hi) pour un plan H' général de codimension i
passant par l'origine.
Suivant l'usage, pour x R, [x] désigne la partie entière de x, c'est-à-dire l'unique entier

n tel que xe[n,n + 1 [.
2. ÉNONCÉ DES RÉSULTATS :
THÉORÈME 1. — Si f est à singularité isolée, et si H est un plan général passant par

V origine, on a :

COROLLAIRE. — On a :

Démonstration du théorème. — On suppose toujours que Zo = 0 est général; chaque
composante q admet alors le paramétrage suivant :

car Zo = 0 est transverse à F d'après un résultat de B. Teissier (cf. [4]), tandis que :

Sur rq on a donc flZ0 = uZ~lmq avec u inversible, ce qui nous permet de montrer :
LEMME 1. — Si Vhyperplan ZO = 0 est général pour f, et si a inf (eq/mq), la famille

<Pl =f( Zo, Z1., Zn) +Z~ ||1, est à P. constant, c'est-à-dire : pour tout X tel que
ÀI < 1,

µ() = µ(o),
où Ji est le nombre de Milnor.
LEMME 2. — Sous les hypothèses précédentes, si a sup(eq/mq), la famille

Wl =f(Zo, Z1,., Zn) + À, ZQ+ 1 est à Ji constant.
Démonstration du lemme 1. — On remarque que Ji (cpJ est égal à la multiplicité

d'intersection en zéro de r avec X (flzo) + (a + 1)ZQ = 0.
Comme a^inf (eq/mq), c'est toujours égal à la multiplicité d'intersection de r avec

Z~ =O.

C.Q.F.D.

La démonstration du lemme 2 est similaire (ou voir [4]).
Rappelons le théorème suivant de Steenbrink [2] qui généralise des résultats antérieurs

de Varchenko [5].
THÉORÈME 2 (Steenbrink). - Soit F:(C"+1 xC, O)-+(C, 0) une fonction analytique telle

que la fonction A = F Jc;"+~x {~) ait une singularité isolée en zéro pour tout X suffisamment
petit. Alors il existe e > 0 tel que si 0 < X, < e, on ait a (fl) cr (fo).



Démonstration du théorème. — Supposons a^inf (eq/mq); on considère la déformation
\J/X:n(v|/,J est constant pour 0; on a donc d'après le théorème de Steenbrink,
a(\J/0) = a(f). Mais d'après le lemme 1 et le théorème de Varchenko ([6]),
a (1) = (o); comme 1 = 1, on a donc o (f) (f(0,Z1,.,Zn) +Z~+1).
D'après la formule de « Thom-Sebastiani » pour l'exposant d'Arnold (cf. [1]), on a

donc (f) (f|H) + (Z~+1).
Comme il est très facile de voir que (Z~+1)= 1/(a+ 1), on a donc :

L'autre majoration est similaire. On prend maintenant a^sup(eq/mq), d'après le théo-
rème de Varchenko et le lemme 2, (f) = (f(ZO, Z,,) + Z'+ tandis que
(1) (0), d'où le résultat.
Exemple. — f=x2y+y4 on a a (f) = 5/8, (f |H) = 1/3 pour H général, et

{ eq/mq} = {2, 3}.

Remarque. — Soit f à singularité isolée; on peut lui associer (cf. [2], [5]) une suite de Ji
rationnels appelée spectre et notée E (f) = (1.,µ). On a (f) = 1 + inf cxi. Dans

1 g >' M

[2], Steenbrink démontre le résultat suivant, plus fort que le théorème 2.

THÉORÈME 2' (Steenbrink). - Sous les hypothèses du théorème 2, pour tout te R, il
existe E > 0 tel que si 0 < k 1 < E :

card (E(fx) ]t , t + 1]) card (E (fo) ] t, t + 1]).
On en déduit, par le même raisonnement que le théorème 1, le résultat suivant (qui le

généralise)

THÉORÈME 1'. — Sous les hypothèses du théorème 1, en posant :

on a pour tout te R :



Pour terminer signalons que dans le cas des courbes planes (n = 1) on peut montrer
que :

Dans le cas des courbes irréductibles cette inégalité est une égalité d'après les travaux
d'Igusa [7] et de Merle [8].
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