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Introduction. Ce travail est consacré à l'étude de la catégorie des faisceaux
pervers £-adiques sur un tore défini sur un corps algébriquement clos de carac-
téristique p > 0 différente de L . Nous avons été guidés par l'analogie avec les ~-
modules en caractéristique 0 . Rappelons quelques traits saillants de l'étude des
s-modules holonomes sur un tore effectuée dans [LS1] et [LS2] .

Soit (Gm)' le tore Spec C[x, x-1] avec x = xi, . . . , xn et x_1 = xl 1 , . . . , xn 1.On
note

	

l'anneau des opérateurs différentiels algébriques sur le tore (Gm)' : _

C[x, x-1]<Di avec D = D1, . . . , Dn et D i = xiô x ; . Posons s~ _ -Di et r~ = xi de
telle sorte que l'anneau C[x,x_1]<D> s'identifie à l'anneau C[s]<t, f'> des opéra-
teurs algébriques aux différences finies, c'est à dire au quotient de l'algèbre libre
engendrée par C[s1, . . . , sn] et C[i1, . . . , in, rj 1

, . . . , n i-1 ] par les relations -r s =i i -
(si + 1) . ii et ii . s~ = sj . i~ si i # j. Soit un 2-module (à gauche) holonome .
Notons 9)1(.t) le module vu comme C[s] (i, i-1 >-module. C'est le transformé
de Mellin du -module dl. Il résulte du théorème de Bernstein (cf. [LS1, théo-
rème 1.2.1, 1]) que t(dl)(s) := C(s) ©C[s] (.#) est de dimension finie sur C(s) .
Autrement dit, W1(dl)(s) est un système rationnel holonome d'équations aux
différences finies, c'est à dire un C(s)-espace vectoriel de dimension finie muni
d'automorphismes C-linéaires -r i , . . . , i n commutant entre eux et qui satisfont les
relations précédentes. D'après [LS2], la dimension du C(s)-espace vectoriel
W(dl) (s) est égale à la caractéristique d'Euler-Poincaré du complexe de de Rham
algébrique de dl. Réciproquement, on peut démontrer [LS 1, théorème 1 .2 .1, 2]
que tout système rationnel holonome d'équations aux différences finies peut être
obtenu à partir d'un e-module holonome. La catégorie des systèmes ration-
nels holonomes d'équations aux différences finies est naturellement munie d'une
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structure de catégorie tannakienne obtenue à partir du produit tensoriel Oc(S)~
un foncteur fibre naturel étant obtenu par considération des espaces vec-
toriels sous-jacents. Ce produit correspond à la convolution multiplicative des
9â-modules. L'ensemble des classes d'isomorphisme des systèmes rationnels
holonomes d'équations aux différences finies de rang 1 forme un groupe abélien
que l'on note H((Gm ) n ) . Ce groupe est canoniquement isomorphe au groupe de
cohomologie H1 (Zn, C(s)X), le groupe Zn agissant par translation additive sur
les variables sl, . . . , s n .

Un théorème ancien, mais plusieurs fois redécouvert, de Ore permet de déter-
miner explicitement ce groupe .

THÉORÈME 0.1 [0], [Sa], [LS1] . Soit

	

l'ensemble des formes linéaires nonN
nulles sur Qn à coefficients entiers premiers entre eux et soit £ le quotient de 9
par la multiplication par ±1 . On a un isomorphisme de groupes abéliens

H 1 (Zn , C(s) X ) "' (C X ) n x Z'/z) .(~

Ici Z(2 /z) désigne le groupe abélien des fonctions 2 x C/Z -f Z à support fini .

Comme les éléments de (CX ) n x Z(2Xc/z ) correspondent à des classes d'équi-
valence d'équations aux différences satisfaites par les coefficients des séries hyper-
géométriques, on peut paraphraser le théorème 0 .1 de la façon suivante : "les
systèmes rationnels holonomes d'équations aux différences finies de rang 1 cor-
respondent à des séries hypergéométriques ." En fait, d'après [LS2, II], le groupe
H((Gm) n ) est isomorphe à l'ensemble des classes d'isomorphisme de -modules
holonomes irréductibles de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1, le produit
provenant du produit de convolution, et tout tel e-module est sous-objet d'un
-module hypergéométrique .
Considérons maintenant un corps algébriquement clos k de caractéristique

p > 0, un nombre premier L différent de p, et un tore T défini sur k .
Un des énoncés principaux de cet article est l'analogue suivant du théorème de

Ore. On note H(T) l'ensemble des classes d'isomorphisme de faisceaux pervers
L-adiques irréductibles sur T, de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1. On
peut naturellement munir H(T) d'une structure de groupe provenant du produit
de convolution (3 .7.6, 3 .7 .7). On note ~'(Gm ,k) (Q ~) le groupe des caractères L-
adiques continus (à valeurs dans Q~) du groupe fondamental modéré de Gm,k .

THÉORÈME 0.2. Soit l'ensemble des sous-tores de dimension 1 de T . On a un
isomorphisme de groupes abéliens

H(T) N T(k) x Z(~X~(Gm>k)(Q~))

Décrivons plus en détail le contenu de ce travail . On construit dans la section
3 des foncteurs de transformation de Mellin définis pour les faisceaux pervers L-
adiques sur T, et plus généralement sur les objets de Db(T, Q), la catégorie
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dérivée des complexes de Q~-faisceaux à cohomologie bornée et constructible .
Pour cela, on munit le groupe des caractères £-adiques continus du groupe fon-
damental modéré de T d'une structure de Q-schéma (3 .2), et on note '(T) ce
schéma. Dès que la dimension de T est strictement positive, '(T) a une infinité
dénombrable de composantes connexes (qui sont en correspondance avec les
caractères d'ordre fini premier à L) . Les composantes connexes sont des schémas
affines réguliers (en particulier noethériens) et sont isomorphes à Spec Qe ®7
Z~[ [X1, . . . , Xn] ] . Soit Dô h ('(T)) la catégorie dérivée des complexes de f9ç (T )-
modules à cohomologie bornée et cohérente . On définit alors des foncteurs de
transformation de Mellin

	

et .I* : D b (T,Qt ) -p D~oh(~(T)) tels que, pour
tout point fermé x de ~(T), l'image inverse totale de N! (A) (resp .,

	

(A))
sur le point fermé x soit canoniquement isomorphe à RI'C(T, A Q 2) (resp.
RT(T, A Q ~'x)), en notant £x le faisceau de Kummer associé à x . Moralement
ces foncteurs sont construits en remplaçant 2 par le faisceau de Kummer
"générique." On étudie en 3.3 le comportement de ces foncteurs par rapport aux
opérations usuelles . Un résultat essentiel est que le foncteur de transformation
de Mellin * est t-exact (3 .4) . Il transforme un faisceau pervers A en un
module cohérent et le rang générique de ce module sur toutes les composantes
connexes de '(T) est égal à la caractéristique d'Euler-Poincaré x(T, A) de A.
En particulier on retrouve que x(T, A) est toujours un entier positif ou nul,
un résultat de Laumon [La2] . Il ne semble pas facile en général de déterminer
l'image essentielle des foncteurs '! et , une des difficultés venant de la non
connexité de ~(T) . Une condition nécessaire est donnée par le fait que, pour
tout objet A de Db (T, Q~), le support des objets 1~ (A) et 14(A) est une ré-
union finie de cotores algébriques translatés . Un cotore algébrique translaté est
un sous-schéma de '(T) de la forme x • pVÇ(T') avec x un point fermé de '(T)
et pV : '( T') --* '(T) l'immersion fermée associée par fonctorialité à un mor-
phisme surjectif de tores p : T -~ T' à noyau connexe. Quand A est pervers, on a
de plus, sous une hypothèse d'existence de résolutions des singularités, que les
variétés associées du module 4'(A) sont exactement les composantes connexes
d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés . Ces énoncés sont démontrés
dans la section 6, comme conséquence du théorème suivant, qui est démontré
dans la section 5 .

THÉORÈME 0.3 . Soit T un tore de dimension n > 0 et soit A un faisceau pervers
£-adique irréductible sur le tore T, vérifiant x(T, A) = 0. Alors il existe un mor-
phisme surjectif de tores p : T -+ T' à noyau connexe, avec T' de dimension n -1,
un faisceau pervers £-adique A' sur T' et un point fermé x dans ~(T) tels que

A ~x 0 p*(A'[1]) .

Un outil technique important dans la preuve des théorèmes 0.2 et 0.3 est
l'étude du support A(A) du cône du morphisme canonique 11!(A) -4 .~ (A)
donné par oubli des supports. De premiers résultats concernant A(A) sont ob-
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tenus dans la section 4 et permettent de démontrer le théorème 0.3, mais ce
n'est que dans la section 7, que l'on démontre, en utilisant les résultats des sec-
tions précédentes, que 4(A) est, en codimension 1, réunion d'un ensemble fini de
cotores algébriques translatés de codimension 1 .

Dans la section 3 on introduit également une catégorie remarquable de fais-
ceaux pervers sur T, notée Perv ; nt(T), qui est stable par produit de convolution
et contient les faisceaux pervers irréductibles de caractéristique d'Euler-Poincaré
strictement positive. On démontre que cette catégorie est une Q -catégorie
tannakienne. Dans la section 6, on obtient des énoncés de stabilité par image
directe. Sous certaines hypothèses, l'image, directe par un morphisme de tores
d'un objet de Perv;nt (T) tordu par un faisceau de Kummer assez général appar-
tient encore à Perv t(T) . La section 8 est consacrée aux complexes hyper-
géométriques sur T. On démontre, en utilisant la transformation de Mellin, que
ce sont toujours des faisceaux pervers . Les résultats des sections précédentes
nous permettent alors de caractériser les faisceaux pervers irréductibles de car-
actéristique d'Euler-Poincaré 1 sur T comme les objets hypergéométriques de
Perv;nt(T) (théorème 8.2). Cet énoncé est le point clé de la démonstration du
théorème 0.2. Quand n =1 un tel résultat avait été obtenu par Katz [K2] . Dans
la section 9 on démontre l'analogue du théorème 0 .3 pour les '-modules. Nous
avons regroupé en appendice les démonstrations de résultats "bien connus" mais
ne se trouvant pas explicitement dans la littérature ou trop techniques pour
trouver leur place dans le corps de l'article. Remarquons enfin que les con-
structions et les résultats des sections 2 à 7 et de l'appendice restent valides, avec
des simplifications évidentes, dans le cas où k est un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle.

Remerciements . Le présent texte reprend, avec des démonstrations plus
détaillées, un texte précédent des mêmes auteurs, paru avec le même titre comme
prépublication du Centre de Mathématiques de l'Ecole Polytechnique (novem-
bre 1993) . Les théorèmes 3 .7 .5 et 8 .6.1 ne figuraient pas dans cette version an-
térieure. Nous tenons à remercier G. Laumon qui nous a communiqué ses textes
[La2] et [La3] ainsi que L . Illusie pour ses remarques concernant la version
précédente de ce texte . Nous remercions également le rapporteur pour ses com-
mentaires utiles .

1. Notations et conventions

1 .1 . Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, £ un
nombre premier distinct de p, et Q une clôture algébrique de Q~ . On pose
Z(1)(k) =1im(p,N)= 1 µN(k) et Z~(1)(k) =1 m µtn(k) .

1 .2 . On pose Gm,k = Spec k[x, x-1 ] . Pour n > 0, un k-tore T de dimension
n est un k-schéma en groupes isomorphe à (Gm,k)" . Un quotient de T est un
morphisme surjectif de tores T -~ T' dont le noyau est un tore. On note X(T)
le groupe abélien libre de rang n, X (T) = Homk_ gr(Gm,k, T), X (T) _
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X (T) Qz Z(1)(k) et X * t(T) = X(T)®z Zt(1)(k) . On a des isomorphismes
canoniques X *(Gm,k) N Z, X*(Gm,k) Z(1)(k) et X *€(Gm,k) N Zt(1)(k) .

1.3 . Pour tout k-tore T, on note ici (T) le groupe fondamental de T pointé en
1, ici (T) t le groupe fondamental modéré, c'est à dire le quotient de ici (T) classi-
fiant les revêtements modérés (cf. 1 .9) de T, et iri (T )~ le quotient pro-4? maximal
de ICi (T) t . Par la théorie de Kummer X (T) s'identifie à ICi (T) t et X*t ( T) à

1 .4 . Pour tout caractère continu x : Î (T) - + Q on note 2 le faisceau de
Kummer correspondant (un tel x se factorise par R X avec R l'anneau des entiers
d'une extension finie convenable de Qt contenue dans Q t ) . C'est un Q t-faisceau
lisse de rang 1 sur T. Si R est un sous-anneau de Qt on note '(T,RX ) le groupe
des caractères continus x : X* (T) -> R X .

1 .5 . Tous les k-schémas seront supposés séparés et de type fini . Les produits
de k-schémas X x k Y seront notés simplement X x Y .

Si X est un k-schéma on note Db(X, Qt) la catégorie dérivée des complexes de
Q t-faisceaux à cohomologie bornée constructible et Perv (X, Q t) la catégorie
abélienne des Qt-faisceaux pervers [D1], [BBD], [E] . Si R est un anneau local
régulier complet et de corps résiduel de caractéristique L, on note Db (X, R) la
catégorie triangulée définie dans [E, Theorem 6 .3] (et notée Db (X - R) dans loc .
cit .) . Toutes ces catégories sont stables par la dualité de Verdier K H D(K) :_
R'om(K, f'A), pour A = Q (resp ., R), en notant f le morphisme structural
X --~ Spec k. Pour K un objet de Db(X, A), on note pH'K l'objet de cohomologie
pervers en degré i associé à K .

1 .6 . Soit T un k-tore. On note m : T x T -j T le morphisme de multi-
plication et p~ les projections. On définit des bifoncteurs ** (convolution) et *i
(convolution à support propre) Db(T, Q) x De(T, Q t ) -+ Db(T,Q) de la façon
suivante. Soient A et B des objets de Db (T, Q) . On pose

A ** B := Rm* (piA ©L p2B)

et

A *i B := Rmi(p1A ©L p2B) .

1 .7. Si R est un anneau régulier, on note D~oh(R) la sous-catégorie de la
càtégorie dérivée de la catégorie des R-modules formée des complexes à coho-
mologie bornée et cohérente (i .e., de type fini) . Pour tout objet K de D~oh(R), on
pose DK := R Hom(K, R) . Si . est un schéma localement noethérien régulier de
dimension finie, on définit de même la catégorie triangulée D~oh() et pour tout
objet K de on pose DK := R. om(K, (9g) . Avec ces conventions on a
des isomorphismes de foncteurs D o D Id .
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1 .8. Si R est un anneau commutatif topologique linéairement topologisé et G
un groupe abélien profini, on pose R[ [G] ] = hm R/1[G/U], la limite étant prise
sur les idéaux ouverts 1 de R et les sous-groupes ouverts U de G.

1.9 . Soit X un k-schéma lisse sur k et admettant une compactification lisse
X y X telle que X - X soit un diviseur à croisements normaux . On dira d'un
revêtement fini étale X' -; X qu'il est modéré s'il est modérément ramifié en
chaque point générique de X - X. On démontre à l'aide du lemme d'Abhyankar
[SGA1, Exp . XIII, 5.2] que cette propriété est indépendante du choix de la
compactification.

2. Quelques rappels

2.1 . Pour tout k-schéma X on note K(X) le groupe de Grothendieck de la
catégorie des Q -faisceaux constructibles sur X . Si it : X --> Y est un morphisme
de k-schémas, on note [7c ] et [ic!] les morphismes de groupes de Grothendieck
induits respectivement par l'image directe usuelle et l'image directe à support
propre. Le résultat suivant est dû à Laumon .

THÉORÈME 2.1 [Lai] . Si 7c : X -+ Y est un morphisme de k-schémas, on a
[7c ] _ [ ici .!

En particulier, si X est un k-schéma, pour tout objet A de Db(X, Q~) on a
l'égalité de la caractéristique d'Euler-Poincaré usuelle

x(X, A) _ ~ (-1)` dim H`(X, A)

et de la caractéristique d'Euler-Poincaré à support compact

x~(X, A) _ ~ (-1)` dim H~(X, A) .

2.2 . Nous utiliserons l'énoncé suivant, conséquence de résultats de Deligne
exposés dans [Ii] .

PROPOSITION 2.2. Soient T un tore sur k et A un objet de Db(T, Q~) . Pour tout
x dans '(T, Q<) on a x(T, A Q 2) = x(T, A) .

2.3 . Rappelons le résultat suivant, dû à Katz et Laumon .

THÉORÈME 2.3.1 [KLa, (6.5 .2)] . Soient S_un k-schéma, pl et P2 les projections
de S x Gm,k, et A un objet de Db(S x Gm ,k, Q) . Alors pour presque tout x dans
'(Gm k, i < ) le morphisme canonique

RPi!(A ® Pi(2'x)) -* RPl*(A 0 Pa(2 x))

est un isomorphisme .
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Remarque . L'énoncé de [KLa, (6.5.2)] n'est donné que pour les caractères
d'ordre fini, mais la démonstration s'étend sans changement à l'énoncé présent.

On en déduit par récurrence l'énoncé suivant . On dit qu'une propriété est
vérifiée pour presque tout (X i , . . . , xn) dans ('(Gm,k, Qe )) n ^-' ~((Gm,k),n Q~ ),
dans le cas où n = 0 si elle est vérifée, dans le cas où n > 1 si pour tout xi excepté
un ensemble fini elle est vérifiée pour presque tout (X 2 , . . . , xn) .

COROLLAIRE 2 .3 .2. Soient n un entier > 0, S un k-schéma, pi et P2 les projec-
tions de S x (Gm,k),n et A un objet de Db(S x (Gm ,k) ?i , Q t) . Alors pour presque tout
x dans 2((Gm,k) n , i ) le morphisme canonique

Rpi!(A Qx p2(2x))' Rpi*(A ® P('))

est un isomorphisme .

2.4 . On utilisera le lemme suivant .

LEMME 2.4 . Soit p : X --* Y un morphisme affine de k-schémas . Soit A un objet
de Perv(X, Qt) . Si le morphisme canonique Rp!(A) -~ Rp * (A) est un isomor-
phisme, alors Rp (A) est un faisceau pervers sur Y .

Démonstration. D'après [BBD, 4.1] le foncteur Rp * est t-exact à droite tandis
que le foncteur Rpp est t-exact à gauche . Par conséquent, si A est pervers sur X et
si le morphisme canonique Rp ! (A) -+ Rp* (A) est un isomorphisme, alors Rp ! (A)
est pervers .

	

D

2.5 . Soient X et Y des k-schémas et soit f : X -~ Y un morphisme lisse, de
dimension relative d, à fibres géométriques connexes (et donc par définition non
vides). Soit F un objet de Perv(X, Q) . D'après [BBD, p. 111], on peut parler
du plus grand sous-objet Fo et du plus grand quotient Fi de F provenant de Y
par image inverse . D'après loc . cit . ces objets admettent la description suivante :
on a un monomorphisme canonique

f *(pH
-dRf*F )[d] -r F

et un épimorphisme canonique

--~ f !(PHdRf,F)[-d] = f *(PHdRf!F(d))[d]

qui permettent d'identifier Fo à f* (pH-dRf*F) [d] et Fi à f*(PH dRfiF(d))[d] .
2 .6. Rappelons pour mémoire les propriétés suivantes du produit de con-

volution .

PROPOSITION 2.6 . (1) Soit 7c : T -> T' un morphisme de tores . Soient A et B des
objets de Db(T, Q) . On a des isomorphismes canoniques

R c * (A ** B) N R c*(A) ** R7c* (B) et R c! (A *! B) N R r! (A) * ! R c! (B) .
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(2) Soit T un tore_et soit xĉ Î(T) --> Q~ un caractère continu . Soient A et B
des objets de Db(T, Q e ) . On a des isomorphismes canoniques

(A **B)®$ (A®2?) ** (B®2') et

(A ~! B) ~ ~z ~ (A ~ ~x) ~! (B Q ~z) .

Démonstration . Le premier énoncé résulte de l'égalité m o (ic x ic) = ic o m,
en notant m le morphisme de multiplication . Le second énoncé est une con-
séquence de la formule de projection et de l'isomorphisme canonique m*$ĉx

D

3. Transformation de Mellin

3.1 . Torsion par le caractère générique . Soit R un anneau local régulier com-
plet et de corps résiduel de caractéristique L Pour tout entier n > 1, on pose
Rn = R/ĉJr, en notant ĉR l'idéal maximal de R . Pour tout k-tore T, on pose

~r ~=R[[ici(T)e]I

C'est un anneau local régulier complet et de corps résiduel de caractéristique L
Pour tout entier n > 1, on pose 1T,n = SET/Wl (~T)n , en notant Wl(SlT) l'idéal
maximal de S1T . Le morphisme canonique R -+ ~T est local . Plus généralement,
pour tout morphisme de tore T' -* T, le morphisme 1T' --~ ~T est local.

Par la théorie de Kummer ~T s'identifie à R [ [X * ~ (T )] ] . Pour tout choix d'un
générateur y de Zt(1)(k), on a, par la théorie d'Iwasawa, un isomorphisme

R[[Ze(1)(k)]] ^-' RILt]],

à savoir celui qui envoie y sur 1 + t . Ainsi pour tout isomorphisme cp ĉ T
on a, étant donné y, un isomorphisme

R[[ti, . . .,tn]] •

L'anneau SZT est muni d'une involution, que l'on notera inv, associée au mor-
phisme d'inversion ici(T) e -~ ici (T) .~ D'autre part, pour tout caractère continu
x ĉ ici (T), --~ R >< , il existe un unique automorphisme continu de R-algèbres ç x de
S1T tel que, pour tout y dans ici(T)t, on ait rpx(y) = x(y) • y .

Soit ic ĉ ici(T)~ ~T le caractère "tautologique" défini par k(y) = y pour tout
y dans ici (T )~ . En composant k avec la projection canonique b ĉ ici (T) --~

Ici (T),, on obtient un caractère continu

can T ĉ ici (T) -> ~T

auquel est associé un ~T-faisceau lisse constructible libre tordu de rang 1 sur T
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quD l'on notD LT . Par construction, c'Dst un faiscDau moDérémDnt ramifié . On
consiDérDra LT commD un objDt DD la catégoriD trianguléD Db (T, SET ) DéfiniD Dans
[E] (cf. AppDnDicD) . En composant canT avDc inv, on obtiDnt DD mêmD un ~T -
faiscDau lissD constructiblD librD torDu DD rang 1 sur T quD l'on notD LT . Dans la
catégoriD Db (T, SZT ) on a un isomorphismD canoniquD LT N R.'omûT(L T, ÎT) .

PROPOSITION 3 .1 .1 . Soit t : T -~ T' un morphismD DD torDs.
(i) On a un isomorphismD canoniquD

L7c*LT, LTON T ~TF .

(ii) Si ir Dst un morphismD quotiDnt DD DimDnsion rDlativD D, on pDut voir LT'
commD un objDt DD Db(T', SE T) Dt on a DDs isomorphismDs canoniquDs Dans
D b (T', )T ) :

v
R7c*LT N nz,X iti(KDr ) 5 )V ®, LT'[-D]

Dt

R7C!LT ^_-LT'[-2D](-D)

(On a un morphismD canoniquD Zt -a R Dt v DésignD lD Z~-moDulD Dual.)

Démonstration . L'énoncé (i) résultD DD cD quD lD composé Du morphismD ca-
noniquD iri (T) -4 itl (T') avDc canT : iti (T') - f SET, coïnciDD avDc canT p nT ~ '
ici (T) --* SET, . Démontrons (ii) . CommD ir Dst un morphismD quotiDnt, l'annDau
~T' Dst un quotiDnt DD S2 T , cD qui pDrmDt DD voir naturDllDmDnt LT' commD un
Ç~T-faiscDau lissD constructiblD . Plus généralDmDnt, on pDut voir tout objDt DD
D~(T', SET') commD un objDt DD Db(T', siT ) .

Calculons R1t*L T . Soit n la DimDnsion DD T. On fait agir iti (T) sur SZT par lD
caractèrD canT. LD faiscDau L T Dst lD SET-faiscDau lissD associé au iti (T)-moDulD
S2T . Pour tout k-torD T on notD T

t lD "rDvêtDmDnt univDrsDl moDéré" DD T, c'Dst
à DirD la limitD projDctivD 1 m ( n , p)_1 {T,n pm}, avDc Tn = T pour tout DntiDr n
strictDmDnt positif prDmiDr à p Dt, pour m Divisant n, pm : Tn -* Tm Donné par

N

t H t n /m. CommD, pour tout k-torD T, T Dst acycliquD pour lDs coDfficiDnts con-
stants DD L-torsion (cf. 4 .2.1), on DéDuit DD la suitD spDctralD DD HochschilD-SDrrD
asssociéD au rDvêtDmDnt KDr it t x s(T') -- * T (où s Dst unD sDction DD 7c) quD, pour
tout DntiDr i, lD faiscDau DD cohomologiD R~Tt*LT Dst isomorphD au faiscDau lissD
constructiblD associé au Iti(T')-moDulD Hi(ici(KDr rc) t ,S2T) . Choisissons DDs géné-
ratDurs topologiquDs y i , . . . , y n DD Ici (T) t tDls quD yi, . . . , yD soiDnt DDs génératDurs
topologiquDs DD ii (KDr 7c) t . On a alors un isomorphismD S T N R[ [ti, . . . , tn ] ],
avDc ti = y l - l, Dt lD complDxD RF(7ci (KDr iv)', SET) Dst isomorphD au complDxD DD
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Koszul K'((tĕ, . . . , td), R[ [tĕ, . . . , ta ]]) (cf. [Laz, V.ĕ .ĕ .3]) . Comme on a

HgK'((tĕ, . . . , td), R[ [tĕ, . . . , tn] ]) = ĕ

	

pour q L d,

et

H"K'((tĕ, . . . , td), R[ [tĕ, . . . , ta]])

	

R[[td+ĕ, . . . , t]] ,

on obtient un isomorphisme, non canonique, Rĕr*LT

	

T ' [-d], LT' étant vu
comme un ~T-faisceau.

Comme, pour tout objet B de D~(T', SĕT) isomorphe dans Db(T', SET ) à LT'
on a un isomorphisme canonique B ° (B Qj

T
S~T~), on en déduit, en prenant

B = Rir *L T [ d ], un isomorphisme canonique

Rd 7r*LT

	

Pd(Rzr*LT ®)T SET') .

D'autre part, on a des isomorphismes canoniques

(>)

(z)

(3)

(4)

R7c*LT ONT ~T' RTC*(LT ®( T ĕT')

N R~r*(ic*LT,)

Rir* (Z~ pZe ĕ*LT,)

^-' Rt*(Ze) Oz~ LT'

(ĕ) est conséquence de A.ĕ .5 (i), (ĕ) de (i), (3) est clair, et (4) résulte de A .ĕ .5 (i) .
On en tire que

od(Rf*LT ©~T SET')

	

d
(Rir*(Z€) ®z~ LT') ti R"n (Z~)

®Z
Q LT',

d'où le résultat recherché car on a un isomorphisme canonique

R
d
7c*(ZP)

	

(nZ
ax irĕ(Ker ir) Q)

On en déduit le calcul de Rdlr !LT de la façon suivante . On a des isomorphis-
mes canoniques

R omç (LT, ûT ) N LT

et

v
R omûT (LT,, ~T) ^-' nZeX irĕ(Ker zr)~ x®Z e LT' [-d] ,
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le premier isomorphisme étant clair et le second (où L T, est vu comme un
faisceau) résultant du lemme suivant .

LEMME 3.1.2 . Si ic : T -p T' est un morphisme quotient de dimension relative d,
on a un isomorphisme canonique

v
RHom0T (S~TF, ~T)

	

(/\Z, X ?ri (Ker ic) e Qz, SET' [-d ] .

Démonstration. Soit J le noyau du morphisme surjectif Ç~T -~ S~T ' . Comme J
est engendré par une suite régulière de longueur d, on a Ext T (f~TI, fIT) = 0
pour i d et un isomorphisme canonique

Ext~T (S2TF, S2T) ^_- Home,. (Ad (J/J 2 ), S2T/J)

(cf. [AK,1.4 .5] ) . Le module de droite est clairement canoniquement isomorphe à
v

(Airi(Kerict)zaX )0z E ~T'.

On conclut en dualisant l'isomorphisme

v
Ric LT N (A' ici (Ker rc) t Qz, L,{-d],T

que l'on obtient en remplaçant L T par LT dans le calcul de R7c*L T : on a des iso-
morphismes canoniques

RR!LT N R omûT (RicLT, SET)[-2d](-d)

R.a'om~,.C(nzaX zcl(Ker n)Q)v pZ c LT,[-d],S2T l [-2d](-d)

LT'[-2d](-d) .

	

p

Pour tout objet A de Db (T, R), on considère l'objet A ® LT de Db(T, S2 T ) tel
que défini dans l'appendice A .1. On note f: T -p Spec k le morphisme structural .
Remarquons (cf. [E, Theorem 7.2]) que la catégorie Db(Spec k, SZT ) est équi-
valente à la catégorie D~ oh(SZT), la sous-catégorie de la catégorie dérivée de la
catégorie des SET-modules formée des complexes à cohomologie bornée et cohé-
rente. D'après [E, Theorem 6.3], les complexes R f! (A QR L T) et Rf (A QR L T)
sont des objets de Db(Spec k, SZT) . On notera JiR(A) et .~lR(A) les objets cor-
respondants de Dôh ()T) . On définit ainsi des foncteurs exacts de catégories
triangulées

.i : Db(T, R)

	

D~ah (SZT)



et
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R : Dc(T, R) -> Dcoh(~T)

PROPOSITION 3.1 .3 . Les foncteurs R et R vérifient les propriétés suivantes .
(a) Au morphisme de foncteurs Rf! -> Rf* correspond un morphisme de fonc-

teurs x --~ R .
(b) Dualité: pour tout objet A de Db(T, R) on a des isomorphismes canoniques

D(dIR(A)) JR(DA) ~inv ~T

et

D(dI (A)) N dI(DA) ~inv ~T

le foncteur D étant normalisé comme en 1 .7.
(e) Compatibilité à l'image directe : si iv: T -> T' est un morphisme de tores on

a, pour tout objet A de Db (T, R), des isomorphismes canoniques

R(R7r!(A)) ^~ SET' Q~T I(A)

et

JR(Ri (A)) SET ' (xQ~T dIR(A) .

(d) Compatibilité à l'image inverse pour les tores quotients : si iv : T -~ T' est un
morphisme quotient de dimension relative d, on a, pour tout objet A de Db(T', R),
des isomorphismes canoniques

Ji'R(A(-d))[-2d]

et

.~R(~* (A)) ^_~ (nzc ic1(Ker iv)e) v ®zC (JI(A)[-d]),R

dIR (A) et JR (A) étant vus comme des objets de D~oh (SET)
(e) Compatibilité au produit externe : si T = T1 x T2 est un produit de tores, on

note p1 et P2 les projections canoniques . Soient Ai, pour i =1, 2, des objets de
Db(T, R) . On a des isomorphismes canoniques

R(pl(A1) ©R p2(A2)) N (d1!(A1) ®(T1 ~T1xT2) ONT1xT2(R(A2) OjjT ~T!XT2)2

et

R(p1(A1) ®R p2(A2)) (.,#(Ai)

	

R ONT1h1xT2) ONT1xT2 (. N(A2)

	

R®T2 ~TixT2) .
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(f) Convolution: si A1 et A2 sont des objets de Db(T,R), on a des isomorphismes
canoniques

~lR(A1 *! A2) If(A1) QjT R(A2)

et

R(A 1 ** A2) ,z (A1) ONT JR(A2) .

(g) Torsion: pour tout caractère continu x : ici(T)~ --~ R x , et tout objet A de
D(T,(T, R), on a des isomorphismes canoniques

JR(A) Qx ; ~T dIR(A ® 2 )

et

dIR (A) ®'; ~T ^-' dI (A QR £f3,

en notant 2x le faisceau de Kummer associeé à x, vu comme objet de D(T, R) .

Démonstration . L'assertion (a) est claire .
Démontrons (b) . Pour tout objet A de D(T, (T, R) on a des isomorphismes

canoniques

D(J4 (A)) N D(Rf!(A ®R LT))

Rf (D(A ®R LT))

Rf (DA ®R LT)

Rf* (DA OR (LT 0 ( v ~T))

Rf(DA OR LT) Olnv ~T

JR(DA) ®;Ç; v ~T .

(1) est conséquence de la dualité dans D~ (T, SET), (2) du lemme 3.1 .4, (3) de
l'isomorphisme LT N L T 0nv 11T, et (4) de A.1 .4 et A.1 .5. La démonstration de
l'autre isomorphisme est duale .

LEMMA 3.1 .4 . Pour tout objet A de D(T,(T, R) on a un isomorphisme canonique

D(A QR LT) N D(A) QR LT .

GABBER ET LOESER



Démonstration . Soit A un objet de Db(T, R) . On a des isomorphismes cano-
niques

(1) , R.9omu T (A ©R LT,SZT) n R.omnT(A pR LT,~T) ©ÛT ~T,n

(2)

	

^-' R omûT ((A ©R LT) x®ÛT ~T,n , ~T,n)

(3)

	

R"om0T,n((A QR Rn) QR„

(LT OCT ~T,n), ~T,n)

N R omj ((A QR Rn),

LR omûT,n(LT ®~ T ~T,n, ~T,n))

R omj ((A QR Rn),LT ®nT ~T,n )

N R"omj ((A QR R n), Rn ) ORn(L7+ OÛ T ~T, n )

(R*'omj(A,R) Qx R Rn ) ®(L T ® j r SZT, n )

N (Romj (A,R) OR L T) ® T ~T,n

N (Rom j (A,R) QR L),, .

(4)

(5)
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(1) est conséquence de ce que le complexe R'omç (A QR LT, SZT) est normalisé
(au sens de [E]), (2) de [E, 6.3], et (3) de A.1 .2. L'isomorphisme (4) est un iso-
morphisme "de Cartan." (5) est conséquence de l'isomorphisme canonique

R omûT n (LT ® T ~T,n, ~T,n) N LT ® C T

L'isomorphisme (6) provient de ce que le complexe A QR Rn est constructible
et de tor-dimension finie et du fait que L T ®j ~T,n est un R,,-faisceau locale-
ment constant. Enfin (7) est conséquence de [E, 6.3], ($) de A.1 .2, et (9) de ce que
le complexe R.romR(A, R) QR LT est normalisé. On en tire le résultat, d'après
A.1 .3, car

D(A ® R LT) ^_- R~omû,.(A ® R LT,S2T [2dim T](dim T))

et

D(A) ^_- R~omR(A, R [2 dim T](dim T)) .

	

p
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Démontrons (c) . On note f' : T' -+ Spec k le morphisme structural . Pour tout
objet A de Db(T, R) on a des isomorphismes canoniques

(1)

(2)

~T' ® T R (A)

GABBER ET LOESER

SZT ' OX ~T Rf!(A OR LT)

Rf!((A ®R LT) ®nT UT')

~` Rf!(A OR(LT ONT UT'))

ti Rf!(A ®R lr*L T,)

Rf'(Rir (A ®R TC*LT'))

Rf i (Rrcl (A) Qx R L TI )

N dfR (Rir! A) .

(1) est conséquence de A.1 .5, (2) de A .1 .4, (3) de 3 .1 .1(i), (4) de f =f' o ic, et (5) de
A.1 .5 . La démonstration de l'autre isomorphisme est duale .
Démontrons (d) . On note f': T' --* Spec k le morphisme structural de T' . Soit

A un objet de Db(T', R) . On a des isomorphismes canoniques

~lR(zr*A) ~Rf!(7c*AQRLT)

Rf,'(R7c!(ic*A OR LT))

Rf,'(A QR Rrc! LT)

^_Rfi(A QR LT,[-2d](-d))

^-' ~R(A(-d))[-2d] .

(1) est conséquence de l'égalité f =f' o ic, (2) de la formule de projection A .1 .5 (ii),
et (3) de 3 .1 .1 (ii) .

On a démontré ainsi l'existence du premier isomorphisme canonique . L'exis-
tence du second s'en déduit par la dualité (b) car pour tout objet K de D~oh (S~T F)

on a d'après 3.1.2 un isomorphisme canonique

R ornç (K, S2T) R*omoT'(K, ~T') OR T F RfomçT
(S~TF, 2T)

v
^~ R omnTi(K,SZT') Q~T, nzeX icl(Ker ~r)~ QL S~T'Hd] .
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Démontrons (e) . On note ji : T -* Ti x T2 les morphismes d'inclusion, on pose
L'T := J LTiX T2 , pour i =1, 2. On note fi les morphismes T -+ Spec k et f le
morphisme Ti x T2 -f Spec k. On a un isomorphisme canonique

piL T, 0j p2 LT2 - LT,XT2

duquel on tire des isomorphismes canoniques

(pA1 iOR p2A2) OR LT,XT2 N (pAii®R p2A2) OR(piL'T, ®~ p2L 'T2 )

(1)

(2)

(1) est conséquence de A.1 .4, et (2) de A .1 .5 (iii)
On a donc des isomorphismes canoniques

N (pAi 1®R piL' 1 ) 0~(p2A2 ®R p2LT 2 )

Np (Ai ®RL'T1)®jp2(A2®RL'T2 ) .

JR(piAi OR p2A2) Rf!((piA1 OR p2A2) OR LT1 XT2 )

Rf!(pl(A1 OR L'y,) OSLZ p2(A2 OR L'T2 ))

Rf1!(Ai OR LT,) ®~ Rf2!(A2 OR LT2) ,

le dernier isomorphisme étant l'isomorphisme de Künneth.
Par ailleurs, pour i =1, 2, on a des isomorphismes canoniques

Rfi!(Aj OO RL 'T,) Rf!(Ai ®R Ji LT,XT2)

Rf!(Rji!(Ai QR JiL T1xT2))

Rf(Rji!Ai QRLT,XT2)

^-' Rfi!(Ai ®L) OO ~ Ti ~T,xT2 .

(1) est conséquence de l'égalité fi = f o f, (2) de A.1 .5, et (3) de (c) .
On a démontré ainsi l'existence du premier isomorphisme canonique . L'exis-

tence du second s'en déduit par la dualité (b) .
Démontrons (f) . On note m : T x T -* T le morphisme défini par la loi de

groupe et pi les projections . Pour i =1, 2, on note ai : f~T -~ ~TxT le morphisme
associé à l'inclusion du ième facteur et fi : ~TXT --f ÛT le morphisme associé à
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(z)

(3)

(4)

(3)
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m. Soient A1 et A2 des objets de D b(T, R) . On a des isomorphismes canoniques

(1)

	

#(A 1 *! A2) J1!(Rm!(piAl ®R p2A2))

= 2T ®~ JI!(p1A1 ®R p2A2)

~T ®(( R(Ai) ® ; ~TxT) ® i TXT(JZ!(A2 ) ®a2 ~TxT))

N ((dI(A 1 )

	

!®âl ~TxT) ®~ ~T) ®~T

((JI!(A2)®â2~TxT)®~ ~T)

(5)

	

^-' dI!(A1)
®ÛT J1R(A2) .

(1) est conséquence de la définition de *!, (2) de (c), (3) de (e), (4) de A .1 .4, et (5) de
A.1.4 et de ce que les morphismes composés fi o ai soient l'identité de ~T. On a
démontré l'existence du premier isomorphisme canonique . L'existence du second
s'en déduit par la dualité (b) .

Démontrons (g) . Soit x un caractère R1(T ), --; Rx , et soit A un objet de de
Db(T, R) . On a des isomorphismes canoniques

!(A ®R ~x) N Rf!((A ®R t) ®R LT)

(1)

	

N Rf!(A ®R(2 ®R LT))

(2)

	

Rf!(A ®R(LT ® x ~T))

Rf!(A ®R LT) ®~x ~T

N JIR(A) ®~X SET .

(1) est conséquence de A.1.4, (2) est conséquence de l'isomorphisme

LT ®~x ~T ^-' x ®R LT~

et (3) de A .1 .4 et A .1 .5 . Ceci donne l'existence du premier isomorphisme . L'exis-
tence du second est donnée par la preuve duale .

	

D

3.2. L'espace des caractères £-adiques

3.2.1 . On fixe une clôture algébrique Q~ de Q~. On note l'ensemble
ordonné des anneaux d'entiers d'extensions finies de Q t contenues dans Q t .
Pour R dans ., on note WIR l'idéal maximal de R.



sous-groupe des caractères d'ordre fini premier à L On a un isomorphisme can-
onique: '(T, RX ) N '(T, R><)f x '(T, RX ) 5 qui permet d'identifier '(T, RX ) 5 au
sous-groupe des caractères qui se factorisent en x : X (T) -* 1 + WIR . On note
'(T, < ) 5 =11mRE~{~(%, ~ X)~ et ~(T, < )f

	

Q =11mREG ~(T,R><) .f

On a un isomorphisme canonique : '(T, Q < ) N '(T, Q< )f x '(T,

3.2 .2 . Soit hm R E P R [ [ lti(T )]] ~ la limite inductive des anneaux R [ [R 1 (T )~ ] J
avec R parcourant l'ensemble ordonné G . On note (l1mR E R [ [R1(T ) 5 ] ]) [ -1 J
l'anneau obtenu en inversant L

PROPOSITION 3 .2 .2 . (1) Pour tout R dans ~, le morphisme canonique

Qe ®x R[[~1(T )e]1 --~ C 1m R[[1(T)5]])[h]Rem

est un isomorphisme.
(2) L'anneau 11m R E gp R [ [R1(T ) 5 ] ]) [

- 1 ] est un anneau noethérien et régulier .

Démonstration. L'énoncé (1) résulte de ce que, pour tout R E ., le mor-
phisme canonique

Q5 ®R R[ [t1, . . . , t,,] ] -~ 1 m R[ [t1,  t]]
REP+

est un isomorphisme. L'énoncé (2) est conséquence directe de A.2.2.2 et
A.2 .2 .3 (ii) .

	

p
On note (T) t le Q -schéma

`~(T)e := Spec (lim R[[~1(T)e]])[~-1] .
R eGs

Pour tout R dans on a un isomorphisme canonique, compatible aux inclusions
RcR',

SPeC Qe OO R R[ [7c 1 (T )e) J

On a un isomorphisme canonique

`~~T )e~Qe) ~ `~~T ~ QE )e

entre l'ensemble des Q 5-points du Q 5-schéma (T) 5 et le groupe '(T, Q )~ des
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Soit R dans . Soit T un tore de dimension n sur k . On note '(T, R><) 5 le
groupe des caractères continus x: ici(T) 5 -~ RX et ~(T, R X )f c: '(T, R X ) le



520

	

GABBER ET LOESER

caractères pro-t . De plus, d'après A.2 .2 .3 (i), on peut identifier l'ensemble des points
fermés de (T), et celui de ses Q t-points . Par transport de structure on en déduit
une structure de groupe sur '(T) €(Q~) que l'on note multiplicativement. (Re-
marque: dès que T est de dimension non nulle, cette structure de groupe ne pro-
vient pas d'une structure de schéma en groupes sur '(T),~car le coproduit sur ~T
est à valeur dans un produit tensoriel complété .) Plus généralement, le groupe
'(T, i )~ agit naturellement par translation sur le schéma '(T)t . Cette action se

déduit, par passage à la limite inductive sur R parcourant G, de l'action naturelle
de ~(T, Rx )~, définie en 3 .1, sur R[ [ici (T)] ]~ . Si Z est un sous-schéma de '(T)t et
x un Q -point de '(T),, on note x Z le sous-schéma translaté. De même, par
passage à la limite inductive sur R parcourant ~, on déduit de l'involution

inv : R[[ir1(T)]] e -~ RL[rc1(T)]]e

une involution, que l'on note encore inv,

mv : '(T), -p

Pour tout morphisme de tores ic: T -> T', on a par fonctorialité un mor-
phisme de schémas i~ : (T' ), - '(T), . Si ic : T -; T' est un quotient, le mor-
phisme ici est une immersion fermée. On appelle cotore algébrique de '(T)1 ,

tout sous-schéma de

	

T ) t de la forme ici (ô'(T') e ) avec 7c : T -~ T' un quotient
de T . On appelle cotore algébrique translaté de

	

T) 1 tout sous-schéma de la
forme x 7c~ (~(T')e ) avec x un Q t-point de ~(T), et ic : T -> T' un quotient
de T .

3.2 .3 . On note (T) le Q t-schéma

(T) II {}xÇ ?(T), .x
XE`~~TQe~f

Par construction, on a un isomorphisme canonique

`~(T )~Qe) = `~(T~Qe )

entre l'ensemble des Q t-points du Q Q-schéma ( T) et le groupe ~( T, i é) des
caractères t-adiques. Comme pour '(T),, on peut identifier l'ensemble des points
fermés de T) et celui de ses Q -points . Il est important de remarquer que,
excepté le cas où T est un point, le schéma '(T) a une infinité dénombrable de
composantes connexes .

Comme précédemment, on définit par transport de structure une structure de
groupe sur 9 (T) (Qt ) que l'on note multiplicativement, et, plus généralement, le
groupe '(T, Q Q ) agit naturellement par translation multiplicative sur le schéma
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~(T) . Pour x un Q Q -point de ~(T), on note

mx : `~(T) --* `~(T)

le morphisme de translation, et si Z est un sous-schéma de '(T) on note x Z le
sous-schéma translaté. L'involution inv de ' (T) t se prolonge de façon_unique en
une involution, que l'on note encore inv, de '(T) telle que, pour tout Q -point x
de '(T), on ait inv(x) = x

-1 ,
Comme plus haut, pour tout morphisme de tores 7c : T -~ T', on a par foncto-

rialité un morphisme de schémas ic' : '(T') --j '(T) . Si ic : T --f T' est un quo-
tient, le morphisme ~~ est une immersion fermée . On appelle cotore algébrique
de '(T), tout sous-schéma de (T) de la forme ic" (' (T')) avec ic : T -p T' un
quotient de T. On appelle cotore algébrique translaté de '(T) tout sous-schéma
de la forme x 7c'(~ (T')) avec x un Q t-point de (T) et ic : T --~ T' un quotient
de T.

Remarque. Comme, dès que T est de dimension strictement positive, le
schéma '(T) n'est pas connexe, les deux propriétés, pour un sous-schéma Z
de (T ), Z est un cotore algébrique translaté de (T) et pour tout caractère
d'ordre fini premier à L, x dans Q)f , Z n ({x} x''(T ''(T)) est un cotore
algébrique translaté de {x} x '(T)~ ne sont pas équivalentes, excepté le cas où
T est un point .

3.3 . Transformation de Mellin . On note Dboh('(T) t ) (resp ., D~oh('(T))) la
sous-catégorie de la catégorie dérivée de la catégorie des (9(T),-modules (resp .,
des (9(T)-modules) formée des complexes à cohomologie bornée et cohérente .

Pour tout R dans , on a défini en 3 .1 des foncteurs R et R

Db(T,R) -*

En composant avec le foncteur d'extension des scalaires

Qe ®R : D~on(R[[Tc1 (T)]fie) -* Dôon~`~~T )e)

on obtient des foncteurs notés JZé, et ~Pé

Db(T,R) -+ D~on(~(T)e)

On déduit de la proposition 3 .2.2 (1) et de A.1.4 et A.1 .5 que les foncteurs R
et R commutent aux opérateurs d'extension et de restriction de l'anneau des
coefficients et fournissent par passage à la limite des foncteurs, notés '41i! et

Db(T,Qe) -* D~on(`'(T )e)
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tels que, pour tout R dans G, leur composé avec le morphisme canonique
D(T, R) --* D(T, Q) coïncide avec les foncteurs ~lR et .l .

On prolonge a ! et c en des foncteurs, notés et .J1,

Dc(T,Qe) -+ Dcoh('(T))

de la façon suivante : étant donné un objet A de D(T, Q~), on convient que
pour x dans '(T, Q < )f la restriction de s (A) (resp ., ~l * (A)) à {x} x '(T )~ est
d~ (A p 2z) (resp., d (A Q £ x)), en identifiant abusivement {x} x '(T), à

On obtient ainsi des foncteurs exacts de catégories triangulées et *
D(T, (T,Q) --~ D~oh(' (T)) que l'on appelle respectivement transformation de
Mellin à support propre et transformation de Mellin.

PROPOSITION 3 .3 .1 . Les foncteurs J ! et #* vérifient les propriétés suivantes .
(a) Au morphisme de foncteurs R -> JR correspond un morphisme de fonc-

teurs

	

!
(b) Dualité: pour tout objet A de D(T,(T, QQ) on a des isomorphismes canoniques

D(J'!(A)) ^_- inv*( .,#*(DA))

et

D(J * (A)) ^_- inv*(,,hf,(DA)),

le foncteur D étant normalisé comme en 1 .7 .
(c) Compatibilité à l'image directe : si 7c : T -* T' est un morphisme de tores on

a, pour tout objet A de D(T, Q~), des isomorphismes canoniques

J1!(R 7C!(A)) ~ Lic\*(JI!(A))

et

.,6d W (Rn w (A)) ` Ln~~ ~~ •(A))

(d) Compatibilité à l'image inverse pour les tores quotients: si n : T - * T' est un
morphisme quotient de dimension relative d, on a, pour tout objet A de Db(T', Q,),
des isomorphismes canoniques

11! (n*(A)) ` Rn: (#! „(A(-d))[-Zd ])

et

~* (n* (A)) ^_~ (nza` ni (Ker n)e)v ®zc RTE* ~ ,t* (A) [-dJ)



(e) Compatibilité au produit externe : si T = T1 x T2 est un produit de tores, on
note P1 et P2 (resp ., i1 et i2) les projections (resp., immersions) canoniques . Soient
Ai, pour i =1, 2, des objets de Db(T, Q) . On a des isomorphismes canoniques

.,11! (p (Ai) ® L nZ(AZ)) ~ i~ *(dl ~(A1)) ®L i2*(dl~(A2))

et

d*(pl(A1) ®L p2(A2)) il *(dl*(A1)) ®L i2 * (Jl*(A2)) •

(f) Convolution: si A1 et A2 sont des objets de Db(T, Q), on a des isomor-
phismes canoniques

dl!(A1 *! A2) N dl!(A1) Q L Jl!(A2)

et

Jl* (A1 ** A2) d4(A1) QL Jl* (A2)

(g) Torsion : pour tout caractère z : ici(T)~ -f i<, et tout objet A de Db(T, Q~),
on a des isomorphismes canoniques

mxdl!(A) dl!(A ®' 9 )

et

mxdl* (A) dl* (A QL ~x) .

Démonstration. C'est une conséquence directe des propriétés analogues des
foncteurs R et .JR démontrées en 3 .1 .3 .

	

D

COROLLAIRE 3.3.2. Soit A un objet de Db(T,1) et soit x un point fermé de
'(T) . On note ix le morphisme d'inclusion {x} -~ ~(T) . On a des isomorphismes

canoniques

RIC (T,Ap 58) ) LÇJI!(A)

et

RI(T,A Q ~x ) Lixdl * (A) .

Démonstration . Par 3 .3.1 (g) on peut se ramener au cas où z est le caractère
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trivial qui résulte de 3 .3 .1 (c) pour T' de dimension zéro . D



524

	

GABBER ET LOESER

Définition 3 .3 .3 . Pour tout objet A de Db(T, Qt), on note 4(A) le support
dans '(T) du cône du morphisme canonique s(A) -* d (A) . Pour tout
caractère d'ordre fini premier à L, x dans '(T, Q < )f , on note dx(A) l'intersection
de e(A) avec {x} x

On a l'énoncé suivant .

PROPOSITION 3 .3 .4 . Soit A un objet de Db(T, Q~) .
(i) Un point fermé x de '(T) appartient à 4(A) si et seulement si le morphisme

canonique

RT (T, A Q !x ) -> RT(T, A Q 2'x )

n'est pas un isomorphisme .
(ii) Pour tout caractère d'ordre fini premier à L, x dans ~(T, Q~ )f , Ltx (A) est un

fermé strict de {x} x '(T) .
(iii) Soit 7c : T --f T' un morphisme de tores et soit x dans '(T, Q~ ) . On suppose

que le morphisme canonique

Rica (A Q 2) -* Rica (A Q ~x)

est un isomorphisme. Alors on a

0(Rrc~(A Q 9)) _ ic v-1 (x-1 ' 0(A))

Démonstration . Démontrons (i) . Soit x un point fermé de '(T) et soit ix le
morphisme d'inclusion {x} -p '(T) . Par définition du support, x appartient à
4(A) si et seulement si Lix (Cône(fil (A) --~ (A)) n'est pas acyclique. Comme
on a un isomorphisme

L ix (Cône (fil!(A) -+ d (A)))

	

Cône(L ix H!(A) -~ L ix * (A) )

on obtient l'énoncé par le corollaire 3.3 .2.
Pour démontrer (ii), on remarque que, d'après le corollaire 2.3 .2 (pour S un

point) et (i), une fois choisi un isomorphisme de tores T (Gm,k)", pour presque
tout point fermé x de '(T), x n'appartient pas à 0(A) . Ceci entraîne que le
complémentaire de i(A) a une intersection non vide avec toutes les composantes
connexes de '(T), d'où le résultat .

Démontrons (iii) . On a

o(Ric!(A m 'X)) = Supp (Cône(.~!(R ic! (A ® 2X)) -' #.(Ric*(A ® tex))))

= Supp (Cône(L 1c~*(.~ !(A ® tex) ~ JI* (A ® tex))))

= Supp(Lic \J * iCône(4'!(A O tex) ~ .h"*(f1 ® 22x))))

(4) - icV - 1 (e(A m ~°X))
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(1) est conséquence de l'hypothèse, (2) de 3.3 .1(c), (3) et (4) sont clairs. On en tire
l'énoncé cherché, car on a, sans hypothèse sur A, l'égalité

A(A 0 ') =
x-1

. A(A)
d'après 3.3.1(g) .

	

D
3.4. Transformation de Mellin et perversité . On commence par démontrer

que la transformation de Mellin * est un foncteur t-exact .
THÉORÈME 3 .4 .1 . Soit T un tore sur k. La transformation de Mellin *

Db (T, Q t ) -~ D~oh(' (T)) est un foncteur t-exact, la catégorie Db (T, Q) étant
munie de la t-structure de la perversité moitié et la catégorie D~ oh (((T )) étant
munie de la t-structure usuelle . De même le foncteur : Db (T, Q,) --~ D~oh (~( T ) )
est un foncteur t-exact si on munit la catégorie D~ ob ('(T)) de la t-structure duale.

Démonstration. L'énoncé sur .H! se déduit de celui sur .#* par dualité (3 .3 .1
(b)) .

Le fait que * envoie DC (T, Q ~) `0 sur Dboh(' (T)) `0 est une conséquence du
théorème de M . Artin sur la dimension cohomologique des morphismes affines
[SGA4, Exp. XIV, 3.1], [BBD, 4 .1 .1] . Il reste à démontrer que, pour tout objet
pervers A de Db (T, Q), les objets de cohomologie de degré < 0 de Jl * (A) sont
nuls. On raisonne par récurrence sur n = dim(T) . Le cas n = 0 est clair. Pour
n > 0, on peut supposer que A est irréductible et, compte tenu de l'hypothèse de
récurrence, d'après 3 .3 .1(d) et (g), que A n'est pas de la forme A = $é'x Q p* (A') [1]
avec p : T --p T' et A' faisceau pervers sur T', tore quotient de dimension n -1 et
x dans ~(T,Q < ) .<

Quitte à tordre A par un faisceau de Kummer (ce qui ne change pas les
hypothèses sur A), il suffit, d'après 3.3.1(g), de montrer que les *'((A)),* i <O,
sont nuls au voisinage de l'origine dans (T) . Soit p : T -3 T' un quotient de T
avec T' de dimension n -1 . Les hypothèses faites sur A entraînent, d'après 2 .5, que
l'objet de cohomologie pervers pH-1Rp*(A) est nul, et par conséquent, comme Rp *
est de t-amplitude [-1, 0], que R p * (A) est pervers. Par hypothèse de récurrence,
l'énoncé recherché est vérifié pour Rp *(A) . D'autre part, d'après 3.3 .1(c), on a

* (Rp* (A)) ~~(T~) ®e (T) d* (A) .

Etant donnée une équation locale f de ( T') dans '(T), on en tire, en con-
sidérant le complexe simple associé au complexe double

0 (&

que pour i < O le morphisme de multiplication par f

)) - ~°~(-H,(A))

est surjectif. Le lemme de Nakayama permet de conclure .

	

D
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COROLLAIRE 3.4 .2 . Pour tout objet A de Perv(T, Q t ),

	

(A) est (isomorphe
à) un (9% (T)-module cohérent.

	

D

THÉORÈME 3.4.3 . Pour tout objet A de Perv(T, Q~), (A) est (isomorphe à)
un (9(T)-module localement libre en dehors de A(A), de rang générique égal à
x(T, A) sur toutes les composantes irréductibles de 6'(T) .

Démonstration . D'après 3 .4.2, (A) est (isomorphe à) un faisceau cohérent.
Comme, en dehors de A(A), on a un isomorphisme .iIY!(A) -p (A), on déduit
de 3 .3 .1 (b) que, en dehors de 0(A),

	

(A) est isomorphe à

R.*2om(inv*(.,t„(DA)), (9)

qui est le dual (total) d'un faisceau cohérent . On en déduit le premier énoncé, car,
sur un schéma régulier, un faisceau cohérent qui est isomorphe au dual (total) d'un
faisceau cohérent est nécessairement localement libre (cf . [AK, 111.5.2 .1]) .

L'énoncé sur le rang résulte alors de 2 .2, 3 .3 .2, et 3 .3 .4 (ii) .

	

D

COROLLAIRE 3.4.4 [La2] . Pour tout faisceau pervers £-adique A sur un tore T,
on a x(T, A) > 0 .

	

Q

Le résultat suivant est dû à Laumon .

PROPOSITION 3.4.5 [La3] . Un objet A de Db(T, Q t ) est isomorphe à l'objet nul
si et seulement si pour tout caractère x dans '(T, Q~ ) on a

RF~(T,AQ 8) =0 .

Démonstration. Démontrons cet énoncé par récurrence sur n = dim T. Pour
n = 0 c'est clair. Pour n =1 on procède comme suit . On fixe un isomorphisme
T N Gm ,k . Soit A un objet de Db(Gm,k, Q~) tel que, pour tout caractère x dans

on ait

RF (T,AQ ~x) = 0 .

On suppose que A n'est pas nul et on note a le plus petit entier tel que l'objet de
cohomologie pervers PHa(A) soit non nul. Soit A' un sous-objet pervers irréductible
de PHa(A) . D'après l'hypothèse et le fait que Rh'c(Gm ,k,	) est de t-amplitude
[0,1], on obtient que, pour tout x dans '(Gm,k,Q < ), on a H°(Gm,k, A' Q $t) = 0 .
En particulier A' ne peut pas être à support ponctuel. Il est donc nécessairement de
la forme A' _ F[1] avec F faisceau sans partie ponctuelle sur G m ,k . D'autre part
on a

x(Gm,k, A') = dim H°(Gm,k, A') - dim H~ (Gm ,k, A') < 0,

donc, d'après le corollaire 3 .4.4, on a x(G m ,k, A') = 0 . D'après la formule de
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Grothendieck-Ogg-Shafarevich ceci entraîne que F est lisse sur G m,k et modéré en
0 et oc . Comme A' est irréductible, F est donc de la forme N ~x avec x dans
~P(Gm,k, Q~ ), mais ceci contredit l'hypothèse car H°(Gm ,k,2x [1] p 2 1 ) ) n'est pas
nul .

Si n > 1, soit n : T -~ T' un quotient de T avec dim T' = n -1 . Par l'hypothèse
de récurrence on a, pour tout x dans ~(T, Q~), Rn!(A p 2x) = 0 . Soit x un
point fermé de T' . Par le théorème de changement de base pour les morphismes
propres on en déduit que

Rr~ (n 1 (x), (A Q 2x ) I ~- 1(x) ) = 0

pour tout x dans ~(T, Q <) . Comme le k-schéma n-1 (x) est isomorphe à Gm,k, on
déduit du cas n =1 que A 17r-1 (x) est nul, d'où le résultat .

	

p

On en déduit directement l'énoncé suivant .

PROPOSITION 3.4.6 . Soit A un objet de Db(T,

	

On a JI!(A) = 0 (resp .,
.14(A) = 0) si et seulement si A est l'objet nul.

Démonstration. Par dualité 3 .3.1 (b) il suffit de démontrer l'énoncé concernant
#!, qui, d'après le corollaire 3.3 .2, est une conséquence directe de la proposition

3.4 .5 .

	

0

On en déduit la caractérisation suivante des faisceaux pervers sur un tore .

THÉORÈME 3 .4.7 . Un objet A de Db(T, Q~) est pervers si et seulement si le
complexe 14(A) est isomorphe à un complexe concentré en degré zéro .

Démonstration. Soit A un objet de Db(T,

	

Par t-exactitude du foncteur
.1l* (théorème 3.4 .1), on a, pour tout entier i, des isomorphismes

.$f (.14(A)) .

Par conséquent le complexe 14(A) est quasi-isomorphe à un complexe concentré
en degré zéro si et seulement si les J (PHl ( A)) sont nuls pour i 0, ce qui, par la
proposition 3.4.6, est équivalent à ce que les objets de cohomologie pervers PH`(A)
sont nuls pour i 0 .

3 .5 . Perversité et convolution

Définition 3.5 .1 . Soit T un tore sur k .
On note £* (T, Q~) (resp ., $t!(T, Q~)) la classe des objets A de Db(T, QQ)

tels que $"dI (A) (resp ., *' 1 '!(A)) est nul pour i # 0 et

	

°.1 (A) (resp .,
'° ./1'!(A)) est un module localement libre .

PROPOSITION 3 .5 .2 . Soit_T un tore sur_k .
(1) Les objets de £8(T, Q t ) et $t-7 ,(T, Q~) sont des faisceaux pervers.
(2) Les classes 2! et 2 sont échangées par dualité, respectivement stables par
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produit tensoriel externe, par R7c! (resp ., R7c*) pour ic un morphisme de tores et
stables par !-convolution (resp ., *-convolution) .

(3) On a les inclusions

** Perv(T,Q t ) c Perv(T, Q~)

et

et

2! (T, Q~) *~ Perv(T, Q~) c Perv(T, Q~) .

Démonstration. L'énoncé (2) est une conséquence directe de 3.3 .1 (b), (c), (e)
(f) .
Le fait que les objets de 2* (T, Qt ) soient des faisceaux pervers est une

conséquence du théorème 3 .4 .7. On en déduit l'énoncé similaire concernant
$8 ! (T, Q) par dualité grâce à (2) .

Démontrons la première inclusion de (3), la seconde s'en déduisant par dualité .
Si A est un objet de 2* (T, Q t ) et B un objet de Db(T, Q t ), le produit tensoriel

* (A) QLd* (B) a une cohomologie concentrée en degré zéro, car #(A) a une
cohomologie localement libre concentrée en degré zéro et .* (B) a une cohomo-
logie concentrée en degré zéro, d'où le résultat par 3.3 .1 (f) et 3.4.7 .

	

E

Dans le cas de Gm ,k on a la description suivante de 2 * et 2! .

PROPOSITION 3.5 .3 . Un faisceau pervers A sur Gm ,k appartient à 2* (Gm ,k, Qe)
(resp., £f!(Gm ,k, Q t)) si et seulement si il n'a pas de sous-objet (resp ., de quotient)
de la forme 2'[1] .

Démonstration . Il suffit de démontrer l'énoncé sur 2 *(Gm ,k, Q), celui con-
cernant I~ (Gm ,k, Q) s'en déduisant par dualité . Soit A un faisceau pervers sur T.
Comme ~(Gm,k) est un Q-schéma régulier de dimension 1, un module cohérent
sur '(Gm ,k) est localement libre si et seulement si il est sans torsion . En particu-
lier A appartient à 2* (Gm,k, Q,e) si et seulement si, pour tout point fermé x
de ~(Gm ,k) on a H-1 (L ixJi!(A)) = 0, en notant i x le morphisme d'inclusion
{x} -> ~(T) . D'après le corollaire 3.3 .2, on a un isomorphisme

H-1(LÇJ/!(A)) H-1 (Gm ,k, A ®x ') •

On conclut en remarquant que H-1 (Gm ,k, A Q ~x) n'est pas nul si et seulement si
le faisceau pervers A a un sous-objet de la forme 'x -1 [1] .

	

p

3.6. Une localisation de Perv(T, Q~) et de Db(T, Qt) . Rappelons qu'une
sous-catégorie S d'une catégorie abélienne A est dite épaisse si S est une sous-
catégorie non vide strictement pleine stable par extension et par passage au
sous-objet et au quotient .

Une sous-catégorie B d'une catégorie triangulée A est dite épaisse si B est une
sous-catégorie triangulée strictement pleine vérifiant la condition suivante : pour
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tout morphisme f: X --~ Y dans A qui se factorise par un objet de B et qui est
contenu dans un triangle distingué X -3 Y -+ Z avec Z objet de B, les objets X
et Y sont des objets de B.

L'énoncé suivant est vraisemblablement bien connu . Nous en donnons une
démonstration en appendice (A.3) .

PROPOSITION 3 .6 .1 . Soit D une catégorie triangulée munie d'une t-structure t .
Soit A le coeur de (D, t) et soit S une sous-catégorie épaisse de la catégorie abé-
lienne A . On note S la sous-catégorie de D formée des objets de D dont tous les objets
de cohomologie relativement à t appartiennent à S, et Al a~ la catégorie abélienne
obtenue par localisation de A relativement à S. Alors

(i) S est une sous-catégorie épaisse de D .
(il) Soit Dloc la catégorie triangulée obtenue par localisation de D relativement à

S. On définit une t-structure sur D1 QC en prenant pour Dlâ ' (resp., Dj) la classe
des objets K de D10 tels que HP(K) soit un objet de S pour p > n (resp ., p <n) .

(iii) Le coeur de Dl o~ est une catégorie abélienne équivalente à Aloc .

	

D
On note S(T,Q t ) la sous-catégorie de la catégorie abélienne Perv(T, Q~)

formée des objets A de Perv(T, Q) tels que le support de J(A) est de codi-
mension au moins 1 ou vide dans toutes les composantes irréductibles de (T) .
D'après le théorème 3.4.3, un objet A de Perv(T, Q~) appartient à S(T, Q) si et
seulement si x(T, A) = 0 .

LEMME 3.6.2. La catégorie S(T, Q) est une sous-catégorie épaisse de la caté-
gorie abélienne Perv(T, Q t )

Démonstration . D'après le théorème 3.4 .1, le foncteur

	

induit un foncteur
exact de catégories abéliennes

Perv(T> Qe) -~ Mooh(`'(T))

(on note M~oh(~(T)) la catégorie des (9( T)-modules cohérents), et la sous-caté-
gorie de M~o h (~(T)) formée des modules dont le support est de codimension au
moins 1 dans toutes les composantes irréductibles de '(T) est épaisse .

	

D

On applique la proposition 3 .6.1 à D = Db(T, Q ~), A = Perv(T, Q ~), et
S = S(T,

	

On note S(T, Q~) = S, Perv(T, Q t ) loc = Aloi et D~(T, Qe)lo~ _
Dloc

La catégorie S(T, Q ~) admet la description suivante .

LEMME 3.6.3 . Soit K un objet de Db(T,

	

Les conditions suivantes sont
équivalentes:

(i) K est un objet de S(T, Q~) .
(ii) Le support de d (K) est de codimension au moins 1 dans toutes les com-

posantes irréductibles de '(T) .
(iii) Le support de ./#!(K) est de codimension au moins 1 dans toutes les compo-

santes irréductibles de ô'(T ) .
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Démonstration. L'équivalence de (ii) et (iii) résulte directement de 3 .3 .4 (ii) .
Pour tout objet K de Db (T, Q t ) on a

Supp(.#+(K)) = U Supp (r(dI(K)))t *

= U Supp (JP*(pH'K)))

la seconde égalité étant conséquence de 3 .4.1, d'où l'on déduit l'équivalence de (i)
et ii .

	

E

La catégorie S(T, Q~) possède les propriétés suivantes relativement à la con-
volution .

PROPOSITION 3.6 .4 . (i) La catégorie S(T, Q~) est un idéal de Db(T, Q~) pour
les produits de convolution *! et ** .

(ii) Soient A et B des objets de Db(T, Q~) . Le cône du morphisme canonique

est un objet de S(T, Q e ) .
(iii) Soient A et B des objets de Perv(T, Q~). Les objets de cohomologie pervers

PH~(A ** B) et PH i (A * ! B) appartiennent à S(T, Q~) pour i # 0 .

Démonstration. L'énoncé (i) résulte directement du lemme précédent et de
3 .3 .1 (f) . Pour (ii) il suffit, d'après le lemme, de vérifier que le cône du morphisme

d* (A *! B) -~ d* ( A ** B)

a un support de codimension strictement positive. Si on note Supp0 le support
modulo des sous-variétés de codimension strictement positive, on a les égalités

Suppo(Cône(.V* (A *. B) -> .fil * (A ** B)))

(1)

	

= Suppo(Cône(.#!(A *! B) -> .h* (A ** B)))

(2)

	

= Suppa(Cône(.1,(A) ®L JI!(B) -* .//l(A) ®L .14(B)))

(3)

	

= Suppo(Cône(.#*(A) ®L .14(B) - .1*(A) ®' .14(B)))

=0

(1) et (3) découlant de 3.3.4 (ii) et (2) de 3 .3 .1 (f), ce qui donne l'énoncé voulu. On
en déduit (iii) en écrivant la suite exacte longue de cohomologie perverse associée
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à un triangle de base A *! B --> A ** B et en utilisant que si A et B sont pervers,
PH`(A ** B) et PH~(A *! B) sont nuls respectivement pour i > 0 et i < 0 (en effet,
comme le morphisme de multiplication m : T x T -- T est affine, les foncteurs Rm
et Rm, sont respectivement t-exacts à droite et à gauche par le théorème de M .
Artin)

	

Q

DÉFINITION-PROPOSITION 3 .6 .5. D'après la proposition précédente *! et ** in-
duisent par localisation un même bifoncteur

*loc : Db(T, QQ)loc x Db(T, Q~)loc - Db(T, Qt)loc

C'est un bifoncteur t-biexact commutatif et associatif (avec les conventions usuelles
de signe) .

Démonstration . Le seul point non immédiat est la t-biexactitude qui provient
du fait que ** est t-biexact à droite et que *! est t-biexact à gauche.

	

Q

3.7. La catégorie Perv;nt (T, Q~)

Définition 3 .7.1 . Soit A un objet de Perv(T, Q t ) . On note At le plus grand
sous-objet de A appartenant à S(T, Q t ) et At le plus petit sous-objet B de A tel
que A/B appartienne à S(T, Q) . (Ceci a un sens car la classe des sous-objets
de A appartenant à S(T,Q t ) est stable par sous-objets et somme .) On note
Perv(T, Qt ) la sous-catégorie de Perv(T, Q t ) dont les objets sont les faisceaux
pervers A tels que At = 0 et At = A .

DÉFINITION-PROPOSITION 3 .7 .2 . On a un foncteur

int : Perv(T, Q~) -* Perv(T, Qe)

qui à un objet A de Perv(T, Q e ) associe

Aint := A t/(A t n At) ^_(At+At)/At .

Ce foncteur commute à la dualité et se factorise par Perv(T, Q 0~)lc donnant ainsi un
quasi-inverse à droite

s : Perv(T, Q ? ) loi --j Perv(T, Q~)

du foncteur de localisation

Perv(T, Q $ ) --* Perv(T, Q t ) 1~

qui est une équivalence de catégories entre Perv(T, et Perv ; nt (T, Qt) . On
munit Perv(T, Q) de la structure de catégorie abélienne déduite de celle de
Perv(T, Q € ) loi par cette équivalence de catégories .
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Démonstration . Si iv : A -* B est un morphisme dans Perv(T, Q~) on a
~(At ) c B t . On a également it(A t ) c Bt . En effet le morphisme A/ic -1 (B t ) -~
B/Bt étant un monomorphisme, A/iv-1 (B t ) est un objet de S(T, Q~) et donc
At c i-1 (B t ) . Ceci démontre que A H Aint est un foncteur . Le fait qu'il com-
mute à la dualité résulte de ce que, pour tout objet A de Perv(T, Q~), on a des
isomorphismes canoniques (DA) t N D(A/At ) et (DA) t D(A/A t ) .

Remarquons que si iv : A -~ B est un morphisme dans Perv(T, Q t ) avec Ker rc
dans S(T, Q) alors iv : Aint -~ Bint est un monomorphisme . En effet, comme
ir1 (B t ) est extension de Bt par Ker iv, c'est un objet de S(T, Q j ) contenant At , et
donc i-1 (Bt ) = At . Dualement, si Coker iv est dans S(T, Q), alors iCint est un
épimorphisme . En particulier, si iv : A -> B est un S(T, Q)-isomorphisme (i .e .,
Ker iv et Coker iv sont dans S(T, Q)) alors ivint est un isomorphisme . Par la
propriété universelle du foncteur de localisation ceci démontre que le foncteur
int se factorise par un foncteur s: Perv(T, Qt)1oc -* Perv t (T, Q~) . Notons can :
Perv(T,Q e ) -> Perv(T, Q t ) 1oc et i: Perv t (T, Q~) -~ Perv(T,Q e ) les foncteurs
canoniques. On a trivialement s o can o i = Id. D'autre part on a un isomor-
phisme canonique de foncteurs can o i o s N Id, ce qui donne que s est une
équivalence de catégories . En effet, si A est un objet de Perv(T, Q t ), les mor-
phismes canoniques At -3 A et A t sont des S(T, t)-isomorphismes et
fournissent donc un isomorphisme fonctoriel A A ;nt dans Perv(T, Q~)1oc •

DÉFINITION-PROPOSITION 3.7 .3 . On note *int le bifoncteur

*int : Perv ; nt (T, Q ~) x Perv ; nt (T, Q ~) -* Pervint (T, Q ~)

déduit par s du bifoncteur *t oc défini en 3 .6.5. C'est un bifoncteur biexact commutatif
et associatif vérifiant les conditions de cohérence usuelles . Si A et B sont des objets de
Pervint(T, Q) on a des isomorphismes canoniques

A *int B ^-' (PH°(A *! B))int (PH°(A ** B))int

Démonstration. C'est une conséquence directe de 3.6 .4 et 3.6 .5 .

La convolution intermédiaire *int vérifie les propriétés suivantes.

PROPOSITION 3.7 .4 . (i) Le produit de convolution *int commute à la dualité : si A
et B sont des objets de Perv t (T, Q ) on a un isomorphisme canonique

D(A *int B) ^-' D(A) *int D(B)

(ii) Soit b{1} le faisceau pervers ponctuel üQ~, ii étant l'inclusion {1} c

T. Le faisceau b{i} est un objet de Perv t (T, Q ) et pour tout objet A de
Perv t (T, Q t ) on a un isomorphisme canonique

b{1} *int A

	

A .

D



Démonstration . L'énoncé (i) est conséquence de l'isomorphisme canonique
D(A ** B) N D(A) *! D(B) et de 3 .7.3 .

Le fait que b{ 1 } soit un objet de Perv t (T, Qt ) est clair, et, pour tout objet K
de Db (T, Q), on a des isomorphismes canoniques

b{1} ** K N b{1} *, K N K,

ce qui donne (ii) .

	

p

D'après ce qui précède, la catégorie abélienne Perv ;nt (T, i) munie du produit
*lrit et de l'objet unité b{ i } est une_catégorie monoïdale symétrique (au sens de
[D2] ) . On peut munir Pervint (T, Q) d'une structure de catégorie tannakienne
en procédant comme suit.

On note inv l'involution x H x-1 sur le tore T. On note n le morphisme
T x T --> T qui à (x, y) associe x-1 y et i : T -~ T x T l'inclusion de la diago-
nale. On a i(T) = n-1 (1) .

Pour tout objet A de Db (T, Qt), on pose

Av := inv* (DA) D(inv*A) .

On a inv* = inv * et A H Av est une involution de Perv ;nt(T, i.).
Pour tout objet A de Db (T, Q), on a un isomorphisme canonique

IA : Hom(b{ 1 }, A" ** A) N Hom(A, A),

donné par composition des isomorphismes canoniques

Hom(b{ 1}, Av ** A) Hom(b{ 1}, Rn * (DA

Hom(n*b{1 }, DA
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N Hom(i~ Q~, DA A)

^_- Hom(QQ , Ri'•(DA D A))

N Hom(A, A) ,

où le dernier isomorphisme provient de [SGA5, Exp. III (3 .1 .1) et (3 .2 .1)] .
On définit

aA :'5{ 1 } -~ Av ** A

par aA := cI ' (IdA) . On définit

bA : A *, A" --> b{1}

A)

A))
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par transposition de al fV*(A) : b{ i } -> (inv*(A))\ ** inv* (A) en

t ainv*(A) : D((inv*(A))V ** inv*(A))

	

A *! A"

	

D(b{i})

	

b{i} .

Ces morphismes induisent dans la catégorie localisée Db(T, Qt) loc des mor-
phismes b{ i } -~ A" *loc A et A *loc A' -~ S{ i }, dont on déduit, via la section s,
pour tout objet A de Perv t(T, Qt), des morphismes canoniques

ŒA : b{ i }

	

Av tint A et fiA : A *A'A'' -~ (5{1}

L'énoncé suivant est démontré en A .5 .

THÉORÈME 3.7.5 . Les données précédentes définissent une structure de Q~-
catégorie tannakienne sur la catégorie Perv t(T, Q t ) . Pour toute composante
connexe C de t'(T), de point générique, le foncteur A H J1* (A) ~ est un
foncteur fibre.

Remarque . Par le théorème principal des catégories tannakiennes [D2], on
retrouve que le rang générique de .1l * (A) est le même sur toutes les composantes
connexes de '(T) (cf. 3 .4 .3) .

On déduit directement du théorème 3 .4.3 et du théorème 3 .7 .5, que, si A est un
objet de Perv;nt (T, Q t ), la dimension de A au sens des catégories tannakiennes,

dim A :_ I3AV o aA E End(S{l}) = Q e ,

est égale à x(T, A) . Comme dans une catégorie tannakienne un objet A est inver-
sible (i.e ., A Q Av 1) si et seulement si dim A =1, on obtient le corollaire sui-
vant .

COROLLAIRE 3.7 .6 . Un objet A de Pervl nt(T, Q~) est inversible pour le pro-
duit *;nt si et seulement si x(T, A) =1. Dans ce cas l'inverse de A est Av _
inv* (DA) .

	

p

Par la proposition suivante les objets inversibles de Perv t(T, Q~) sont
exactement les faisceaux pervers irréductibles de caractéristique d'Euler-Poin-
caré égale à 1 .

PROPOSITION 3.7 .7 . Soit A un objet de Perv(T, Q) tel que x(T, A) =1 .
Le faisceau pervers A est irréductible si et seulement si c'est un objet de
Pervlnt (T, Q t ) .

Démonstration. Il est clair que si A est un faisceau pervers irréductible c'est
un objet de Pervl nt(T,Q). Réciproquement, supposons que A soit un objet
de Pervint(T, Q) . Soit B un sous-objet non nul de A . Par hypothèse on a
x(T, B) 0. Comme on a

x(T,A) = x(T,B) + x(T ,Al B) ,



on déduit du corollaire 3 .4.4 que x(T, B) =1 et x(T, A/B) = 0 . Par conséquent
A/B est nul et donc A = B.

	

U

Remarque . Quand T = Gm ,k la catégorie Perv ;nt et le produit de convolution
* ; rit coïncident avec la catégorie des faisceaux pervers ayant la propriété et la
"middle convolution" considérées dans [K3, § 2 .6] .

3.8. La catégorie

	

Q)

Définition 3 .8 .1 . On note

	

Q) la classe des faisceaux pervers sur T qui
sont sous-objets d'un objet de * (T,Qe) et quotients d'un objet de 2 ! (T, Q) .
Remarque. D'après 3 .5 .2,

	

i) est stable par dualité .

PROPOSITION 3.8 .2 . La catégorie tint (T, Q) est une sous-catégorie stricte-
ment pleine de Perv ; nt(T, Q~) stable par * ;nt . La restriction de la convolution in-
termédiaire *int i') admet la description suivante. Soient A et B des objets
de 2'(T, Q~) . Soient A1 et B1 (resp ., A2 et B2) des objets de $t!(T, Q~) (resp .,
$* (T, Q)) et soit (pA : A1 -f A2 un morphisme de faisceaux pervers d'image A
(resp ., B : B1 -* B2 un morphisme de faisceaux pervers d'image B) . Alors l'image
du morphisme de faisceaux pervers déduit de ~pA et pB :

A1* ! B1 -+A2**B2

est isomorphe à A *;nt B.

Démonstration . Si A est un objet de 2 *(T, Q ~), J* (A) est isomorphe à un
module sans torsion. Par conséquent, J4(A) est également isomorphe à un
module sans torsion, et donc «#* (A i) = 0 . D'après 3 .4.6, on a alors At = 0 .
Dualement, par 3 .5 .2 (2), si A est un objet de 2 ! (T, Q ~), on t A/At = 0. Par con-
séquent, 2'(T, Q ~) est une sous-catégorie strictement pleine de Perv; nt(T, Q,) .

Ensuite on remarque que d'après 3 .6.4 (iii) le morphisme

A1 *, 8 1 ---* pH°(A *, B)

est un épimorphisme dans Perv(T, Qt)loc et

pH°(A ** B) -~ A2 ** B2

est un monomorphisme dans Perv(T,

	

L'image du morphisme de faisceaux
pervers

A1* ! B1->A2**B2

est donc un objet de

	

Q ~) isomorphe dans Perv(T, Qt)loc à l'image de

pH°(A *! B) .-+ pH °(A ** B) .

C'est donc un objet isomorphe à A *;Tlt B .

	

U
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3.9. Localisation en dehors de 0. Etant donné un fermé Z de (T), on note
S(T, Q~)z la sous-catégorie de la catégorie Perv(T, Q~) formée des faisceaux
pervers sur T dont le transformé de Mellin J* (A) a un support contenu dans Z .
C'est une sous-catégorie épaisse de Perv(T, Q) (la démonstation est identique à
celle de 3.6 .2) .

Si on applique la proposition 3 .6 .1 à D = Db(T, Q~), A = Perv(T, Q,), et
S = S(T, Q~)z , on obtient des catégories notées S(T, i )z = S, Perv(T, Q~)z =
Aloi et Db(T, Qt)z = Dio~ .

LEMME 3.9 .1 . (1) Soit K un objet de Db(T, Q~) . Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) K est un objet de S(T, Qt)z .
(ii) Le support de Jl (K) est contenu dans Z .
(iii) Le support de JI!(K) est contenu dans Z.

(2) Les catégories S(T, Q~) z et S(T,

	

sont échangées par la dualité .

Démonstration. Pour (1) la démonstration est la même que celle du lemme
3 .6 .3, à ceci près que pour l'équivalence de (ii) et (iii) on utilise le fait, démontré
en 6.1 .1(b), que pour tout objet K de Db(T, Q), H K et *K ont le même sup-
port. L'énoncé (2) résulte directement de (1) et de 3.3 .1(b) .

PROPOSITION 3 .9 .2 . Soient A et B des objets de Db(T, Q~) et A -f B un mor-
phisme dans Db(T, Q) . Si le morphisme diA -> *B qui s'en déduit est un iso-
morphisme en dehors d'un fermé Z de '(T), alors A --~ B est un isomorphisme
dans Db(T, Q)z et les fermés A(A) et A(B) sont contenus dans Z .

Démonstration. Remarquons que le morphisme JI!(A) -f J/(B) se factori-
sant en

dl! (A) -~ Ji* (A) - dI* (B)

le morphisme Jl A -* di * B a un inverse à droite en dehors de Z . On en tire
que, pour tout i, le morphisme J (pHiA) -> di (pH iB) est un épimorphisme
en dehors de Z, autrement dit que pH 1A --f PHiB est un épimorphisme dans
Perv(T, Q t ) z .

Par dualité (3 .3.1 (b)) le morphisme dual d~ (DB) -~ d (DA) est un isomor-
phisme en dehors de inv(Z), et donc, pour tout i, le morphisme PHi (DB) -~
pH i (DA) est un épimorphisme dans Perv(T, Q t ) ( z) . Comme, d'après 3 .9 .1 (2),
les catégories S(T, Qt )z et S(T, Q/?) inv(z) sont échangées par dualité, on en tire,
par dualité, que, pour tout i, le morphisme PHA --f pH iB est un monomorphisme
dans Perv(T, Q~)z. On a donc démontré que A --> B est un isomorphisme dans
Db(T, Qe)z .

Le fait que A(A) (resp ., 0(B)) soit contenu dans Z en découle, vu que les mor-
phismes d (A) -~ d (B) (resp ., d~ (A) -~ di!(B), par 3.9.1) et di!(A) --> * (B)
sont des isomorphismes en dehors de Z .

	

E
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PROPOSITION 3.9 .3 . Soient A et B des objets de Perv(T, Q t ) .
(i) Dans Perv(T, Q /)e(A les objets A et A ;nt sont isomorphes .)
(ü) Les convolés A* ! B et A ** B sont isomorphes dans Db(T, Qt)e(A) n e(B) a

des objets de Perv(T, Q(A) ne(B) •

	

_
(iii) Les A *? B pour? _ !, *, int i sont tous isomorphes dans Db (T, Q e)A) e(u e(B)
(iv) Le fermé 0(A *? B) est contenu dans A(A) u A(B) pour? _ !, *, int .

Démonstration . Démontrons (i) . Par le théorème 3 .4.3, en dehors de A(A),
J1(A) est (isomorphe à un module) localement libre et est donc en particulier
sans torsion. Par conséquent le support de Jl * (A t ) est contenu dans 4(A),
autrement dit At est un objet de S(T, Q t ) e(A) . Si on remplace A par son dual DA,
on obtient que (DA) t est un objet de S(T,Q~)e(DA) • Comme (DA) t est iso-
morphe à D(A/A t ), on en tire, par 3 .9 .1(2), que A/A t est un objet de S(T, Qt)e(A),
vu que A(DA) = inv(AA) (par dualité 3 .3 .1 (b)) . En conclusion, At est nul dans
Perv(T, Q~)e(A) , tandis que A et At sont isomorphes dans Perv(T, Qt)e(A) , ce qui
donne l'énoncé recherché.
Pour (ii), il suit de démontrer l'énoncé concernant A ** B, l'autre s'en dédui-

sant par dualité . Si A et B sont pervers, en dehors de A(A), Jl* (A) est (isomorphe
à) un module localement libre et d* (B) est (isomorphe à) un module cohérent .
Par 3 .3 .1 (f), on en déduit que, en dehors de a(A), .1h' * (A ** B) est (isomorphe à)
un module cohérent. En dehors de Èt(A) on a donc des isomorphismes

*(A ** B) N *'°('(A ** B))

* (pH°(A ** B)),

1 On convient que A *int B = Aint *lnt Blet .

et par conséquent A ** B est isomorphe au faisceau pervers pH°(A ** B) dans
Db(T, Q ~) e(A) . On conclut en intervertissant A et B .

D'après 3.3 .1 (f), le morphisme canonique

J1! (A *, B) ---> J*(A ** B)

est un isomorphisme en dehors de Lt(A) u A(B). Par 3 .9 .2, on en déduit que A *i B
et A ** B sont isomorphes dans Db(T, Q5)e(A) ue(B) et que a(A *i B) et z(A ** B)
sont contenus dans A(A) u 0(B), ce qui donne (iii) et (iv) pour? _ ! et * .

Pour terminer la démonstration remarquons que, si Z est un fermé de '(T) et
si X et Y sont des objets de Db (T, Q) qui sont isomorphes dans Db (T, Qe)Z , on
a, directement par 3 .9.1, une inclusion iX(X) c 0(Y) u Z. Comme conséquence
de (i), on a donc une inclusion

A(PH°(A ** B)int) c A(PH°(A ** B)) .
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D'autre part, comme en démontrant (ii) on a vu que A ** B est isomorphe au fais-
ceau pervers pH° (A ** B) dans Db(T, Qt)A(A ), on a les inclusions

A(PH°(A ** B)) c A(A ** B) u A(A) c A(A) u A(B) .

Vu que, par 3 .7 .3, A *lnt B est isomorphe à pH °(A **

	

on en déduit l'inclu-
sion ~(A *int B) c A(A) u A(B) et que A *int B et A ** B sont isomorphes dans
Db(T, Q~)A(A) ~ A(B) .

	

~

4. Etude de A(A)

4.1 . Enoncé des résultats . Cette section est consacrée à la démonstration de
l'énoncé suivant qui sera amélioré en 7 .2 .1 .

THÉORÈME 4 .1 .1 . Soit A un objet de Db(T, Pour tout caractère d'ordre
fini premier à L, x dans 2(T, Q < )f , la réunion des composantes irréductibles de
codimension 1 de A (A) est réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques
translatés de codimension un de {x} x

Démonstration . Démontrons que le résultat est conséquence des deux énoncés
suivants .

THÉORÈME 4.1 .1' . Soit T un tore de dimension > 0 sur k. On suppose que la
résolution des singularités et la simplification des idéaux 2 sont valides pour les
variétés de dimension < n définies sur k . Soit A un objet de Db(T, Q) . Alors 0(A)
est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés de
codimension un de ~(T) .

PROPOSITION 4.1 .2. Soit T un tore de dimension n > 3 et soit Z un sous-schéma
fermé de '(T), purement de codimension 1 . On suppose que pour tout isomor-
phisme T ti T' x T" avec T' un tore de dimension n -1, et T" un tore de dimen-
sion 1, pour presque tout point fermé x de t(T")~, en notant 'p la projection

~(T")t , le fermé I'p -1 (x) nZ~ est réunion d'un ensemble fini de cotores
algébriques translatés de codimension 1 de '(T' )t (via l'identification naturelle
qr'(x)

	

'(T')~) . Alors IZI est réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques
translatés de codimension 1 de '(T) t .

Si n < l le résultat est conséquence de la proposition 3 .3 .4 . Si n = 2 le résultat
est conséquence du théorème 4.1.1' car la résolution des singularités (d'après
Abhyankar) et la simplification des idéaux sont valides pour les variétés de
dimension < 2 définies sur k.
Pour n > 2, on va raisonner par récurrence. Il suffit de considérer le cas x =1 .

On va appliquer la proposition 4 .1.2 en prenant pour Z la réunion des compo-
santes irréductibles de codimension 1 de A1(A) . On fixe un isomorphisme T
T' x T" avec T" de dimension 1, et on note p~ les projections . Comme ensemble

2 Par ceci on entend l'énoncé des "Main Theorem" I et II de [H]
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exceptionnel dans 'e(T") e on prend l'ensemble, fini d'après 2 .3.1, des points
fermés x de ~(T")5 tels que le morphisme

Rpl!(A p p tx ) --~ Rp l*(A p p2Sx )

ne soit pas un isomorphisme. Si x n'est pas exceptionnel, d'après 3 .3.4 (iii), on peut
identifier A1(Rpi! (A Qp22x )) à ~p -1 (x) n A1 (A) . En particulier A1 (A) ne contient
pas la fibre de x dans '(T) 5 (d'après 3 .3 .4 (ii)), et on obtient que l'intersection de Z
et de ~p -1 (x ) est un schéma de pure dimension n - 2 dont toutes les composantes
irréductibles figurent parmi les composantes irréductibles de dimension n - 2 de
A1(Rpl! (A Q p22) ), ce qui, avec l'hypothèse de récurrence, assure que l'hypothèse
de la proposition 4 .1 .2 est vérifée .

	

D

Le théorème 4 .1.1' sera démontré en 4 .5 et la proposition 4 .1 .2 en 4 .6 .

4.2. Calculs locaux en un diviseur à croisements normaux

4.2 .1 . On reprend ici des résultats connus [SGA7, I, Exp . I §3] . Soit X
Spec(A) le localisé strict d'un schéma lisse de type fini sur k en un point géo-
métrique. Soit D = U Di un diviseur à croisements normaux dans X et soit
U = X - D. On a un isomorphisme (9(U) >< /(9(X) >< N ZS . Soit TX,U un tore de
groupe des caractères X (TX,U) isomorphe à (9(U) >< /&(X) >< . Une fois fixée une
section du morphisme (9(U) < --> X (TX,U) on obtient un morphisme U -> TX,U
qui induit des isomorphismes

ic1(U)e _+ 7ti(Tx,v)e

et

t1(U) t

	

ic1(TX,U) t

indépendants des choix (7t1(U) t est connu par le lemme d'Abhyankar [SGA 1, Exp .
XIII, 5.3] ) . Par la théorie de Kummer on a

H1 (U,ZIQn ) ~ X* (TX,U) ® (Z/?(-1))

	

"~ (Z/t?) s"

et, en utilisant la pureté cohomologique, on obtient par récurrence sur s que
H* (U, Z/~ n) est isomorphe à l'algèbre extérieure sur H 1 (U, Z/~ n ) .

Pour (n, p) =1, on pose X,, = X[(t")], avec t3 une équation locale de D~,
et Un l'image réciproque de U dans X,, . On définit le "revêtement universel

N

modéré" U t comme la limite projective l i

	

Un. De même on définit le "re-
vêtement universel pro-i" U~ comme la limite projective hm,, U5 . On déduit par
passage à la limite de la description précédente de H* (U, Z/?") que Ût et Û5 sont
acycliques pour les coefficients constants de L-torsion. On obtient ainsi une équi-
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valence de catégories entre la catégorie des faisceaux lisses constructibles de .-
torsion modérés sur U (resp ., de monodromie pro-L) et celle des ici (U) t-modules
(resp., ici (U) t-modules) finis de L-torsion . Soit R un anneau local noethérien com-
plet de corps résiduel R/9J1 de caractéristique L . On voit R comme un anneau
topologique muni de la topologie 9t-adique. On déduit de ce qui précède une
équivalence de catégories entre la catégorie des faisceaux lisses constructibles de R-
modules modérés sur U (resp ., de monodromie pro-L) et celle des R-modules de
type fini munis d'une action continue de de lci (U) t (resp ., ici (U)) .

~On a des énoncés similaires en remplaçant partout U parT, pour T un k-tore .

4.2 .2 . Dans tout ce numéro R désigne un anneau local régulier complet et de
corps résiduel de caractéristique L . Soit G un groupe profini isomorphe à Z~ . On
note LG le R-module R[ [G] ] muni de l'action canonique, notée can, de G par
translation multiplicative sur R [ [G ] ] .

PROPOSITION 4.2 .2 .1 . Pour tout R-module de type fini M, muni d'une action
continue de G, on a un isomorphisme canonique de R[ [G]]-modules

v
RI'(G,M OR LG) [n] ti M °p Qz e (Anz ),~ G

en notant M°p le module M muni de l'action opposée de G, et v désignant le dual
d'un Ze-module .

Démonstration. Une fois choisis des générateurs topologiques y~,1 < i < n,
de G, on a un isomorphisme

R[[G]] `v R[[ti, . . ., t,,]]

obtenu en envoyant y i sur ti + 1 .
On en déduit que le complexe de Koszul K.((y ; - 1) ; R[[G]]) est une réso-

lution du R[ [G] ]-module R. Le complexe RI'(G, M QR LG) est donc quasi-
isomorphe au complexe de Koszul K'((y ; - 1) ; M QR LG) (cf. [Laz, V.2.23]) .

Traitons tout d'abord le cas n = 1 et posons y = y l . On a des isomorphismes

RI'(G, M ®R LG) M ®R LG

	

M QR LG

^' M OR LG	
can y-> M OR LG

N M OR
LG

1®can y-y-1® ; M OR LG

^'

	

p xOR LG
l®can y-y®>

M°

	

M° Op X LR G

~M°p~RR[[tll
l+'

	

M°P®RR[[t]l,
-y®1
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l'action de y sur R [ [t] ] étant l'action triviale. Remarquons que le morphisme

M°p ®x R R[t]
i+i® r~i

M° ®R R[t]

541

est injectif, car il augmente les degrés . Quant au conoyau, il est clairement iso-
morphe à M°p par le morphisme obtenu après passage au quotient du morphisme

id ® 1 : M°p -* M °p ®R R[t] .

Par platitude de R[ [t] ] sur R[t], on en tire que RF(G, M ®R LG) [n] est isomorphe
à M°p . (Un calcul similaire est effectué dans [K1, 7.5 .5] .)
Pour n général > 1 on a de même que l'opérateur 1 + 1® ti - yi ®1 agissant

sur M°p ®R R[ti, . . . , tn ] est injectif et que M°p ®R R[t2, . . . , tn ] s'envoie iso-
morphiquement sur son conoyau. On obtient ainsi par récurrence que la co-
homologie de K' ((1 + 1® tl - y ti ®1); M ®R R [ti, . . . , t,,]) est nulle en degré
différent de n et isomorphe à M°p en degré n . En appliquant le foncteur
®R[t1, . . .,tn]R[[t1, . . . , tn]] on en déduit, par platitude, que le complexe K'((1 + 1®
tl - y ti ®1) ; M ®R R[ [t1, . . . , t,,] ]) K'((y l -1) ; M ®R LG) a la même cohomolo-
gie et donc que RI'(G, M ® R LG) [n] est isomorphe à M°p . Cet isomorphisme
dépend du choix des y .. En comparant les complexes de Koszul associés à différ-
ents choix de générateurs, on obtient que l'isomorphisme devient indépendant des

v
choix si on remplace M°p par M°p ® Z e (A", G) .

	

0

Soit U comme en 4 .2 .1. On définit comme en 3 .1 un caractère canonique

ici(U) -~ R[[rc1(U)P]lx

Notons Ln 1 (u ) le module R [ [ici (U) t ] J muni de l'action de ici (U) par ce caractère et
L u le R [ [ici (U)~ ] ]-faisceau lisse constructible libre tordu de rang 1 et modérément
ramifié sur U qui lui est associé . On déduit l'énoncé suivant de la proposition
4.2.2.1 .

PROPOSITION 4.2 .2.2 . Soit U comme en 4 .2.1 et soit F un faisceau lisse con-
structible modéré de R-modules sur U correspondant à un R [ [ici (U) t ] ]-module M.

Alors Rr(U, F ®R L u) est canoniquement isomorphe au R[ [ici (U)~ ] ]-module

v
(Mpro-)°~ p ®ZQ (A i , ici(U) s)

max

concentré en degré s, Mpro-~ étant la partie pro-1? de M. (C'est à dire le plus
grand sous-module de M sur lequel l'action de R[ [ici (U) t ] ] se factorise par
R[ [ici(U)e]]) .
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Démonstration . On a des isomorphismes canoniques

(1)

	

Rr(U,F ®R LU) RI'(ici(U) t,M®RLiri(U))

(2)

	

RI'(iri (U) t , (M OR Lirl(U))pro-e)

(3 )

	

Rr(rc1(U),, Mpro-~ ®R Llr1(U)e ) .

L'isomorphisme (1) est conséquence de la suite spectrale de Hochschild-Serre et du
fait que U t est acyclique pour les coefficients constants de L-torsion, (2) de ce
que, pour tout R-module de type fini N muni d'une action continue de lri (U) t, on
a un isomorphisme canonique

RI'(ker( ici(II) t -~ ~ci(U)e)~N) ~ Npro-e

et (3) de l'égalité (L ni ( U )) prot-= L,1(U) et de ce que L,t1(U)l est isomorphe à L, 1 (u )
vu comme lti (U)-module.

	

~On en tire l'énoncé par la proposition 4.2.2 .1 .

	

D
L'énoncé suivant de démontre de la même façon .
PROPOSITION 4.2 .2 .3 . Soit T un tore de dimension n sur k . Soit un faisceau

lisse constructible modéré de R-modules sur T correspondant à un R[ [?ri (T) t
JJ -

module M . Alors RF(T, ® LT) est canoniquement quasi-isomorphe au ~T -
module

(Mpro ) °1'®z-~

	

e /\z 1(T))
V

concentré en degré n .

	

D

On en tire directement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.2.2 .4. Soit T un tore de dimension n sur k et soit F un Q~-
faisceau lisse constructible modéré sur T. Soit R dans tel que F provienne,
après extension des scalaires, d'un R[ [ni (T ) t ] ]-module M. Alors on a un isomor-
phisme canonique

v
J (F [n]) (M°P QR[[,r1(T)tl] (9Çg(T )) Oze (Ai,max iri(T)e '

4.2 .3 . Nous utiliserons l'énoncé suivant .

D

LEMME 4.2.3 .1 . Soit R un anneau local noethérien complet de corps résiduel de
caractéristique L. Soit X = Spec(A) le localisé strict d'un schéma lisse de type fini
sur k en un point géométrique. Soient D = U =1 D~ et E = U=1E; ~ des diviseurs
à croisements normaux dans X, sans composante irréductible commune, tels que



D u E soit un diviseur â croisements normaux dans X. On pose U = X - (D u E),
V = X - D, et u : U -> V l'inclusion. Alors, si t > 0, on a H* (V, u!F) = 0 pour
tout R -faisceau lisse modéré F sur U .

Démonstration. Le cas des R-faisceaux se ramène à celui des faisceaux de t-
torsion. Quitte à passer à un revêtement fini d'ordre premier à t on peut sup-
poser que la monodromie est pro-t et se ramener à F = Z/t . Pour s = 0 le
résultat est clair car la cohomologie d'un schéma strictement hensélien se calcule
par restriction au point fermé . Supposons s > 0 et raisonnons par récurrence sur
t. Pour F et G fermés dans X on note (Z/t)x,F,G le faisceau constant Z/t sur
X - F - G prolongé par zéro à X - F. On a une suite exacte

0 -~ (Z/t)x,D,E -* (Z/t)x,D,E, -3 l* (Z/t )E1,E1 n D,E1 r E ' "
O

avec E' = U~=2 E1 et i l'inclusion E1- E1 n D -f X - D, qui permet de se ramener
au cas où t =1 . Dans ce dernier cas c'est une conséquence du calcul explicite de la
cohomologie de X - D et de E1- E1 n D.

4.3. Un résultat intermédiaire . Cette section est consacrée à la démonstration
de la proposition 4.3.1, qui joue un rôle essentiel dans la preuve du théorème
4.1 .1' . Soit T un tore de dimension n sur k, et soit A un objet de Db (T, Q t) . On
fixe une compactification j : T -+ T telle que T soit propre et lisse sur k et T - T
soit un diviseur à croisements normaux . On peut prendre par exemple T = P n

ou (P1 ) n . On note i : T - T --f T l'inclusion.
Soit un point géométrique de T - T et soit q un entier. Pour R dans et A

un objet de Db (T, R), l'objet Rqj (A QR L T) est un R [ [ici (T )~ 11-module cohé-
rent. On a ainsi un foncteur Db (T, R) -* M~oh(R [ [7c1(T )~] ]) . En procédant comme
en 3.3, on en déduit un foncteur Db(T, Qe ) -~ M~oh(~(T )~), et, en tensorisant par
$1'x pour x dans ~'(T, Q )f, un foncteur Db (T, Q ~) M~oh(~(T) ), que l'on
notera A H Rq j (A 0

PROPOSITION 4.3 .1 . On suppose que la résolution des singularités et la sim-
plification des idéaux sont valides pour les variétés de dimension < n définies sur k .
Pour tout point géométrique de T - T, et tout entier q, le U9 Ç9 (T)-module cohérent
(Rj(Aq Q $8T)) a un support contenu dans la réunion d'un ensemble fini, indé-
pendant de et de q, de cotores algébriques translatés de codimension un de 2(T) .

En fait il est plus commode de démontrer l'énoncé plus général suivant .
Soit çP : W -~ T un morphisme de type fini avec dim W < n . On note

i' :gr1(T-T)-*W

et

j' : ~ 1(T) -~W

les inclusions . On note également 'p la restriction de 'p à qr (T) . Pour tout
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objet A de Db(cp -1 (T), Q~), on définit comme précédemment, étant donnés un
point géométrique de W - -1 (T) et un entier q, un (~ (T )-module cohérent
(Rj(A

	

~® ~P* (~T)))
PROPOSITION 4.3 .1' . On suppose que la résolution des singularités et la sim-

plification des idéaux sont valides pour les variétés de dimension < n définies sur k .
Soit ~p : W -~ T un morphisme de type fini avec dim W < n. Alors, pour tout objet
A de Db (çp-1 (T ), Q), pour tout point géométrique de W - gr1 (T), et tout
entier q, le support du module (Rj(Aq *Qx ~p*(2 T ))) est contenu dans la réunion
d'un ensemble fini, indépendant de ç et de q, de cotores algébriques translatés de
codimension un de ~(T) .

Remarque. La proposition reste vraie en remplaçant n par un entier m
quelconque .

Démonstration. Par dévissage, on peut supposer que A est un faisceau lisse
sur une sous-variété lisse irréductible localement fermée U de p1(T) W pro-
longé par zéro à ~p -1 (T) . Il est possible de supposer de plus que U est dense dans
W. On peut également supposer que la monodromie de A est pro-L En effet, soit
rc : U --+ U le revêtement étale fini associé au L-sous-groupe de Sylow du groupe
de monodromie de A, et soit W la normalisation de W dans le corps des frac-
tions de U. Le faisceau A est alors facteur direct de lr* 7c* (A), et on a l'énoncé
similaire après prolongement par zéro et application du foncteur Rj .

Par hypothèse, il existe un morphisme birationnel propre p : W' --~ W, avec
W' lisse, tel que la restriction de p à p- 1 (U) soit un isomorphisme sur son image,
et tel que p-1 (W - U) soit un diviseur à croisements normaux . Le diviseur
p-1(~p-1(T

- T)) est alors réunion de composantes irréductibles de p-1 (W - U) .
On a par conséquent le diagramme suivant

U --u'

	

J"
* ((pop)

-1
(T) W'

P J,

U --u

	

J'~

	

çP-1 (T)

	

--* W.

En utilisant la suite spectrale de Leray et le théorème de changement de
base propre, on est ramené à vérifier l'énoncé analogue pour (Rj(uA~' ;Q
((p o p) * ( .'T))) pour tout point géométrique de p-1 çtr 1 (T - T). On peut donc
supposer que W est lisse, que les complémentaires de (,l-1(T) et de U dans W
sont des diviseurs à croisements normaux, et que la monodromie de A sur U est
pro-t (en particulier que A est modéré le long de W - U) . On peut également
supposer que W - U est un diviseur à croisements normaux strict, i .e., que
les composantes irréductibles de W - U sont lisses . On écrit (p-1 (T) = W - D et
U = W - (D u E) . D'après le lemme 4.2 .3 .1, si est un point géométrique de E
le module (Rj(Aq * Q çp* ($T))) est nul pour tout entier q . On peut donc sup-
poser que E est vide, c'est à dire que çp -1 (T) = U .
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Soit un point géométrique de W - U. On note W (resp., U) le hensé-
lisé strict de W en (resp., l'image réciproque de U dans W). Reprenons les
notations de 4.2 .1 : soit Tw , u un tore, que l'on notera Tw,u , de groupe des car-
actères isomorphe à (9(U ) X /&(W) X . Fixons une section s du mor-
phisme p : (9(U ) X -* X (Tw,u ) : on obtient alors un morphisme

~P : U - Tw,u,

N
qui induit un isomorphisme 7c1(U) t -~ ici (Tw, u ) indépendant des choix. Rela-
tivement à ce tore, on a un (9( T )-module cohérent Rqj*(Aux Q en
notant j : U --~ W l'inclusion. ℙ'après la proposition 4.2 .2.2, son support dans
'(Tu, ) est un ensemble fini, autrement dit la réunion d'un ensemble fini de

cotores algébriques translatés de dimension 0 de (Tw, u, ) . En effet, pour R dans
tel que A provienne par extension des scalaires d'un faisceau lisse modéré AR de

R-modules, on a, d'après la proposition 4 .2 .2.2, en notant M le R[ [icl (TW,u, )t ] ]-
module associé à(AR) U , que Rqj * (Aux 0 ~p (~Twu )) est nul pour q dim Tw,u,,
et est isomorphe au (9(T,, )-module

o p

	

max v
(M ®R[[al(Tw,u )`]] ~`~(Twu )) ®z~ nz Q ~1(Tw,u, )e

pour q = dim

	

qui est clairement un faisceau sur '(Tw,U,) à support fini.
On note k: U -+ U le morphisme canonique et 2: X (T) --* (Q(U ) < le mor-

phisme associé à 'p o k . Au composé p o 2 : X(T) --* X(Tw,u,g) correspond un mor-
phisme de tores i : Tw,u, -> T qui n'est pas trivial. En effet, sinon, le morphisme
entre groupes de caractères X (T) --* X (Tw,u,) serait trivial, et, par définition de

l'image inverse de toute fonction inversible sur T se prolongerait en une
fonction inversible sur W au voisinage de , ce qui est absurde, vu que t est
séparé et que est un point de ~P~1(T - T) .

En général, le diagramme suivant n'est pas commutatif

U~
kJ,

U ~ T

car, a priori, 2 s o p o 2. Par contre, comme p o s= id, on a p o 2= p o s o p o 2,
autrement dit, il existe un morphisme g : W --* T tel que l'on ait ic o ~P _
g u . ('p o k) . Le choix d'un relèvement de g à Tt permet alors d'identifier
((p o k)* (L T ) à (p (LTwU),®R[[n1(Tw,u )~]] R[[7c1(T) e 1] (cf. 3 .1 .1(i)) . On en tire, en
tordant par $/'x pour x

dans '(T,
Q~ )f , que le support du module

(Rj(A
q O

(p (2T))), est l'image inverse de celui du module Rq j*(A1u p ~p)), par le
morphisme '(T) -> '(Tw,u, ), ce qui entraîne le résultat recherché, excepté la
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possibilité de choisir l'ensemble fini de cotores algébriques translatés indépendant
de .
On note Di, i e J, les composantes irréductibles de W - U et pour 1 c J on

pose DI = fl iEl Di - U jI D~ . On considère la stratification de W - U en sous-
variétés connexes localement fermées lisses donnée par les composantes con-
nexes des DI pour 1 non vide. Soit Ro dans tel que A provienne d'un faisceau
lisse modéré Ao de Ro-modules . Soit x dans '(T, Q~ )f un caractère d'ordre fini
premier à t, et soit R dans contenant Ro et tel que x se factorise par R>< . On
voit 2 comme un R-faisceau. On pose F := Rqj (A ®R Q*(LT ®R 2')) . Il
suffit de démontrer que les faisceaux q sont lisses sur chaque strate, ce qui est
une conséquence directe du lemme suivant . En effet, on peut alors prendre le
même ensemble fini de cotores algébriques translatés pour tous les points d'une
même strate, et on obtient un ensemble indépendant de en prenant la réunion
des ensembles associés à chaque strate .

	

D
LEMME 4.3.2 . Soit R un anneau local noethérien complet de corps résiduel de

caractéristique t. Soit X = Spec(A) le localisé strict d'un schéma lisse de type fini
sur k en un point géométrique. Soit D = U 1 ~i<r Dl un diviseur â croisements nor-
maux, avec Di = div fi , les fi étant des éléments de l'idéal maximal de A faisant

a
partie d'un système régulier de paramètres . Pour 1 c {1, . . . , r} on pose D j =n i € l Di - Ui' D~ . On pose U = X - D et on note j : U -~ X l'inclusion. Soit B
un R -faisceau lisse constructible modéré sur U . Alors, pour tout entier q, les fais-
ceaux Rq j* (B) sont lisses sur les Ii i .

Démonstration . Commençons par traiter le cas où le groupe de monodromie
de B est pro-t . Par réduction modulo les puissances de l'idéal maximal de R et
dévissage on se ramène au cas où B = Z/tZ . D'après le calcul de cohomologie
rappelé en 4 .2 .1, on a Rqj* (Z/tZ) n"R1j*(Z/tZ) nq (i i Q ((j*Gm)/Gm)) .
Comme le faisceau ((j*Gm)/Gm) est isomorphe à EÏ3 1 <i<r ZD1 , il est localement
constant sur les strates, d'où le résultat dans ce cas .
En général, par le lemme d'Abhyankar [SGA 1, Exp . XIII, 5.2], il existe

des entiers n1, . . . , nr > 0, premiers à p, tels que si on pose U' = U [ T1, . . . Tr ]/
(7111-fi, . . ., T 1 r - fr ), le groupe de monodromie du faisceau 7r*B soit pro-t, en
notant 7c le morphisme U' --* U . De plus (cf. loc. cit . 5.1) le schéma X' _
X[Ti, . . . T]/(7j11 fi, . . ., T 1 r - fr ) est alors régulier et le complémentaire dans
X' de U' est le diviseur à croisements normaux D' = U 1 <i<r Di avec D1
div T. On notera encore R le morphisme X' -~ X et j' : U ---+ X l'inclusion . On
peut de plus supposer que les ni sont premiers à t . Comme B est alors un fac-
teur direct de R* 7c*B, il suffit de démontrer l'énoncé pour les Rq j* (7c* c*B) . Les
Rq j (ic*B) sont lisses sur les strates D1 associées au diviseur D' . Comme la0
restriction de ic à chaque strate DÎ est un morphisme étale fini vers D I , les fais-
ceaux R*Rq j (ir*B) sont lisses sur les strates D I , ce qui donne le résultat car on a
des isomorphismes R*Rq j (rc*B) ti Rq j*(ic*R*B) .

	

D
4.4. Supports. Soit R un anneau local régulier complet de corps résiduel

de caractéristique t . Soit X un k-schéma de type fini . A tout R-faisceau con-



structible A sur X, on peut associer un fermé, noté Supp RA, de Spec R, que
l'on définit par récurrence sur la dimension du support (naïf) Z de A, de la façon
suivante .

Soit U l'ouvert lisse maximal de Z sur lequel A est lisse. Notons j: U -f X
l'inclusion. On a une suite exacte de R-faisceaux constructibles

0-?j!j*A-~A-~A/J!J*A-~0

On définit SuppR(j j * A) comme la réunion des supports dans Spec R des R-
modules associés à la restriction de A à chaque composante connexe de U . Par
hypothèse de récurrence SuppR(A/j j*A) est défini, ce qui permet de poser

SuppRA = SuppR(J!J*A) u SuppR (A/j,j*A) .

On vérifie directement que Supp R est additif sur les suites exactes courtes de
R-faisceaux constructibles, et que, pour tout R-faisceau constructible A, on a

(4.4 .1)
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SuppRA = U~ SuppRA~,

pour parcourant l'ensemble des points fermés de X .
Pour tout objet K de Db(X, R), on pose SuppRK = U l SuppR tK. On aura

besoin du lemme suivant .

LEMME 4.4 .2 . Soient R et T des anneaux locaux réguliers et complets de corps
résiduel de caractéristique t . On se donne un morphisme local R -~ T et on note
p le morphisme correspondant Spec T -~ Spec R . Pour tout objet K de Db(X, R),
on a

SuppT(T pR K) _ çP -1 (SuppRK) .

Démonstration . Par dévissage on peut supposer que tous les objets de coho-
mologie de K sont lisses et on est ramené au cas usuel des modules .

	

D

4.5 . Démonstration du théorème 4 .1 .1' . On reprend les notations de 4 .3 .
Soit A un objet de Db(T, Q e ) . Soit R dans tel qu'il existe un objet AR de
Db(T, R) dont A provienne par extension des scalaires. On associe à AR le
fermé SuppR[

[ir i(T ), ] ] (i* Rj (AR pR L T)) de Spec R [ [ici (T) 5 ]] . L'image inverse
dans 9(T)5 de ce fermé est indépendante du choix de R et AR ; en tordant
par 2x , pour x dans ~(T, Q~ )f , on obtient un fermé de '(T) que l'on note
Supp~(T)(i *Rj*(A 0 2'T)) .

PROPOSITION 4 .5 .1 . Soit A un objet de Db (T, Q ~) .
(1) Le fermé Supp~(T) (i*Rj*(A Qx $tT)) est contenu dans la réunion d'un en-

semble fini de cotores algébriques translatés de codimension un de '(T) .
(2) Un point fermé x de '(T) n'appartient pas à Supp~(T) (i*Rj (A Qx 2'T)) si

et seulement si l'objet i*Rj * (A Q 2') est nul dans Db(T - T, i).
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Démonstration . Démontrons (1) . Le fermé Supp çf(T) (i*Rj *(A ® 2T)) est con-
tenu, d'après (4 .4 .1), dans la réunion des supports des modules (Rj(Aq * ® 2r)),
avec décrivant l'ensemble des points fermés de t - T, ce qui donne le résultat,
d'après la proposition 4 .3 .1 .
Démontrons (2) . Il suffit d'effectuer la démonstration dans le cas où x est

un point fermé de ?(T) . Fixons R appartenant à G tel que A provienne par
extension des scalaires d'un objet AR de Db(T, R), et tel que x soit associé à
un caractère continu, que l'on notera également x, x : 1r 1(T) ~ -~ R x . A ce carac-
tère est associé un morphisme d'anneaux locaux evx : R [ [rc 1(T)]] ~ -+ R, donné
par l'évaluation en x . On notera ix le morphisme correspondant ix : Spec R --~
Spec R [ [7c i ( T) ] ] . Pour simplifier les notations, on pose M = i * Rj* (AR ®R LT).

C'est un objet de Db(T,R[[ir1(T)~]]) . On a des isomorphismes canoniques

R ®tex M i*Rj * (AR ®R (R ®~X LT))

(2)

	

i *R1*(A m tex)

L'isomorphisme (1) est conséquence de A .1 .4 et A.1 .5, et l'isomorphisme (2) pro-
vient de l'isomorphisme canonique R ®, LT Ici 2x est vu comme un R-
faisceau constructible .

Le point x n'appartient pas au fermé Supp g(T) (i*Rj* (A ® 'T)) si et seulement
si le point correspondant de Spec R [ [it 1(T ) e ] ] n'appartient pas à SuppR[ [,V 1(T ), l lM,
autrement dit, si et seulement si ix 1 (Supp R[[R , (T), (M)) est contenu dans le
point fermé de Spec R . D'après 4.4.2, ceci est équivalent à ce que le fermé
SuppR (R ® éx M) soit contenu dans le point fermé de Spec R, ou encore, d'après
les isomorphismes (1) et (2), à ce que le fermé Supp R(i*Rj * (A ® 2')) soit contenu
dans le point fermé de Spec R . Comme cette dernière condition est équivalente à la
nullité de i*Rj*(A ® 2x) dans Db(T - T, Q), ceci termine la démonstration. D

Pour terminer la démonstration du théorème 4.1 .1', il suffit, compte tenu de la
proposition 4.5 .1, d'établir l'énoncé suivant .

PROPOSITION 4.5 .2 . Pour tout objet A de Db(T, Q~), le fermé A(A) est contenu
dans Supp~(T) (i*Rj*(A ® 'T)) .

Démonstration . Soit x un point fermé de ''(T) n'appartenant pas au fermé
Supp~(T) (i*Rj*(A 0 2T)) . D'après 4.5 .1(2), l'objet i*Rj* (A ® 2x ) de Db(T - T,
Qt) est alors nul. En particulier, le complexe Rr(T - T, i*Rj* (A ® 2x)), qui
est isomorphe au cône du morphisme canonique

Rrc(T, A ®9x) -~ Rr(T, A ® ~x) ,

est nul, et donc, par 3.3 .4 (i), x n'appartient pas à A(A) .

	

D

4.6. Démonstration de la proposition 4 .1 .2 . Soit Z un sous-schéma fermé de



' (T ) t vérifiant les hypothèses de la proposition . Comme (T)t est noethérien
d'après la proposition 3 .2.2, il existe R, anneau des entiers d'une extension finie
de Q~, tel que Z provienne par extension des scalaires d'un sous-schéma fermé Z
de Spec R [ [ir 1(T )]], ~ plat sur R.
On note G~ k le i-eme terme du produit (Gm,k)n, T(i) le produit fJ . i Gm1 .

Pour tout isomorphisme g : T (Gm,k)",N

	

on a des immersions fermées
1
#

SpecR.[[n1(T)e]] -+ Spec R[[ic1(T)~]] .
N

On dit qu'un isomorphisme o : T (Gm ,k)" est général pour Z si le schéma Zo
obtenu par réduction modulo l'idéal maximal de R ne contient aucun des
Spec(R/ ) [ [7r 1(T (i) )~ ] ] . Il est clair qu'il existe toujours de tels isomorphismes .

On peut supposer que Z est réduit et irréductible . On utilise alors le lemme
suivant.

LEMME 4.6 .1 . On suppose que Z est réduit et irréductible et vérifie les con-
ditions précédentes, et que g : T (Gm ,k) n est général pour Z . Alors, pour tout
1 < i < n, si Z n'est pas contenu dans une fibre de (T) --* (G),mlkil existe un
tore quotient de T ~ t ~ de dimension n - 2, tel que Z soit invariant par trans-
lation par l'image de (S (i ))~ .

Démonstration. Pour tout tore quotient S de dimension n - 2 de

	

on con-
sidère l'ensemble

Zs(Qe) _ {P E Z(Q) I (P' lm `'(s)e (Qe)) ~ Z(Q)Î.

On vérifie par descente galoisienne que Z5(Q) est l'ensemble des points Q~-
rationnels d'un sous-schéma fermé Zs de Z défini sur K, le corps des fractions de
R. D'après les hypothèses de la proposition et du lemme, Z(Q t) est réunion des
Zs(Q~), S parcourant l'ensemble dénombrable des tores quotients de dimension
n - 2 de et d'un ensemble fini de fibres exceptionnelles . Quand le schéma Zs
n'est pas vide, Zo contient l'image isomorphe du schéma Spec (R/9)1)[[ic ' (),? J],
qui est de dimension n - 2 . Par conséquent, si une infinité de Zs étaient non vides,
N

Zo contiendrait Spec (R/9)1) [ [ir1(T (i) )]],~ ce qui contredit l'hypothèse. Comme Z
est irréductible et Z(Q t ) est dense dans Z par A.2 .2.3, Z est donc soit égal à l'un
des schémas Zs, soit contenu dans une fibre . Cette dernière possibilité étant inter-
dite par hypothèse, on en déduit l'énoncé cherché .

	

E

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition . Supposons que Z
ne soit pas un cotore algébrique translaté . D'après le lemme 4.6.1, si o : T

N

(Gm,k)" est général pour Z, alors pour tout 1 < i < n, il existe un tore quotient
S(i) de Ta i) de dimension n - 2 tel que Z = Z 5( ) . Comme les noyaux des projec-
tions T -~ Ski) engendrent T, les cotores algébriques images des 2(S( i))~ engen-
drent un cotore algébrique de dimension au moins n -1 laissant Z invariant par
translation, ce qui contredit l'hypothèse .

	

E

FAISCEAUX PERVERS t-ADIQUES SUR UN TARE

	

$49



550

	

GABBER ET LOESER

4.7 . Variantes relatives . Soit p: T -~ T' un morphisme de tores .

Définition 4.7 .1 . A tout objet A de Db (T, Q ~) on associe un fermé ep (A) de
~(T) défini de la façon suivante . Soit R dans tel qu'il existe un objet AR de
Db (T, R) dont A provienne par extension des scalaires . On associe â AR le fermé

SuppR[[~1(T)e]]Cône(Rp!(A Qx R LT) -a Rp (A OR LT))

de Spec R [ [ ici (T) ] ] . L'image inverse dans '(T)~ de ce fermé est indépendante du
choix de R et AR ; en tordant par 2, pour x dans '(T, Q~ )f , on obtient le ferme
a(A) de ~'(T) .

Si l'on vôulait être consistant avec les notations de 4.5, on pourrait noter

A(A) = Supp~(T) Cône(Rp!(A 0 2 T) -~ Rp (A Qx 2T)) .

Lorsque p est la projection sur un point, on a iXp(A) _ ~(A) .

PROPOSITION 4.7 .2 . Soit A un objet de Db(T, i) .
(i) Un point fermé x de '(T) appartient à O p(A) si et seulement si le morphisme

canonique

Rp ! (A ® ~x) ---> Rp (A 0 22 ))

n'est pas un isomorphisme.
(ii) Soit T T' x T" un isomorphisme de tores. On note pi les projections et on

identifie '(T)(Q~) à '(T')(Q1 ) x ~(T")(Q t) . Un point fermé x= (X 1 ,X2) de
d(T) appartient à a pi (A) si et seulement si le morphisme canonique

Rpi!(A ® p(2 2)) - Rpi (A 0 p(58 2 ))

n'est pas un isomorphisme .
(iii) Soient T

	

T'

	

T" des morphismes de tores. On suppose que le mor-
phisme canonique Rpi!(A)

	

Rpi (A) est un isomorphisme. On a alors l'égalité

Or2 (Rpl!(A)) = Pi-1 (A

	

(A)) .

(iv) Le fermé A p (A) est d'intérieur vide dans toutes les composantes connexes
du schéma '(T) .

(v) Soit j : T --* T une compactification comme en 4.3 dont on reprend les
notations. On suppose que T contient un ouvert contenant T tel que p se pro-
longe en un morphisme propre f --~ T' . (Il existe de telles compactifications :
par exemple la compactification T c (P1 ) 7 associée à une base de X (T) qui
contient une base de Ker(X (T) --> X (T') .) Le fermé p (A) est contenu dans
Supp~(T)(i*Rj*(A Qx £f' T)) .
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Démonstration . La démonstration de (i) est toute pareille à celle de 4.5 .1 (2) .
Soit x = (Xi , x2) un point fermé de '(T) . Comme on a un isomorphisme cano-
nique 2 x N pi (`') ©1,2 ( 1'x2 ), on déduit (ii) de (i) en utilisant la formule de
projection. Pour démontrer l'énoncé (iii), on remarque que, d'après (i), un point
fermé x de '(T') appartient à Ap2 (Rpi!(A)) si et seulement si le morphisme ca-
nonique Rp2~ (Rpp (A) Q 2x ) -i Rp2* (Rpp (A) p 2x ) n'est pas un isomorphisme,
et appartient à pi-1 (A 1, 2 o p 1 (A)) si et seulement si le morphisme canonique
R(p2 o P i ) ! (A Q pl2') -* R(p2 o P i ) * (A Q pl2') n'est pas un isomorphisme, et
on conclut par la formule de projection .
Pour démontrer (iv), commençons par supposer que p: T -> T' est un quo-

tient. Fixons un isomorphisme de tores T ^' T' x (Gm,k)', et notons pi les
projections. D'après 2.3.2, pour presque tout point fermé x de ~((Gm,k)r), le
morphisme canonique Rpi~(A Q p**2(2'x2)) - Rpi*(A Q P(2 2 )) est un isomor-
phisme, ce qui, avec (ii), permet de conclure. En général, on écrit p = 1,2 o pi,
avec Pi un morphisme fini de tores et 1,2 un morphisme quotient de tores .
Comme alors Rpi~ Rpi* , on déduit le résultat du cas précédent, grâce à (iii) .
Démontrons (v) . Soit x un point fermé de '(T) n'appartenant pas au fermé

Supp(e (T) (i*Rj* (A p $zfT)) . D'après 4.5 .1 (2), l'objet i*Rj * (A Q 2) est nul . Par
conséquent, le morphisme canonique Rj (A Q ') --f Rj * (A Q ') est un iso-
morphisme, ainsi que le morphisme canonique Rp 1(A Q x) - * Rp * (A Q 2x), ce
qui donne l'énoncé recherché, par (i) .

	

D

Les théorèmes 4 .1 .1 et 4 .1.1' admettent les variantes relatives suivantes .
Compte tenu de la proposition 4 .7.2, leur démonstration est identique à celle des
théorèmes 4.1 .1 et 4.1 .1' .

THÉORÈME 4.7 .3 . Soit p : T -~ T' un morphisme de tores. Soit A un objet de
Db(T, Q) . Pour tout caractère d'ordre fini premier à L, x dans ''(T, Q< )f , la ré-

union des composantes irréductibles de codimension 1 de A(A) n {x} x '(T ) e est
réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés de codimension un de

{x} x `~(T) .

	

eD

THÉORÈME 4.7 .3' . Soit p: T -+ T' un morphisme de tores, avec T de dimension
n sur k. On suppose que la résolution des singularités et la simplification des idéaux
sont valides pour les variétés de dimension < n définies sur k . Soit A un objet de
Db (T, Q) . Alors A(A) est contenu dans la réunion d'un ensemble fini de cotores
algébriques translatés de codimension un de (T) .

	

D

Remarque . Soit T N T' x T" un isomorphisme de tores . On note pi les pro-
jections et jti les immersion canoniques. D'après 4 .7 .2 (ii), pour tout objet A de
Db (T, Q), le fermé A1, i (A) est de la forme j' Z, avec Z un fermé de ''(T"), que
l'on notera A'1, 1 (A) . Un point fermé x de '(T") appartient à A'1, 1 (A) si et seule-
ment si le morphisme canonique Rpi ,(A Q 1,2 ('x)) -> Rpi * (A Q p*2(2x)) n'est
pas un isomorphisme . On déduit directement des théorèmes 4.7 .3 et 4.7 .3' les
énoncés analogues pour A'1,1(A) .
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5. Faisceaux pervers de caractéristique d'Euler-Poincaré nulle

5 .1 . Caractérisation des faisceaux pervers irréductibles de caractéristique
d'Euler-Poincaré nulle . L'énoncé suivant est le résultat principal de cette
section.

THÉORÈME 5 .1 .1 . Soit T un tore de dimension n > 0 et soit A un faisceau
pervers £-adique irréductible sur le tore T, vérifiant x(T, A) = 0 . Alors il existe un
tore quotient p : T --* T' de d imension n -1, un faisceau pervers t-adique A' sur T'
et un caractère x dans '(T, Q~) tels que

A N ~z ®p*(A'[1]) •

Nous aurons besoin de la variante relative suivante.

THÉORÈME 5 .1 .2 . Soit T un tore de dimension n > 0 sur k, soit X un k-schéma,
soit ic : T x X -~ X la projection et soit A un objet irréductible de Perv(T x X, Q~),
vérifiant [R7c!(A)] = 0 dans K(X) . Alors il existe un k-tore quotient p : T --* T' de
dimension n -1, un faisceau pervers £-adique A' sur T' x X et un caractère x dans
'(T, Q 1 ) tels que

A N lc '*($z) ® p* (A ' [ 1 ])

en notant p la projection T x X -~ T' x X et 7c' la projection T x X -* T .

PROPOSITION 5 .1 .3 . L'entier n étant fixé le théorème 5 .1 .1 entraîne le théorème
5.1 .2 .

Démonstration . On prend les notations du théorème 5 .1 .2 . Notons Z le sup-
port de A dans T x X, le point générique de l'image de Z par projection sur X,
et un point géométrique localisé en . On note k() le corps (algébriquement
clos) associé à . La fibre 7-1 (x) s'identifie naturellement aü tore T := T p k() .
Soit r le degré de transcendance de k() sur k . Considérons A := A 1,_1() [-r] .
C'est un faisceau pervers sur le tore T et on a x(T, A) = 0 . Soit A1 un sous-objet
irréductible de A. On peut lui appliquer le théorème 5 .1 .1 . Il existe donc un k( )-
tore quotient

p : T-~T'

un faisceau pervers B sur f', et un caractère x dans '(T, i ) '(T, Q~) tels
que

N

	

N

A1 N 2z Qx p*B[1] .

D' près 2.5, B est isomorphe à pH-1 Rp* (Â1 Q ~z-i) et A1 Q 2'i est c nonique-
ment isomorphe à p * (pH -1 Rp* (Ahp )) 1} . Ceci entr îne, toujours d' près 2 .5,
que le f isce u pervers pH -1Rp* (AQ 2z-i) n'est p s nul.
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Soit p: T -> T' un morphisme de k-tores dont p se déduise après extension des
scalaires . (Il est clair qu'il existe de tels objets.) Comme pH-iRp* (A Q 2'_i)
n'est pas nul, le faisceau pervers A' := PH A Rp *(A Q 2_i) n'est pas nul. Comme
p*A'[1] est un sous-objet de A Q 2x -1 par 2.5, et que A Q 9x-l est irréductible,
on a nécessairement A N 2 Qx p* (A' [1]) .

5 .2. Démonstration du théorème 5 .1 .1 . Commençons par établir le lemme
suivant .
LEMME 5.2 .1 . Soit T un tore de dimension n > 0 sur k et soit A un faisceau

pervers £-adique sur le tore T, vérifiant x(T, A) = 0. Soit p: T -f T' un tore quo-
tient de dimension n -1 . Si A n'a pas de sous-quotient de la forme p*A'[1] avec A'
pervers non nul, alors 0(A) et p'('(T')) n'ont pas de composante irréductible
commune dans ~( T) .

Démonstration. D'après 2.5, l'hypothèse faite sur A garantit que les objets de
cohomologie pervers pH-iRp*A et pH'Rp!A sont nuls . Ceci entraîne que Rp* A
et Rp !A sont pervers et donc, d'après 3 .4.3, que .Jl ! (R p ! A) et J*(R p*A) sont
génériquement nuls sur toutes les composantes irréductibles de ~(T') . Par con-
séquent le support du cône du morphisme canonique

JI!(Rp!A) -~ J*(Rp*A)

est génériquement vide sur toutes les composantes irréductibles de '(T') . On en
tire le résultat voulu, car, d'après 3 .3 .1(c), on a les égalités

Supp (Cône J1! (Rp!A) --> J * (Rp * A))

= Supp(Cône (L p"* (,!A) -~ L p"* (1 * A)) )

= Supp(Lp\ * ( Cône(.!A -* J* A)))

=PV- 1(o(A )) E

L'énoncé étant clair si n = 0, on suppose maintenant que n > 1 . Le théorème
sera conséquence des deux propositions suivantes .

PROPOSITION 5 .2 .2 . Soit T un tore de dimension n > 0 sur k et soit A un fais-
ceau pervers £-adique irréductible sur le tore T, vérifiant x( T, A) = O. On suppose
que iX(A) possède une composante irréductible de codimension 1 dans '(T) . Alors
la conclusion du théorème 5 .1 .1 vaut pour A .

Démonstration Quitte à tordre A par un faisceau de Kummer, on peut sup-
poser que A (A) a une composante irréductible de codimension Quitte à tor-
dre encore A par un faisceau de Kummer, on peut supposer, d'après 4 , que
4 (A) contient un cotore algébrique de dimension n - Autrement dit, il existe
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un tore quotient p : T --~ T' avec T' de dimension n -1, tel que l'image de
t (T' ) t dans (T)~ soit une composante irréductible de ~ 1 (A) . D'après le lemme
5.2.1, ceci entraîne que A a un sous-quotient de la forme p*A'[1] avec A' pervers
non nul. Comme A est irréductible, on a A = p*A'[1] avec A' pervers, ce qui
donne bien le résultat désiré .

PROPOSITION 5.2 .3 . Soit T un tore de dimension n > 0 sur k et soit A un fais-
ceau pervers £-adique irréductible sur le tore T, vérifiant x(T, A) = 0. On suppose
que toutes les composantes irréductibles de 0(A) sont de codimension au moins 2
dans '(T) . On suppose de plus que le théorème 5 .1 .2 est vérifié en dimension
n -1 . Alors la conclusion du théorème 5 .1 .1 vaut pour A.

Démonstration . Soit p : T --~ T' un morphisme quotient avec T' de dimen-
sion 1. Comme toutes les composantes irréductibles de A(A) sont de codimen-
sion au moins 2 dans «(T), et que l'ensemble des composantes irréductibles de
(T)est dénombrable, il existe, d'après le lemme 5 .2.5, un caractère x dans

'(T,Q) tel que

( .pV(Çig(T))fr,(A)

	

x~~= QS .

On peut de plus supposer, d'après 2 .3.2 et le lemme 5.2.5, que le morphisme
canonique

Rp!(A ® 9?x) --~ Rp*(A 0 2' )

est un isomorphisme. Quitte à remplacer A par A p 2, on peut donc supposer
que

PV(ç2( T~ ))
n
A(A) _

0

et que le morphisme canonique Rp!(A) -* Rp * (A) est un isomorphisme. Sous ces
hypothèses, Rp! (A) est un faisceau pervers sur T', d'après le lemme 2 .4, et, d'après
3 .3 .4 (iii), le schéma A(Rp!(A)) est vide . D'après le théorème 3 .4.3, (Rp!(A)) est
isomorphe à un module localement libre sur tout '(T'), de rang nul. Autrement
dit, Jl*(Rp!(A)) est nul, et donc, par 3 .4.6, le faisceau pervers Rp!(A) est nul. On
en déduit l'énoncé cherché en appliquant le théorème 5 .1 .2 à p : T -~ T' qui est de
dimension relative n -1 .

	

D

Le théorème 5.1 .1 est maintenant obtenu par récurrence sur n comme con-
séquence directe des propositions 5 .1 .3, 5 .2 .2 et 5 .2.3 et du cas trivial n = 0.

	

D

Remarque . Comme le lecteur pourra le vérifier, l'énoncé du théorème 5 .1 .1
reste valide si on considère des F~((T))-faisceaux au lieu de Q P-faisceaux. En
particulier l'énoncé vaut pour les Ft-faisceaux . Les démonstrations sont les
mêmes, à des changements mineurs près .
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5 .2 .4 . Soit T un tore de dimension n sur k . On dit qu'une propriété est véri-
fiée pour w-presque tout x dans '6'(T,Q): pour n = 0 si elle est vérifiée, pour
n =1 si elle est vérifiée pour x appartenant au complémentaire d'une partie
dénombrable de '(T, Q~), pour n > 2 si, pour tout isomorphisme de tores
T T' x T" avec T' de dimension 1, pour w-presque tout x' dans '(T', Q~) la
propriété est vérifiée pour w-presque tout x" dans t9(T", Q ~) .

LEMME 5.2.5 . Soit T un tore de dimension n sur k . Soit Z un sous-schéma
fermé de r9(T ), partout de dimension < d < n. Soit i : T" -> T l'inclusion d'un
sous-tore de dimension r . Alors, pour w-presque tout x dans '(T", Q~), l'intersec-
tion iv_l(x) n Z est partout de dimension < d - r .

Démonstration. En raisonnant par récurrence sur r, on se ramène au cas où
r =1 (le cas r = 0 étant trivial). Comme l'ensemble des composantes connexes
des schémas '(T) et '(T") est dénombrable, il suffit de vérifier que, si Z est
un sous-schéma fermé de ~(T)5 , partout de dimension < d <n, et i : T" --* T
l'inclusion d'un sous-tore de dimension 1, Ç' : 6'(T) 5 -~ '(T") ~ le morphisme
associé, il existe un ensemble fini W de points fermés de t'(T")~, tel que, pour x
n'appartenant pas à W, l'intersection Ç'-1 (x) n Z soit partout de dimension

d -1 . Il suffit de prendre pour W l'image dans I(T") 1 de l'ensemble fini des
fibres de ié contenant une composante irréductible de Z .

	

D

6. Support et variétés associées de *

6.1 . Support de dl* (A) . On démontre dans le théorème qui suit que le sup-
port de * (A) est toujours une réunion finie de cotores algébriques translatés
de '(T) .

THÉORÈME 6.1 .1 . Soit T un tore de dimension n sur k .
(a) Soit A un objet irréductible de Perv(T, Q~) . Il existe un tore quotient

p : T -* T', un caractère x de '(T, Q< ), et un faisceau pervers irréductible A' sur
T', vérifiant x(T', A') > 0, tels que l'on ait un isomorphisme

A ~x-1 Q p* (A') [ d ]

en posant d = dim T - dim T' . Le support de ./I* (A) et celui de JI! (A) est alors
égal au cotore algébrique translaté x pVÇ9(T) de 6'(T) .

(b) Soit K un objet de Db(T, QQ ) . Le support de J(K) est exactement la réun-
ion d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés . Les complexes dI!(K) et
J4(K) ont le même support. De plus si on définit le cycle associé d'un objet M de
D~ah ('(T )) comme Cyc(M) := x(M ){ }, pour parcourant l'ensemble des
points génériques des composantes irréductibles du support de M, on a

CYc(.~l!(K)) = s(CYc( .~*(K)))

en notant e l'opérateur sur le groupe des cycles localement finis de T) donné par la
multiplication par (-1)` sur les cycles de codimension c .
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Démonstration. Démontrons (a) . Si x(T, A) > 0, on prend pour p l'identité,
pour x le caractère trivial, et A' = A . Si x(T, A) = 0, A est de la forme 2'_i Q
p*A1 [1] avec p : T -* T1 la projection sur un tore quotient de dimension n -1,
d'après le théorème 5.1 .1 . On obtient par récurrence sur n que A est de la forme
désirée. D'après 3.4.3, comme x(T', A') > 0, le support de J*(A') est égal à

( T' ) . Comme, en dehors de 0(A' ), J* (A') et JI!(A') sont isomorphes, le sup-
port de JI !(A') est aussi égal à '(T') (d'après 3 .3 .4 (ii)) . On en déduit le calcul
du support de .Jl (A) et de Jl!(A) par 3 .3 .1 (d) et 3 .3 .1(g) . Remarquons que les
mêmes arguments donnent que Cyc(.H!(A)) _ (-1)"Cyc(dI(A)) .*

En général, si A est un faisceau pervers sur T, a une filtration de Jordan-
Hôlder

O=Aoc A1c . . . ç Am =A

et
m

Supp JI, (A) = U Supp .#* (A~/A i- 1 )
i=1

ce qui donne l'énoncé concernant le support de 4 * (A) dans ce cas. Le cas général
d'un objet de Db(T, i) s'y ramène, par t-exactitude (3.4.1) .

Pour achever la démonstration de (b), il suffit, d'après 3 .3 .1 (b), de démontrer
que les complexes J* (K) et inv* (JI* (DK)) ont le même support et le même
cycle associé. Par t-exactitude, on se ramène au cas où K est un faisceau pervers
et, en utilisant une filtration de Jordan-Hôlder, au cas, déjà traité, où K est un
faisceau pervers irréductible .

	

D
THÉORÈME 6.1 .2. Soit T un tore de dimension n sur k . Soit A un objet de

Perv(T, Q). Soit p : T -* T' un tore quotient propre de T et soit x dans
~(T, i<) .

(a) Soit f le faisceau d'idéaux définissant x • pvç(T') dans ~(T) . Il existe un
unique sous-objet A5 de A tel que J* (A5) soit le sous-module maximal de * (A)
annulé par f.

(b) Il existe un unique sous-objet A X ,T~ de A tel que JI* (AX,TI) soit le sous-
module maximal de J(A) de support contenu dans x • p`'~(T') .

Démonstration. Pour démontrer (a), on peut se ramener au cas où x est le
caractère trivial . Notons 554 (A) le sous-module maximal de JZ * (A) annulé par
f et d la dimension du noyau du morphisme p : T -* T' . La t-exactitude (3 .4 .1)
de dl * , jointe à 3.3 .1(c), donne que pour -d < j < 0, on a des isomorphismes
canoniques

dl * ("H~R7c *A) Jor~7) ((9 '(T)/f, *(A)) .

En faisant j = -d et en utilisant la dualité locale entre ora~(T) et éxtâ

	

on
~B(T )

obtient que 5 .14(A) est fonctoriellement isomorphe à J*(pH-dRi*A) . Posons
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U(A) = p*(pH - (lRp*A)[dJ . C'est naturellement un sous-objet de A par le plonge-
ment iA : U(A) -* A rappelé en 2.5 . D'après 3.3 .1 (d) on a Jl* (U(A)) _ 5JI (U(A)) .
Pour vérifier que le morphisme canonique J * (U(A)) -~ J * (A) induit un iso-
morphisme # (U(A)) - 5*(A) il suffit donc de vérifier que le morphisme
canonique JI * (pH-dRic * U(A)) -> '#* (PH_dRjcA)* est un isomorphisme. D'après
3.4.6 ceci équivaut au fait que le morphisme canonique pH~"Ri* U(A) ->
pH~dRi*A soit un isomorphisme . Comme le foncteur f * [d] est pleinement fidèle
sur les faisceaux pervers [BBD, Proposition 4 .2.5], ceci équivaut au fait que le
morphisme canonique U(i4 : U(U(A)) - U(A) soit un isomorphisme, ce qui est
clair par la description rappelée en 2.5 de U(A) . Posons A5 = U(A) et démon-
trons l'unicité . Soit B un sous-objet de A tel que 4 *(B) soit annulé par J . D'après
ce qui précède le morphisme canonique * (U(B)) --* Ç (B) est alors un iso-
morphisme et on déduit de 3 .4 .6 que U(B) = B . Ceci entraîne, d'après 2.5, que B
est un sous-objet de A5 . Si B est un sous-objet strict de A5, ~l * (B) est un sous-
module strict de 5 J (A) d'après 3.4 .6, ce qui démontre l'unicité .
Démontrons (b) . Pour obtenir A X ,T', on considère la suite croissante de sous-

objets A5 de A définie par récurrence par A 5 = 0 et

Ajn/Aj n- i _ (A/Aj n- i )j

pour n > 1 . Comme A est de longueur finie cette suite est stationnaire et sa limite
donne l'objet A x ,Tl .

	

0

Il paraît difficile en général de déterminer l'image essentielle du foncteur * .
On a néanmoins l'énoncé suivant.

PROPOSITION 6.1 .3. (1) Pour tout objet A de Perv(T, Q~), les deux énoncés sui-
vants sont équivalents :

(i) A [-dim(T )] est un Q efaisceau lisse modéré sur T ;
(ii) le module Jl * (A) a un support de dimension 0 .

(2) Le foncteur #* induit un foncteur entre la catégorie des faisceaux pervers
de la forme F[dim(T)] avec F un Qfaisceau lisse modéré sur T et celle des
faisceaux cohérents de (9( T )-modules à support fini qui est une équivalence de
catégories .

Démonstration . Un faisceau pervers sur T est de la forme F [dim(T )] avec F
un Q -faisceau lisse modéré sur T si et seulement si ses facteurs simples sont de
la forme 2x [dim(T )] avec x un caractère à valeurs dans Q. D'autre part, d'après
6.1 .1 (a), si A est un faisceau pervers irréductible sur T, le support du module
,* (A) est de dimension zéro si et seulement si A est de la forme 2x[dim(T )]
avec x un caractère à valeurs dans Q t . On déduit directement l'équivalence de (i)
et (ii) de ces deux faits ; elle peut aussi être établie directement (cf. [La3] ) .

L'équivalence de catégories (2) en résulte, d'après l'équivalence de catégories
entre les ici (T,1) t-modules de type fini sur R, pour R l'anneau des entiers d'une
extension finie de Q~, et les faisceaux lisses constructibles modérés de R-modules,
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compte tenu du calcul de * (F [dim(T )] ), pour F un Q t-faisceau lisse con-
structible modéré sur T, effectué en 4 .2 .2.4 .

	

D
6.2 . Variétés associées de J * (A) . Sous des hypothèses d'existence de réso-

lution des singularités, on a l'énoncé suivant .

THÉORÈME 6 .2 . Soit T un tore de dimension n sur k . On suppose que la réso-
lution des singularités et la simplification des idéaux sont valides pour les variétés
de dimension < n définies sur k . Soit A un objet de Perv(T, Q) .

(a) L'ensemble des variétés associées au module cohérent .,kÇ (A) est l'ensemble
de toutes les composantes connexes d'un ensemble fini de cotores algébriques
translatés de Ç (T) .

(b) Pour tout entier r, il existe un unique sous-objet A r de A tel que * (Ar ) soit
le sous-module cohérent maximal de * dont le support est de dimension < r .

Démonstration. On démontre (a) par récurrence sur n, en commençant par
supposer que A est irréductible. Il suffit alors de considérer le cas où x(T, A) > 0.
En effet, quand x(T, A) = 0, d'après le théorème 5 .1 .1, A est de la forme 2 x Q
p* (A' )[1} avec p : T -i T' un quotient propre, A' un faisceau pervers irréductible
sur T', et x dans «~'(T, Q~ ), et dans ce cas, d'après 3.3.1 (d) et 3 .3 .1(g), l'énoncé
pour A se déduit de celui pour A' .

Supposons donc que x(T, A) > 0 . Par les théorèmes 3.4.3 et 4.1 .1', dl (A) est
alors isomorphe à un module qui est localement libre de rang strictement positif
en dehors d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés de codimension
un de '(T) . Notons JI* (A) tor le sous-module de torsion maximal de J* (A) . Le
support de J/* (A) tor est donc contenu dans un ensemble fini de cotores algé-
briques translatés de codimension un de T) . Si le module * (A) tor n'était pas
réduit à {0}, on aurait, par le théorème 6 .1 .2 (a), un sous-objet non nul A' de A
tel que Jl* (A') soit de support contenu dans un cotore algébrique translaté
propre de I (T ), ce qui contredirait le fait que A soit irréductible . Par suite, les
seules variétés associées à Jl *(A) sont les composantes de 9(T) .

Dans le cas général, en utilisant une filtration de Jordan-Hôlder de A, on
déduit du cas irréductible que l'ensemble des variétés associées à * (A) est con-
tenu dans la réunion des ensembles de composantes des membres d'un ensemble
fini de cotores algébriques translatés de '(T) . Soit p: T --f T' un tore quotient
propre de T et soit x dans ~(T, Q~ ) .

Il reste à démontrer que, si l'intersection de x • p`' e2 (T') avec une composante
connexe de '(T) est une variété associée, alors toute composante connexe de
x • p"c'(T') est une variété associée. Mais, d'après 6 .1 .1 (a), Supp .14(Ax,T')
est la réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés. Comme
Supp * (AX,TF) est contenu dans x • pW '(T'), et que son intersection avec
une composante connexe de (T) rencontrant x • p' c ' (T') est égale à celle de
x • p\1c'(T') avec cette composante connexe, on a nécessairement l'égalité

Supp *(Ax,T') = x • pv çg (T') .
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Démontrons (b) par récurrence sur la longueur de A. Si d(A) a un sous-
module cohérent non nul dont le support est de dimension < r, il a, d'après (a),
une variété associée de la forme x • pVc2(T') de dimension < r . D'après le théo-
rème 6 .1 .2 (a), il existe un sous-objet non nul de A dont le transformé de Mellin
par a pour support cette variété, et on conclut en appliquant l'hypothèse de
récurrence au quotient de A par ce sous-objet .

	

D

6.3. Support des fibres

Définition 6.3 .1 . Soit X un schéma et soit K un complexe parfait sur X. Pour
tout entier i, on note Supp fib *'(K) le fermé

Supp fib ~'(K) :_ {x e X~ H`(K x ®âx k(x)) # 0},

avec k(x) le corps de x .

L'énoncé suivant est probablement bien connu . Nous en donnons une démon-
stration en appendice (A.4) .

PROPOSITION 6.3 .2 . Soit X un schéma régulier et soit K un complexe parfait sur
X. Les conditions suivantes sont équivalentes .

(i) K E D~oh(X)'' ° (i.e., pour tout i < 0,

	

(K) = 0), resp., K E D~oh(X)'' ° et
°(K) est sans torsion .
(ii) Pour tout i > 0 codim Supp ~xt i (K, (9) > i (resp ., i + 1) .
(iii) Pour tout i > 0 codim Supp fib *'1(K)

	

- > i (resp ., i + 1) .
(iv) Pour tout i > 0 codim Supp fib i ( DK) > i (resp., i + 1) .

THÉORÈME 6.3 .3 . Soit T un tore de dimension n sur k . On suppose que la réso-
lution des singularités et la simplification des idéaux sont valides pour les variétés
de dimension < n définies sur k . Soit K un objet de Db(T, Q~) . Pour tout entier i,
le fermé Supp fib i(J (K)) est la réunion d'un ensemble fini de cotores algé-
briques translatés de ~G'( T) .

Démonstration . Comme Supp fib $ i(d (K)) est fermé, il suffit de démon-
trer qu'il appartient à la sous-algèbre de Boole des ensembles constructibles
engendrée par les cotores algébriques translatés .

D'après 3.4.3 et 3 .4.1, le module `(J*(K)) est localement libre en dehors de
A(p i(K)) . D'après 4.1 .1', le fermé 0(p i(K)) est contenu dans un fermé Zi
qui est réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques translatés propres
de '(T) . On pose Z := U a J b Zj pour a et b tels que K soit dans pD["1 En
dehors de Z, l'objet * (K) est localement isomorphe à 0 j i(J K)[ j], les
fermés Supp fib .'i ( ,K (K)) et Supp *'(Ni (K)) coïncident, et l'intersection
de Supp )i(d4 (K)) avec '(T) - Z est, soit vide, soit égale à '(T) - Z tout
entier, d'après 3 .4.3. On peut maintenant terminer la démonstration par ré-
currence sur n . En effet, soit x • p`' 2 (T') un cotore translaté contenu dans Z . On
note j : ~(T') -> '(T) le morphisme d'inclusion x pV . Comme, par définition,
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Supp fib i commute à l'image inverse, on a l'égalité

j -1 Supp fib*1 (J* (K)) = Supp fib i(Lj*( (K)))

ce qui permet de conclure par récurrence, car on a un isomorphisme

Lj*( *(K)) N * (Rp (K® `'))

d'après 3.3 .1 (c) et (g) .

	

p

6.4. Compléments sur Perv ;nt et stabilité par image directe . On a la descrip-
tion suivante des objets de Perv(T, Q) .

PROPOSITION 6.4 .1 . Soit T un tore de dimension n sur k . Soit A un objet de
Perv(T,Q ) .

(1) Si les modules J1(A) et J (D(A)) sont sans torsion alors A est un objet de
Pervint(T, Qs) .

	

_
(2) Réciproquement, si A est un objet de Pervint(T, Q), les sous-modules de

torsion maximaux de J(A) et de J (D(A)) ont un support partout de codi-
mension > 2. Si on suppose de plus que la résolution des singularités et la sim-
plification des idéaux sont valides pour les variétés de dimension < n définies sur k,
alors les modules

	

(A) et J4 (D(A)) sont sans torsion .

Démonstration. Démontrons (1) . Soit A un objet de Perv(T, Q) tel que
J(A) soit sans torsion . Soit B un sous-objet de A appartenant à S(T, Q t ) ;
d'après 3.6 .3,

	

(B) est un sous-module de torsion de .l (A) . On a donc
* (B) = 0, ce qui, par 3 .4.6, entraîne que B est nul . On a donc At = 0. Duale-

ment, si

	

(D(A)) est sans torsion, At est nul .
Démontrons (2) . D'après 4 .1 .1 et 3 .4.3, dans chaque composante irréductible

de ''(T ), le faisceau cohérent .#(A) est localement libre en dehors d'un ensem-
ble fini de cotores algébriques translatés de codimension un et d'un fermé de
codimension au moins 2 . Si le support du sous-module de torsion maximal de

(A) n'était pas partout de codimension au moins 2, il existerait un tore quo-
tient propre p : T - T', un point fermé x de T), et un sous-module non nul
de (A) de support contenu dans x • p"7(T' ) . D'après 6.1 .2 (b), il existerait
alors un sous-objet B non nul de A tel que le support de .fil (B) soit contenu
dans x • pV?(T' ), ce qui contredirait l'hypothèse. Sous l'hypothèse de résolution
des singularités, le sous-objet A n_1 de A donné par le théorème 6.2 (b) est nul, ce
qui prouve que #(A) est sans torsion. On raisonne de même pourJ* (D(A)) .

LEMME 6.4 .2 . Soit iv : T --* T' un morphisme de tores. Soit A un objet de
S(T, Q) tel que le morphisme cano nique Rlc !(A) -- R7c (A) soit un isomorphisme .
Alors Rrc!(A) est un objet de S(T', Q).

Démonstration . D'après le lemme 2.4, Rlc ! (A) est pervers. L'énoncé résulte
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donc de ce que, d'après le théorème 3 .4.3, un faisceau pervers B est dans
S(T, Q~) si et seulement x(T, B) = 0, et de ce que on a x(T', Rit (A)) = x(T, A) .

D

THÉORÈME 6.4 .3 . Soit T un tore de dimension n sur k . On considère un iso-
morphisme de tores T N T' x T". On note pl les projections. On suppose que
la résolution des singularités et la simplification des idéaux sont valides pour les
variétés de dimension < n définies sur k. Soit A un objet de Pervint(T, Qt ) . Alors,
il existe un fermé Z de '(T"), réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques
translatés propres de ~(T"), tel que, pour tout point fermé x n'appartenant pas à
Z, le morphisme canonique Rpi(A Q p2(t )) --* Rpi (A ®p('))2 soit un iso-
morphisme et Rpi (A xQ p2 (t )) soit un objet de Pervint(T', Q,) .

Démonstration. Commençons par remarquer qu'il suffit de démontrer qu'il
existe un fermé W (A) de '(T"), réunion d'un ensemble fini de cotores algébriques
translatés propres de '(T"), tel que, pour tout point fermé x n'appartenant pas
à W(A), le morphisme canonique Rpi!(A Q p2('x)) --> Rpi(A pp2('x)) soit
un isomorphisme et tel que .# ( R pi (A Q p2(')) soit (isomorphe à) un module
sans torsion . En effet, le fermé Z = W (A) u inv(W(DA)) convient alors, d'après
6.4.1, vu que, pour x n'appartenant pas à Z, on a les isomorphismes

,N*(D(RPi*(AOO P2( 2?x)))) ~ ~*~RPI!D(A4P2~~x)))

'=(RPI!(DA®Pi(2'x-')))

^-' Jé* (RPi *(DA D P2(2'X-~))),

et que le dernier objet est par hypothèse (isomorphe à) un module sans torsion .
Démontrons l'existence de W(A) . D'après le théorème 4.7.3' et la remarque

qui le suit, il existe un fermé W1, réunion d'un ensemble fini de cotores algé-
briques translatés propres de ~(T"), tel que pour tout point fermé x de '(T")
n'appartenant pas à W1, le morphisme canonique

Rpi!(A ® P(2')) -f RPi (A 0 P2($t?x))

soit un isomorphisme . D'après 6 .3 .2, 6 .3 .3 et 6.4.1, pour i > 0, Supp fib -l (J*A)
est une réunion finie de cotores algébriques translatés de codimension > i + 1 . (On
peut appliquer 6 .3 .2, car d'après 3 .3.2, les composantes connexes de '(T) sont des
schémas réguliers .) Soit 1472 le fermé image par la projection (p : '(T) --> ~(T") de
tous ces cotores algébriques translatés, pour i variable, qui ne se projettent pas sur
9(T") . On pose W (A) = W1 u W2 . Pour terminer la démonstration, il suffit de
vérifier que, pour x n'appartenant pas à W2, le complexe J (Rpi (A 0 p2(2x))
vérifie les conditions de 6 .3 .2.

Soit x un point fermé de ~(T") n'appartenant pas à YV2 . Soit j : çP -i (x) -f

'(T) l'inclusion de la fibre de x . On a un isomorphisme naturel ~p - i ( x) N ~(T' )
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qui permet d'identifier Jl * (R pi * (A p p2 (2z) à Lj * (Jl * (A) ), d'après 3.3 .1 (c) et
3.3.1(g) . On a

Supp fib 9-`(LJ*(~*A)) = 1-1 (SuPP fib r-`(Jé*A))

_ ''(x) n Supp fib -~'('A) .*

Par conséquent, comme au voisinage de ~pr l ( x), Supp fib ~ t (.*A) est soit
vide, soit composé de cotores algébriques translatés qui se projettent sur
%(T") par ~p, on a codim~(T1')Supp fib -l ( * (Rpi *(A 0 P (2x))))
codim ~( T ) Supp fib '`(.H(A)), ce qui donne le résultat par 6 .3 .2.

	

D

Sans hypothèse de résolution des singularités on a un résultat similaire pour
w-presque tout x dans '(T", Q t), au sens de 5 .2.4, quand T' est de dimension 1 .

PROPOSITION 6.4.4. Soit T un tore de dimension n sur k . On considère un iso-
morphisme de tores T T' x T" avec T' de dimension 1. On note p l les projec-
tions . Soit A un objet de Perv ;nt (T, Pour w-presque tout x dans '(T", Q~),
le morphisme canonique Rpiv(A Q P(2')) -p Rpi *(A Q p2(2z )) est un isomor-
phisme et Rpi* (A Q P(2)) est un objet de Perv ;nt (T', Qt )

Démonstration. Soit Z le complémentaire de l'ouvert maximal sur lequel
* (A) et inv* (4l * (D (A))) sont (isomorphes à des modules) localement libres .

D'après la proposition 6 .4.1, Z est un fermé partout de codimension > 2 dans
~( T), car un module cohérent sans torsion est localement libre en dehors d'un
fermé de codimension > 2 . D'après la proposition 4 .7 .2, il existe un fermé Z', part-
out de codimension > 1 dans '(T"), formé des x tels que le morphisme canonique
Rpl!(A Q p*2('z)) -~ Rpi*(A Q p2(2x)) ne soit pas un isomorphisme . Notons 'p
le morphisme '(T) -3 '(T") . Comme Z est partout de codimension > 2 dans
'(T), d'après le lemme 5 .2.5, pour w-presque tout x dans '(T", Qt ), l'inter-

section ~p -i (x) n Z est vide, et de plus on peut imposer que x n'appartient
pas à Z' . On en tire, par la proposition 6 .4.1, l'énoncé recherché, car pour
de tels x les modules * (Rpi *(A Q p(2))) et, J* (D(Rpi* (A 0 P(2))))
sont localement libres . En effet, notons j : qr'(x) -; '(T) l'inclusion de la fibre
de x . On a un isomorphisme naturel -p' (z) ~(T') qui permet d'identifier

*(Rpi * (A Q p2(2z))) à Lj*(J*(A)), d'après 3 .3.1 (c) et 3 .3 .1(g), ce qui donne
que, pour de tels x, * (Rpi* (A Q p(2))) est localement libre . De même, pour
de tels x, on a des isomorphismes

Lj*(inv*(.~*(D(A)))) ^-' inv*.fil* (RPi *(D(A ® Pi(2'x))))

inv*.,#*(D(RPl!(A p pi(~x))))

^_- inv*.,*(D(RPl*(A OO P2('x))))>
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ce qui donne bien que, pour de tels x, JI*(D(Rpl,(A p p2(~x )))) est localement
libre .

	

E

COROLLAIRE 6.4 .5 . Soit T un tore de dimension n sur k . On considère un iso-
morphisme de tores T N T' x T" avec T' de dimension 1 . On note p~ les projec-
tions. Soit A un objet de Perv(T, Q). Pour w-presque tout x dans '(T", Q), on a
un isomorphisme canonique dans Pervint(T', Q)

(Rpi(A* O p*2(~x)))int Rpl*(Aint O p2(Éx))

Démonstration. Soit A un objet de Perv(T, Q e ) . D'après 6 .4.4, il suffit de
démontrer que, pour w-presque tout x dans ~(T", Q~), on a un isomorphisme

(Rpi(A* O p(')))

	

2int N (Rpi(A t*inXO p(2'))) .

D'après le lemme 6 .4.2 et le corollaire 2 .3 .2, si C est un objet de S(T, Q), pour w-
presque tout x dans ~(T", Q), Rpl* (C O p2(~x )) est un objet de S(T", Q) . En
utilisant la suite exacte de faisceaux pervers,

0- At->A--*A/At--~O,

on en tire que, pour w-presque tout x dans ' (T", Q), les objets Rpl * (A O P(- x))
et Rpl* ((A/At ) O p(2)) sont des faisceaux pervers et qu'on a un isomorphisme
canonique dans Pervint (T', Q)

(Rpi(A* O p*2(~x)))int ti (Rpi((A/A,)

	

* O p(2'))) .

De même, on tire de la suite exacte

0 -* At/At n A t --~ A/At - A/At + At -> 0,

que, pour w-presque tout x dans '(T", Q~), Rpl* ((At/A t n A t) O p2(2x)) est un
faisceau pervers et qu'on a un isomorphisme canonique dans Pervint (T', Qe)

(Rpi((A/A,)

	

*O p2(~x)))int

	

(Rp1((A'/A t

	

* nAt ) O p2(t )))int

ce qui donne le résultat par la définition de Aint •

	

E

COROLLAIRE 6.4 .6. Soit T un tore de dimension n sur k . On considère un iso-
morphisme de tores T T' x T" avec T' de dimension 1 . On note pi les projec-
tions . Soient A et B des objets de Perv; nt (T, Q) . Pour w-presque tout x dans
'(T", Q), on a un isomorphisme canonique dans Pervint(T', Q)

RPl*((A OO Pz (2x)) *jnt (B B Pz(2'x)))

^-' Rpl*(A O P2(2x)) *int RPi*(B O P2(2x))
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Démonstration. Pour w-presque tout x dans ~(T", Q~), d'après la proposi-
tion 6.4.4, les complexes Rpi* (A 0 p*2(2z)) et Rpi* (B 0 p*2(2z)) sont des objets
de Pervint (T', Q) . Le corollaire résulte de ce que, pour w-presque tout x dans
'(T", Qe), on a les isomorphismes canoniques suivants dans Pervint(T', Qe)

Rpi* (A 0 p22z) *int Rpi* (B 0 P 2'x )

Les isomorphismes (1) et (7) résultent de 3 .7.3 et les isomorphismes (2) et (6) résul-
tent de 2.6. L'isomorphisme (3) résulte de ce que le bifoncteur ** (resp ., le fonceur
Rpi*) est t-biexact (resp ., t-exact) â droite . L'isomorphisme (4) est conséquence de
2.3.2 et 2.4 et (5) de 6.4 .5 .

	

D
Remarque. En utilisant la théorie des . ensembles sous-analytiques rigides

développée par L. Lipshitz dans [Li], on peut remplacer "pour w-presque tout x
dans ~(T", Q~)" par "pour tout x dans '(T", Q t ) dans le complémentaire d'une
union dénombrable d'ensembles sous-analytiques rigides partout de codimen-
sion > 1" dans 6.4.4, 6 .4 .5 et 6 .4.6 .

6 .5 . Enveloppe réflexive de * (A)

THÉORÈME 6.5 .1 . Soit T un tore de dimension n > 0 sur k. On suppose que
la résolution des singularités et la simplification des idéaux sont valides pour les
variétés de dimension < n définies sur k. Soit A un faisceau pervers sur T, tel que
#* (A) soit (isomorphe à un module) sans torsion. Il existe un monomorphisme de

faisceaux pervers i : A -~ A', avec A' un faisceau pervers sur T, tel que * ( A') soit
isomorphe à l'enveloppe réflexive de d*(A) via le morphisme associé à i .

Démonstration . Pour tout (9( T)-module cohérent sans torsion M, on notera
M son enveloppe réflexive . Observons que M peut être caractérisé comme étant
maximal parmi les (9 . (T)-modules cohérents sans torsion N contenant M tels
que le support de N/M soit de dimension < n - 2 .

On utilise le lemme suivant .

( 1 )

(Z)

"H°(Rpi*(A 0 P2) ** Rpi*(BOx p2~z))int

pH°(Rpl*((A ** B) 0 p2 tz))int

(3) N "H°(Rpl*("H°((A** B) Op *Z l z)))int

(4) Rpl*("H°((A ** B) 0 p2 ' ))int

(5 ) Rpi*("H°((A ** B) 0 p2))

(6) Rpi * ("H° ((A 0 P22z) ** (B 0 p2zz))int)

(7) ^-' Rpi*((A 0 P ' x) *int (B xO P22x))
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LEMME 6.5.2 . Soit T un tore de dimension n sur k . Soit p : T -* T' un tore
quotient de dimension n -1 . Soit x un point fermé de '(T) . Soit f une équation du
cotore algébrique translaté x • pV 2(T') dans 6'(T) . Pour tout faisceau pervers A
sur T il existe un faisceau pervers f 1A et un morphisme A -* f-1A tels que

Jl * (A -> f -1A) N d* (A) -~ f-1J* (A) .

De plus, on a un isomorphisme

Cône(A --~ f -1 A) N Cône(f-lA -~ f-1f-'A)

Démonstration . Par torsion on se ramène au cas où x est le caractère trivial.
Commençons par considérer le cas T = Gm ,k et A = b{1} .

Dans ce cas f est l'équation t de l'origine dans '(Gm,k), et on peut prendre
t-1 b{ 1 } = j!(Q~)[1] avec j: Gm,k - { 1} --~ Gm,k l'inclusion, le morphisme 5{ i } ->
t-15{1} étant le morphisme bord du triangle distingué associé à la suite exacte de
faisceaux

C'est aussi le premier morphisme de la suite exacte de faisceaux pervers

0

	

8 {1} -*j!(Qe)[1] -; Qt[1] -~ 0,

et on a un isomorphisme

Cône(8{ 1 } -~ t-1S{1})

En effet, par 3.4.3 et 3.5.3, #*(j!([1]))Q

	

est isomorphe à un module localement
libre de rang 1, et, par 3 .3 .1 (d),

	

([1])Q

	

est isomorphe au module de support
l'origine de longueur 1 .

Dans le cas général on procède comme suit. On note i: Gm,k -> T l'inclusion
du noyau de la projection p, et on définit A -> f-1A par

A = A ** i ( 5{ l}) -~ f -1 A = A ** i (t -1S{1 }),

et on obtient le premier énoncé par 3.3 .1 (c) et (f) .
Pour obtenir le deuxième énoncé, on remarque qu'on a un isomorphisme

t-'5{1} ** Cône(b{ 1 } -* t i S{1}) N Cône(b{ 1 } -- t 1 ${ i })

d'après la proposition 6 .1 .3, les deux termes ayant des transformés isomorphes
par .,# . p
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Démontrons le théorème 6.5 .1. On peut supposer que A n'est pas nul . Par
3.4.3 et 4.1.1', d(A) est (isomorphe à un module) localement libre en de-
hors d'un ensemble fini de translatés de cotores algébriques de codimension 1
d'équations fi , . . . , fm . D'autre part, d'après 3 .4.6, pour tout i, le morphisme
A --p (fi ) -1A, donné par le lemme 6 .5.2, est un monomorphisme. Si, pour tout i,
il n'existe pas de sous-module N de (fi ) -1 . # (A) contenant strictement d(A) et
tel que N/J (A) ait un support de dimension < n - 2, alors * (A) est égal à
son enveloppe réflexive d'après l'observation préliminaire.

On peut donc supposer qu'il existe i et un sous-module N de (fi )-1 ' (A)
contenant strictement

	

(A) et tel qûe N/J* (A) ait un support de dimension
n - 2. Quitte à agrandir N on peut supposer que N est maximal parmi

les modules ayant ces propriétés . D'après le théorème 6 .2 (b), il existe un sous-
faisceau pervers K de (f)A/A-1 tel que hÇ(K) = N/JI * (A) . Par produit fibré,
on obtient un faisceau pervers A( 1 ) contenant A tel que

J (A -~ A (1) ) (dl (A) -~ N) .

On construit ainsi une suite A( i ) dont il reste à montrer qu'elle est station-
naire . Pour cela remarquons que les composants simples des A(i+1) /A(i) sont des
composants simples de (fi, )- 1 . . . (f, -1 A/A pour i 1 , . . . , ik convenables dans
{1, . . . , m} . On tire de la dernière assertion du lemme 6 .5.2 que les composants
simples des (fti, )-1 . . . (fY 1Ak appartiennent à l'ensemble fini des composants
simples des (fj1)1- . . . ( fj )A,r -1 {ji , . . . , jr} décrivant l'ensemble des parties de
{1, . . . , m} . Si la suite des A(i) n'était pas stationnaire, les composants simples des
A(t")/A(` ) prendraient une infinité de fois la même valeur, ce qui contredirait la
cohérence de M pour M = J* (A), d'après 3 .4 .6 .

	

D

7. Le cône de 1'! --'

7.1 . Le foncteur

	

. On note A # le foncteur exact

Ad1: Db (T, Q2) --* Dcoh('(T))

qui, à un objet K de Db (T, Q t ), associe le cône du morphisme canonique
JI!(K) --~ .14(K) . (En général le cône d'un morphisme dans une catégorie trian-
gulée est défini à isomorphisme non unique près, mais on peut le rigidifier dans les
cas considérés ici en travaillant dans les topos de [Dl, (4 .3 .4)] . On a 4 (K) _
RF(T mod T, j !(K Q 2T)) [1] pour une compactification j: T - T et on con-
struit un système transitif d'isomorphismes entre les foncteurs associés aux diverses
compactifications .) Par définition, pour tout K dans Db (T, Q), le support de
tJI(K) est égal à 0(K) .

PROPOSITION 7.1 .1 . Soit A un objet de Perv(T, Q). En dehors d'un fermé
partout de codimension > 2 de '(T), l'objet eJI (A) est concentré en degré 0 et
est isomorphe à un module de torsion .
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Démonstration . Comme '(#(A)) = 0 pour i 0 d'après 3.4.2, on a, pour
tout i > 0, un isomorphisme W' (Adl(A)) °'+1(dI!(A)) . D'autre part, ~(A)
étant, d'après 3 .3 .1 (b), isomorphe au dual (total) d'un module cohérent, le sup-
port de ~e '+1 (Àl! (A)) est partout de codimension au moins i + 1 (cf . 6 .3 .2) ;
de plus, d'après 3 .3.4, le support de A N(A) est partout de codimension > 1 . Il
reste donc à démontrer que

	

-1(A.#(A)) = 0. Pour cela on remarque que
-1 (A H(A)) est un sous-objet du faisceau *°(.#A), qui est sans torsion,

étant isomorphe, d'après 3 .3 .1 (b) au dual (naïf) du faisceau inv * ° (.t* (DA)) .
0

Pour A un objet de Db (T, Q~), d Jt(A) a un support partout de codimension
au moins 1, d'après 3.3.4. On note Div A Jl (A) le diviseur qui lui est associé (cf.
[KnM]) dans '(T) . Quand A est pervers, la proposition précédente donne que
le diviseur Div A ,l (A) est effectif et que son support est égal à la réunion des
composantes irréductibles de codimension 1 du support de A.N(A) . De plus, on
peut alors parler du type de A t(A) au point générique d'une composante
irréductible de codimension 1 de son support (i .e., la suite d'entiers (ai, . . . , ak)
telle que al > • • > ak > 0 et r°(A .#(A))~ ~~

	

/(ica ),` ic étant une
uniformisante de (9 (T),) .

7.2. Le résultat principal. Le résultat principal de cette section est le suivant .

THÉORÈME 7.2 .1 . Soit A un objet de Db(T, Q~) .
(1) Le diviseur Div a.#(A) est de la forme

Div eJe(A) - x,T'x ' pV`?(T ! )

avec ax ,T' des entiers presque tous nuls, x dans '( T, Q < ) et p : T -- T' des tores
quotients de dimension n -1 de T . De plus, la réunion des composantes irréductibles
de codimension 1 du support de AJl (A) est exactement la réunion d'un ensemble fini
de tatares algébriques translatés de dimension n -1 de '(T) .

(2) Si A est pervers et si x • pV~(T') est un tatare algébrique translaté de codi-
mension 1 contenu dans le support de A N(A), le type de A.#(A) au point gén-
érique d'une composante connexe de x pV c'(T') est indépendant de la composante
connexe .

Démonstration. Pour (1) commençons par remarquer qu'il suffit de traiter
le cas où A est pervers . En effet, si on remplace les catégories M~ oh (' (T)) et
D~oh (~( T ) ) par leurs localisées par rapport à la sous-catégorie épaisse des objets
de support de codimension au moins 2 (cf. 3 .6), le foncteur A.# devient t-exact
d'après la proposition 7.1 .1 .

Supposons donc que A est pervers . Le point clé est l'énoncé de prolongement
suivant qui sera démontré dans le prochain numéro .

PROPOSITION 7.2 .2 . Soit A un objet de Perv(T, Q~) . Soit x dans '(T, Q~ ) et
soit p: T -* T' un tore quotient de dimension n - l. S'il existe une composante
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connexe C de Ç(T) telle que l'intersection du support A(A) de AJI(A) avec C
contienne (x • pVÇ(T')) n C et si (x • p VC(T')) n C n'est pas vide, alors A(A)
contient x • pc(T') . De plus, le type de AJI(A) au point générique d'une com-
posante connexe de x • pV2( T' ) est indépendant de la composante connexe.

Pour obtenir le théorème à partir de la proposition, il reste à établir que
l'ensemble des translatés de cotores de dimension n -1 contenus dans A(A) est
fini. On peut supposer que la dimension n de T est strictement positive, le
cas n = 0 étant clair. On fixe un isomorphisme de tores T T' x S avec S de
dimension 1 . On note pi les projections et q la projection '(T) --* '(S) associée
à l'immersion de S dans T . Pour x un point fermé de '(S) tel que le mor-
phisme canonique Rpit(A Q p22) --* Rp1 (A Qp2~x) est un isomorphisme, on
a q- -1(x ) n A(A) A(Rp1 (A p 2')) d'après 3 .3 .4 (iii) . Pour un tel x, le fermé
(p-1 (x) n A(A) est de codimension au moins 1 dans toutes les composantes con-
nexes de ~p 4 (x), et, en raisonnant par récurrence sur n, on peut supposer que la
réunion des composantes irréductibles de dimension n - 2 de ~p 1 (x) n A(A)
dans q- 1 (x) est contenue dans la réunion d'un ensemble fini de cotores algé-
briques translatés de dimension n - 2 de ~p -1 (x) . L'ensemble F des x exception-
nels est fini, d'après 2 .3 .2. Fixons un x non exceptionnel. Soit • pV2 (T") un
cotore algébrique translaté de dimension n -1 contenu dans A(A) . Si T" = T',
alors & appartient nécessairement à l'ensemble fini F modulo (T") . Si T"
T', alors • pV7(T") a une intersection non vide avec cp- 1(x) . Par l'hypothèse
de récurrence et la proposition 7 .2 .2, il existe un ensemble fini G de composantes
connexes de tp-1 (x) tel que tout cotore algébrique translaté de dimension n - 2
contenu dans p -1 (x) n A(A) ait une intersection non vide avec une composante
connexe appartenant à G. Soit H l'ensemble des composantes connexes de '(T)
contenant les composantes connexes appartenant à G . On obtient donc que tout
cotore algébrique translaté de dimension n -1 contenu dans A(A) est contenu
dans 'p-1 (F) ou a une intersection non vide avec une composante connexe appar-
tenant à H. On conclut en utilisant le théorème 4 .1 .1 .

	

D

7.3. Lien avec les cycles proches . Soit S un sous-tore de dimension 1 de T et
soit T/S le tore quotient. On note is l'inclusion S -; T et p : T -f T/S le mor-
phisme quotient . Soit S une compactification propre et lisse de S . (On a S N Pk
mais on ne choisit pas un tel isomorphisme pour l'instant .) On écrit S - S =
{a, b} . On note T la compactification partielle associée à S: on a une projection
p : T --~ T/S prolongeant p, et T - T est la somme disjointe de deux diviseurs
lisses isomorphes à T/S notés â et b, correspondant respectivement à a et à b .
On note j : T --f T et i : T - T --> T les morphismes d'inclusion .

A tout objet A de Db(T, Qt ), on associe comme en 4 .3, un complexe de (9 (T )-
modules à cohomologie bornée cohérente noté

LdI5(A) := RF(T - T, j*Rj (A ® $tT)) .

Plus précisément, pour R dans G et A un objet de Db(T, R), l'objet RF(T - T,
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i *Rj * (A QR LT)) est un complexe de R [ [ic1(T)t]J-modules à cohomologie bornée
cohérente. On a ainsi un foncteur D(T, (T, R) --f D~oh (R [ [rcl (T ) s ] ]) . En procédant
comme en 3 .3, on en déduit un foncteur D(T, Q~) -+ D~oh(~(T)t), et, en tordant
par Sx pour x dans ~(T, Q~ }f , un foncteur D(T, i) --> D~oh(~(T)) .

Pour x = a, b, on définit de même

O s,x(A) := RF(x, i * Rj*(A ® $tT))

On a un isomorphisme canonique

o .//Is(A) ~ A .//15,a(A) o oJIs,b(A)

PROPOSITION 7 .3 .1 . Pour tout objet A de D(T, Q~), il existe un morphisme
canonique 0JI(A) --* iLs(A), qui est un isomorphisme en dehors d'un sous-
schéma fermé d'intérieur vide dans les fibres (au dessus des points fermés) de
is :~(T)-~~(S) .
Démonstration . Avec des notations similaires aux précédentes, l'objet AJ1s (A)

est naturellement isomorphe au cône du morphisme

RF(T,Rj!(A Q £T)) -j RF(T,Rj * (A Ox t'T)),

tandis que d'autre part, on a un morphisme canonique

Ji!(A) = RFC(T, A 0 2T) -~ RI`(T, Rj!(A ® $1'T))

et un isomorphisme canonique

J(A) = RF(T, A Qx £T) -- Rr(T, Rj* (A xG $I'T)) .

Ceci permet de construire le morphisme canonique a : AJI(A) AsJi(A), qui
s'identifie au morphisme de restriction

Rr(T mod T, k, j,(A Qx $8T))[1] -+ Rr(T mod T, j!(A Q $T)) [1]

pour une compactification k : T -* T. De plus, en considérant le diagramme

RF~(T, Rj!(A Q 2T)) L RF(T, Rj!(A Q $tT)) --~ RF(T, Rj * (A Q 2T))

et en utilisant l'axiome de l'octaèdre, on obtient que le cône du morphisme a est
isomorphe à Cône(fl)[1] .

Il reste à vérifier que, pour tout point fermé x de '(S), le support de ce cône
est partout d'intérieur vide dans la fibre is-1 (x) . Par torsion de A par un faisceau
de Kummer, on se ramène à vérifier cela lorsque x est le caractère trivial. Dans
ce cas, la fibre s'identifie canoniquement à ô'(T/S), et on a, d'après 3.3 .1(c), un
isomorphisme canonique

RF~(T,Rj!(A x0 £tT)) â(g(T) (Pf(T/s)

	

!(Rp!(A)) .
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On a de même un isomorphisme canonique

RIT(T, R j! (A 0 2 T)) ®(9(g(T) ( 6ç(T/s) N JI (Rp! (A)) .

En effet, il sufffit de vérifier que, pour R dans G et pour A objet de Db(T, R), on a
un isomorphisme canonique

RI(T, Rj!(A ®R LT)) ONT ~T/s

	

R(Rp!(A))

Pour cela, on remarque que, comme p est propre, on a des isomorphismes
canoniques

RI(T, Rj!(A QR LT)) RI'(T/S, Rp * Rj!(A OR LT))

Rr(T/S, Rp!Rj!(A pR LT))

N Rr(T/S, Rp ,(A OR L T)) ,

et on termine comme dans la preuve de 3 .1 .3 (c) . De plus, au morphisme canonique

R1T (T,Rj!(AQx itT)) Od g(T) (9ç'( T / s) - RF(T,Rj!(AQx TM'T)) Od(e(T) 9 (T/s)

correspond le morphisme canonique

JR(Rp!(A)) -* JR(Rp!(A))

et on peut conclure par 3 .3.4 .

	

p

On choisit un isomorphisme de tores T N T /S x S, et donc un isomorphisme
T T/S x S, et on note les projections pi et p2 . Pour x dans {a, b}, on peut
identifier x à T/S. Soit rj un point générique du localisé strict de S en x. On
choisit une clôture séparable k(r~) de k(n) et un isomorphisme de foncteurs fibres
V~ N Vi sur la catégorie des revêtements étales modérés de S.

Soit R un anneau local régulier complet et de corps résiduel de caractéris-
tique £ première à p et soit A un objet de Db (T, R) . On note Rifr 2 (A) (resp .,
R ,P 2t(A)) le complexe des cycles proches (resp ., pro-i?) de A en relativement à
P2 . On notera R~

	

' °p (A) le même objet avec l'action opposée de Gal (r~ ~) .n,P2
Soit M un R[ [1ti (T/S)]]-module~

	

de type fini muni d'une action continue de
rci (S)~ . Comme on a un isomorphisme canonique

(R{[ici(T/S)]J)[

	

e[ni(S)e]] ~ R[[ni(T)<]]

on peut munir M d'une structure de R[ [nl (T) e ] ]-module que l'on note M
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On note 7r (resp ., q) le morphisme canonique de topos x x ri --* x T/S
(resp ., x x ri -* rj) . On considère l'objet Ri~rpz~' °p(A) QR ~r*LT/s dans Db(x x ri,
R[[ici(T/S)e]]) .

Pour tout entier i, Riq*(R'°"(A)lfi~ p2~©R ?r*LT/s) est un R[[7ri(T/S)t]]-
module de type fini muni d'une action continue de Gal (ri I n), et donc aussi d'une
action continue de ici(S) ~ par le choix précédent de l'isomorphisme de foncteurs-
fibres. On peut donc considérer les R [ [ici (T )~ ] ]-modules (Riq(R S0P(A)* l~np2'©R
7c*LT/s))"•

PROPOSITION 7 .3 .2 . Soit R un anneau local régulier complet et de corps résiduel
de caractéristique £ première â p . Soit A un objet de Db(T, R) . On a pour tout
entier i un isomorphisme canonique de R[ [Ici (T)t ] ]-modules

Hl (x, i *Rj*(A ©R L T)) ^-' (Rl-lq*(R,/,p2S,°p(A) QR *LT/S))~OZP iti(S» .

Démonstration. Posons B := A QR pi (LT/s) et ~T/s = R[ [rci (T/S) e ] ] . Soit L s
le R[ [ici (S)~] ]-faisceau lisse constructible associé à S et à R (3.1) . Posons Ln T/ss :_

~T/s OR Ls . C'est aussi le ~T/s [ [Rl (S) ? ] ]-faisceau lisse constructible associé à S et-
à

	

On a un isomorphisme canonique

L T ^-' Pi L T/s ® ~ T/S p2L çT/s, s ,

d'où l'on tire, par A .1.4, un isomorphisme canonique

A ®R L T N B xQs~T~s p2LnT~s,s .

Comme en 4.2.2 on note LoT,s ,~, (s)t le ~T/s-module ~T/s [ [?ti (S)]]~ muni de
l'action canonique de ini (S) ~ par translation multiplicative . Il est donc aussi muni
d'une action continue de Gal (i I n) . Pour tout objet C de Db(T, T T/ s ), on a un
isomorphisme canonique

Ri'Ipr°-t(C x®ÛTes p2LÛTIs s)

	

Rlflpr°-~(C) O ÛTes LÛT/s , fli(s)e
.

~1 ~ Pa

	

~~Pa

En prenant C = B on en tire un isomorphisme canonique

RlJp2 ~(A OR LT) N R , p2 t(B)

	

LnT,s, ,tl(S)e .

On a un isomorphisme canonique

i*Rj* (A QR LT) Rh(Gal (ri I n), RIS, (A OR L T))
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dont on on tire des isomorphismes

Rf(x, i *Rj*(A OR LT)) RF(Gal(ri In), Rq R '7 2
~(A OR LT))

N RF(Gal(ri q), Rq (Rfrnp2 t(B) ®~T/S LÛTis, , l(s)t ))

RF(Gal(ri I n), Rq (Ri n2~(B)) ®f~T/S L~T/S,,i(s), )

RI'(h, Rq (Rl p2 ~(B)) ®jT/s LET/s, ,, l(s) P )

RI'(iti (S)e, Rq (R~ '7 0
~(B)) ®~T/S LoT/s, , 1(s)t )

It désignant le quotient pro-i? maximal de Gal (ri I ii) . D'après la proposition 4.2.2 .1
la suite spectrale

E2'~ =H`(Icl(S)~,R~q*(Rt,p2t(B)) QÛT/s L ûT/S,,tl(s)e)

=
H1+~(ic1(S),,Rq*(R/i Prop2~(B))

~~T/s L~T/s~~i(s)e)

dégénère en E2 (on a E2' 3 = 0 si i # 1) et on a, pour toit entier i, un isomorphisme
canonique de R[ [i1 (T)]]-modulese

Hl (x, i *Rj (A OR LT)) N (Ri_iq(R p2 ~'Op(B)))" ®z e i1(S)' .

Pour conclure on utilise les isomorphismes canoniques

R~~p2~(B) = R J ;; (A pR pi(LT/s))

^-' Ri/,'°(A~QX R SET/S) QX
~T/S

?C *LT/S

^-' Ri/i p2~(A) pR ~c*L

le dernier isomorphisme étant conséquence de A.1 .6 .

	

p

Soit A un objet de Perv(T,Q 4?) • On note R/Ipz(A[-1]) le complexe des cycles
proches modérés de A[-1] en ri relativement à p2 . On note Ri/ ,p(A[-1]) le
même objet avec l'action opposée de Gal (ri I n) . C'est un faisceau pervers (cf. [12,
corollaire 4.5] ), et on peut l'identifier à un faisceau pervers sur x T/S muni
d'une action continue de lc1(S) t par le choix précédent de l'isomorphisme de
foncteurs fibres . Pour tout point fermé x de ' ( S), on note Rf ; pp(A [-1])x le
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avec F une partie finie de '(S,

PROPOSITION 7 .3 .3. Soit A un objet de Perv(T, Q~). Soit S un sous-tore de
dimension 1. Soit x dans {a, b} .

(1) Le support de AJIs,x(A) est contenu dans la réunion des is -1(x), x décri-
vant F.

(2) Soit x un point fermé de '(S) . Soit y un générateur topologique de it (S,1)t .
Il lui correspond, par évaluation, une section globale ty de (9() . Soit Ny la partie
nilpotente de l'action de y sur Ri/ ,p (A[-1])x et soit ny un entier positif tel que
Ny = 0. L'objet AJIs,x(A) est un module placé en degré zéro et on a des iso-
morphismes

~ .1Rs,x(A) ®a~(,)QeL[(ty - tv(X))J)

AdIs,x(A) ® f(S) (~(s)I (ty - ty(x))"

N I*(Ri/J: (A[-1])x ®ze ic1(S)~ ),

Ri,Ii,j°(A[-1])X étant vu comme un faisceau pervers sur T/S, et l'action de ty - t(x)
sur

* (R , (A[_ 1])x ®ze ic1(S»')

correspondant à celle de Ny sur

R n,p (A[-1])x

On note, pour x point fermé de '(S), A s,x(A)x l'objet défini par la formule précé-
dente. On a un isomorphisme
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composant x-isotypique de R j,p (A[-1]), c'est à dire le plus grand sous-objet de
R1ip (A[-1]) sur lequel l'action d'un générateur topologique y de ir1(S,1) t est de
la forme

	

'
x(v) + Ny avec Ny mlpotent . D'après la constructibilite de Ri,!,, on a une

décomposition

Ri/i°12 (A[-1]) N E R t;p (A[-1])x
xEF

AdIs(A)

	

AJIs,(A)X .
xEF

Démonstration. C'est une conséquence directe de la proposition 7 .3.2 et du
corollaire 3 .4.2.

	

D



574

	

GABBER ET LOESER

On en déduit la proposition suivante .
PROPOSITION 7.3 .4 . Soit A un objet de Perv(T, i) . Soit S un sous-tore de

dimension 1 . Soit x appartenant à {a, b} et soit x dans F. Le type de AJIs ,x(A) est
le même au point générique de toutes les composantes connexes de is_ 1 (x) .

Démonstration . Si N est un endomorphisme nilpotent d'un objet X d'une
catégorie abélienne on note W. (N) la filtration de X associée à N . C'est l'unique
filtration finie (exhaustive et séparée) telle que N : W (N) -* W1_2(N) et telle
que, pour tout i, N' induise un isomorphisme gr"' ~, grÇ T . La filtration
W. (t Y - t Y(x)) sur

OJis,x(A ) 0(9g(s) Q [[( t Y - tY(x))]]

au point générique d'une composante connexe de is-1 (x) détermine le type de
A 4s,x(A) au point générique de cette composante connexe . Il suffit donc de véri-
fier que, pour tout i, le rang de

W(tY - t y(x))( . *(R/~,pp(A[-1I)x ®z, 1ii(S)Q ))

Démonstration de la proposition 7 .2 .2 . Soit x dans ~(T, Q < ) et soit p : T -*
T' un tore quotient de dimension n -1 . Soit C une composante connexe de
'î(T) telle que l'intersection du support A(A) de a11(A) avec C contienne
(x • pV Ç (T')) n C et telle que (x • pVç (T')) n C ne soit pas vide . Posons S =
Ker p. D'après 7 .3.1, Supp A115(A) contient une composante connexe de x
p"ç(T' ), et donc, d'après 7 .3 .4, Supp A115(A) contient x • pVç(T') tout entier . De
même, d'après 7 .3 .1, le type de A Jf(A) au point générique d'une composante
connexe de x • pVç (T') est égal à celui de A 11s(A), et on conclut par 7 .3 .4. E

On a le résultat suivant.
THÉORÈME 7.3 .5 . Pour tout objet A de Perv(T, Q~), l'ensemble 1 des sous-

tores S de dimension 1 de T tels que le support de A115(A) est de codimension 1
est fini. Pour tout ensemble fini J de sous-tores de dimension 1 de T contenant I, le
morphisme canonique (défini par les morphismes de 7 .3.1)

(7.3 .s)

	

011(A) - O+ AJIS(A)
SeJ

est un isomorphisme en dehors d'un fermé partout de codimension au moins 2 .

est le même au point générique de chaque composante connexe de (T) . Mais
c'est également le rang de

I*(W(Nv)(Rç&n,pp(AL- l]) X ®z{ ~i(s)é))

qui est le même au point générique de chaque composante connexe de ' ( T),
d'après 3 .4 .3 . E



FAISCEAUX PERVERS t-ADIQUES SUR UN TORE

	

575

Démonstration . Si S E I alors, d'après 7.3 .3, 7 .3 .4 et 7.3.1, A(A) contient un
cotore algébrique translaté de la forme is-1(x ), de sorte que la finitude de I pro-
vient de 7 .2 .1 . D'après 7.3 .3, les composantes irréductibles de codimension 1 du
support des a .t s(A) sont toutes distinctes lorsque S varie et donc d'après 7.3 .1
et 7 .3 .3 la flèche (7 .3 .5) est un isomorphisme sur un ouvert contenant les points
génériques de ces composantes. D'après 4.1 .1, toute composante irréductible de
codimension 1 de 4(A) est composante connexe d'un cotore translaté de codi-
mension 1, disons x pVç(T' ), et est donc, d'après la proposition 7.3 .1, compo-
sante irréductible du support de A #5(A) pour S = Ker p .

	

D

7.4. Ail et image directe. On s'intéresse dans ce numéro au comportement
de A il par image directe .

PROPOSITION 7.4.1 . Soit p : T -~ T' un morphisme de k-tores . Soit A un objet
de Db(T, Q) et soit x un point fermé de '(T) . On a un morphisme canonique

(7 .4 .1)

	

ail(A o 2 ) ®â e(T) (9 ç(T~) -~ AJI(Rp*(A ® 2x))

qui est un isomorphisme si le morphisme canonique

Rp!(A Q ~°x) _* Rp*(A Q °t'x)

est un isomorphisme .

Démonstration . Quitte à remplacer A par A Q 2x , on peut supposer que x
est le caractère trivial.

D'après 3.3 .1 (c), le complexe A ~l (A) ® (T) (9 e(T ') est canoniquement iso-
morphe au cône du morphisme canonique !(Rp!A) --~ i *(Rp*A), tandis que,
par définition, A Jl (Rp *A) est isomorphe au cône du morphisme canonique

dl! (Rp*A) --~ J*(Rp*A) .

Le morphisme (7.4.1) est donc obtenu à partir du morphisme canonique

d1!(Rp!A) - di!(Rp *A) .

Il est clair que c'est un isomorphisme si le morphisme canonique

Rp!A-* Rp *A

est un isomorphisme .

	

D

Soit p: T -p T' un quotient et soit S un sous-tore de dimension 1 du tore T tel
que S n Ker p soit fini. Le morphisme p induit une isogénie de tores

p : S -~ S' := p(S)
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et un morphisme de tores T/S - T'/S' permettant de voir T'/S' comme un
quotient de T/S. On choisit des décompositions en produit T N T' x T" et
T/S N T'/S' x T" . Le morphisme T -~ T/S induit une isogénie T" -> T".
On note T et T' les compactifications partielles associées à S et à S' et p : T -~
T' le morphisme prolongeant p . Pour x dans S - S, on pose x' = p(x) . On a

- T') = T - T, ce qui permet d'écrire â' = p(â) et b' = j5() . On a un
diagramme commutatif

T

T'

y

y

T

	

T-T

T'

	

T' - T' .

PROPOSITION 7 .4 .2 . Soit A un objet de Perv(T, Q~) et soit x dans '(T, Q~) .
Avec les notations précédentes, on a, pour x dans {a, b}, un morphisme

(7.4 .2)

	

A s',x'(Rp*(A Q 2)) -* a//ls, x(A 0 2) ®e (T) (9(T') .

De plus, il existe un ouvert U de '(T), invariant par translation par '(T'/S'), dont
l'intersection avec chaque fibre en un point fermé du morphisme '(T) -f '(S) est
dense, tel que pour tout x (7.4.2) soit un isomorphisme sur l'ouvert pV _l

(x -i . U) de

Démonstration . Quitte à remplacer A par A Q 2, on peut supposer pour la
construction de (7.4 .2) que x est le caractère trivial . Pour définir (7.4 .2), il suffit de
définir, pour R dans ., et A objet de Db (T, R), un morphisme canonique

(7.4 .2 .1)

	

Rr(x', i'*Rj (Rp*(A) ®R LT'))

-~Rr(x , i*Rj * (A Qx LT)) ®j ~T' .

Comme on a des isomorphismes canoniques

RT(x, i * Rj*(A ®R LT)) ONT ~T'

(7.4.2 .2)

	

N RF(z, i*Rj* (A QR (LT ONT ~T')))

(7.4.2 .3)

	

RI'(, i*Rj* (A Qx R p*LT'))

(7 .4 .2 .4)

	

N Rr(z', Rp * i*Rj* (A Qx x p*LT')),

(7.4.2 .2) étant conséquence de A.1 .4 et A.1 .5, et (7 .4 .2.3) de 3 .1 .1(i), il suffit de con-



struire un morphisme canonique

(7.4.2 .5)

	

i '* RJF(Rp*(A) OR LT') - Rp*i * Rj*(A QR p*LT')

Comme on a des isomorphismes canoniques

(7.4.2 .6)

	

i '*RJF(Rp*(A) OR LT') ' i'*RJ*RP*(A ®R p*LT')

(7.4 .2 .7)

	

^-' i' *Rp*Rj*(A OR p*LT'),

(7 .4.2.6) étant conséquence de A.1 .5, et (7 .4.2.7) de l'égalité p o j = j' o p, on obtient
le morphisme (7 .4 .2 .5) à partir du morphisme de changement de base

i'*Rp* -~ Rp * i* .

Notons W le SET'-support (au sens de 4 .4) du cône du morphisme (7 .4.2 .1) .
D'après ce qui précède, W est contenu dans le SET'-support du cône du mor-
phisme canonique

i'*Rp*Rj* (A QR p*LT~) -~ Rp*i*Rj*(A Qx R p*LT~) .

Comme on a un isomorphisme de foncteurs R/5* i * N i'*Rp*Ri* i *, on en déduit, en
considérant le triangle associé à Rj~ -+ Rj * --} Ri *i*Rj * , que W est contenu dans le
SET'-support de

i'*Rp *Rj~(A Qx R p*LT~) .

Comme i'*Rp !R j ! = 0, on obtient que W est contenu dans le SZT'-support du cône
du morphisme canonique

Rp!Rj!(A pR p*LT , ) -~ Rp*RJ!(A ® p*LT,) .

D'après A.1 .4, A .1 .5 et 3 .1 .1(i), ce cône est isomorphe à

Cône(Rp!Rj!(A QR LT) -> Rp*Rj!(A QR LT)) OCT SET' .

Par conséquent, d'après 4 .4 .2, si on note le morphisme Spec SET' - Spec SET, et
si V désigne le S T-support de Cône(Rp tR j (A pR LT) -+ Rp* Rj (A QR LT)), le
fermé W est contenu dans / -1 (V) .

Considérons maintenant un objet A de D~ (T, Q ~) . On associe à A, par la pro-
cédure déjà utilisée en 4 .5, un fermé

Z = Supp~(T ~Cône(Rp~Rj~(A Qx 'T) -p Rp*Rj~(A 0 2T))
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dans '(T) . Notons U l'ouvert complémentaire de Z dans '(T) . Remarquons
qu'un point fermé xo de '(T) appartient à U si et seulement si le morphisme
canonique

Rp!Rj!(A Qx 2xo) -> Rp Rj ! (A Qx 'xo )

est un isomorphisme. La preuve de ce fait est toute similaire à celle de 4 .5 .1 (2) .
D'après ce qui précède, le morphisme (7 .4 .2) est un isomorphisme sur l'ouvert
pv-1 (U) lorsque x =1 . Comme U(A Q 2) = x-1 • U(A), on en déduit que, en
général, le morphisme (7 .4.2) est un isomorphisme sur l'ouvert pv-1 (x -1 • U) . Le
fait que U soit invariant par translation par les points de 9(T'/S') est clair . Il reste
à vérifier que l'intersection de U avec chaque fibre en un point fermé du mor-
phisme '(T) --> ~(S) est partout dense .

Comme l'ouvert U est invariant par translation par '(T'/S' ), il lui corre-
spond, via les isomorphismes

TNSxT/S~Sx(T'/S')xT",

un ouvert V de '(S x T") . Il suffit donc de vérifier que l'intersection de V avec
chaque fibre en un point fermé du morphisme '(S x T") -> '(S) est partout
dense. Notons P1 et p 3 les projections de T sur S et T", respectivement . Un point
fermé (xl, x3) de '(S x T") appartient à V si et seulement si le morphisme
canonique

(7.4 .2 .8)

est un isomorphisme. Comme le morphisme p : T -> T' est le composé d'un mor-
phisme fini f: T -p T' x T " et d'une projection g : T' x T " -~ T', le morphisme
(7.4 .2 .8) est un isomorphisme si et seulement si le morphisme canonique

(7.4.2 .9)

	

Rg!R(f o j) ! (A 0 Pi 'x~ ® P 32 3 )

-* Rg R(f °j)!(A ® Pi ' 1® P3 'x3)

est un isomorphisme . Soit h la projection T' x T " -+ T" . D'après la formule de
projection, le morphisme (7 .4 .2 .9) est un isomorphisme si et seulement si le mor-
phisme canonique

Rg!((R(f °j)!(A ® Pi `' i )) 0 h $É' 3 )

Rp!Rj!(A ® Pi2'x, ® P2'3) -~ Rp Rj!(A ® Px10 P32x3)

-~ Rg ((R(f °j)!(A ®p$4)) ®h*~x3)

est un isomorphisme, et le corollaire 2 .3.2 permet maintenant de conclure .

	

D

7.5. Définition des entiers ns,x, x et comportement par image directe. Soit A un
objet de Perv(T, Q) et soit S un sous-tore de dimension 1 de T. On reprend les
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notations de 7.3. Pour x dans S - S et x un point fermé de '(S), on note
ns, x , x(A) la longueur de A JIs,x(A) au point générique des composantes connexes
de isr l (x) (cf. 7 .3 .4) . D'après 7.3.3, on a l'égalité

ns,x,x(A) = x(x~ R ,,x',p2 (A[-1 ]) x )

On note 9(A) (resp ., ,9°1(A), resp ., ,9°2(A)) l'ensemble des S (resp ., des (S, x), resp.,
des (S, x, x)) tels que ns,x, x(A) ne soit pas pas nul pour tout (x, x) (resp., ne soit pas
nul pour tout x, resp., ne soit pas nul) .

PROPOSITION 7.5 .1 . Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T, Q~) . On
considère un isomorphisme de tores T T' x T" avec T' de dimension 1 . On
note pi les projections. On suppose que, pour tout S dans b(A), l'intersection
S n ker P1 est finie. Pour de tels S, on note p : S -* T' la restriction de P1 à S et
p: S -~ T' son prolongement aux compactifications. Alors, pour w-presque tout
xo dans ~(T", Q<), l'objet Rp1 (A Qx p22) est un faisceau pervers, et les
entiers nT', x l,X'(Rpl (A 0 p22xo)) s'obtiennent de la façon suivante à partir des
ns,x,x(A Q p2). Pour que nT',x',x'(RP1*(A xQ p2~xo)) soit non nul, il est néces-
saire et suffisant qu'il existe (S, x, x) dans Ef2(A 0 p22xo) avec x' = p(x) et x =
p' (x' ), et on a alors

nT', x', x' (Rp1 (A x0 p22xo)) = ns,x,x (A ® p2', 0 ) .

Démonstration. Pour (S, x) dans 9'1(A), on note Zs, x la réunion des cotores
algébriques translatés de codimension 1 de la forme i 1 ( r ), pour (S, x, x) dans
f2(A) . On pose Zs = U, s_s Zs, x . D'après le théorème 7 .3 .5, il existe un fermé
Z de '(T), partout de codimension au moins 2, tel que

0(A) =

	

U ZS v Z .
S s .5o(A)

Notons Us l'ouvert U fourni par la proposition 7 .4 .2 . D'après la proposition 7.4 .2,
l'intersection Us n Zs est dense dans Zs . D'autre part, d'après 7 .3 .5, il existe un
ouvert dense Ws dans Us n Zs tel que, sur Ws, les objets 0JI(A) et AJls(A) sont
isomorphes. Quitte à rétrécir l'ouvert Ws, on peut supposer que, sur Ws, 0 JIs (A)
est un module localement isomorphe à une somme directe de modules de la forme
(9((T)/(gym) avec £ une équation locale de is~ l ( x ) . Quitte à rétrécir encore Ws, on
peut supposer que, pour S S' dans 9(A), on a Ws n Ws' _ 0 .
Notons i1 et i2 les morphismes d'inclusion de T' et T" dans T. Remarquons

que, comme l'intersection S n ker P1 est un ensemble fini, la restriction de i2 à Zs
est un morphisme fini surjectif Zs ~(T"), et que, pour tout point fermé a de
'(T"), les sous-schémas Zs et i'(Œ) s'intersectent transversalement dans '(T)

(et donc Sorq ~~ T ) (&ZS , (9 1 v-1( Œ)) = 0 pour q > 0). Soit Ks le fermé complémentaire
de Ws dans Zs. Par la remarque précédente, i2 (K)sest fermé dans ~(T") . Soit
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fls l'ouvert complémentaire dans ~( T") . C'est un ouvert partout dense dans
(T") . D'après 4.7.2, la remarque qui suit 4 .7.3 et 2 .4, il existe un ouvert V

partout dense dans ~(T"), tel que, pour tout point fermé xo de V, le morphisme
canonique Rpi~(A Q p2 'xo ) -; Rpi*(A p p2~xo ) soit un isomorphisme de fais-
ceaux pervers. On pose f _ (fl S (A) ils) n V. C'est un ouvert partout dense
dans '(T") . D'après le lemme 5 .2.5, il existe un sous-ensemble F' de '(T", Q < )
tel que w-presque tout xo dans ~(T", Q ~) appartienne à r', et telle que si xo
appartient à F', alors l'intersection i' 1-(xo) n Z est vide . Soit r l'intersection
de F' et de l'ensemble des points fermés de S~ . D'après les propositions 7.4.1
et 7.4 .2, si xo appartient à F, alors l'énoncé de la proposition vaut pour xo .
Comme w-presque tout élément de ~ (T", Q < ) appartient à F, ceci termine la
démonstration.

	

D

S. Faisceaux pervers de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1 et faisceaux
pervers hypergéométriques

8.1 . Complexes hypergéométriques . Soit T un tore de dimension n sur k .
Pour tout point fermé 2 de T, on note m2 : T -* T la multiplication par 2, i~ l'in-
clusion {2} y T, et S {~} le faisceau ponctuel i~ * Q t . On fixe un caractère additif
non trivial /r : Fp -* Q~. On note 2 le Q-faisceau correspondant sur Ak . C'est
un Q 5-faisceau lisse de rang 1, de conducteur de Swan 1 à l'infini . On note

j : Gm,k = Spec k [x, x'] --~ Ak = Spec k [x]

l'inclusion et inv l'automorphisme x H x-1 de Gm,k .
Pour tout x dans '(Gm,k, Q~ ), on pose

H( ; x) :_ $l'x 0 (j*i,[1]) .~

C'est un faisceau pervers sur Gm,k .

LEMME 8.1 .1 . Les faisceaux pervers H(k/J ; x) et b{~} vérifient les propriétés
suivantes.

(i) Le faisceau pervers H(/r ; x) appartient à 2int(Gm,k, Qe) (_ 2*(Gm,k, Q~) n
.2'!(Gm,k, Q~)) .

(ii) On a un isomorphisme canonique

D(H( ; x)) N 5{-i} ** H(/i ; x 1 ) .

(iii) Pour tout morphisme de tores ic : Gm,k -* T, R7c,(H(r ; x)) et Rrc * (H( i/i ; x))
sont des faisceaux pervers isomorphes et appartiennent à ~int(T, Qe ) . Si 7c est le
morphisme constant, ils sont isomorphes à {i} . Si ic est non constant, le morphisme
canonique

Rrc!(H(i/i ;x)) -* Rrc∎(H(i/i;X))

est un isomorphisme .
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(iv) Les faisceaux pervers b{~} appartiennent à ?(�, Q~) pour? dans {!, *, int},
sont autoduaux et vérifient

b{ 2 } *? b{~' } N b { ~ .~' }

pour? dans {!, *, int} . Pour tout objet A de Db (�, Q ~) (resp., de Pervint(�, Q ~)) on
a b{ a} *? A ma * A pour? dans {!, *} (resp., ? dans {!, *, int}) .

Démonstration. L'énoncé (iv) est de vérification immédiate . L'assertion (i) est
conséquence directe de la proposition 3.5 .3 . En effet, le faisceau pervers H(i/i ; x)
est simple et est sauvagement ramifié à l'infini . L'énoncé (ii) est conséquence de
(iv) et des isomorphismes canoniques D2JJ

	

et Dix 2'X 1 . Quant à (iii),
remarquons si ic est non constant, ir est un morphisme fini et donc Rit! N R7c * . Le
fait que Rit, (H(t/i ; x)) et Rir* (H(ifr ; x)) appartiennent à 2int(�, Q,) est alors
conséquence directe de (i) et de la proposition 3 .5.2. Quand ir est constant, les
faisceaux pervers Rrc!(H(ç& ; x)) et R7r*(H( ; x)) sont isomorphes à b {1 }, car on a
x(Gm,k, H( ; x)) =1 d'après la formule de Grothendieck-Ogg-Shafarevich, vu que
H( ifr ; x)[-1] est un faisceau lisse de rang 1 sur Gm ,k, modéré à l'origine et de con-
ducteur de Swan 1 à l'infini .

	

0

Définition 8 .1 .2 . (i) Etant donnés un entier positif m, un point fermé 2 de �,
des caractères xi dans ~f'(G m ,k, Q~ ), et des morphismes de tores ic i : Gm, k -~ �,
pour 1 < i < m, on pose

Hyp(!, 2, (xi), (ici)) := b{ 2 } *! Rirp(H(tfr ; x1)) *! . . . *! R7rm !(H( ; xm))

Hyp(*, 2, (z )i, (ir))i :_ 5{ 2} ** R?rl (H(i// ; xi)) ** . . . ** R?rm*(H(i/r ; xm))

et

Hyp(int, 2, (xi), (?ri))

	

*int Riri (H( ; x1)) *int . . . *int Ritm*(H(/i ; xm))

la dernière expression étant bien définie d'après 8 .1 .1 (iii) et (iv) .
(ii) Un objet de Db (�, Q t ) est dit !-hypergéométrique (resp ., *-hypergéomé-

trique, resp ., int-hypergéométrique) si il est isomorphe à un des complexes
Hyp(!, 2, (z )i~ (ici)) (resp., Hyp(*, 2, (z)i~ (ii 1 )), resp., Hyp(int, 2, (z )i~ (ir))) .i

Dans cette définition on pourrait supposer que les �ri sont tous non con-
stants d'après 8 .1 .1 (iii). On note Hyp? (�) la catégorie des complexes ?-hyper-
géométriques sur � pour? dans {!, *, int}. Remarquons que les faisceaux ponc-
tuels b{2} appartiennent à Hyp? (�) (prendre m = 0 ou les rc i constants dans la
définition) . Par ailleurs les catégories Hyp? (�) ne dépendent pas du choix de
ifr . En effet les autres caractères additifs non triviaux de Fp sont de la forme

x H (ax) avec a dans Fp , et on a H(i/ia ; x) N b{a - 1 } *? H(i/i ; x) .

On note H? (�) l'ensemble des classes d'équivalence d'objets de Hyp? (�) .
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PROPOSITION 8.1 .3 . (1) Les complexes !-hypergéométriques vérifient les pro-
priétés suivantes.

(i) Si i : T -~ T' est un morphisme de tores et A est un objet de Hyp 1(T ),
alors Roc (A) est un objet de Hyp (T') .

(ii) Si A est un objet de Hyp !(T) et B est un objet de Hypt(T), alors A *! B
est un objet de Hyp~(T) .

(iii) Si T est de dimension 0, H !(T) _ {8{ 1 } }
(iv) Si A est un objet de Hyp (T), alors 4!(A) est un module localement

libre de rang 1 . En particulier, A est un faisceau pervers vérifiant
x(T,A) =1 .

(2) Un objet de Db(T, Q~} est !-hypergéométrique si et seulement si son dual est
*-hypergéométrique .

(3) Les complexes *-hypergéométriques vérifient les propriétés analogues à (i)-
(iv) obtenues en remplaçant ! par * .

(4) Si A est un objet de Hypint(T) et B est un objet de Hypint (T ), alors A *int B
est un objet de Hypint(T) .

(5) La catégorie Hypint(T) est stable par dualité .

Démonstration . Dans (1) on déduit (i) et (ii) directement des définitions et (iii)
est conséquence de 8.1 .1 (iii) . On déduit alors (iv) de 3 .5 .2 et 8.1 .1 . Quant à (2) on
le déduit de 8 .1 .1 (ii), (iv) . L'énoncé (3) se déduit alors de (1) par dualité, (4) est
conséquence directe des définitions et de 8 .1 .1, et (5) est conséquence de 3.7 .4 (i)
et de 8 .1 .1 (ii) et (iii) .

	

D
PROPOSITION 8.1 .4 . Soit A un objet de Hyp,(T) (resp ., Hyp (T) ) .
(i) Tout quotient (resp., sous-objet) non nul B du faisceau pervers A est de carac-

téristique d'Euler-Poincaré égale à 1 .
(ii) Le faisceau pervers A admet un unique quotient (resp ., sous-objet) irréduc-

tible A° qui admet la description suivante : si A est de la forme Hyp(!, 2, (x)i , ( ici))
(resp ., Hyp(*, 2, (x )i , ( ic i)) avec les iri non constants, A° est isomorphe au faisceau
pervers Hyp(int, 2, (x )i , ( ir 1)) : c'est l'image du morphisme canonique donné par
l'oubli des supports

Hyp(!,2, (xi), (ici)) -p Hyp(*, 2 , (x)i~ (ir e ))

Démonstration . On va traiter le cas où A est un objet de Hyp* (T ), l'autre cas
s'en déduisant par dualité . Soit B un sous-objet non nul du faisceau pervers A .
Comme (A) est localement libre de rang 1 d'après la proposition précédente,
J(B) (qui est non nul d'après 3.4 .6) est sans torsion. Le rang générique de
dI* (B), qui est égal à x(T, B), est donc strictement positif et inférieur ou égal à
celui de J(A) qui est égal à 1 . De même si B1 et B2 étaient deux sous-modules
irréductibles distincts de A, .J (B1 p+ B2) serait un sous-module de J (A), de
rang générique 2, ce qui est absurde . Pour la description de A° on remarque que,
d'après 3.8.2 et 8.1 .1, l'image du morphisme canonique

Hyp(!,2, (x )i~ (ici)) -- Hyp(*, 2, (Xi ), ( itt))
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est le faisceau pervers B = Hyp(int, 2, ( xi ), (ici)) . Ce faisceau pervers n'est pas nul
car on a x(T, B) =1 d'après 3 .8 .2. Supposons que B admette un sous-objet propre
non nul C. D'après (i), on aurait x(T, B) = z(T, C) =1 . Comme B/C serait un
quotient non nul de Hyp(!, 2, (x i ), (ici)), on aurait aussi, d'après (i), z(T, B/C) =1,
ce qui est absurde .

	

p

COROLLAIRE 8 .1 .5 . Les objets de Hyp(T) sont irréductibles et de caractéris-
tique d'Euler-Poincaré égale à 1 . Un objet de Hyp, (T) ou de Hyp* (T) est irré-
ductible si et seulement si il appartient à Hypint(T) .

	

LI

COROLLAIRE 8 .1 .6 . Le monoide (H(T),int

	

*int) est un groupe abélien .

Démonstration. Pour tout objet A de Hyp int(T), on a un isomorphisme

inv * (DA) *int A ^-' b{i}

d'après 3 .7.6 et 8 .1 .5 . L'énoncé est donc conséquence de 8 .1 .3 (5) (et de l'isomor-
phisme inv* N inv ) : l'élément neutre est la classe de b{1} et l'inverse de la classe
d'un objet A est la classe de l'objet inv*(DA) .

	

LI

LEMME 8 .1 .7 . Pour? _ !, *, int, on a l'inclusion

0(HYp(?, 2, ( xi ), (ici))) c
iEl

pour I l'ensemble des i tels que ii n'est pas constant .

Démonstration . Par la proposition 3 .9 .3 (iv), il suffit de traiter le cas de
Ric,(H(i/i ; x)) et Ric* (H(i/i ; x)) pour ir : Gm,k - T un morphisme non constant .
D'après 3 .3 .4(üi) et 8 .1 .1(üi), on a

0(Rni(H(/i;x)))=°(RnW(H(/i;x))) =rzV-'(A(H(t/i ; x))) .

Comme les cycles proches modérés de H(ib' ; z) à l'origine sont ceux de $/ et que à
l'infini H( ; x) est complètement sauvage, on a A(H( i/i ; z)) _ { x-1 }, d'après 7 .3 .3
(on peut aussi le vérifier directement) .

	

p

8.2. Caractérisation des faisceaux pervers irréductibles de caractéristique
d'Euler-Poincaré égale à 1 . Le résultat suivant est un des résultats principaux
de l'article .

THÉORÈME 8 .2 . Soit T un tore sur k. Un objet A de Perv(T, Q~) est irré-
ductible et vérifie z(T, A) =1 si et seulement si il est isomorphe à un objet de
HYPint(T) .
Remarques . (1) Quand T est de dimension 1 ce résultat est dû à N . Katz [K2,

Theorem 8.5.3 et Theorem 8.4.2] . Nous utilisons dans la preuve du théorème 8 .2
le cas de la dimension 1, ainsi que d'autres résultats du chapitre 8 de [K2] .
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on obtient un énoncé analogue ދDans [LS2] (voir l'énoncé correct dans II ދ2)
pour les s-modules holonomes sur un tore complexe .

8 .3. Début de la démonstration . On commence par établir le résultat suivant .

PROPOSITION 8.3 .1 . Soit A un faisceau pervers irréductible sur un tore T tel que
x(T, A1= ދ .On suppose que toutes les composantes irréductibles de A(Aދ sont de
codimension au moins 2 dans 6'(Tދ . Alors il existe un point fermé ދ de T tel que A
soit isomorphe à b{~} .

Le lemme qui suit sera utilisé dans la démonstration .

LEMME 8 .3 .2 . Soit i un faisceau £-adique sur G m,k . Alors if est complètement
sauvage en 0 et en oc si et seulement si A(ifދ est vide.

Démonstration du lemme 8 .3 .2 . Le cône

Cône(Rhc(Gm,k, i ® 22 ދ ދ -~ Rh(Gm,k, if ދދ ' ®

est isomorphe à

RI'(ri°, ~no ® £xދ ,)RF $ދ In~ ® ~zދ

avec ri 0 et ris les points génériques des hensélisés de P 1 en 0 et oc, respectivement .
Si ~o ou

	

avaient une partie modérée non nulle, il existerait un caractère x
dans ~(Gm ,k, i < ދ tel que l'un des objets Rh(~0 , i

1 no ® £
x ދ ou RF(, if ® $t'z ދ

soit non nul, et réciproquement . On conclut par 3 .3 .4 (iދ .

	

D
Démonstration de la proposition 8 .3 .1 . Soit n la dimension du tore T. Pour

n = 0, l'énoncé est clair. Pour n =1, c'est une conséquence du lemme suivant .

LEMME 8.3 .3 . Soit A un faisceau pervers £-adique sur G m,k . On suppose que
x(Gm,k, A1= ދ et que A(Aދ est vide . Alors il existe un point fermé 2 de Gm,k tel que
A soit isomorphe à b{~} .

Démonstration du lemme 8 .3 .3 . Rappelons qu'un objet B de Db(Gm ,k, Q~ދ est
pervers si et seulement si %P `B = 0 est nul pour i 0, -1, °B est ponctuel, et
%"'B est un faisceau sans partie ponctuelle sur G m,k . Par conséquent, si A
n'était pas ponctuel, _lA serait un faisceau £-adique non nul et sans partie
ponctuelle sur Gm,k . Comme L('°A0 = ދ, on aurait aussi ~( -lAދ = o et
d'après le lemme 8.3 .2

_1® serait complètement sauvage en 0 et en oc . On
a x(Gm,k, Aދ = x(Gm,k, 0 °Aދ - x(Gm,k, -'Aދ . Comme x(Gm,k,'°A0 < ދ et
x(Gm,k, A1= ދ, on a x(Gm,k, -'A1- < ދ . D'après la formule de Grothendieck-
Ogg-Shafarevich, on a x(Gm,k, -'Aދ < -SwOދ_ 1A - Swc -'A, ce qui con-
tredit que le fait que ~'A soit complètement sauvage en 0 et en oc .

	

D

On suppose maintenant que n > 2 . On fixe un isomorphisme g : T Tl x T2
avec Tl (resp ., T2ދ un tore de dimension n -1 (resp., 1ދ, et on note pl et P2
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les projections . Comme toutes les composantes irréductibles de A(A) sont de
codimension au moins 2 dans '(T), on peut supposer, comme dans la démon-
stration de la proposition 5 .2.3, quitte à remplacer A par A Q que l'inter-
section p2('(T2)) n A(A) est vide, et que le morphisme canonique Rp2,(A) --
Rp2* (A) est un isomorphisme. Dans ce cas Rp2!(A) est un faisceau pervers sur T2,
d'après le lemme 2.4, et le schéma A (Rp2~ (A)) est vide, d'après 3 .3 .4 (iii) . D'après
le lemme 8 .3.3, il existe alors un point fermé 2 de T2 tel que Rp2i(A) soit iso-
morphe à 8{ 2} .
Notons U = T2 - { 2}, TU = p21 (U) et j l'inclusion Tu -p T ; o induit un iso-

morphisme Tu N Ti x U. Etant donné un tore quotient Ti --* T', on note p la
projection T -+ T' x T2, pU sa restriction Tu -~ T' x U, et iv' la projection
Tu -* T1 . Si j* (A) n'est pas nul, il est irréductible, et, d'après le théorème 5 .1 .2
appliqué à la projection iv : Tl x U -> U, il existe un tore quotient Ti -> T' de
dimension n - 2, un caractère x dans '(T1, QQ ), et un faisceau pervers £-adique
A' sur T' x U, tels que on ait un isomorphisme

j *(A) N ivF*($x) ®pÛ(A'
[ 1 ]) .

Le faisceau pervers K := j ! * j *A est alors de la forme

K it *(2x) ®p*(A" [ 1 ])

avec A" pervers sur T' x T2 . En particulier on a alors x(T, K) = 0 . Or A étant
irréductible, on a A N K, ce qui est incompatible avec x(T, A) =1. On a donc
démontré que, pour tout quotient de tores iv : T --* Gm ,k, il existe un point fermé
2 de Gm,k tel que le support de A soit contenu dans i - 1 (2) . En faisant varier iv,
on en déduit que A est à support un point fermé de T, ce qui donne le résultat
voulu .

	

D

8.4. Faisceaux hypergéométriques associés à un faisceau pervers . Soit S un
sous-tore de dimension 1 de T. On reprend les notations de 7 .3 et 7.5. On s'est
donné en 8.1 une immersion j: Gm,k -* Ak . Pour x dans S - S, on note ços,x l'uni-
que isomorphisme de tores ~p s,x : Gm,k --k S dont le prolongement aux compacti-
fiés envoie 0 sur x .

Soit A un objet de Perv(T, Q~) . On associe à A l'objet suivant de Hyp*(T) :

H(A) :_ *((Ris*(R~Ps,x*(H(~,1)) 0

le produit étant pris sur tous les S, x et x. On note multiplicativement le produit * *
sur Hyp* (T) et on convient qu'un produit de convolution indexé par l'ensemble
vide est égal à b{1} . De même, on pose

HI(A) :_ *!((Ris!(RÇPs,x,(H(l/J,1)) 0 ~x-1))ns,x,z(A))
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et

H 1 (A) :_ *int((Rls!(Rço5,x!(H(i//,1)) ®x 2x-i))ns'x4)) .

On a H; nt(A) N (H(A))*

	

int

	

(H! (A) )int, d'après la proposition 8 .1 .4 .

PROPOSITION 8.4 .1 . Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T, Q e ) . On
considère un isomorphisme de tores T N T' x T" avec T' de dimension 1 . On note
pti les projections. On suppose que, pour tout S dans E/'(A), l'intersection S n ker Pi
est finie . Alors, pour w-presque tout xo dans ~(T", Q t ), l'objet Rpi (A Ox p22xo) est
un faisceau pervers, et il existe un point fermé 2 de T' tel que l'on ait un
isomorphisme

H* (Rpi (A ®x 2xo )) ^-' b{,%} ** Rpi (H*(A ®x ''xo))

Démonstration. C'est une conséquence directe de la proposition 7 .5.1 et du
lemme suivant (formule de Davenport-Hasse) .

	

E
LEMME 8.4.2 . Soit N un entier non nul. Soit ic : Gm,k --' Gm,k le morphisme de

tores x i-+ x N. Il existe un point fermé 2 de Gm,k tel que l'on ait un isomorphisme

Ric* (H(ç&, x)) ~ S{2} ** (**E(H(I/I, x')))

en notant E l'ensemble des caractères x' vérifiant x' N = x .

Démonstration . Le cas N = p étant clair, on peut supposer que N est premier
à p, et dans ce cas l'énoncé est démontré dans [K 1, 5.6 .2] .

	

E
PROPOSITION 8.4.3 . Soit T un k-tore et soit A un objet de Perv(T, Q t) . On

considère un isomorphisme de tores T N T' x T" avec T' de dimension 1 . On note
pi les projections. On suppose que, pour tout S dans E/'(A), l'intersection S n ker Pi
est finie . Alors, pour w-presque tout xo dans '(T", Q < ), l'objet Rpi (A Qx p22xo)

est un faisceau pervers, Rpi (H ;nt(A Qx 2xo)) est un objet de Hyp ;nt (T') et il existe
un point fermé 2 de T' tel que l'on ait un isomorphisme

Hint(Rpi (A ®x 2'O)) b{%} *int Rpl (Hint(A Qx 2xo)) .

Démonstration . Commençons par remarquer que, pour tout point fermé xo
de ~(T"), on a des isomorphismes canoniques H (AQ'xo) N H (A) Q 2xo et
Hint(A 0 ~xo ) ^-' H(A) Q 2xo , d'après 2.6. D'après la proposition 8 .4.1, pour
w-presque tout xo dans '(T", Q~ ), l'objet Rpi (A pp22') est un faisceau
pervers, et il existe un point fermé 2 de T' tel que l'on ait un isomorphisme

H*(Rpi*(A ®'xo)) N b{2} ** Rpi (H* (A ®x 2')) .

En appliquant le foncteur int, on en déduit que, pour w-presque tout Xo dans



'(T",

	

on a des isomorphismes

(8.4.3 .1)

(8 .4.3 .2)

(8 .4 .3 .3)

(8.4.3 .4)

L'isomorphisme
clairs .
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Hint(Rpl*(A o ~x3) (êa{ } ** Rp l (H (A o 2xo)))int

^-' 8 {~} *int Rpl (H*(A Ox ~xo))int

^-' b {a} *int Rpl (H (A) ® ' O) int

8{)} *int Rpl*(Hint(A) 0 ~xo)

^-' b{~} *int Rpl (Hint(A Ox `~xo)) .

(8 .4 .3 .3) est conséquence du corollaire 6.4.5, et les autres sont

8.5. Fin de la démonstration . Le théorème 8 .2 est conséquence directe du
résultat plus précis suivant et du corollaire 8 .1 .5 .

THÉORÈME 8 .5 .1 . Soit T un tore de dimension n sur k . Soit A un objet irréduc-
tible de Perv(T, Q,) vérifiant x(T, A) =1 . Il existe un point fermé 2 de T tel que
l'on ait un isomorphisme

A 8{~} *int H(A) .

Démonstration . Soit H(A)1 = inv *D(Hint(A)) l'inverse de H(A) dans le
groupe Hint(T) (cf. 8 .1 .6) . Il suffit de démontrer que le faisceau pervers

B = A *int H(A) 1

est à support ponctuel . Pour cela, d'après la proposition 8 .3.1, il est suffisant
d'établir que le fermé 0(B) est partout de codimension au moins 2 dans 6'(T) .

Le fermé A(B) est contenu dans Lt(A) . En effet, d'après 3 .9 .3 (iv), il suffit
de vérifier que Lt(Hint (A)

_1 )
est contenu dans 0(A) . D'après 8.1.7, A(Hint (A)) est

contenu dans A(A), et on a A(Hint(A) r1 ) _ A(H; nt (A)) par 3 .3 .4 (i) .
Fixons un isomorphisme de tores T N T' x T" avec T' de dimension 1 . On

note pi les projections . On suppose que, pour tout S dans 9'(A), l'intersection
S n ker pl est finie . Remarquons que, comme A(B) est contenu dans A(A), la
condition précédente vaut aussi pour 9'(B), d'après 7 .3 .5 .

D'après la proposition 3 .7.7 et la proposition 6 .4.4, pour w-presque tout xo
dans ô'(T", Q > ), l'objet

C = Rpi (A Û p2'xo)

est un objet de Perv ; nt(T, Q). D'après la proposition 3 .7.7, C est un faisceau
pervers irréductible sur T' de caractéristique d'Euler-Poincaré égale à 1 .
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LEMME 8.5.2. Pour w-presque tout xo dans ''(T",

	

il existe un point fermé
2 de T" tel que l'on ait un isomorphisme

Rpl (B Ox;.'z0) ^-' 5 {)} *int (C *int H ;nt(C)-1) .

Démonstration . Pour w-presque tout xo dans ~(T", Q~ ), on a des isomor-
phismes

Rpl (B Ox P22zo) Rpi* ((A x0 p22zo) *int (H(A)'int r 0p22zo))

(8.5 .2 .1)

	

^-` Rpi ((A x0 p22zo) *int (H(Aint® p2 ' o)-1))

(8 .5 .2 .2)

	

^-' Rpl*(A 00 p2°2zo) *int Rpl*(Hint(A Ox p2~zo)
_' )

L'isomorphisme (8 .5 .2.2) est conséquence du corollaire 6.4.6, et (8 .5 .2 .1) est clair.
D'autre part, pour w-presque tout xo dans ~(T", Q<), on a des isomorphismes
canoniques

Rp1 (Hint(A 0 p2 0)) Rpi*(inv*D(Hint(A ® p2)))

(8 .5 .2 .3) N inv*D(Rpl!(Hint(A 00 p2 0 )))

(8 .5 .2 .4)

	

N inv*D(Rpi,(Hïnt(A) 0 Pi2zo))

(8.5 .2 .5)

	

inv*D(Rpl*(Hint(A) 00 p2~zo))

(8.5 .2 .6)

	

inv*D(Rp1*(Hint(A 00 p2'))).

L'isomorphisme (8 .5 .2 .5) est conséquence de 4.7 .2, les autres sont clairs . La propo-
sition 8.4.3 permet maintenant de conclure.

	

E

Supposons que A(B) ait une composante irréductible de codimension 1 .
L'ensemble b(B) serait alors non vide, d'après le théorème 7.3 .5 . D'après la
proposition 7.5 .1, ceci entraînerait que, pour w-presque tout xo dans ~(T", Q<),
t(Rpl (B Qp22zo )) serait non vide, et par conséquent, d'après le lemme 8.5 .2,
pour w-presque tout xo dans 6'(T", Q < ), le fermé 4(C *int H(C) 1 ) serait non
vide. Il suffit donc de démontrer l'énoncé du théorème quand n =1 .

Soit Hyp(!, 2, (x )i , (ici)) un objet de Hyp~(Gm ,k) . On pose Jo = { iIic~ = id} et
J~ _ { iIic ti = inv} . On dit que ((x )i , (?ri)) est réduit si les ii sont tous égaux à id
ou à inv et si pour tout (i, j) E Jo x J~ on a xi xJ 1 ,

D'après N. Katz [K2, 8.4.10.1 et 8.5 .3], un faisceau pervers A sur Gm,k tel que
x(Gm,k, A) =1 est irréductible si et seulement si il est isomorphe à un faisceau
pervers de la forme Hyp(!, 2, (x )i , (?ci)) avec ((x )i , ( rc))iréduit .
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De plus, d'après le calcul de la monodromie locale des faisceaux pervers
Hyp(!, 2, (x)i , ( ici)) effectué en [K2, 8 .4.11], si A est un faisceau pervers sur Gm,k
isomorphe à Hyp(!, 2, (t), (ic i )) avec ((x )i , (n j )) réduit, on déduit de 7 .3.3 (ou on
vérifie directement) que le support de AJIGm,k,o(A) est l'ensemble des xl 1, avec i
dans Jo, que le support de 4 JIGm,k,~(A) est l'ensemble des avec i dans J~, et
que la longueur de A "" Gm,k,o (A) (resp., A JIGm,k,~ (A)) au point xi1 (resp., xi) est

8.6. Le groupe H; nt(T) . Soit T un tore de dimension n sur k.
Notons 92 l'ensemble des sous-tores de dimension 1 de T. Pour S dans on

note is : S -p T l'inclusion . Pour tout S dans 97 on se donne un isomorphisme de
tores ÇPs : Gm,k -~ S .

Soit teint( T) le groupe abélien

:= T(k) x Z((Gm,k)(QQ)) .

On définit alors un morphisme de groupes abéliens

: int(T) -~ H(T)

en associant à (2, n), pour 2 dans T(k) et n une fonction

	

x '(Gm,k)(Qt) --' Z à
support fini, la classe de 8{~} *int (*ints,x(R(is o cps) *H(/1 ; x))n(S'x)) . (On note multi-
plicativement le produit *int et on convient qu'un produit de convolution indexé
par l'ensemble vide est égal à b{ 1 } .)

THÉORÈME 8.6.1 . Le morphisme G : teint(T) -* H int(T) est un isomorphisme
de groupes abéliens .

Démonstration . La surjectivité de 1 étant claire, démontrons l'injectivité .
Si x = (2, n) appartient à teint (T) on note b(x) la projection du support de n

sur .9' . Il est clair que si c1(x) =1 et I.9'(x)~ = 0, alors x = (1,0) . Dans le cas
général l'énoncé est conséquence de l'assertion suivante : si F(x) est à support
ponctuel, alors ~ .9'(x) I = 0. D'après 8 .1 .7 (ou plutôt sa preuve), le fermé A(1(x) )
est contenu dans une réunion finie de cotores algébriques translatés de la forme

avec S dans .9'(x) et t point fermé de ~(S) .
Si I .9°(x)I =1 et si T est de dimension 1, alors D(x) ne peut pas être ponctuel .

En effet, soit x dans int(Gm,k) avec I.9'(x)I =1 . Dans ce cas, comme, d'après
8.1 .1 (ii), on a H(ii, x)-1 N inv* (8{_1} ** H(i/i, x -1)), 1(x) est de la forme Hyp(int,
2, (x )i , ( ic i )) avec ((x )i , ( ici)) réduit et non vide, ce qui entraîne, d'après 8.1 .4 et
[K2, 8 .4.10.1 et 8 .4.11], que F(x) n'est pas ponctuel . En général, si f .9'(x) I =1,
on a '(x) = b{~} *int Ris s (A) avec 2 un point fermé de T, A un objet non ponc-
tuel de Hyp ; nt (S) et S de dimension 1, et donc 1(x) ne peut pas être ponctuel . Si
I .9'(x)I > 2, on peut écrire x = x l x2 1 avec .9'(xl) et .9'(x2) non vides disjoints
et I .9'(x i ) I =1 . Si 1(x) était ponctuel, il existerait un point fermé 2 de T tel que

égale à la multiplicité de xi dans Jo (resp ., J~) . On a donc A b{2} *int H(A),
ce qui termine la démonstration du théorème 8 .5 .1 . D



590

	

GABBER ET LOESER

I (xi) = 5 *;nt'(x2) . On aurait alors A(I (x i )) _ A(i(x2)) . Mais, par ailleurs,
40(x1)) - A(sb(x2)) est partout de codimension au moins 2, ce qui entraîne,
d'après 8.3.1, que I (xi) est ponctuel, et conduit à une contradiction .

	

D

Remarque . Le théorème 0 .2 de l'introduction est conséquence directe des
théorèmes 8 .2 et 8 .6 .1 .

9. L'analogue pour les -modules du théorème 5.1 .1 . Dans cette section on
montre comment en utilisant la transformation de Mellin des 2-modules on
peut obtenir l'analogue pour les -modules du théorème 5 .1 .1 .

On rappelle brièvement la définition de la transformation de Mellin algé-
brique et certaines de ses propriétés et on renvoie à [LS1] et [LS2] pour plus
de détails. On pose Gm = Spec C[x, x'J et (Gm)" = Spec C[x, x -1 ] avec x =
(x1, . . . , xn ) . Pour n > 0, un tore complexe T de dimension n est un C-schéma en
groupes isomorphe à (Gm )" . On note

	

l'anneau des opérateurs différentiels
algébriques sur le tore (G m )" :

	

= C[x, x-1 ]<D> avec D = (D1, . . . , D,,) et D~ _
x~ ôx ~, la définition s'étendant aux tores par transport de structure . On pose
si = --D~ et iti = xi de sorte que l'anneau C [s](r, i-1 > s'identifie à l'anneau
C [s]<t, i -' > des opérateurs algébriques aux différences finies défini dans l'in-
troduction . Soit .h' un e-module (à gauche) holonome . Le transformé de Mellin
du 2e-module , noté t(dI), est par définition le module # vu comme
C [s]<'r, i -i >-module .

Il résulte du théorème de Bernstein que C(s) ®qsj ( .t) (noté dans la suite
W1(dl)(s)) est de dimension finie sur C(s) : on vérifie en effet que

LR (JI)(S) = n+( ' ®c C (S)xs )

où p : Spec C(s) [x, X'] -* Spec C(s) est la projection (cf. [LS1, Théorème 1.2.1]) .
Pour tout tore T de dimension n et tout ~T-module holonome

	

on note
x(T, fil) la caractéristique d'Euler du complexe de de Rham algébrique

DR(d/) := S2T ®a Jf[n] .

THÉORÈME 9.1 [LS2] . Si dl est un J-module holonome sur (Gm)", alors
x((Gm ) n , dl) = dimC(s) (Jl)(s) .

L'analogue pour les e-modules du théorème 5 .1 .1 est le résultat suivant .

THÉORÈME 9.2. Soit T un tore complexe de dimension n > 0 et soit un ~-
module holonome irréductible sur le tore T, vérifiant x(T, .l) = 0. Alors il existe
une décomposition en produit de tores T N T' x Gm telle que via cette décom-
position .l soit isomorphe à un module de la forme pi(dl') Q p 2 (dla ) avec dl' un
-module holonome sur T' et dl,, un s-module de Kummer sur Gm , c'est à dire de

la forme dl,, :_ 2/9(x3 - a), (pi et P2 désignant les projections) .



FAISCEAUX PERVERS £-ADIQUES SUR UN TORE

	

59 1

Démonstration . Comme il n'y a rien a démontrer si n = 0, on suppose que
n > 1 . On choisit un isomorphisme de tores ~p : T ^ (Gm)" . D'après [S] théo-
rème 2.2, le C[s]-module W1(.II) est localement libre en dehors des translatés
entiers d'un nombre fini d'hyperplans de la forme «s) - a = 0 avec «s) une
forme linéaire à coefficients entiers premiers entre eux dans leur ensemble et a
dans C. D'après le théorème 9.1 l'hypothèse x(T, .N) = 0 entraîne que 9R( .#) est
à support dans les translatés entiers d'un nombre fini d'hyperplans de cette
forme. Il existe donc une forme linéaire à coefficients entiers premiers entre eux
dans leur ensemble «s) et a dans C tels que le noyau de «s) - a dans t(dI) ne
soit pas réduit à 0. Comme W1(.JI) est irréductible, le noyau Ker(~(s) - a)
engendre le C [s}<-r, z -i >-module W?(kt) . Quitte à changer (p, on peut supposer
que £(s) est de la forme t(s) = sn . Choisissons T' _ (Gm )n

-i tel que Pi : T -+ T'
et p2 : T --~ Gm correspondent respectivement à la projection sur les n -1 pre-
miers facteurs de (Gm )' et à la projection sur le dernier facteur . On obtient que
.%' a la forme requise en posant .H' _ - ip1+ (JI 0 p2 (#_)) .

	

E

APPENDICE

A.1. Extension des scalaires et formule des coefficients universels . Soient R et
T des anneaux locaux réguliers . On note et les idéaux maximaux corre-
spondants et, pour tout entier n > 1, on pose R n = R/Wt' et Tn = T/91" . On
suppose que R et T sont complets et que R1 et T sont des corps de caractéris-
tique L > O . On se donne un morphisme local R -~ T .

Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique p différente de L . On
reprend les notations et définitions de [E] a ceci près que, pour un k-schéma
séparé et de type fini X, on notera D(X, R) au lieu de D (X - R), etc	les
catégories triangulées définies loc . cit. 2.5 et 3.3, et que, pour éviter les confu-
sions, on notera

1CR : (XN,R.) --> (X, R)

et

?cT : (XN,T.) --~ (X,T)

les morphismes de topos annelés comme définis loc . cit., p. 198. De plus, on note
c c R1-mod (resp., T1-mod) la sous catégorie des R 1 -modules (resp., T1-modules)
constructibles .

DÉFINITION-PROPOSITION A.1 .1. Soit X un k-schéma séparé et de type fini .
(i) Pour tout objet M de D b(X, R) on pose

T ©R M := L4(T QR RICR*M) .

C'est un objet de Db(X, T), et on définit ainsi un foncteur exact

T® : Db (X, R) Db(X, T) .
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(ii) Soit M un objet de D b (X, R). On a, pour tout n > 1, un isomorphisme cano-
nique

Tn®T(TORM) Tn00Rn (Rn00RM) .

(iii) Le foncteur T QR induit un foncteur exact Db(X, R) -+ Db(X, T) .
(iv) Soit M un objet de D"(X, R) qui est isomorphe à un R -faisceau construc-

tible . Alors H °(T QR M) est canoniquement isomorphe au T -faisceau constructible
obtenu par extension "naïve" des scalaires .

Démonstration . Soit M un objet de Db(X, R) . Comme 71R est de dimension
cohomologique finie (loc . cit. Lemme 1 .3 (i)) et que T a une résolution finie par
des R-modules projectifs, le complexe T pR R7CR*M est un objet de D"(X, T) 1it
et donc, d'après loc . cit. Proposition 2.2 (iii), L4(T QR RICR *M) est un com-
plexe borné normalisé, et définit donc un objet de Db(X, T) . Pour démontrer
que T QR est un foncteur exact D' (X, R) -~ D" (X, T), il suffit de vérifier que si
M est négligeable, alors T pR M est négligeable. Comme (cf. loc. cit. p. 204), un
objet M de D"(X, R) est négligeable si et seulement si R1 pR M = 0, cela résulte
de (ii) .

Démontrons (ii) . Soit M un objet de Db(X, R) . Par définition on a

T,,QxT(TUxRM)=Tn QxTR7rT* (L4(TQxRRitR*M)) .

Comme, d'après loc . cit. p. 203, pour tout objet N de Db(X, T) 11 on a

Tn Qx T R?rT*L4N T,, ®N,N,

on a

T,OT(TOORM) ^-' T,OOT(T® R1tR*M)

N Tn ®(R,, Ox R1CR*M)

Tn ORn(R,, QR M) .

L'énoncé (iii) est une conséquence de (ii), car si R1 QR M est constructible, alors
T1 QRl (R1 QR M) est constructible . L'énoncé (iv) est clair .

	

D
Dans les cas où il faudrait garder trace du morphisme a : R --* T, on utilisera

la notation T xpâ M au lieu de T QR M.
En général, si M est un objet de D"(X, R) (resp., Db(X, R)) et si N est un objet

de D"(X, T) (resp ., Db(X, T)), on pose

M®R N :=

C'est un objet de D" (X, T) (resp ., Db (X, T)) .

(T®M)QN .R

	

T
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PROPOSITION A .1 .2. Soit M un objet de Db (X, R) et soit N un objet de
Db (X, T) . Pour tout n > 1, on a des isomorphismes canoniques

Tn QxT(MQxRN)N(R n QxRM)QxR n (Tn QTN) .

Démonstration . On a

TnOOT(M®RN)^-'(TnOOT(TOORM))OOT n (TnOOTN)

^-' (Tn ORn (Rn OR M)) OO T(Tn XOT N)

-̂'(R n OORM)OORn(Tn 00 TN) ,

le premier isomorphisme étant conséquence de [E, 4.2 .(i)], et le second de A .1 .1
(ii) .

	

a
LEMME A.1 .3 . Soient A et B des objets de Db (X, R) . A la donnée, pour tout

n > 1, d'isomorphismes compatibles

cpn : R,, x A N R, ® B

est canoniquement associé un isomorphisme A B dans Db(X, R) .

Démonstration. On a une suite exacte

0 -* l m~ 1>Exr 1 (R n QR A,R, QR B)

-~ Hom (R1CR * A, R1CR*B) -+ 1 m Hom(R n QR A, Rn QR B) -~ 0

et l'hypothèse de constructibilité assure, par Mittag-Leffler, que
l m (1 )Ext-1 (Rn ® A, Rn ©R B) est nul. Par conséquent, la donnée des çPn est
équivalente à celle d'un isomorphisme R76R*A R7tiR*B, d'où le résultat, car
dans D" (X, R) tout objet C est canoniquement isomorphe à LRRRICR* C (cf.
[E, 2.2.(i)]) .

	

p

PROPOSITION A.1.4 (Associativité du produit tensoriel) . Soient R, T, et U des
anneaux locaux réguliers, complets et de corps résiduels de caractéristique £ > 0 .
On se donne des morphismes locaux R -~ T -~ U . Soit M un objet de Db(X, R), N
un objet de Db(X, T), et P un objet de Db(X, U) . On a un isomorphisme canonique

(MQxRN)QxTP~MQxR(1VpxTP) .

Démonstration . C'est une conséquence de l'associativité usuelle du produit
tensoriel, compte tenu de la proposition A .1.2 et du lemme A.1 .3 .

	

D
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PROPOSITION A.1 .5 . Soit f: X --} Y un morphisme entre schémas séparés de
type fini sur k .

(i) Formule des coefficients universels: Pour tout objet E de Db(X, R), on a un
isomorphisme canonique

T QR Rf* E N Rf(T QR E) .

Plus généralement, si F est un T -faisceau lisse sur Y, on a un isomorphisme cano-
nique

(Rf*E)®R F^'Rf(EQRf*F) .

(ii) Formule de projection : Pour tout objet E de Db (X, R), (resp., D(X, T),) et
tout objet F de D~ (Y, T) (resp ., Db (Y, R)), on a un isomorphisme canonique

(RfE)!®R F "- Rf!(E® L f*F)

(resp., F OR (RfE)!" Rf!(f *F OR E)) .
(iii) Image inverse : Pour tout objet E de Db ( Y, R), et tout objet F de Db ( Y, T),

on a un isomorphisme canonique

f *(E ®R F) "
f* (E) ®f* (F) .

Démonstration. Pour démontrer le premier énoncé de (i), il suffit, d'après le
lemme A .1.3, de vérifier que, pour tout n > 1, on a un isomorphisme canonique
entre

Tn QT(T pR Rf*E) N T, ®(Rn QR Rf*E)

`v Tn ORn"f*(Rf 00 R E)

et

Tn 00 T Rf*(T QR E) Rf*(T, ®T(T ® E))

Rf*(T, ®(R,, ©R E)) ,

ce qui résulte de [SGA42, Th. finitude Appendice Remarque 1.2.a] . Le cas où T est
remplacé par un T-faisceau lisse sur Y s'en déduit par localisation . Les énoncés de
(ii) (resp ., (iii)) se ramènent de la même façon au cas de coefficients de torsion, qui
résulte de la formule de projection usuelle (resp., qui est connu) .

	

p

Soit S = Spec A un trait strictement hensélien . On note K le corps des frac-
tions de A, k le corps résiduel, et K une clôture séparable de K . On pose
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s = Spec k, ri = Spec K, et ri = Spec K. Soit X -- S un morphisme séparé et de
type fini . Pour tout point x de S on note X x la fibre de X en x. Avec les nota-
tions de [SGA7, II, Exp. XIII] et le formalisme de [E] on a des catégories dé-
rivées D b(XS x S i, R) (resp., Db(X ~, R)) et Db (XS x S ri, R) (resp ., Db (X ~, R)) de
faisceaux de R-modules sur X S munis d'une action continue de Gal (i I ri) (resp .,
de faisceaux de R-modules sur X n) . On définit comme précédemment un foncteur
T ®R : Db (XS x S i, R) --+ D b (XS x S ~, T) (resp., T 0 R : D 1'(X, R) - D" (X, T))
pour lequel on a les analogues des énoncés précédents avec les mêmes dé-
monstrations . En particulier T QR induit un foncteur Db (XS x S i, R) -~
Db (XS x S i, T) (resp., T QR : Db(X ~, R) --* Db (X ~, T)) . On définit comme en
[SGA7, II, Exp . XIII] un foncteur cycles proches Ri : D" (X, T) ->

Db (XS x S ri, T) qui induit par [SGA4 2 , Th, finitude Théorème 3 .2] un foncteur
Db (X ~, T) -~ Db (XS xS ii, T) . Si on remplace dans la définition de le corps
k par l'extension modérément ramifiée (resp ., pro-i?) maximale de K dans k on
obtient également des foncteurs R ~ : D" (X, T) -* D" (X S x S ri, T) (resp ., Rç1r0-l

Db (X,1 , T) - + D b (XS xs ii, T) ) .

PROPOSITION A .1 .6 (Cycles proches) . Avec les notations précédentes on a, pour
tout objet E de Db(X~, R), un isomorphisme canonique

T®R R(E) Ri/,,(T® R E) .

On a l'énoncé analogue pour les foncteurs Rl/ et R~~ ro-e

Démonstration. De façon similaire à A .1.5, on se ramène au cas de co-
efficients de torsion qui est traité dans [SGA7, II, Exp . XIII, 2 .1.13] pour Ri/i,
la preuve étant la même pour R/4 et Rl/r~r0-~

	

EJ

A.2. L'anneau Q~ ©z Z41X1,. . .,Xn]]

A.2 .1 . Rappels sur la théorie de Weierstrass . Soit A un anneau et soit 91 un
idéal de A .

Suivant l'usage, on pose A[ [X]] = A[ [Xi, . . . , X,,]], A[ [X']] = A[ [X1, . . . ,

X,,_1]], et X' _ (X1, . . .
Une série non nulle f dans A[ [X]] est dite 91-régulière de degré k si

f =_ v(Xn )X, mod(91, X' )

avec v dans A [ [Xn ] ] une unité modulo 91 .
On dit qu'un élément P de A[ [X] ] est un polynôme de 91-Weierstrass si

P=Xn +> piXn
i<k

avec pi dans (91,X' )A[ [X' ] ] .
La théorie classique de Weierstrass peut être résumée sous la forme suivante .
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THÉORÈME A.2.1 . On suppose que A est séparé et complet pour la topologie 91-
adique et que 91 est un idéal maximal de A .

(i) Si f dans A[ [X]] est 91-régulière de degré k, alors, pour tout g dans A[ [X]],
il existe un unique couple (q, r) avec q dans A[ [X]] et r dans A[ [X'] ][XJ tel que
degXn r<ketg=q .f+r.

(ii) Si f dans A[ [X]] est 91-régulière de degré k, alors f s'écrit de façon unique
f = u • P avec u dans A[ [X ] ] une unité et P dans A[ [X' ] ] [Xn] un polynôme de 91-
Weierstrass .

(iii) Si f dans A[ [X ] ] a un coefficient qui est une unité modulo 91, il existe un
automorphisme T de A[ [X ] ] de la forme T(X)~= X + Xn' pour i =1, . . ., n -1,
et T (X) = Xn , tel que T (f) soit 9ï-régulier .

Démonstration . C'est une conséquence de [B, Ch . VII, §3, n° 7, 8] .

	

D

A.2.2 . On fixe une clôture algébrique Q~ de Q~. On considère l'anneau

A - lm R[[X1, . . .,Xn]] [t-1] ,
REP

On rappelle que G est l'ensemble ordonné des anneaux d'entiers d'extensions finies
de Qt contenues dans Q t .

Pour R dans ., on note 9R l'idéal maximal de R, et on note WR l'ensemble
des polynômes de R-Weierstrass dans R[ [X 1, . . . , X]] . Si R c R', alors WR c
WR ' . On pose W = U RG G9 WR. On voit W et An_ 1 [X]n comme naturellement
plongés dans An .

PROPOSITION A .2 .2 .1 . Les propriétés suivantes sont vérifiées :
(i) Soient f et g des éléments unitaires de An_ 1 [Xn ] . Si le produit f . g appar-

tient à W, alors f et g appartiennent à W .
(ii) Pour tout élément P de W, les quotients An/PAn et An-1[Xn]/PAn_1[Xn]

sont isomorphes comme A,, 1-algèbres.
(iii) Pour tout élément non nul f de An, il existe un automorphisme a de A n et

une unité u de An tels que u • Q(f) appartient à W.

Démonstration . L'énoncé (i) est clair, (ii) est conséquence de A .2.1 (i), et (iii)
de A.2 .1 (ii) et (iii) .

	

D

PROPOSITION A .2 .2.2 . Pour tout entier n > 0, l'anneau An est noethérien.

Démonstration . La proposition A.2 .2.1 assure exactement que, dans la termi-
nologie de [BGR, 5.2 .5], An est de Rückert sur An _1 . D'après [BGR, 5.2.5], ceci
entraîne que An est noethérien si An_ 1 l'est, ce qui donne l'énoncé cherché par
récurrence, le cas n = 0 étant clair .

	

D

Pour tout entier n > 0, on note Pn l'ensemble des Q~-points de Spec An et Pn
l'ensemble des points fermés de Spec An . On note également WI l'idéal maximal
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de Z ~. On a des applications canoniques fn : ¶Jtn -~ Pn (donnée par l'évaluation)
et gn : Pn - + Pn .

PROPOSITION A .2 .2.3 . (i) Pour tout entier n > 0, les applications fn et g n sont
des bijections.

(ii) Pour tout entier n > 0, l'anneau An est régulier et de Jacobson .

1

Démonstration . Démontrons (i) . D'après la proposition A.2.2 .1, pour tout
élément f non nul de A n , le quotient An/f est un module libre de type fini sur un
anneau isomorphe à An_i . On en déduit par récurrence sur n que, pour tout idéal
propre I de A, il existe un entier r < n et une injection Ar -* A n/I tels que An/I
soit fini sur Ar . Quand 1 est un idéal maximal, le quotient An/I est un corps, et
donc également Ar . On a alors r = 0 et An/I N Q~. Ceci démontre que gn est
une bijection. Soit (p : An -+Q un homomorphisme . On pose ci = ~p(t) pour
< i < n . Si l'un des c i vérifiait lcil > 1, t i - c i serait inversible dans An et on ne

pourrait avoir (p(t~ - c~) = O . On a donc c i l < 1 pour tout i . D'après A.2.2.1 (ii)
tout élément f de An peut alors s'écrire f = ~i<i<n (tti - ci)gi + f (ci, . . . , cn)
avec les gi dans An . On a donc 'p(f) = f (ci, . . . , c g ), ce qui termine la preuve de
(i) . On déduit de (i) que en tout point fermé de Spec An le complété de An est
isomorphe à Q e [ [x i, . . . , x,,]]. Comme l'anneau An est noethérien d'après A.2 .2 .2,
il est donc régulier. De plus on vérifie facilement que l'intersection des idéaux
maximaux de An est (0) et on démontre que A n est de Jacobson par récurrence
sur n comme dans [BGR, 5 .2 .6] .

A.3. Démonstration de la proposition 3.6 .1. Démontrons (i) . Le fait que S soit
une sous-catégorie triangulée de D est clair : en effet si deux sommets d'un tri-
angle distingué de D appartiennent à S, on voit en considérant la suite exacte
longue de cohomologie associée au triangle qu'il en est de même du troisième .

Considérons un morphisme f: X -* Y dans D se factorisant par un objet W
de S et contenu dans un triangle distingué X -> Y --> Z avec Z objet de S. Pour
tout entier i, on a une suite exacte

H(W) --* H(Y) --* H 1 (Z) .

Comme H (W) et H1(Z) sont des objets de S, il en est de même de H i(Y), et donc
Y est un objet de S. On en déduit que X est également un objet de S en utilisant la
suite exacte longue de cohomologie associée au triangle X -~ Y - * Z .
Démontrons (ii) . Le seul point à vérifier est que si X est un objet de Dlô° et Y

de Don a Hom D,o~ (X, Y) = 0 .
On note i`n (resp., i' n) l'adjoint à droite (resp., à gauche) de l'inclusion

de D `n (resp ., D' n) dans D. On dit qu'un morphisme dans D est un S-isomor-
phisme si son cône est un objet de S . Par définition de Dl o ~, tout élément de
HomD,o~ (X, Y) est représenté par un diagramme

X-X'-; Y

avec f dans Hom D(X', X) un S-isomorphisme et g dans Hom D(X', Y) . Il suffit
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de démontrer que si X est un objet de Djo° et Y de D l , l'image de g dans
HomD,0 (X', Y) est nulle. Pour cela on remarque que les morphismes canoniques
dans D,

i`0X' -~ X' et Y -> i'' 1 Y

sont des S-isomorphismes et que, par définition d'une t-structure, le morphisme
compose

i`0X' -*A ' --4 Y -*t '- 1 Y

est nul . Le morphisme g devient donc nul dans D après composition avec des S-
isomorphismes, autrement dit l'image de g dans Hom D,o~ (X', Y) est le morphisme
nul .

Démontrons (iii) . Notons C le coeur de Dio~ et ijOC , bloc les foncteurs de tron-
cature relatifs à la t-structure sur Dl o~ . Remarquons que, pour tout objet X de
Dlo~, les objets i`n (A) et t' (Â) (resp ., t" (A) et t1 (A)) sont canoniquement
isomorphes dans Dlo~ . Par conséquent, les objets

H°X :_ x '' 0-r 0X et H , X := t lâ°tlo°X

sont canoniquement isomorphes dans Dlo~, ce qui prouve que le foncteur cano-
nique

D: Aloi -+ C

est essentiellement surjectif .
Démontrons que 1 est fidèle. Soient X et Y des objets de A et soit f un élé-

ment de HomA,o~ (X, Y) tel que 1(f) est nul. Le morphisme f est représenté par

X ( - X' -~ Y

avec X' objet de A, çP dans HomA (X', X) un S-isomorphisme et g dans
HomA(X', Y) . Comme I p) est un isomorphisme, on a *(g) = 0 . Par conséquent
il existe un objet X" de D et un S-isomorphisme çli dans HomD(X", X') tels que
g o = 0 dans Hom D (X", Y) . En appliquant le foncteur H ° on obtient une suite

H °(/i)
X ' -~ YH °(X " )

avec g o H° (/r) = 0. Comme H°( i/i ) est un S-isomorphisme, on obtient que l'image
de g dans HomÂ,OC (X', Y) est nulle et donc que f est nul .

Démontrons que 1 est plein. Soient X et Y des objets de A et soit f un élé-
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ment de HomDlo(X, Y). Le morphisme f est représenté par

X ~X'-~ Y

avec X' objet de D, g dans HomD(X', Y), et ~p dans Hom D(X', X) un S-
isomorphisme. Comme X' est S-isomorphe à un objet de A, le morphisme cano-
nique i`0X' -* X' est un S-isomorphisme . On peut donc remplacer X' par
et supposer que X' est un objet de D°. Comme, de même, le morphisme cano-
nique X' -~ i'0X' est un S-isomorphisme, et que tout morphisme X' -* Z dans
D, avec Z objet de D'-°, se factorise canoniquement en un morphisme r' 0X' -* Z,
on peut remplacer X' par i'0X' et supposer que X' est un objet de A, ce qui
prouve que tb est plein.

	

D

A.4. Démonstration de la proposition 6.3.2 . Pour tout point x de X, on note
d(x) la codimension de' x dans X .

(i) = (ii) . Soit K un objet de D~oh(X)''0 et soit x un point du support de
~xt`(K, (9) . On a Extâx (Kx , (9x) O; comme la dimension injective de ~x est
égale à d(x), on a i < d(x), ce qui donne l'énoncé non respé. Pour l'énoncé respé,
comme codim Supp ~xt `(i > 1 K, (9) > i + 1 d'après ce qui précède, on se ramène
au cas d'un (9-module cohérent sans torsion M (placé en degré 0) . Pour tout
point x de X on a une suite exacte

O -- Mx * (9x -p Mx -+ O

d'où l'on tire des isomorphismes Ext i (Mx , (9x) ti Ext ` +l (Mx, (9x) pour i > 1, d'où
le résultat.

(ii) = (i) . Soit M un (9-module cohérent et soit x le point générique d'une
composante irréductible de codimension d du support deM. Comme H{x}Mx 0,
on a Extd(Mx , (9 x) # 0 par dualité locale. Par conséquent, si codim Supp M = d,
on a

codim Supp ~xt d(M, (9) = d .

Soit K un objet de D~oh(X) tel que codim Supp ~xt 1 (K, (9) > i + 1 pour tout i > 0 .
Soit n le plus grand entier tel que -nK 0. Supposons que n > 0 et notons d la
codimension du support de -nK. On a alors

codim Supp 1~xtd+n((*-"K)[n], (9) = d .

On arrive à une contradiction en considérant le triangle

(.$""K)[n]

	

--> K -, >-n+1K

et en appliquant (i) = (ii) à (r _ --i )K [-n + 1] . Pour l'énoncé respé, il suffit de
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traiter le cas d'un (9-module cohérent M (placé en degré 0) . Soit Mt le sous-module
de torsion de M . Si Mt est non nul, soit d > 0 la codimension de son support . On a
alors

codim Supp t~xt d(Mt , (9) = d

et, en considérant la suite exacte longue associée à

0 --> Mt --+ M --* M/Mt -> 0,

on obtient que

codim Supp ~xtd(M, (9) = d,

ce qui contredit l'hypothèse .
(i)

	

(iii). Soit K un objet de D~oh(X)''° . Soit x un point de X tel que l'on ait

H -`(Kx fax k(x)) # 0 .

Comme k(x) est de dimension projective égale à d (x), on a i < d (x) . D'autre part,
si M est un (9-module cohérent et x est le point générique d'une composante irré-
ductible de codimension d du support de M, on a

H-d(MX pôx k(x)) ~ O

(utiliser une résolution de Koszul de k(x)) .
Par conséquent, si codim Supp M = d, on a codim Supp fib H -d (M) = d . On

termine la démonstration comme pour (i)

	

(ii) .
(iii)

	

(iv) . Si K est un objet de D~oh (X) et x un point de X, H-~ (Kx p ôx k(x) )
est le dual de Hi((DK)x p k(x)) .

	

p

A.5. Démonstration du théorème 3 .7 .5. Il est clair que End(8{ l}) est cano-
niquement isomorphe à Q ~. Pour démontrer que la catégorie Pervint (T, Q ~)
est Q -tensorielle, il reste à vérifier (cf . [D2]) que, pour tout objet A de
Perv ; nt(T, Q), les morphismes composés

(A.5.1)

	

SA :_ (fiA *int A) o (A *int ŒA) : A -+ A *int A' *int A --~ A

et

(A.5.2)

	

tA :_ (A" *int fiA) o (OCA *int A") : Av --~ Av *int A *int A" --p A

sont égaux respectivement à IdA et IdA v .
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Soit A un objet de Perv(T, Q~) . On pose U = '(T) - 0(A) . Sur l'ouvert U,
le morphisme canonique ! (A) - Ç (A) est un isomorphisme, et on peut
voir, d'après le théorème 3 .4 .3, Jl* (A) iU comme un module localement libre .
De même, comme, d'après 3 .3 .1 (b), on a h* (A ") N D (Jl ! (A)), on peut voir

(A ") U comme un module localement libre, ainsi que * (A" ** A) i U , qui est
isomorphe à Ji (A') © d4(A)tu d'après 3 .3 .1 (f) .

On définit un isomorphisme canonique

'P : om((9U, J1 (A' ** A) U) -4'om(# (A)1U, *(A) v)

par composition des isomorphismes

om((9v, *(A~ ** A) iv ) .* (Av ** A) iv

JI*(AV) Iu®JI*(A)iv

D(J!(A) 1v ) ® ,N(A) 1v

N D(dt*(A)iU) ®d(A)1

PROPOSITION A.5 .3 . Soit A un objet de Perv(T, Q,) . On pose U = ~(T) - 4(A) .
Le diagramme suivant est commutatif

Hom(b{1}, A" ** A) --~ Hom(A*(b{1})IU, Jl*(A" ** A) i U)
~A I

J-

Hom(A, A) Hom(Ji*(A)1u, °1 *(A)1v),

les morphismes horizontaux étant donnés par application du foncteur * (	) v.
(On utilise l'isomorphisme canonique dl * (b{ 1 }) IU N ~ U . )

Admettons provisoirement cet énoncé et terminons la démonstration du
théorème .

Pour M un (9-module localement libre de type fini sur U, on a des morphismes
canoniques aM : (9U --> D(M) Q M et bM : M Q D(M) -f (ou qui vérifient les rela-
tions analogues à (A.5 .1) et (A.5 .2) . De plus bM est obtenu par dualité à partir de
aM .

Soit A un objet de Perv ; nt (T, Q~) . D'après la proposition A .5.3, le morphisme
canonique

4'* (x4 iu :(9U--~d* (A'*int A) 1
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composé avec les isomorphismes

*(A~ *int A)iu .1#(A" ** A) u J*(A")iu ® *(A)~v

N DJh(A))I u o1*(A)iu " Dd*(A)1u © *(A)1u

coïncide avec a,~ (A) iU . On a l'énoncé dual pour * (fA)pu .
On tire de cela que la restriction du morphisme * (sA) : J * (A) -~ .I* (A)

à l'ouvert U est égale à l'identité de J(A)i. Par conséquent, le support du
module .,l* (Im(sA - IdA)) est contenu dans 0(A), ce qui entraîne que l'on a
SA = IdA . On obtient de même que tA = IdA et on a donc démontré que
Perv ;nt (T, Q) est une catégorie Q -tensorielle . Soit le point générique d'une
composante connexe de '(T) . Il résulte directement de l'analyse précédente que
le foncteur A H . * (A) est un foncteur fibre sur Pervi nt (T, Q Q ), ce qui termine
la démonstration du théorème.

Démonstration de la proposition A .5 .3 . On note p le morphisme structural
T -- Spec k . Il suffit de vérifier que, pour tout point fermé x de U, le diagramme
obtenu par restriction des objets de la colonne de droite à x est commutatif. Ceci
est conséquence directe, d'après 3 .3.2, du lemme suivant .

Soit A un objet de Db(T,Q) . Soit x un point fermé de '(T) . On note 2 le
morphisme

2: Hom(Rp*(A Q 2'x) , Rp(A ® tex)) - Hom(Rp*S{i}, Rp*((Av *, A) ® 2'x))

obtenu en composant le morphisme canonique

Hom(Qe> D(RP*(A D 2x)) B L Rp(A ® tex))

-> Hom(Qe,D(RP!(A ® tex)) ®L RP*~A ® 2x))

avec les isomorphismes

Hom(Rp*(A D

	

RP*(A4 tex))

^_- Hom(Qe, D(RP* (A 0 7 )) ®L Rp(A (A 0 ~°x))

et

Hom(Qe , D(RP!(A ® <•èx)) ®L Rp(A 4 tex))

^_~ Hom(Rp*8{1}, Rp*((A" ** A) ® tex))
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Ce dernier isomorphisme étant obtenu à partir des isomorphismes canoniques

D(Rp!(A Qx ~x)) QL Rp* (A Qx ~x ) Rp* (D(A Ox 2x))
®L RP (A® 2 )

N Rp*((A 0'x)") OL Rp (A ® )

Rp*(A' ® ~x) OLRp (A® ~vx)

Rp ((A" ® `') ** (A Ox 2))

~ Rp ((A" ** A) D £x ) .

LEMME A.5.4. Soit A un objet de Db(T, Q t ) . Soit x un point fermé de T). Le
diagramme suivant est commutatif

Hom(b{ 1}, A' ** A) -* Hom(Rp*(5{1}), Rp ((A' ** A) 0 8))

~A IJ-

Hom(A, A)

les morphismes horizontaux étant donnés par application du foncteur Rp (	Qx 2) .

Démonstration . Pour x =1, l'énoncé résulte de la commutativité manifeste des
diagrammes suivants

Hom(A, A)

Hom(S{1}, A' ** A)

Hom(8{1}, Rn* (DA D A))

A)

(1)

(2)

A)) -4

J,2

Hom(Rp*(A ® 2x) , Rp(A ® 2'x)),

Hom(Rp*(S{1}), RP*(A" ** A))

Hom(Rp*(S{1}), Rp*Rn* (DA D A)

Hom(Q t , Rp DA x®L Rp A)

T

Hom(Q~, RplDA QL Rp*A)

Hom(Rp A,Rp A) .

)
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Les morphismes verticaux ont déjà été définis . Les morphismes (1), (2) et (4) sont
obtenus en appliquant le foncteur Rp * . Il reste à définir le morphisme (3) . Soit
p2 : T x T --> T la projection sur le deuxième facteur . Remarquons que l'on a
l'égalité P2 o i = IdT .

Par adjonction, on a un isomorphisme canonique (car Q

	

p* Q 1),

Hom(Qt , Ri'(DA

D'autre part, on a un morphisme canonique

Rp*Ri'(DA

et des isomorphismes canoniques

Rp* Ri'((Rp'Rp !DA)

GABBER ET LOESER

A)) ^' Hom(Qt , Rp * Ri'(DA

A)A) -~ Rp*Ri'((Rp'Rp~DA)

(1)

A) N Rp*Ri'RP?(p*RP!DA ®LA)

Rp* (p*Rp ! DA ®'A)

Rp~DAQ L Rp*A .

Le morphisme (3) est défini à partir de ces morphismes par composition .
Le cas général du lemme se déduit du cas x =1, compte tenu du lemme sui-

vant .

	

D

LEMME A.5 .5 . Soit A un objet de Db(T,

	

Soit x un point fermé de ~(T) . Le
diagramme suivant est commutatif

Hom(b{ 1}, AV ** A)

~A

Hom(A, A)

Hom(S{1}, (AV ® tex) ** (A ® tex))
(bA®2x

Hom(A Q A Q

les morphismes (1) et (6) étant les isomorphismes obtenus par tensorisation avec
2x (et en utilisant l'isomorphisme canonique (AV ** A) Qx ~x N (A s' 0 ~x) **

Démonstration . L'énoncé résulte de la commutativité manifeste des dia-
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[B]
[D1]

Hom(n*S{ i }, DA

Hom(ii Q~, DA

Hom(Q $ , Ri i(DA

Hom(A, A)
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Hom(S{ 1 }, A" ** A)

Hom(S{ 1 }, Rn*(DA p A))

A)

A)

A))

Hom(S{1}, (A" ® tex) ** (A ® ~°x))

Hom(S{ 1 }, Rn * (D(A Q tex )

Hom(n*S{ 1 }, D(A ® ~X)

Hom(i, Q ei D(A 0 $tX )

Hom(Qei Ri~(D(A 0 tex )

Hom(A Q ~°x+ A ® tex)

(3)

(5)

(6)

Le morphisme (2) est l'isomorphisme obtenu par tensorisation avec

~A ~ tex)))

(A®2))

(A®!8)))x
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Les
morphismes (3) et (4) sont les isomorphismes obtenus par tensorisation avec

Sx . L'isomorphisme (5) est obtenu à partir des isomorphismes

Ri' (DA p A) N Ri' (DA 4 A) QL L i * (12x-l © 'x )

^_- Ri ' ((DA D A) ®( 'X 1 D tex ))

Ri!(D(A ® tex) 0 (A 0 tex))
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