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Plan du mini-cours

@ Modeles de la physique de la matiere condensée
e Ergodicité et conséquences

© La densité d’états intégrée

© Le régime localisé

e Estimées de décorrélation des valeurs propres
@ Les statistiques locales dans le régime localisé
e L’ergodicité asymptotique et ses conséquences
e Théoremes de représentation des valeurs propres

............
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Premiere partie I

Opérateurs de Schrodinger aléatoires : les bases J

Q Modeles de la physique de la matiere condensée

e Ergodicité et conséquences
@ Familles mesurables d’opérateurs
@ Application aux opérateurs de Schrodinger
@ Familles ergodiques d’opérateurs
@ Calcul du spectre presque sr

@ La densité d’états intégrée
@ Définition
@ Estimée de Wegner
@ Asymptotique de Lifshitz

Q@ Le régime localisé
@ Définition
@ Centres de localisation

1881 SORBONNE
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Modeles de la physique de la matiere condensée

o Etude des propriétés physiques (transport électronique,
transport de la chaleur, etc) des solides (métaux,
semi-conducteurs, etc).

@ Relations entre propriétés macroscopiques et
microscopiques.

@ une caractéristique : homogénéité spatiale du milieu.
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Cristaux parfaits

Atomes sur un réseau.
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FIGURE: Exemple simple FIGURE: Exemple moins simple

Opérateurs de Schrodinger périodiques :
H=—A+VouV(x+y)=V(x) pour (x,7) € R x 7.

Théorie de Floquet : réduction a des modeles discrets (approximation semi-classique
ou liaisons fortes (“tight binding™)) :

sur £2(Z%), pour u = (un) e pas  (—Au)p = Z Upy. UPme
ma o
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Quasi-cristaux

Atomes sur le sommet d’un pavage non régulier.
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FIGURE: Théorie FIGURE: Réalité FIGURE: 1-D
Opérateurs de Schrodinger quasi-périodiques (dimension 1) :
Hy=—-A+VyconVy(x)=V(xvi+ o, -, xqva+®y), V: RY — R, Z%-pér..
@ v=(ny,---,Vy) vecteur de fréquences
e ®=(w, - ,w;) paramétre dans R?/Z4. uPmc

Klopp (IMJ - UPMC) Opérateurs aléatoires dans le régime localisé Interactions EDPs/Probas 6/39



Modeles de type alliage

Impuretés dans un cristal parfait.
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FIGURE: Alliage FIGURE: Un autre modele FIGURE: Déplacement aléatoire
Opérateurs de Schrodinger aléatoires de type alliage : Hy = —A+V, ou

@ Vyu(x)= Z oy V(x—7), @y € R : modele d’Anderson (continu) ;
Y

o Vyp(x)= Z Vix—y—oy), oy € R? : modele de déplacement aléatoire.

Y
Modele discret : dans I’approximation semi-classique ou liaisons fortes : sur £2(Z%),
le modele d’Anderson : Hy, = —A+ AV, ot (Vou), = Optty siu= (ty),cpa. UPMC

............
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Modeles amorphes

Atomes distribués aléatoirement dans 1’espace en ne respectant qu’ une homogénéité
spatiale.

10nm

Institut fur Aligemeine Physik, TU Wien

FIGURE: Théorie FIGURE: Réalité FIGURE: Simulation
Opérateurs de Schrodinger aléatoires amorphes : Hy = —A+V,, ou
° Vp(x)= /d V(x—y)due(y), @y € R : modele de Poisson.
R

@ V,, champ gaussien de variance v : modele gaussien.

............
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Familles mesurable d’opérateurs
Soit (Hy) peq une famille d’opérateurs bornés sur .77, un espace de Hilbert séparable.
Définition

(Hg)weq mesurable ssi V(y,¢) € 52, @ — (y,Aq,¢) mesurable.

Cas discret : sur £2(Z4), le modele d’ Anderson est mesurable.

Soit (Hg)weq une famille d’opérateurs auto-adjoints sur J7.
Définition

(Hyp)weo mesurable ssi Vf : R — R borélienne bornée, (f(Hy))weq mesurable.

Proposition

Q@ (Hy)weq mesurable ssi 37 € C\R t.q. (z+Hg) ') weq mesurable.
Q (Hy)oeq mesurable ssiVt € R, (e™),cq mesurable.

U~mcC
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Application aux opérateurs de Schrodinger
Sur 57 = L*(R?), soit H = —A+ V essentiellement auto-adjoint sur 65°(RY).
Proposition

Si Vg est un processus stochastique mesurable en x et ® t.q. Hy = H+ Vy
essentiellement auto-adjoint sur €;° (Rd), alors, Hg est mesurable.

Exemples :
Q@ Soit W Z4-périodique et Vi (x) = Y @, V(x—7) ou
yeZ4
Vo(x) =) V(x—y— @) ot (@) ,cza v-a. iid.

yezd
Alors Hy, = —A+ W+ 'V, est mesurable
Q SiVy(x)= /d V(x —y)due(y) est un processus de Poisson, Hy, = —A+ V, est
R
mesurable.

@ Soit v vecteur de fréquences (coord. rat. indép.) et V : R — R continue et
Z%-périodique. On pose x — Vg (x) = V(X1 V) + @y, - ,XqVg + 0y).
Alors, pour @ € Q =R?/Z4 H, = —A+ V,, est mesurable.
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Opérateurs ergodiques

Rappel : sur Q espace probabilité, un groupe de transformations préservant la mesure
(Ty)yer est ergodique si pour X mesurable, Vy, X 0Ty =X p.s. = X =cst p.s.

Définition

Une famille auto-adjointe et mesurable (Hy)ocq ergodique s’il existe (Ty)yer groupe
ergodique d’automorphismes de Q et famille d’unitaires sur 77, (Uy)yer t.q.

nya) = Uwa U;;

Exemples :

Les exemples précédents sont ergodiques.
Les unitaires sont les translations i.e. (Uyy)(x) = y(x — 7) et le groupe ergodique
celui engendré par les décalage (Ty(®))g = @1 Si @ = (@y)y.

Proposition

Si (Hy) peq ergodique, pour f mesurable bornée, (f(Hy))peq ergodique.
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Conséquences de I’ergodicité

Lemme (Lemme fondamental)

Si () @ famille ergodique de projecteurs orthogonaux, alors rang(Ily) est cst p.s.

o

Théoréme (Pastur)

Si (Hy)peq ergodique alors il existe L. C R fermé t.q. ¥ = 6(Hg) p.s.

Théoreme (Kunz-Souillard, Kirsch-Martinelli)

Si (Hep)weq ergodique alors il existe ¥, Xy et Xy fermés de R t.q., p.s.

ZPP - GPP(Ha))v Yac = Gac(Ha))a g = GSC(H(D)'

Théoreme

Si (Hyp)peq ergodique alors le spectre discret de H, est p.s. constant.

ur e
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Exemples :

Pour les modeles d’ Anderson (discret et continus), de déplacement et de Poisson, il
n’y a pas de spectre discret p.s.
De plus la proba. qu’un réel donné soit un valeur propre est nulle.

Calcul du spectre presque sr.

@ Modele d’ Anderson discret : ¥ = [—2d, 2d]+ supp @y.
@ Modele de Poisson : £ = [0,+c0) si V >0, et R sinon.

@ Modele d’ Anderson continu ou de déplacement :

Théoreme
NeN* o admissible et
ol NZA —périodique

@ = (@y) ez admissible siVy € 74, wy €S,
@

= (@y)yeze NZ4-périodique si VB € NZ4, Wy € 74, Wp 1y = By.

v

uemcC
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La densité d’états intégrée
Soit A un cube R ou Z¢ et —AIC)’N les laplaciens de Dirichlet et Neumann sur A.
teuie 7DON _ ADN
On définit Hm7A =—A;" + Vg
Théoreme
11 existe NPV positives, croissantes et continues a droite t.q., en tout E point de
continuité de N°N, w-p.s., on a
1
DN(\  1ivn . A/DN . i d
NN (E) _LLITOOLde,AL(E) on Ap=[-L/2,L/2]°.
De plus
D . E 1 D N — infE 1 N
NP(E) =supE ( —;NDc,(E)) et NY(E)=infE (N3¢, (E)
L
Dans nos exemples, on a N? = NV,
La valeur commune N est la densité d’états intégrée.
uemce
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Lemme

A SN(E) SE (7 NIAE) )

Densité d’états intégrée, spectre et mesure spectrale

Pour A cube de R ou 74, & (

Théoreme
Pour ¢ € ¢5°(R), ona
@ pour le modeéle d’Anderson discret, / @(E)AN(E) =E (60, 0(Hw)d) ;
R

o pour les modéles continus Z.-ergodiques,

/ @(E)AN(E)=E (tr {1[0 1149(Ho )1y l]dD ou trA est la trace de A.
- : :

Corollaire

Le support de dN (E) est égal a X, le spectre p.s. de H.
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Propriétés de la densité d’état intégrée

On se restreint au modele d’ Anderson discret ou continu.
Estimée de Wegner.
Supposons que :

@ le potentiel de simple site V est positif,

@ les v.a. (wy)y admettent une densité bornée de support compact.

Théoreme

Pour A cube de RY ou 74 et K C R compact, il existe Cx > 0 tel que, si J C K, alors

E[tr(1;(Ho(A)))] < Ck|J][A]

oit Hy(A) = (Hy)|a, avec cond. bord. Dirichlet ou Neumann ou périodique.

Ce type d’estimées démontré pour beaucoup de modeles dans différents régimes.

Crucial : régularité de la distribution al€atoire (pbs avec Bernoulli ou Poisson). umme
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Une idée de la preuve de ’estimée de Wegner
Soit Hg(Ar) Iopérateur (2L + 1)Z4-périodique

Hy=-A+w+ ) ), oV(-7-B)
Be(2L+1)Z4 ye74 /(2L +1)74

sur 67, = [~L—1/2,L+1/2]% avec cond. bord périod.
Une estimée de Wegner est essentiellement une estimée du type

P({HE aune v.p. dans [Ey — €,Ey +€]}) < CL%.

. ; Idé€e principale : I’estimée mesure les
/ fluctuations des v.p. Hyp(Az) comme

fonctions de .

Ok R e 11 suffit donc de trouver un champ de
' vecteur en ® le long duquel les val. pro. de
Hy(A) se déplacent.

* - —————— -

Ej ()
: C’est beaucoup plus simple si la dépen-
dance de Hg en @ est < monotone >. y2mc
E-¢ Ere
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Asymptotique de Lifshitz.

Supposons que :
@ le potentiel de simple site V est positif,

@ les v.a. (wy)y ne sont pas triviales.

Théoréeme

log |log N(E

Soit E_ =inf%. Alors lim 22I08NE)|
E—E_ log(E—E_)
E>E_

< —d)2.

Essentiellement N(E) ~ O (e_(E _E)_M).

C’est 4 comparer au cas périodique : n(E) ~ (E — E_)4/?.

On peut souvent calculer I’exposant précis (conditions sur (@y)y).

Connu pour de nombreux modeles (avec parfois un exposant différent de d/2). Aussi
aux voisinages des autres lacunes spectrales.

uemc
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Une idée de la preuve de 1I’asymptotique de Lifshitz

Rappel : H; = Hy+ VL ou VE() =Y, perinzd @yV(—Y—PB)etHy=—-A+W.
yeZd ) (2L+1)74
On peut supposer @y > 0 et 0 € supp wy.

Si L =< €7V, une asymptotique de Lifshitz est essentiellement une estimée du type
P({H% aune v.p. dans [E_,E_+¢€]}) <e € .

Hyp. sur (@y)y, et V impliquent que E_ = inf 6(Hp).

On a alors ((Hg —E-),9) < £[l¢|?

Soit encore ((Ho — E- )@, ¢) < &[|||* et (V50,0) < €[/o|>.

Premiere condition implique ¢ est < constante > sur des cubes de coté < e 125,

Seconde condition devient £ /2 Z Wy < 1.

[y—0l<e”!/2
, «, , s e . eqe, » . 4 _g*d/ 2
Inégalité de grandes déviations = probabilité majorée par < e >,
Ingrédient crucial : monotonie de @ — Hy,. u~mcC
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Le régime localisé

Théoreme

Si estimée de Wegner connue dans I C X alors (1) < (2) < (3) out
Q Pour E €1, il existe 8 >3d—1t.q.

: L _ _
llmsupIP{Vx,y EAL, |x—y| > 5 | xx(Ho(AL) —E) IXyH <L 9} — 1.

L—co

@ Pour& €(0,1),

I
sup sup E Z el sup [P0, sl Po,aLlly p < oo
L yeAp xEAL Egn; €0(Ho(AL))N

Q@ Pour& €(0,1), supsupE Z el—1* sup ||xf (Ho(A)) Xyll2 p < oo
L yeArp XEAL sul][z‘pzlcl

On dit que I est dans le régime localisé.

Modeles d’ Anderson : estimée de Lifshitz = (1) pour / = [E_,E_ + 7).

@ analyse multi-échelle : [FrSp83] --- [GeK11]

@ moments fractionnaires : [AiMol93], [Ai et al 06], - -- u=mc
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Heuristique de la localisation

Mécanisme de base : effet tunnel ou plutot absence d’effet tunnel.

—Ax - Ax
comparer e~ avec AE sie ™ <« AE sie™™ > AE

Construction par récurrence :

@ Découper cube de c6té L en cubes de taille £ = L%

O<a<l. .

@ Supposons E valeur propre pour cube. L

e Wegner = P([J < tunnelle > avec [ ]) < L9%eL%

@ En sommant, proba. d’un effet tunnel < L¥e L%,

@ On propage par récurrence la < localisation > a toutes
les échelles.

On démarre la procédure grace a I’asymptotique de Lifshitz. uEme
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Centres de localisation

Théoreme
Dans le régime localisé (défini dans le théoreme précédent) :
@ pourp >d, il existe g = g, 4 t.q. V& € (0,1), si L grand, avec proba. 1 — L7 : si
@A vect. pro. de Hy(A), associé a E € I, pour (x,y) € A%, on a

—|x—vy|¢
| P Allx|| Po.ally < Lle e=yl°

@ pourp>d, siq=q,qtq.YE €(0,1), si L grand, avec proba. 1 —L7P : si ¢ A
vect. pro. de Hy(A), associé A E € I et xy o € A un maximum de x — || Qg Al|x

alors pour x € A, on a || @ Allx < Lqe—\x—xw,Alé_

Centre de localisation pour E : maximum de x — || Qg A ||x-
A priori pas unique !

Centres de localisation contenus dans une boule de rayon = (logL)!/¢ < L.
uemc
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Deuxieme partie II

Les statistiques spectrales dans le régime localisé

© Estimées de décorrélation des valeurs propres

@ Les statistiques locales dans le régime localisé
@ Les questions
@ Un autre point de vue : I’opérateur sur tout I’espace
@ La statistique des niveaux
@ La statistique jointe des niveaux et des centres de localisation

@ L ergodicité asymptotique et ses conséquences
@ [’ergodicité asymptotique
@ La distribution des espacements de niveaux
@ Distribution des espacements des niveaux renormalisés :

© Théoremes de représentation des valeurs propres
@ [’heuristique
@ Approximations des valeurs propres par des valeurs propres locales
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Estimées de décorrélation des valeurs propres

(M) Estimée de Minami : pour J C I,
E[tr(1;(Ho(A))) - (r(1;(Ho(A))) — 1)] < C(]A])*.

Conséquence : P(#(c(Hg(A))NJ) >2}) < C(|J]|A])?%.

Connue pour peu de modeles :

@ Anderson discret ([Min96,GV07,BHS07,CGK09,GKI11]).
@ Anderson continu ([CGK10,11]).
@ En dim. 1, tous les modeles vérifiant Wegner ([K111]).

u=mc

23/39

(D) Estimée de décorrélation : pour B € (0,1) et {Eo,E}} C I t.q. Ey # E|,

quand L — 4ooet £ < LP ona

P ({ 6 (Ho(Ar)) N (Eg+L—1,1]) # 07}> _, ((K/L)d> .

6 (Ho(A¢) N (Eg+L7[~1,1]) £ 0

(5.1)

Connu pour peu de modeles : Anderson discret en dim. 1 pour tout

Ey # Ej eten dim d si |Ey — E|j| > 2d ([K110]).
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Les questions :

Considérons un modele aléatoire Hy, tel que,
@ il existe R > 0 t.q. si dist(A,A") > R, Hy(A) et Hgy(A') sont indépendants ;
@ il admet une densité d’état intégrée N(E) ;
@ dans un intervalle I = [a,b] C X a < b,

@ il vérifie une estimée de Wegner ;
@ 1l vérifie une estimée de Minami ;
© il se trouve dans le régime localisé.

Soient Ej (w,A) < Ex(@,A) < --- < Ey(w,A) les valeurs propres de Hg,(A) dans 1
(répétées selon leur multiplicité). Le nombre N est en général aléatoire.

Valeurs propres renormalisées :

N(Ei(@,A)) < N(Ex(@,A)) < --- <N(Ey(0,A))

ou alors
Ni(Ei1(@,A)) < Ni(Ex(@,A)) < --- < Ni(En(o,A))

N(-)—N(a)

N = N —N@)

la densité d’états intégrée renormalisée sur /.

uemc
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Les questions :

Statistique locale des niveaux : Soit Ey € INX.
Niveaux renormalisés en Ej :

&i(Eo, ®,A) = [A[ (N(Ej(@,A)) = N(Eo))-

N
Processus ponctuel : E(&, Ey, 0,A) = Z{ 55].(,507@7,\)(5).
]:
Statistique des centres de localisation : Soit ¢, ¢ un vecteur propre normalis€ associé

é. En’a) E I.
Centre de localisation pour E, ¢ : maximum de x — || @y o ||x+c-

Centres de localisation contenus dans une boule de rayon =< (logL)"/ 3

Processus ponctuel : on fixe xq € [0, 1]¢
N

E(E.x: B0, AL) = ) 8xi(@) L) /1. (¥)-
J=1

Statistiques jointes : processus ponctuel :

uemc
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Statistiques jointes : on peut changer d’échelle. Fixons une fonction d’échelle
A lp tq.
@ (5 — 4ooquand |A| — oo,
@ /A pas trop grand, ni trop petit,
Processus ponctuel :

N
Ex(&,x:Ep,0) :J; O (N (B (@.0) =N (Eg)) (&) © Oxj(@)—Lxg) /04 (¥)-

Statistiques des espacements de niveaux : Soient (E;(A,®))i<j<n les v.p. dans [
ordonnées de fagon croissante.

Espacements de niveaux :

SEJ(A> 0) = |A‘(Ej+1(A7 ®) _Ej(A7 ®)) > 0.

#{j; SE:(A, ®) >
Distribution empirique : DEN (x; A, ©) = b: 0F (N = x}'

Espacements de niveaux renormalisés :
O"Ej(A, @) = |A|(N1(Ej1(A, @) = Ni(Ej(A, @))) = 0.

#1j: SE/(A, @) >
Distribution empirique : DENR(x; A, @) = U: OF; (N )2 x}. UPMC
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Un autre point de vue : I’opérateur sur tout I’espace

Considérons I’opérateur Hy, et J C X un intervalle ou Hy, satisfait (Loc).

Alors, w-ps, o(Hg) NJ fait de valeurs propres associées a des fonctions propres a
décroissance exponentielle.

Proposition

Supposons (IAD), (M), (W) et (Loc).
Avec probabilité 1, si E € J et ¢ une fonction propre normalisée associée a E alors, il
existe x(E,®) € R? (ou Z4), un maximum de x — ||@||,, et Ce > 0 tels que, pour
xe R4
]l < Col1+Ix(E, @))%~ B,

De plus, si N(J,L) est le nombre de valeurs propres de Hg, ayant un centre de
localisation dans Ayr, alors N(J,L) = |N(J)||AL| (1 +o(1)).

Enumérons les valeurs propres de Hy, dans J avec centre de localisation dans Ay :
Ei(w,A) <E(®,A) <---<E,(mw,A) et leurs centres de localisation.

Les statistiques sont alors les mémes que celles des v.p. et c.l. de Hg, (A).
uomc
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Statistique locale des niveaux :

Théoreme
Supposons (IAD), (W), (M) et (Loc). Soit Ey € I telle qu’il existe p € [0,1/(1+d)) t.q.
Ya>b, 3C(a,b) >0, Igy >0,Ve € (0,&)), |N(Eo+ae)—N(Ey+be)| > C(a,b)e' P

Quand |A| — +oo, E(E,Ey, ®,A) converge faiblement vers un processus de Poisson
sur R de densité la mesure de Lebesgue.
C’est-a-dire si Uy C Retkj € Npourle {l,--- ,p} t.q. UNU, =0sii+#j, ona

. - U kl
P({0 Vi, #{:5(E00.0) € Uik =k}) - [Te L
| .

dN
Connu pour certains modeles si V(Ey) := B (Ep) > 0 ([Mol81,Mi96,CGKO09,11]).
On peut faire mieux dans le cas discret : on supp. seulement qu’il existe v € (0,1) t.q.

IN(Eo+ag) —N(Eg+be)| > e Cl@b)e™
Nécessaire pour les bords du spectre [GeKI111]. uPmcC
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Indépendance asymptotique

Théoreme

Supposons (W), (M), (Loc) et (D). Soient Ey # E|, s.t. V(Ep), V(E[) > 0.
Quand |A| — 4o, E(Ey, ®,A) et E(E}), @, A) convergent vers deux processus de
Poisson indépendants i.e. pour Uy CRetU_ CRet{ky,k_} e NXN, ona

P o: #{j;éj(an(DaA) €Ut} =ky _y o U4] \U+|k+ e |U- |U—\k’.
#{], éj(Eé),(D,A) € U_} =k_ A—74 k+' k!

Question : distance minimale entre E; et £, pour obtenir indépendance ?

Théoreme
Supposons (W), (M), (Loc), (GM). Soit Eg t.q. V(Ey) > 0 et v cont. pres de Ey.
SiEn€letE)| €ltq.

@ Ep — Ey < E)\ quand |A| — oo,

o |A|-|[Ex —E)\| = 4o quand |A| — oo,

=l

alors, si |A] — +oo, (&, En, 0,A) et E/(E E\,®,\) convergent vers deux processus
de Poisson indépendants.
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Distribution jointes des valeurs propres et des centres de localisation

Théoreme

Supposons (IAD), (W), (M) et (Loc). Soit Ey € I ou N ne s’annule pas trop vite (i.e.
vérifie les conditions du théoreme .

Quand |A| — +oo, (&, Ey, @, L) converge faiblement vers un processus de Poisson
sur R x [—1,1]¢ de densité la mesure de Lebesgue.

Connu pour certains modeles si V(Ey) > 0 ([Na07, NaKi08]).

Dans le cas discret, on peut faire mieux [GeKI111].

Distributions jointes a différentes échelles

¢
(£) —  Jooetlp < |A|1/d.

Fixons une suite d’échelles ¢ = (¢ telle que

N
On rappelle que  EA(8,x1E0,6) = Y 8 (1 (0. 0) i) (§) @ Oty (0)—Lxp) /4 (-
j=1

Ce processus est 2 valeurs dans R x R?. On définit ¢y = lim |A|Y el +e).
Al oo e
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Théoreme

Sous les hyp. du théoréme précédent, 3/2\(5 ,X; Eg,0) converge faiblement vers un
processus de Poisson sur R x (—cy,c;)? de densité la mesure de Lebesgue.

Pour des échelles différentes : soient £ = (¢5)a et ' = (¢/,)A comme ci-dessus.
Distribution :

N
23 A5 Eo, £, L) :Z Ej(w.A))— N(EO))(@@S on)/f’( x).

J:

Théoreme

Soient J et X respectivement des ouverts bornées de R et (—cy,cp)? C RY. Les
convergences étant entendues dans L), on a

o silly [/l —>Oalors/J 22 (E,x;Ep, 0,0 )dédijJr 0,
X (ee]

/N4
o sill, /[lx — oo alors (7/\) / EA(&, 5 Eo, 0, 0)dEdx —  |J]-|X].
EA JxX |A|_>+°°
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Ergodicité asymptotique universelle : le processus ponctuel :

Soit J = [a,b] un intervalle compact tel que N(b) —N(a) =: [N(J)| > 0. Posons
N;(+) :== [N(J)|7Y[N(-) — N(a)]. Considérons les valeurs propres de Hy(A) dans J.

V.p. renormalisées : Nj(E,(®,A)) < Nj(Epi1(0,A)) <--- < Nj(Ep(0,A)) < ---
Centres de localisation : x,(@,A) , x,i1(0,A) , - , xu(@,A) ,

Fixons & > 1 et une suite croissante d’échelles £ = (f5)a (A = Ap) telles que
o (logL)* </in <L,
o la limite suivante existe lim L™/, =:c € [0,1].
L—r+o0
Soient g : [0,1] — R* et gx : [0,1]¢ — R* deux densités de probabilité.

Pour une configuration @ fixée, considérons le processus ponctuel

N
=2 : _
Exle,xl, o) = Z‘T 6|N(J)|€§l\[NJ(Ej(a),A))—e] ® 5(xj(w,A)—LX)/€A-
J:

sous la loi de densité gr ® gx sur A x [0, 1]4F1, S
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Ergodicité asymptotique universelle : les quantités renormalisés

Théoreme

Supposons (IAD), (W), (M) et (Loc). Supposons que J C 1, la région de localisation,
et que [N(J)| > 0.

Alors, -ps, la loi du processus Ef\(, 4, ) sous la loi gg ® gx converge vers la loi
du processus Poisson d’intensité 1 sur R x [—1/c,1/c]?.

Statistiques des valeurs propres et des centres de localisation

Théoreme

Supposons (IAD), (W), (M) et (Loc). Supposons que J C 1, la région de localisation,
et que [N(J)| > 0.

Définissons
1 dN
@ la densité vy .= N V(E)1;(E) ot v = r :
@ le processus i;(E,x;w,K,A) — Z 6v(E)€j([En(a),A)—E] ® 5(xj(co,A)—Lx)/€A-

E,(w,A)e]

Alors, -ps, la loi du processus @3(, 5,0, N) sous la loi v; @ gx converge vers la loi

du processus Poisson d’intensité 1 sur R x [—1/c,1/c]“.
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Distribution des espacements des niveaux renormalisés :

Soit (Ej(®,A)),<j<y V-p- ordonnées dans J (choisi comme ci-avant).
Espacements renormahses 1 0Ej(w,A) = |A|(Nj(Ejy1(0,A)) —N;(Ej(w,A))) > 0.

#{j; OEj(w,A) > x}

Distribution empirique : DEN (x; 0,A) = 7

pour x > 0.

Théoreme

Quand |A| — +o0, @-p.s., la distribution empirique des espacements DEN (x; @, A)
converge uniformément vers la distribution x — e”*1,>.

Résultat de [Ge-KI :10] sous hypothese de régularité sur N.
Distribution des espacements de niveaux Distribution empirique des espacements

81Ej(@,A) = |A|IN(J)| (Ej+1 (@, A) — Ej(w, A)) notée DEN' (x; @, A).

Théoreme

Quand |A| — +0, ®-p.s., DEN'(x; ®,A) converge uniformément vers la distribution
x — gy j(x) définie par

—vy ( E |J | dN
frals m “ VTN E
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Caractérisation des valeurs propres comme variables indépendantes : I’heuristique

Régime localisé = v.p. ne dépend que du contexte local du potentiel = description
explicite des valeurs propres dans / en terme des valeurs propres sur des cubes
indépendants.

@ Choisir un cube de coté L

@ Trouver les centres de localisation

@ Découper le grand cube en petits .
cubes de taille £

o Difficultés : o . o

» plusieurs centres dans un petit cube
peu probable a cause de I’estimée de .
Minami : £29|1>(L/0)? = ¢4L4)1)?

» les centres sont pres du bord du cube
peu probable a cause de I’estimée de o o
Wegner : [- L4971 |1

@ Avec une grande probabilité, ces
difficultés n’existent pas.

Donc, avec une grande probabilité, dans /, v.p sur le grand cube sont don-

nées par v.p. sur les petits cubes.
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Contrdle de toutes les valeurs propres

Théoreme

Soit I centré en Ey (ol <V pas trop petite >) t.q. N(I) =< |A|7%.

Il existe 0 < B’ < B t.q. pour £ < LP et ¢/ < LP', il existe famille (A¢(7;)); de cubes
Ao(y) == %+ 10,4 vérifiant :

o UiAu(y) CA et [A\UA(Y)| S IAIL/E
o dist(A(y),0A) = 0" et dist(Ay(y), Ac(W)) = €' ifj # k.
t.q., si L grand, il existe ens. conf. %y t.q. P(Z3) > 1 — |A|7\*%p0) et pour
W € Z,, tout cent. loc. assoc. a v.p. dans I est dans un Ay(y;) et tout Ay(y;) vérifie :
Q@ Hy(A(Y)) a au plus une v.p. dans 1y, disons, Ej(0,A(Y;)) ;

@ A((v) contient au plus un cent. loc., disons xkj(a),A), ass. a v.p. dans I, disons
Ekj (a)7 A) ;

@ A(y) contient un cent. loc. x,(@,A) ssi 6(Ho(Ae(¥))) NIa #0; alors
By (@,A) (0. Ap)| < e et dist(ay (@,A), A\ Ar(y)) 2 £

Deux problemes : intervalle d’énergie doit étre petit
et probabilité pas tres proche de 1. ueme
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Contrdle avec une bonne probabilité

1

@ Posons ¢}, = (Rlog|A[)¢ (Rgrandet & € (0,1)).
@ soient p’ > 0 assez petit et ¢ > 0 arb.,

o soit (In)a t.q |AIN(Ix) > 1, N(Ip)|[Ia]"(HP) > 1 et [

1

N(Ip) &+ (04 <1, n ~ 0y

~ ~ _1
@ soit [5 t.q. £} < Iy < Let N(In) "0 04—z 500

_ y -
On suppose que N(Iy) "+ ({44 < Iy < N(Iy) 4@+e)0+07)

Théoreme

1l existe décomp. de A en cubes (A, (1;))j (avec Ly ~ U, ) vérifiant propriétés du
théoréme précédent et un ens. de config. Zp vérifiant P(Z5) > 1—|A|79 t.q.

A

@ pour ® € Zy, il existe au moins i (14-0(1)) cubes disjoints Ay, (y;) vérif.

A
propriétés (1), (2) et (3) du théoréeme précédent ;
@ le nombre de v.p. de Hyp(A) dans Ix non décrites est o(N(Ip)|Al).
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La distribution des valeurs propres locales

Soit 1 < ¢/ < £. Soit A = Ay centré en 0 et intervalle I5 = [ax,ba] dans région
localisée.

On définit
@ X =X(A,Ip) = X(A,I,0') v.a. de Bernoulli définie par
X= le (A) a exactement une valeur propre dans I associée a un centre de localisation dans A,_ )

o E=E(A,I,) cette val. pro. conditionnée a X = 1.
Soit k € (0, 1) et © la fonction de répartition de E.
Lemme

P(X = 1) — [N(Ix)||A]| <|A\|1A|>2 - \N<1A>HA|M—1 +]Ale™ )"
[9(x) = 3] PX =1)| <
[9(x) = ()] P(X = 1) = N(x,y, >|5< )2 +IN(x,y,A) 007! +|Ale¢
ou l’on a posé N(x,y,A) := [N(ap +x|Ix|) — N(an +y|IA|)

W

Dans le cas discret, on a des restes plus < petits . u~mcC
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