Série trigonométrique

t

Définition 3.6. On appelle série trigonométrique une expression de la forme Z ane™ ot (ay)nez est une

ne”
suite & valeurs complexes. Les (ay,)necz sont appelés coefficients de la série.

n

La série trigonométrique conjuguée de la série trigonométrique E ane™ est par définition la série trigo-

neEZ
nométrique E —isgn(n)a,e™.
nez
Une série trigonométrique est un polynome trigonométrique si au plus un nombre fini de ses coeflicients sont

non nuls. Son degré est alors le maximum des valeurs absolues des indices des coefficients non nuls.

On peut noter que I’ensemble des polynome trigonométriques est un sous-espace vectoriel L!(T) stable par la
convolution (par le dernier point du Théoréme 3.4) et qu’a ce titre, il constitue une sous-algebre commutative
de (LY(T),+, -, *).

A une fonction f intégrable sur T on associe naturellement sa série de Fourier, la série trigonométrique
Z f(n)eint'

nez

On va maintenant étudier les relations entre f et sa série de Fourier.

3.1.2 Convergence des séries trigonométriques

Définition 3.7. Soit (k,)n>0 une suite de fonctions intégrables sur T. Cette suite est appelée approzimation
de Uidentité si elle satisfait

1
1. Vn >0, /k:n(t)dt: 1,
T

2
1
2. sup/ e (£)]dt < o0,
n>0 27 JT
2w —4
3.¥6>0, lim e (6)]dt = 0.
n—+oo Js

Théoréme 3.8. Soit f € L'(T) et (kn)n>0 une approximation de lidentité. Alors ||f — ky * fll1 — 0 quand
n — 400.

Démonstration. Supposons || f||1 # 0 sinon il n’y a rien a faire. On calcule

I~k sl = [ \ [0 = = D)oy a

(33) 2 —0
kn(t)|dt - — fr kn, dt.
S/T' Ol s S f\1+2\|f||1/6 e ()]t

U[2r—é,27

Par le corollaire 1.70 I'application 7 — ||f — f-||1 est continue en 0 et en 27 (par périodicité de f).

Pour € > 0, il existe donc § > 0 tel que sup \f— frlh < et pour cette valeur
[0,8]U[27—5,27] 28upy,> [y [kn(t)|dt
27—4§ c
de ¢ il existe ng tel que pour n > ng on ait |k (t)|dt < 7L
1 1
Ainsi, par (3.3), pour n > ng, on a ||f — ky * f|1 < e. O
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Le noyau de Fejér

On définit le noyau de Fejér par

. 2 n . n J
(34) Fn(t) = n—li- 1 <Sln(s(l7:1(—;/12))t/2)> = Z <1 - n’—ji—’l> €ijt — n—l‘rl g _Z.eikt.

j=-n =0 k=—j

La vérification de ces égalités est laissée au lecteur.
Lemme 3.9. (F},),>0 est une approzimation de l’identité.

Le lemme se vérifie aisément. On calcule alors pour f € L'(T)

n

(3.5) Fuxf(t)=)_ (1— il )f(j)e“‘t-

n—+1

j=—n
Théoréme 3.10 (Théoréme d’unicité). Si f € LY(T) et que f(n) =0 pour tout n € Z, alors f = 0.

Démonstration. Par (3.5), si f € L*(T) et que f(n) = 0 pour tout n € Z, alors F,  f = 0. Donc f = 0 par

le théoreme 3.8. O
Théoréme 3.11 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L'(T). Alors f(n)l ‘—> 0.
n|—-+o0o

Démonstration. Pour n € Z et m € N, On a
(3.6) [F ()] < |5 f(0)| + | E 5 f(n) = f(n)] < B * f(n)] + | Fo 5 f = £
Soit € > 0. Fixons m tel que ||Fy, x f — f]l1 < e. Or F, x f] est un polynoéme trigonométrique de degré au
plus m par (3.5), donc si |n| > m, on a |F, * f(n)| = 0. Ainsi |f(n)| <e. O
Soit K C L'(T) compact. Alors, pour ¢ > 0, il existe Py,---, Py polynomes trigonométriAques tel que
VfeK,3j, 1<j<N tel que ||f — Pj|li <e. Sin est supérieur au max (degPj), on a sup |f(n)| <e. On

1<j<N FeK

a donc démontré le

Lemme 3.12 (Lemme de Riemann-Lebesgue uniforme). Soit K C LY(T) compact. Alors

3.7 lim sup |f(n)| = 0.
(3.7) Jim_sup (o)

Remarque 3.13. Considérons la somme de Fourier partielle d’ordre n de f dans L'(T) i.e. [Sn(f)](t) :=
n
E f(j)eVt. On vérifie

j=—n
Foxf=—S78()

n—}—lj:O

et

n

Su(f) = Dy # f olt Dy(t) := Y €' =

j=—n

sin((n + 1/2)t)

sin(t/2) est le noyau de Dirichlet.

On notera que (Dy)n>0 n'est pas une approximation de l'identité : si la condition 1 de la définition est
vérifiée, 2 et 3 ne le sont pas.
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Définition 3.14. Un espace de Banach homogéne sur T est un sous-espace vectoriel B de L'(T) muni d'une
norme || - ||g > || - |1 qui en fait un espace de Banach et tel que

1.si feBetTeTalors fr € Bet || fr]s=|fls;
2. pour f € B, lim||fy — fllg = 0.
t—0

Remarque 3.15 (Intégration d’une fonction continue & valeurs dans un espace de Banach). Grace a la
condition 1, la condition 2 implique 7}im Il fe — flls = 0 pour 7 € T. Ainsi application 7 € T — f. € B est
—T

continue.

Exemples d’espaces de Banach homogenes :
1. C(T), l'espace des fonction continues sur T muni de la norme || - || ;
2. C™(T), l'espace des fonction n fois continiment différentiables sur T muni de sa norme naturelle ;
3. LP(T) muni de sa norme naturelle pour 1 < p < +00.

Notez que L>°(T) n’est pas un espace de Banach homogene.

Proposition 3.16. Soit B un espace de Banach homogéne sur T. Soient g € L'(T) et f € B. Alors f+g € B
et [|f = glls < llgll1llfl5-

Démonstration. On peut supposer que || f||z # 0 sinon il n’y a rien a faire. Le résultat de la proposition
découle du cas quand g est la fonction indicatrice d’un intervalle, disons, g = 1(,;. Comme on a ’égalité

f; flt—7)dr = é)_a ft—7—a)dr = (f_a fa(t — T)dT, pour ce cas-la, il suffit pour cela de démontrer le
Lemme 3.17. Pour a € (0,27, t — I,(f)(t) = / f(t —7)dr est dans B et satisfait || I,(f)|lg < al|f5-
0

Supposons le lemme 3.17 prouvé et démontrons la proposition 3.16. Pour g € C(T), on commence par
montrer que

2r-1 m(k+1)2-"F!
(3.8) fxg(t) = ngr-sl-loo kzo g (2mk27") /7|-k2—n+1 f(t—T7)dr.

L’expression ci-dessus converge ponctuellement (par convergence dominée) mais aussi dans L! et dans B;
en effet, pour m > n, on calcule

2m—1 m(k+1)2-mH 21 m(k+1)2-7+1

Z g (2mk27™) / fit—m7)dr — Z g (2mk27™) / fit—m7)dr
k=0 mk2—m+1 k=0 mk2—n+1 B
on_12m-n_1 2m (k27" 4(j+1)27™)
= Z Z g (2mk2™™) — g (2m(k27™ + j27™))] / f(t—m7)dr
=0 =0 o (k2" —452-m)
B
gn_19m-n_j
<> Y 2"fls swp g —grlleo = lfl5 sup g = grlloo
=0 =0 0<r<2—" 0<r<2-n
ou l'on a utilisé le lemme 3.17 dans la derniére estimation.
2r—1 m(k+1)27 "+
Ainsi, la suite Z g (27rk2_”) / f(t—71)dr. est de Cauchy dans B, donc converge dans BB
k=0 k2T n>1
vers la méme limite que dans L'. On a donc (3.8). D’autre part, comme ci-dessus, on estime
2m—1 n(k+1)2-m+1 2m—1
> g(27rk2_m)/ ft=mydr| <27 > [g (2nk27™)| |1 flls
k=0 mk2Tm B k=0
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Or comme ¢ est continue, par convergence des sommes de Riemann, le membre de droite de l'inégalité
ci-dessus converge vers ||g||z1]| f||5. On obtient donc que, pour g continue, fxg € Bet ||f*gllz < |91l f]5-
Pour finir la preuve de la proposition 3.16, il suffit d’approcher alors les fonctions intégrables par des fonctions
continues. O

Preuve du lemme 3.17. Rappelons que, pour f € B, on a sup || frr — frarlla = ||f — f-lB = 0. Donc, pour
'eT T—

tout n > 1, il existe j, > 1 tel que sup || f— f-llg < 27" f||5. On peut prendre la suite (jy, ), strictement
|7|<279n

croissante. ‘

On définit la fonction S, f =27/ Z fro—in . Elle est dans B comme combinaison linéaire de fonctions

0<k<a2in
de B. De plus, on calcule
(3.9) I1Suflls <2797 > | fro-inlls < @227 f]l5 = al f5-
0<k<a2in

D’autre part, on calcule

ISnf = Sniaflls = |27 > > e = Frgminsiz-inn

0<k<a2in pg<]<2In+1=in 5
< 27 Int1 Z kagfjn - fk27jn+127jn+1 HB = 27 In+1 Z ||f_f127jn+1 HB
0<k<a2in 0<k<a2in
0§l§2jn+1_j" OélgzjnJrl_jn

< 27 In1 g 2In i I fl| g = a27"|| f |-

ou l'on a utilisé la propriété définissant j, dans la derniere majoration.
On en déduit que S, f = S1f+ Z Sk+1f — Sk f converge dans B (qui est un espace de Banach) vers une
1<k<n—1

limite notée Sf. Par (3.9), on sait que ||Sf|ls < al|f|l5.- Comme L! est un Banach homogene, on sait que
Sf est dans L' et que ||Sf||;1 < al|f|/z:.- Quand f est une fonction continue, 'approximation de 'intégrale
par des sommes de Riemann nous dit que Sf(t) = [ f(t — 7)dr. Comme S est bornée sur L' et que les
fonctions continues y sont denses, ceci reste vrai pour f dans L' donc dans B. Ceci achéve la preuve du
lemme 3.17. O

On en déduit
Théoréme 3.18. Soit B un espace de Banach homogéne et (ky)n>0 une approximation de lidentité. Alors

pour f € B, ona |k, x f— fllg — 0.

n—-4o0o

Démonstration. Supposons ||f||g # 0 sinon il n’y a rien a faire. On calcule

Hf—M*ﬂm=‘

/ (F() = F( = 7)k(r)dr
T
(3.10) SANf—ﬁM%AﬂMT

B

27 —0
< / ka@ldt- sup 1 — folls + 2115 / e ().
T [0,9] ] )

U[2r—8,2m

Mutatis mutandis, on conclut comme dans la preuve du théoreme 3.8. O
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Corollaire 3.19. Soit B un espace de Banach homogéne contenant les polynomes trigonométriques. Alors
lespace des polynomes trigonométriques dans B est dense dans B.

Corollaire 3.20 (Le théoreme d’approximation de Weierstrass). Toute fonction continue 2m-périodique est
limite uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

Remarque 3.21. D’autres approximations de l'identité :
— le noyau de de la Vallée Poussin :

(3.11) Va(t) = 2Fp41(t) — Fiu(t).
— le noyau de Poisson : pour 0 < r < 1,

Lo 1—¢2 1+ re't
£ = 7] gt = Re| ——— ).
) j%r € 1—2rcost+1r2 N1 et

Si (rn)n>0 est une suite & termes positifs tendant vers 1, alors (P(ry,t))n>0 est une approximation

de l'identité ; en effet
x f = Zrmf(j)eijt.
JEZ

Convergence ponctuelle de F, * f
Théoréme 3.22 (Théoreme de Fejér). Soit f € L*(T) et ty € T.
1. Silim f(to+h)+ f(to— h) =: 2fo existe dans R (condition de Fejér) alors lim (F, * f)(to) = fo-
h—0 n—+00

2. Si f est continue en tout point d’un intervalle compact I, F,, x f converge uniformément vers f sur
1.

3. Si f > 0 presque partout alors F, x f > 0 presque partout pour tout n.

Remarque 3.23. Clairement le point (3) reste vrai si 0 est remplacé par un réel arbitraire ou si l'inégalité
> est remplacée par <. Ceci suit de la positivité de F;, et de I’égalité 1. de la définition 3.7.

Démonstration. On suppose que la limite }llir% f(to+ h) + f(to — h) =: 2fy existe et est finie. Le cas quand
%

elle est infinie se traite de la méme maniére.
Soit 4 > 0. On calcule

Fux f(t0) ~ fo= 5~ / Fu(r)(f(to —7) — fo dT—(/ / 6) (flto - 1) — fo)dr

L) (e )

Pour obtenir la derniere égalité on a utilisé la parité de Fi,.
Pour € > 0 fixé on choisi

— 6> 0 tel que, si |h| < § alors |f(to + h) + f(to — h) — 2fo] <¢,

— puis ng > 0 tel que pour n > ng, sup |F,(t)|dt <e.

te[d,2m—0)

Par (3.12), pour n > ng, on a |F, * f(to) — fo| <& +¢llf — follL1(m)- Ceci achéve la preuve du point 1.
Le point 2. est une conséquence immédiate du calcul précédent et de I'uniforme continuité de f sur I.
Enfin le point 3. est une conséquence immédiate de la positivité de Fi,. ]

(3.12)
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Remarque 3.24. Dans la preuve du Théoreme de Fejér, on a utilisé que 'approximation de l'identité
(Fn)n>0 était positive (i.e. pour tout n, la fonction F,, est & valeurs positives), paire et qu’elle vérifie :

Vo >0, lim sup |F,(t)] =0 (ce qui est plus fort que point 3. de la définition 3.7).
n—=+00 (5,27 —6]

Corollaire 3.25. Si f est continue en tg et si la série de Fourier de f converge en ce point alors sa somme

est f(to).
On peut affaiblir la condition de Fejér que la limite flLiH%) f(to+ h) + f(to — h) =: 2fy existe. En effet celle-ci
—

implique

Mlfto+7) + flto— 1)
2

1
(3.13) lim — — foldr =0.

Mais cette derniere condition est beaucoup moins restrictive que celle de Fejér : en effet, par le corollaire 1.70,
pour f € L'(T), on sait que (3.13) est vraie pour presque tout ¢y € T si on choisit fo = f(to).

Théoréme 3.26 (Lebesgue). Si (3.13) est vraie alors F, * f(to) Nt fo. En particulier, comme les points
n—-+0o0

de Lebesgque sont de mesure totale, Fy, x f converge vers f presque partout.

Démonstration. D’apres (3.4), comme sin(7/2) > 7/msi0 < 7 < m, on a

2
(3.14) 0 < Fo(7) < min (n +1, (714‘1)7'2) .

Le calcul (3.12) et la positivité de F}, nous donne

L to—7) + fto+ 7
(3.15) Foe st~ ol < 2 ([ 4 [7) mot [P0 = DL SOED g
T 0 FY 2
La seconde intégrale du membre de droite est alors majorée par
I flto—7)+ f(to+7)
. — n — L
(3.10 [ ] : fofr < T 171 + 1)

Ce qui tend vers 0 si on prend par exemple § = n~1/4,

Pour estimer la premiere intégrale du membre de droite de (3.15), on pose

(to+7)+ flto—7)
2

h
(3.17) o(h) ::/0 — foldT

Alors, en utilisant (3.14) et le fait que ¢ est absolument continue (cf section 2.3.3), on estime

1/ 'fto—7)+f(tg+7)_f0
s
/n _
(/1 / > flto =)+ fltotm) _
3.18) Y ?
3. <n+1 o(1/n) + T S ¢/ (1)
- n—l—l l/n 7‘2 T
n+1 w [é(7) o 2m o o(7)
<2 ¢(1/n>+n+1[}1/n+n+1 [ L
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La derniere étape du calcul a consisté en une intégration par partie, licite comme ¢ est absolument continue.

L’hypothese (3.13) nous assure alors que pour € > 0, il existe n. > 0tel sin >n. et 0 <7< 0 = n~1/4
alors 0 < ¢(7) < er. En remplagant ceci dans le dernier terme de (3.18), on obtient

I to — t 1 2 S d

/ F () f(to T)+f(0+7’)_f0 dTgs(wH— )+7ren+ 775/ —T§47T€.

T Jo 2 n n+1l n+1fy,?
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.26. ]

Corollaire 3.27. Si la série de Fourier de f intégrable sur T converge sur un ensemble E de mesure
strictement positive, alors elle vaut f presque partout dans E. En particulier, si une série de Fourier converge
vers 0 presque partout, alors les coefficients de Fourier sont tous nuls.

On peut obtenir des résultats de convergence un peu plus fort pour le noyau de Poisson. Pour f intégrable
sur T, on pose

P(h) =

/Oh (f(t0+7)+f(t0—7)

5 — fo) dr.

En comparant avec (3.17), on constate que [y (h)| < ¢(h).

Théoréme 3.28 (Fatou). Si¢(h) = o(h) quand h — 0 alors 111{1 E f(n)rPleinto — g,
r—1-
nez

La preuve qui se fait sur le modele de celle du théoréme 3.26 est laissée au lecteur (voir aussi la section 3.3).
On voit en particulier qu’en tout point de Lebesgue (donc presque partout), voir la définition 2.36 et le
théoreme 2.37), on peut appliquer le théoreme 3.28.

3.1.3 Ordre de grandeur des coefficients de Fourier

Pour f € LYT), on sait que sup|f(n)] < ||f|li et f(n)| — 0 par le lemme de Riemann Lebesgue
n n|—+oo
(théoreme 3.11). Dans cette section, nous allons nous intéresser a des questions du type

1. peut-on améliorer le lemme de Riemann Lebesgue et obtenir un taux de décroissance minimal pour
(f(n))nez & Vinfini ?

2. toute suite (ap)nez tendant vers 0 a I'infini est-elle la suite des coefficients de Fourier d’une fonction
intégrable 7

3. Comment les propriétés de f (par exemple le fait qu’elle est bornée, continue, dérivable, etc) se
reflete-t-il sur la suite (f(n))nez ?

Les réponses aux questions 1. et 2. sont négatives comme nous le verrons. Pour la question 3. nous aurons des
éléments de réponse mais nous verrons qu’en général il n’y a pas de caractérisation nécessaire et suffisante
des propriétés de régularité de f par la taille de ses coefficients de Fourier. L’espace de fonctions de carré
intégrable est un contre-exemple notable a cet état de fait.

Théoréme 3.29. Soit (ap)nez une suite paire de nombres positif tendant vers 0 a l'infini. Supposons que
(3.19) Vn >0, apy1+apn—1— 2a, >0.
Alors il existe une fonction positive f intégrable sur T telle que Vn € Z, f(n) = ay.
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Démonstration. Clairement Z(an — ant1) = ap; d'autre part par (3.19), la suite (an — ap+1)n>0 est

n>0
N
décroissante. Donc hr_sr_l n(ap—an+1) = 0. Par conséquent Z n(ap—1+ant1—2a,) = ap—any—N(ay—an+1)
n—-+0oo
n=1
converge vers ag quand N — +o00. On pose
(3.20) F) = nlan-1+ anp1 — 2an)F1 (1)

n>1

Comme ||F,[l1 = 1 pour tout n, la série (3.20) converge dans L!; étant & termes positifs, sa limite est
positive. En utilisant (3.4), on calcule

F) = S nlancr + s = 200)Faa(i) = Y nloncs +anin ~200) (1= ) =y
n=1 nx|jl+1
Ceci acheve la preuve du théoreme 3.29. 0

~ ~ 1 -
Théoréme 3.30. Soit f € L'(T). Supposons que f(n) = —f(—n) >0, Vn > 0. Alors Z Ef(n) < 400.
n>0

Démonstration. On a f( 0) = 0. On pose F(t / f(r)dr. Alors F' est continue sur T et ses coefficients de

Fourier d’indice non nul sont donnés par F'(n) = L f(n) (théoréme 3.3). Comme F est continue, le théoréme
de Fejér appliqué pour F en ty = 0 nous dit que

N )
lim 2n:1 <1 - NZ 1) f(n”) = i(F(0) — F(0)) = —iF(0).

. 1.
Comme f(n) > 0, ceci implique g —f(n) < +oc. O
n
n>0

Corollaire 3.31. Sia, >0 et > an/n = 400 alors Y a,sinnt n'est pas la série de Fourier d’une fonction
intégrable. Il existe donc des séries trigonométriques dont les coefficients tendent vers 0 qui ne sont pas des
séries de Fourier.

Par le théoreme 3.29, la série trigonométrique
cosnt etnt
T; @ N 22 2logn
est la série de Fourier d’une fonction intégrable alors que par le théoreme 3.30, sa série trigonométrique

conjuguée
Z slln nt Z zllgn(n) pint
4 logn oSy 2log ]

n’en est pas une.
On va maintenant développer quelques résultats simples sur la taille des coefficients de Fourier pour des
fonctions ayant diverses propriétés de régularité.

Théoréme 3.32. Soit f absolument continue sur T alors f(n) = o(n™}).
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Démonstration. Comme f est absolument continue, par le théoreme 2.58, f est dérivable presque partout
1.

sur I, f" est Lebesgue intégrable et on a f(t) = ) + fo f'(t)dr. Donc, pour n # 0 f(n) = — f'(n) par
in

le Théoreme 3.3. Comme, par le Lemme de Riemann—Lebesgue, f’ (n) = 0 quand |n| — +o00, la preuve est

achevée. ]

Si on suppose maintenant que f est k-fois dérivable et que f~1 est absolument continue (c’est-a-dire que
f®) e LY(T)) alors

(3.21) f(n)=o(n"*) quand n — +oo.

~

£ (n), on sait que

Sous les mémes hypothéses, comme par récurrence pour 0 < j < k, on a f (n) = )

(3.22) [f(n)] < =T ‘j”f(])Hl

On a donc démontré

Théoréme 3.33. Si f est k-fois dérivable et que f*~1) est absolument continue alors, pour n # 0,

()] < 1P

0< <k: \n\i

Si f est indéfiniment différentiable, alors

. 1 .
inf ——1| £
[£(n)] < jnf |n|ij 1

Théoréme 3.34. Si f est de variations bornées (voir la section 2.3.3 et Uexercice 2.57) sur T alors, pour

n#0, |fm) < Yortd),

m[n|

Démonstration. Soit p la mesure construite dans I'exercice 2.57 a partir de f. Notons que, comme f est

périodique, / dp(u) = 0. En utilisant le théoreme de Fubini, on calcule
T

Lo L ([ema)oe

1 —inu |:u| (T) VaI‘(f)
~ | 2inn /T(l—e )d,u(u)‘g [n|m - In|m

[f(n)] =

—int _
o /0<t<27r dp(u) dt| =
{t< <27T

Définition 3.35. Soit f € C(T). On définit le module de continuité de f, noté w(f,-) par

pour h € RT,  w(f,h) = sup [|f(-+y) — f(:)lloo = sup sup|f(T+y) — f(7)].
ly|<h ly|<h TET

Soit f € L(T). On définit le module de continuité intégral de f, noté Q(f,-) par

323 powheRY. QR = swp F(+9) = FOl = swp o= [ 17 +9) = (7)o
lyl<h lyl<h

On vérifie facilement que si f est continue sur T, Q(f,h) < w(f, h) pour h > 0.
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Démonstration. Par changement de variable, on calcule

f(n) = ;ﬂ/Temtf(t)dt = i </T e f(t)dt — Aein(t-ﬂ/"pf(t)dt) = 417T/]1-€mt <f(t) —f <t + ;,)) dt.

En prenant le module de part et d’autre et en le faisant passer sous le signe intégrale dans le membre de
droite, on acheve la preuve du résultat énoncé. O

3.1.4 Séries de Fourier de fonctions de carré intégrable

Théoréme 3.37. Soit f € L*(T). Alors
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2. f= lim Z f €™ ou la convergence est entendue dans le sens de la norme de L*(T) ;
N%Jroo

3. Uapplication f € L*(T) A (n))nez € F2(Z) est un isomorphisme isométrique ;

4. pour g € L*(T ,ona/ Zf )g(n

ne’l

Démonstration. On sait que L?(T) muni de la norme |f[|> = 5= [ |f(t)]?dt est un espace de Hilbert.
Un calcul immédiat nous dit que la famille (e ),ecz forme un systeme orthonormal dans cet espace. Du
théoreme 3.18, on tire qu’il est total i.e. 'adhérence de I’espace vectoriel engendré par ce systeme est total.
Le théoreme suit alors de résultats classiques sur les espaces de Hilbert et leurs bases hilbertiennes. On
pourra consulter le chapitre 4 du polycopié du cours d’Analyse Fonctionnelle de .3 3M210. O

On en déduit immédiatement le

Corollaire 3.38. Soit f € L*(T). Alors il existe f une unique fonction de L*(T) ayant pour série de Fourier
la série conjuguée de celle de f (voir la définition 3.6). L’application f € L*(T) — f € L*(T) est continue
de norme 1.

3.1.5 Série de Fourier sur L*(T)

1 1
Théoréme 3.39 (Th. de Hausdorff-Young). Soit 1 < p <2 et q lexposant conjugué de p i.e. —+ — = 1. Si
P q

7 & (T) alors |(F(m)nez [, < 1S

Remarque 3.40. Ce théoréme ne peut pas s’étendre a p > 2 : dans ce cas, si f € LP(T), comme LP(T) C
L?(T) si p > 2, on obtient seulement que les coefficients de Fourier de f sont de carré sommable. Ceci
est optimal car on peut montrer que si (¢,)nez est positive de carré sommable alors il existe une fonction
continue telle que |f(n)| > ¢, pour n € Z.
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3.1.6 Coefficients de Fourier “généralisés”

On va maintenant étendre la notion de coefficient de Fourier au dela de 1'espace L!(T). Soit B un espace
de Banach homogene contenant les polyndomes trigonométriques. Soit B* son dual i.e. ’espace des formes
linéaires continues sur B. La norme naturelle sur B* définie par |u||g- = sup lu®)]
ves\{0} |0l
structure d’espace de Banach (cours d’Analyse Fonctionnelle de M1). Posons maintenant {u,b) = p(b).
Pour p € B* et n € Z, on définit le n-ieme coefficient de Fourier de p comme fi(n) := p(e™ ). On notera que
= (u(n))nez est anti-lindaire (alors que b € B — (b(n))nez est linéaire).
Par définition, on a

le munit d’une

(3.24) VneZ, |am)| < ulls e s

B*
Cette définition est cohérente dans le cas ou p s’identifie naturellement avec une fonction intégrable. Par
1 1
exemple, si B = LP(T) (1 < p < 4+00). Alors, par le théoreme 2.25, B* = L(T) ou — + — = 1. Une fonction g
p q
dans L9(T) est identifié a la forme linéaire f € LP(T) / f(t)g(t)dt. Et Pon a bien que le n-iéme coefficient
T

de Fourier de la forme associée a g est le le n-ieme coefficient de Fourier de la fonction g.

Théoréeme 3.41 (Théoreme de Parseval). Soient f € B et p € B*. Alors

N

: n| \ s =

2 = 1 1-— .

(3.25) o) = ytim Y (1 ) Fooat
n=—N
N N
Démonstration. Pour P(t) = Z P(n)e™, on calcule par linéarité que (i, P) = Z P(n)ji(n).
n=—N n=—N
Par le théoreme 3.18, on sait que pour f € B, f = Nlim Fn « f dans la norme || - ||g. Par continuité de ,
—+00

la remarque ci-dessus et le calcul explicite des coefficients de Fourier de Fiy * f, on calcule

N

(. f) = Jim ZFN*f i = Jim > (1= " ) i

o0
Exercice 3.42. Si la série Z f(n)ﬂ( ) converge, alors (u, f) = Z f

n=—oo n=—oo

On déduit du théoreme 3.41
Corollaire 3.43. SiVn € Z, i(n) =0 alors u = 0.

Pour f € B et u € B*, on peut définir f * u de la fagon suivante f * u(t) = (u, fr) (ou fi(1) = f(r —1t)). Par
la définition 3.14, on sait que f * u est une fonction continue. On a alors

N

Fospt)= Y <1 - N‘Tﬂ 1) f(—n)e™,
n=—N
(3.26) N
Dpxp(t)= Y Aa(—n)e™.
n=—N
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