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Préface

Ces notes sont tres largement inspirées des chapitres 2, 6 et 7 de I'ouvrage [1] et des chapitres 1, 2 et
3 de l'ouvrage [2].






Chapitre 1

Mesures de Borel positives, intégration et
espaces L”

1.1 Quelques rappels

Définition 1.1. Soit X un ensemble.

L’ensemble 7 C P(X) est une topologie sur X | L’ensemble S C P(X) est une o-algébre sur X

1.0eTet X eT; 1. Xe8;

2. si (Vi)ier, Vi € T, alors | JVi € T 2.VeS=X\VeS;

tel 3. si (Ej)ien, E; € S, alors U E; €8S.
3.sin > 1et (Vi)i<i<n, Vi € T, alors N
(| VieT.
1<i<n

(X, T) est alors un espace topologique. (X,S8) est alors un espace mesurable.

L’intérieur d’un ensemble E, notée ](E)?, est le plus grand ouvert contenu dans cet ensemble; c’est aussi la
réunion de tous les ouverts contenu dans cet ensemble. Les fermés sont les complémentaires des ouverts.
L’adhérence d’un ensemble E, notée E, est le plus petit fermé contenant cet ensemble ; c’est aussi 'intersec-
tion de tous les fermés contenant cet ensemble (par la définition des fermés et le 1.(c) de la définition 1.1).
On dit que V est un wvoisinage du point x s’il existe un ouvert U tel que x € U C V.

Définition 1.2. Un ensemble K C X est compact si, de tout recouvrement ouvert de K (i.e. une famille

d’ouverts (Oj),cs tels que K C U O;), on peut extraire un sous recouvrement fini (i.e. il existe ji,--- ,jn
jed

dans J tels que K C Oj, U---UO;,).

Un ensemble est dit relativement compact s’il est inclus dans un compact.

Exercice 1.3. Montrer qu'un fermé contenu dans un compact est compact.

Définition 1.4. (X, 7) un espace topologique est dit séparé (ou de Hausdorff) si et seulement si pour tous
(x,y) € X2, il existe U voisinage de x et V voisinage de y tels que U NV = ().

Théoréme 1.5. Soit X un espace de Hausdorff, K C X un compact et v € X \ K. Alors il existe U et V
ouverts de X tels que K CU, z €V et UNV = {).



Démonstration. Comme X est un espace de Hausdorff, pour chaque y € K il existe U, voisinage de y et V,
voisinage de x tel que U, NV, = 0. Alors (Uy)yck est un recouvrement ouvert de K dont on peut extraire

le recouvrement fini (Uy,)1<j<s (car K est compact). Ainsi U = U Uy, est un ouvert contenant K et
1<j<J
V= ﬂ Vy, est un ouvert contenant z. On a clairement V' N U = {. O
1<i<J

Exercice 1.6. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Montrer que si (K;)1<i<n sont des compacts deux a deux disjoints dans X, un espace de Hausdorff, alors il
existe (Vi)1<i<n des ouverts deux & deux disjoints tels que K; C V; pour 1 <1i <n.

Le complémentaire d’un compact dans un espace de Hausdorff est ouvert comme réunion des voisinages
ouverts de chacun de ses points construits par le théoreme 1.5. On obtient ainsi

Corollaire 1.7. Un sous ensemble compact d’un espace de Hausdorff est fermé.

Exercice 1.8. Montrer que, dans un espace de Hausdorff, ’adhérence d’un sous-ensemble d’un compact est
compacte.

Montrer que, dans un espace de Hausdorff, un ensemble est relativement compact (i.e. contenu dans un
compact) si et seulement si son adhérence est compacte.

Théoréme 1.9. Soient (K;);er des compacts de X, un espace de Hausdorff tels que ﬂK@ = (. Alors il
el
existe {i1,-- ,in} C I tel que ﬂ Ki; = 0.
1<j<n

Démonstration. On définit 'ouvert V; = (K;)¢ et on choisit i9 € I. Comme K;, ne rencontre pas tous les
(Ki)#io, (Vg)#io est un recouvrement ouvert de Kj;,, on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini
Ki,C |J Vi Ainsi (] K, =0. O

1<j<n 0<j<n

Définition 1.10. Un espace topologique (X,7T) est dit localement compact si et seulement si tout point
admet un voisinage compact.

Théoreme 1.11. Soit U un ouvert de X, un espace de Hausdorff localement compact et K C U un compact.
Alors il existe un ouvert V relativement compact tel que K C V. CV C U.

Démonstration. Comme tout point de K admet un voisinage compact, on peut trouver un recouvrement fini
de K par des ouverts relativement compacts. La réunion de ces ouverts, disons, O, est ouverte relativement
compacte. Si U = X, on pose V := O et la preuve est achevée.

Si U # X, soit C le complémentaire de U. Par le théoréme 1.5, pour tout ¢ € C, il existe V. un ouvert tel
que K C V. et ¢ € V.. Ainsi si on pose K. := CNONV,, K. est compact et 'intersection ﬂ K. est vide.

ceC

Par le théoréme 1.9, il existe c1, - - - , ¢, des points de C, tels que CNONV,, N---NV,, = (. On pose alors
V:i=0NnV,N---NV, quia les propriétés annoncées comme V.C ONV, N---NV,, . O

Définition 1.12. Soit X un espace topologique et f une fonction de X & valeurs dans R (ot1 R := R U
{00, —00}),

— [ est semi-continue inférieurement si, pour tout a € R, {z; f(z) > a} est ouvert;

— f est semi-continue supérieurement si, pour tout a € R, {z; f(x) < a} est ouvert.

On vérifie alors que



1. une fonction a valeurs réelles est continue si et seulement si elle est a la fois semi-continue inférieurement
et semi-continue supérieurement.

2. Les fonctions indicatrices d’ouverts sont semi-continues inférieurement, celles de fermés semi-continues
supérieurement.

3. L’infimum d’une famille de fonctions semi-continues supérieurement est semi-continue supérieurement.

4. Le supremum d’une famille de fonctions semi-continues inférieurement est semi-continue inférieurement.

Exercice 1.13. Montrer que 'opposé d’une fonction semi-continue inférieurement (resp. supérieurement)
est semi-continue supérieurement (resp. inférieurement).

Montrer qu’une somme de fonctions semi-continues inférieurement (resp. supérieurement) est semi-continue
inférieurement (resp. supérieurement).

Définition 1.14. Soit f : X — C. Le support de f, noté suppf, est 'adhérence de {x € X; f(x) # 0}.

On notera C.(X) I’ensemble des fonctions f : X — C continues a support compact. C’est un espace vectoriel
(sur C) pour 'addition usuelle des fonctions (et la multiplication par un scalaire). C’est une algebre si on la
munit du produit des fonctions.

Proposition 1.15. Soient X et Y des espaces topologiques et f: X — Y continue. Alors si K C X est
compact, f(K) est compact dans'Y .

Exercice 1.16. Démontrer la proposition 1.15.

Notations. La notation K < f désigne un compact K dans X et un fonction f dans C.(X) tels que
0<f<Tlet fix=1.

La notation f < V désigne un ouvert V' dans X et un fonction f dans C(X) telsque 0 < f < letsupp f C V.
On notera K < f <V quand, a la fois,ona K < fet f < V.

Théoréme 1.17. (Lemme d’Urysohn) Soit X un espace de Hausdorff localement compact, V un ouvert de
Xet K CV un compact de X. Alors il existe f € Co(X) telle que K < f < V.

Démonstration. On pose 1 = 0 et 7o = 1. Soit {r;;¢ > 3} =|0,1[NQ (ot 7; # r;j si i # j). Grace au
théoreme 1.17, on construit Vy puis Vi ouverts relativement compacts tels que

(1.1) KcwvcWhcVWycVcV.

Pour n > 2, supposons que 'on a construit V., --,V,, ouverts relativement compacts de telle facon que si
r; < rjalors V., C V.. Soit r; = max{ry;r, < rpy1, 1 <k <n}et ry =min{rg;ry > rpp1, 1 <k <nj.
Par le théoreme 1.17, on construit V., ., tel que

‘/71j - ‘/;‘n+1 - wn+l - ‘/7‘2

Par récurrence, on construit ainsi une famille d’ouverts relativement compacts (VT)TG}OJ[QQ tels que K C V7,
VoCVet

(1.2) s>r =V, CV,.
Pour r €]0,1[NQ et = € X, posons

ix €V,
TALEE et g(z)=r+1-r)ly =

T

(1.3) fr(z) =rly, = { {1 sixz eV,

0 sinon 7 sinon



Les remarques qui suivent la définition 1.12 nous disent que pour tout 7, f,. est semi-continue inférieurement
et g, semi-continue supérieurement.
On pose alors

(1.4) f= sup f, et g= inf g,.
r€]0,1[NQ r€]0,1[NQ

Ainsi f est semi-continue inférieurement et g semi-continue supérieurement ; elles prennent clairement leur
valeurs dans [0, 1]. De plus, f est constante égale & 1 sur K et son support est contenu dans V. Pour achever
la preuve du lemme d’Urysohn, il suffit de démontrer que f = g.

On a f < g. En effet, on ne peut avoir f,.(z) > gs(z) que sir > s, z € V; et & Vi. Or, r > s implique
Vs C V,. Ainsi, on voit que pour tout (r,s), on a f, < gs. On en déduit que f < g.

Supposons maintenant qu’il existe x tel que f(z) < g(x). Il existe donc des rationnels 7 et s tels que
f(x) <r < s < g(x). Comme f(x) < r, on a x € V,; mais comme g(z) > s, on a € Vy ce qui
contredit (1.2). On a donc f = g. Ceci achéve la preuve du lemme d’Urysohn. O

On va maintenant utiliser le lemme d’Urysohn pour construire une partition continue de I'unité.

Théoreme 1.18. Soient Vi,---,V, des ouverts de X un espace de Hausdorff localement compact et K un
compact tel que K C Vi U---UV,. Alors, pour 1 < i <mn, il existe f; < V; telles que K < f1+ fo+---+ fy.

Démonstration. Par le théoreme 1.11, tout point x € K est contenu dans un ouvert W, relativement compact
d’adhérence contenue dans I'un des (V;)1<i<pn. On peut donc recouvrir K par un nombre fini de ces ouverts
KcW, u---UW, .Pourl<i:<n,onpose F; = U W, qui est compact. Le lemme d’Urysohn nous

1<i<m
We, CV;

donne alors g; € C.(X) telle que 15, < g; <1 F! ou FZ’ est un compact de V;. On pose

fi=u,

fo=(1-9g1)g2,
(1.5)

fa=(10—=91)1—g2) (1= gn-1)gn
Pour 1 <i<n,ona f; € Cc(X) et 0 < f; < 1p/. D’autre part,
fitfot-tfn=1-(1=g)(1=g2) - (1=gn)
Or comme K C FiU---UF,, (1—g1)(1 —g2)---(1 — gp,) s’annule sur K ; ainsi 1x < fi+ fo+ - + fa.
Ceci complete la preuve du théoreme 1.18. O
1.2 Le théoreme de représentation de Riesz

On va démontrer le

Théoréme 1.19. (Théoréme de représentation de Riesz pour les mesures positives) Soit X un espace de
Hausdorff localement compact. Soit A une forme linéaire positive sur Co(X) (i.e. pour f € Co(X), si f >0
alors A f > 0). Alors, il existe S une o-algebre sur X contenant les boréliens de X et une unique mesure
positive p sur S telle que

1. pour f € C.(X), A f = /Xf(w)du(x);
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2. si K C X est compact alors p(K) < 400 ;

3. pour E €8, u(E)=inf{u(V); ECV, V ouvert};

4. si E est ouvert ou si E € S tel que p(E) < o0 alors u(E) = sup{u(K); K C E, K compact} ;
5. siEe€eS, ACFE etu(F)=0alors AcS.

La propriété 1 qui relie la mesure a la forme linéaire est bien stire celle qui présente le plus grand intérét.
Elle caractérise la mesure p. On verra plus loin que les propriétés 2, 3 et 4 sont reliées; dans des espaces
“raisonnables”, 3 et 4 (en fait une version plus forte au sens ou elle est vraie pour tout E € S) sont des
conséquences de 2 (voir les théorémes 1.34 et 1.35). La propriété 5 dit simplement que la mesure est complete
(on sait que l'on peut toujours compléter une mesure).

Un autre théoreme de représentation de Riesz bien connu est celui sur un espace de Hilbert H qui dit que
toute forme linéaire continue sur H est représentée par un vecteur de H i.e. Af = (v, f) pour un unique
v € ‘H. Dans ce cadre, le fait que A est continue est une hypothése cruciale. A premiere vue, il n’y a pas
d’hypothese de continuité dans le théoreme 1.19. En fait, une forme de continuité découle de la positivité.
En effet celle-ci implique que, pour K un compact de X, il existe Cx > 0 telle que, pour f € C.(X) telle que
supp f C K, on a |Af| < Ck||f|loo- D’abord il suffit de démontrer ceci pour f a valeur réelles, le cas général
découlant de la linéarité et de la séparation en parties réelle et imaginaire. Ensuite, si on construit g € C.(X)
telle que gjx = 1 par le lemme d’Urysohn, alors, pour f a valeurs réelles, les fonctions g(||f|loc &= f) sont
continues a support compact et positives. Comme A est linéaire et positive, on a

0 < | fllooAg £ A(gf) = || fllccAg £ A f
car gf = f. Ainsi |Af] < Ck||f|looc pour Cx = Ag > 0.

Preuve du théoréme de représentation. Commengons par montrer 'unicité. En vertu de 3 et 4, les valeurs
de p sur les compacts la déterminent entierement. Soient uq et ps deux mesures vérifiant le théoreme 1.19.
Soit K C X compact et € > 0. Par 2 et 3, il existe un ouvert V tel que K C V et p2(V) < po(K) + €. Par
le lemme d’Urysohn, il existe K < f < V. Ainsi

i(K) < [ i =07 = [ e < V) < pa()

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a pu1(K) < po(K). En échangeant les roles de pp et po, on obtient
w1 (K) = pa(K) pour tout K compact, soit encore, 1 = ug par les remarques faites en début de preuve.
Construction de S et p. Pour V ouvert de X, on définit

(1.6) (V) == sup Af.
F=<V

On a clairement que si V; C V, ouverts, u(Vy) < u(V2). Ainsi, si F est ouvert dans X, on a
(1.7) w(E) =inf{u(V); E CV, V ouvert}.

Pour tout E C X, on définit u(FE) par (1.7).

Remarque 1.20. On définit p sur toutes les parties de X. Pour garantir que p est o-additive, on va se
restreindre a une o-algebre plus petite.

Soit Sp l'ensemble des parties E de X telles que pu(E) < 400 et
(1.8) w(E) =sup{u(K); K C E, K compact}.

11



Soit S la famille des £ C X telle que £ N K € Sp pour tout K compact de X.

Montrons que pu et S ont les propriétés annoncées. Clairement p est monotone (i.e. si A C B,
w(A) < pu(B)) et si u(E)=0alors F € Sp et E€S.

Remarquons que la positivité et la linéarité de A entraine que si f et g dans C.(X) vérifie f < galors Af < Ag.

+oo
Lemme 1.21. Soient (E;)i>1 des parties de X. Alors p (U Ez) < Z“(El)

i=1 i>1
Démonstration. Si p(E;) = 400 pour I'un des i, alors la conclusion du lemme 1.21 est trivialement vraie.
On les supposera donc tous les (p(E;)i>1 finis.
Montrons d’abord que u(E; U Es) < u(E7) + u(E2) si By et Eo sont ouverts. Choisissons g telle que
g < E1 U Es. Alors par le théoreme 1.18, pour i € {1,2}, on construit f; < E; et telles que f1 + fo =1 sur
le support de g. Ainsi g = gf1 + gfo et

Ag = A(gf1) + A(gf2) < p(Er) + pu(Eo).

En prenant le supremum de cette inégalité sur 'ensemble des g < E1U Es, par (1.6), on obtient pu(FEyUFE3) <

u(Er) + p(E2). ,
Soit € > 0. Par (1.7), pour tout ¢ > 1, il existe V; ouvert contenant E; tel que u(V;) < p(E;) + 27", Soit

V= U V;. Choisissons f < V. Comme f est de support compact, il existe n > 1 tel que f < Vi U---UV,,.
i>1
En appliquant I'inégalité pour deux ouverts, on calcule

Af<p(ViU--UVo) < p(Va) + - 4 p(Va) <Y (B +e.
i>1

+oo
Ceci étant vrai pour tout f <V et comme U E;,CV,ona
i=1

+00
m (U E) <u(V) <Y wE) +e.
i=1 1>1
Comme ¢ > 0 est arbitraire, ceci acheve la preuve du lemme 1.21. O

Lemme 1.22. Si K est compact alors K € Sp et p(K) = Ii{nff Af.
<

Le point 2 du théoreme 1.19 est une conséquence immédiate de ce lemme.
Démonstration. Pour K < f et 0 < o < 1, on définit Pouvert V, := {z € X; f(z) > a}. Ainsi, K C V, et
ag < fsig=<V,. Donc,

1
p(K) < p(Va) = sup Ag < —Af.
g=Va «

En laissant tendre o vers 17, on obtient
(1.9) u(K) <AfsiK < f.

Ainsi p(K) < +00. Comme (1.8) est clairement vraie pour E = K, on voit que K € Sp.

Par (1.7), pour € > 0, il existe V' O K tel que u(V) < p(K)+ €. Par le lemme d’Urysohn (le théoreme 1.17),
on construit f telle que K < f < V. Ainsi Af < (V) < u(K) + ¢. En laissant € tendre vers 07, on obtient
Ii(riff Af < u(K) ce qui complete la preuve du lemme 1.22. O
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Lemme 1.23. Sp contient tous les ouverts sur lesquels p est finie (i.e. on a (1.8) pour tout E ouvert tel
que p(E) < +00).

Démonstration. Soit E ouvert et o < u(E). Alors il existe f < E tel que a < Af. Pour tout U ouvert
contenant K, le support de f, ona f < U donc Af < u(U). Ainsi Af < p(K). On trouve ainsi un compact

K C E tel que a < p(K). Ceci nous donne (1.8). O
+oo
Lemme 1.24. Supposons que E = U E; ot pour tout i > 1, E; € Sp et pour tout i # j, E;NE; = (. Alors
i=1
(1.10) p(E) = u(E).
i>1

Si, de plus, u(E) < 400, alors E € Sp.
Démonstration. Montrons d’abord que si K et Ky sont des compacts disjoints alors
(1.11) p(K1 U K2) = p(Kq) + p(Ks).

Soit € > 0. Par le lemme d’Urysohn, il existe f € C.(X) telle que fig, =1, fix, =0et 0 < f < 1. Par le
lemme 1.22, il existe g € C.(X) telle que K1 U Ky < g et Ag < pu(K; U K3) 4+ €. On remarque que K; < fg
et Ko < (1 — f)g. Comme A est linéaire, de (1.9), on tire

(K1) + p(K2) < A(fg) + A((1 = f)g) = Ag < p(K1 U K3) + €.

Comme € > 0 est arbitraire, en se souvenant du Lemme 1.21, on a démontré (1.11).
Si u(E) = 400 alors 1'égalité souhaitée découle du lemme 1.21. Soit € > 0 et supposons que u(E) < 400
donc F; € Sp pour tout 7. Pour tout ¢, il existe donc H; C F; compact tel que

(1.12) p(H;) > p(E;) — 27,

Posant K,, = Hy U---U H,, de (1.11), on tire
(1.13) p(E) > p(Ky) = > p(Hi) > > p(E) — .

Ceci étant vrai pour tout n et tout € > 0, en se souvenant du lemme 1.21, on obtient (1.10).
Montrons enfin que E vérifie (1.8) (et donc que E € Sp) si p(E) < +oo. Pour € > 0, par (1.10), il existe
N > 0 tel que

N
(114) u(B) < " u(E) + =
i=1
Donc, par (1.13), on a pu(E) < u(Kn) + 2¢ ce qui prouve que E vérifie (1.8). Ainsi E € Sp. O

Lemme 1.25. Si E € Sp et € > 0, il existe K compact et V ouvert tel que K C ECV et p(V\K) <e.

Démonstration. D’apres nos définitions, on sait qu'il existe K C E et V D E tels que pu(V) —¢/2 < pu(E) <
w(K) +¢/2. Comme V \ K est ouvert, il est dans Sp par le lemme 1.23. Alors le lemme 1.24 nous dit que

p(K) + p(VAK) = p(V) < p(K) +e.

Ceci démontre le lemme 1.25. O
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Lemme 1.26. Si (A1, A2) € Sp x Sp alors A1\ A2, A1 U Ay et Ay N Ag sont dans Sp.

Démonstration. Soit € > 0; par le lemme 1.25, il existe (K;);c(1,2) compacts et (Vi)ieq1,2y ouverts tel que
K; C A CcViet w(V;\ K;) < e pour i€ {1,2}. Comme

A\ Ay C I\ K> C (Vi \ K1) U (Vo \ K2) U (K \ Va),
le lemme 1.21 montre que
p(Ar\ Az) < 2e + p(K1\ Vo).

Or Kj \ V; est un compact de A; \ Ao, ceci prouve de A; \ Ay satisfait (1.8) et, ainsi, Ay \ Az € Sp.
Comme A; UAg = (A1 \ A2) U Ag, on applique le lemme 1.24 pour obtenir que A; U Ay € Sp. Enfin, comme
A1 NAy= A1\ (A1 \ A2), on a aussi que A; N Ay € Sp. O

Lemme 1.27. S est une o-algebre contenant tous les boréliens de X.

Démonstration. Dans toute la preuve, K est un compact de X. Si A € S alors ANK = K\ (ANK);
AN K est donc élément de Sp comme différence de deux éléments de Sp. Ainsi A € S.
Supposons que A = U A; ou A; € S. Posons By = A1 N K et

i>0
B,=(A,NK)\ (Bi1U---UB,_1) pour n>2.
+oo
Alors, par le lemme 1.26, les (B;);>1 sont des éléments de Sp deux a deux disjoints et AN K = U B;. Ainsi
i=1

ANK € Sp par le lemme 1.25 et A € S.

Enfin, si F' est fermé dans X alors F'N K est compact donc élément de Sp. Donc F' € S. En particulier
X € 8. Ainsi S est une g-algebre contenant tous les fermés de X ; elle contient donc la o-algebre engendrée
par ces fermés c’est-a-dire la o-algebre des boréliens de X. Ceci acheéve la preuve du lemme 1.27. O

Comme conséquence des lemmes 1.22, 1.24 et 1.27, on obtient le
Lemme 1.28. p définit une mesure sur S.
Lemme 1.29. Sp est 'ensemble des éléments E de S tels que u(E) < +oo.

Ceci nous donne le point 4 du théoréeme 1.19.

Démonstration. Si E € Sp, alors les lemmes 1.22 et 1.26 montrent que £ N K € Sp pour tout K compact
de X. Ainsi £ € S.
Réciproquement, si £ € S tel que u(E) < +oo et si € > 0, il existe V O E ouvert tel que p(V) < +00;
Par les lemmes 1.23 et 1.24, il existe K C V compact tel que pu(V \ K) < e. Comme EN K € Sp, il existe
H C EnN K compact tel que

wWENK) < u(H)+e.

De V'inclusion E C (ENK)U (V' \ K), on tire
W(E) < p(ENK)+p(V\K) < p(H) + 2.
Ainsi F € Sp. O

Enfin, pour achever la démonstration du théoréme de représentation de Riesz, il nous suffit de démontrer le

Lemme 1.30. Pour f € C.(X), on a Af = [y fdpu.
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