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Î èåðàðõè÷åñêîì ïîâåäåíèè ðåøåíèé ìýðèëåíäñêîãî

óðàâíåíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè

À. Ôåäîòîâ, F. Klopp

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Êâàçèïåðèîäè÷åñêîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, èåðàð-

õè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé, êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå

1. Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì ðåøåíèÿ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ψn+1 + ψn−1 + λ cot
(

π(nh+ θ))ψn = Eψn, n ∈ Z, (1)

ãäå λ > 0, h ∈ (0, 1), θ ∈ [0, 1) è E ∈ R � ïàðàìåòðû � êîíñòàíòà ñâÿçè, ÷àñòîòà, ýðãîäè-

÷åñêèé è ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòðû. Îïåðàòîð, îïðåäåëÿåìûé ëåâîé ÷àñòüþ (1) â l2(Z),
íàçûâàþò ìýðèëåíäñêîé ìîäåëüþ, è ìû íàçûâàåì (1) ìýðèëåíäñêèì óðàâíåíèåì.

Ìû ñ÷èòàåì, ÷òî h 6∈ Q. Ïðè ýòîì �óíêöèÿ n 7→ λ cot
(

π(nh+ θ)) � êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ.
Ìýðèëåíäñêàÿ ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà ñïåöèàëèñòàìè ïî �èçèêå òâåðäîãî òåëà è ÿâëÿ-

åòñÿ îäíèì èç ñàìûõ ïîïóëÿðíûõ îïåðàòîðîâ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè, ñì., íàïð., ðàáîòó [1℄

è ññûëêè ê íåé. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îí ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêèì, à ñ äðóãîé � ìíîãèå

åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ìîãóò áûòü îïèñàíû ÿâíî.

Îäíà èç âàæíåéøèõ çàäà÷ òåîðèè ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ � èññëåäîâàíèå ïî-

âåäåíèÿ (îáîáùåííûõ) ñîáñòâåííûõ �óíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Ôèçèêè äàâíî îáñóæ-

äàþò èåðàðõè÷åñêóþ ñàìîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó ðåøåíèé ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèõ óðàâíå-

íèé, ó íèõ èìåþòñÿ èíòåðåñíûå íàáëþäåíèÿ, îñíîâàííûå, â ÷àñòíîñòè, íà êîìïüþòåð-

íûõ âû÷èñëåíèÿõ, ñì., íàïð., [2℄. Íà íåå óêàçûâàþò è êîíñòðóêöèè ìàòåìàòèêîâ, ñì.,

íàïð., [3, 4, 5, 6℄. Îäíàêî, äîëãîå âðåìÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ íå áûëî äàæå

íà �èçè÷åñêîì óðîâíå ñòðîãîñòè. Âïåðâûå èåððàõè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ñîáñòâåííûõ �óíê-

öèé áûëà îïèñàíà ñîâñåì íåäàâíî äëÿ îïåðàòîðà ïî÷òè-Ìàòüå â ðåæèìå ëîêàëèçàöèè,

êîãäà, ãðóáî ãîâîðÿ, ñïåêòð îïåðàòîðà ïî÷òè-Ìàòüå îêàçûâàåòñÿ òî÷å÷íûì [7℄.

Îïèøåì óñëîâèå, âûäåëÿþùåå ðåæèì ëîêàëèçàöèè äëÿ ìýðèëåíäñêîé ìîäåëè. �àññìîò-

ðèì ïîäõîäÿùèå äðîáè

pk
qk
, k ∈ N, öåïíîé äðîáè, èçîáðàæàþùåé ÷èñëî h, ñì. [8℄. Ïîëîæèì

β(h) = lim supn→∞

ln qn+1

qn
. ×åì ìåíüøå ýòà âåëè÷èíà, òåì õóæå ÷èñëî h ïðèáëèæàåòñÿ ðà-

öèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Äàëåå, ââåäåì âìåñòî λ è E ââåäåì ïàðàìåòðû η ∈ (−π, 0)∪ (0, π)
è l > 0 òàê, ÷òî E + iλ = 2 cos(η + il).
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ θ íà ìíîæåñòâå E, ãäå l(E, λ) < β(h), ðàñïîëîæåí ñèíãó-
ëÿðíî íåïðåðûâíûé ñïåêòð, à òàì, ãäå l(E, λ) > β(h), � òî÷å÷íûé ñïåêòð, ñì. ðàáîòû [9, 1℄

è ññûëêè ê íèì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíåå óñëîâèå âûäåëÿåò ðåæèì ëîêàëèçàöèè. Ìîæ-

íî ñêàçàòü, ÷òî îíî ñîâïàäàåò ñ àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì äëÿ îïåðàòîðà ïî÷òè-Ìàòüå.

Ìû èññëåäóåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé (1) â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, ñì. [10℄, â ðàì-

êàõ ìåòîäà ìîíîäðîìèçàöèè, ñì. îáçîð [5℄. Óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè íàøåãî ïîäõîäà àâòî-

ìàòè÷åñêè ãàðàíòèðóþò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ l(E, λ) < β(h). Òàêèì îáðàçîì, ìû èññëå-

äóåì ìýðèëåíäñêóþ ìîäåëü â ðåæèìå äîïîëíèòåëüíîì ê ðåæèìó ëîêàëèçàöèè.

Îáñóäèì ÷óòü ïîäðîáíåå íàø ïîäõîä è óñëîâèÿ åãî ïðèìåíåíèÿ. Èç òåîðåìû 1 èç [11℄

íåìåäëåííî âûòåêàåò, ÷òî èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé (1) íà áåñêîíå÷íîñòè ñâîäèò-

ñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðåøåíèé öåïî÷êè ìýðèëåíäñêèõ óðàâíåíèé âèäà

ψj,n+1 + ψj,n−1 + λj ctg
(

π(nhj + θj))ψj,n = Ejψj,n, (2)

�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò � 17-01-00668-a.
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ãäå j = 0, 1, 2 . . . � íîìåð óðàâíåíèÿ, à n � öåëî÷èñëåííàÿ ïåðåìåííàÿ. Ïàðàìåòðû â (2)

îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé Ej + iλj = 2 cos(ηj + ilj) è

hj+1 =

{

1

h j

}

, lj+1 =
lj
hj

, ηj+1 =
ηj
ωj

mod 2π, θj+1 =

{

θj
ωj

}

,

h0 = h, l0 = l, η0 = η, θ0 = θ,

à {x } � äðîáíàÿ ÷àñòü x ∈ R. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ìîäóëÿ öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé

n ðåøåíèå èñõîäíîãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ � óðàâíåíèÿ ñ j = 0 � âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

ðåøåíèå ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ ñ j = 1 ïðè çíà÷åíèÿõ öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé ñ

ìåíüøåé àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé � âåëè÷èíîé ïîðÿäêà hn. �åøåíèå óðàâíåíèÿ ñ j = 1
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ j = 2 è ò.ä. ×åì áîëüøå |n| äëÿ ðåøåíèÿ èñõîä-

íîãî óðàâíåíèÿ, òåì áîëüøå óðàâíåíèé öåïî÷êè íàäî èçó÷èòü.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óðàâíåíèé öåïî÷êè ìû èñïîëüçóåì êâàçèêëàññè÷åñêèå ìåòîäû, ðàçâè-

òûå â ðàáîòàõ [12, 13, 14, 15℄. Äëÿ ýòîãî íàì ïðèõîäèòñÿ ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âñå ïðîèç-

âåäåíèÿ hj exp(lj) = hj exp(l/(h0h1 . . . hj−1)) äîñòàòî÷íî ìàëû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî

àâòîìàòè÷åñêè ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ l(E, λ) < β(h).
Ìû êîíñòðóêòèâíî îáúÿñíèì èåðàðõè÷åñêîå ñàìîïîäîáíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé Ìýðèëåíä-

ñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì ìû óäåëèì îñîáîå âíèìàíèå ðåøåíèÿì íàèáîëåå èíòåðåñíûì

ñ òî÷êè çðåíèÿ ñïåêòðàëüíîé òåîðèè.

Â ñëåäóþùåì ïàðàãðà�å ìû îïèøåì îñíîâíûå îáúåêòû, íåîáõîäèìûå äëÿ �îðìóëèðîâêè

íàøèõ ðåçóëüòàòîâ, à ïàðàãðà�å 3 ìû èõ ñ�îðìóëèðóåì.

2. Îñíîâíûå îáúåêòû

Êîìïëåêñíûé èìïóëüñ. Êàê ïðåæäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λ 6= 0, a E ∈ R. Îïðåäåëèì

êîìïëåêñíûé èìïóëüñ p ñîîòíîøåíèåì

2 cos p+ λ ctg(πz) = E. (3)

Èìïóëüñ � ìíîãîçíà÷íàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Åå òî÷êè âåòâëåíèÿ ðàñïîëîæåíû íà

âåùåñòâåííîé îñè. Â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ðàñïîëîæåíû ëîãàðè�ìè÷åñêèå òî÷êè âåòâ-

ëåíèÿ, à â òî÷êàõ, ãäå E − λ ctg(πz) = ±2, íàõîäÿòñÿ òî÷êè âåòâëåíèÿ òèïà êâàäðàòíîãî

êîðíÿ. Îñòàëüíûå òî÷êè âåòâëåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç îïèñàííûõ ñäâèãàìè íà öåëîå ÷èñëî.

Òî÷êè âåòâëåíèÿ òèïà êâàäðàòíîãî êîðíÿ íàçûâàþò òî÷êàìè ïîâîðîòà. Íà îòðåçêå (0, 1)
èìåþòñÿ äâå òî÷êè ïîâîðîòà. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ÷åðåç z± òàê, ÷òî 0 < z− < z+ < 1.
Èìååòñÿ âåòâü p0 èìïóëüñà àíàëèòè÷åñêàÿ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè C+ è óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ â íåé óñëîâèÿì

Im p(z) < 0 è 0 < Re p(z) < π.

Âåòâü p0 âûäåëÿåòñÿ ýòèìè óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íî. Ëþáàÿ äðóãàÿ âåòâü èìïóëüñà àíà-

ëèòè÷åñêàÿ â C+ èìååò âèä σp+ 2πk, ãäå σ ∈ {±1}, à k ∈ Z.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âåòâü p0 ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì åäèíèöà.

�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ p0 íåïðåðûâíû íà (0, 1) è óäîâëåòâîðÿþò âêëþ÷åíèÿì:

p0(z)− π ∈ iR−, z ∈ (0, z−); p0(z) ∈ (0, π), z ∈ (z−, z+); p0(z) ∈ iR−, z ∈ (z+, 1). (4)

Ñòàíäàðòíîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé. Ïóñòü I � îäèí èç èíòåð-

âàëîâ (0, z−), (z−, z+) è (z+, 1), |I| � åãî äëèíà, a p � âåòâü êîìïëåêñíîãî èìïóëüñà,

àíàëèòè÷åñêàÿ íà I.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåíèå ψ ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ èìååò ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ

hel ñòàíäàðòíîå êâàçèêëàññè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà I, åñëè ïðè θ + hn ∈ I

ψ(z) =
1

√

sin p(z)
e

i

h

∫
z

z
−

p(z′)dz′+o(1)
, z = θ + hn, (5)
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è ýòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðàâíîìåðíî ïî n ïðè óñëîâèè, ÷òî θ+nh íàõîäèòñÿ
âíå δ|I|-îêðåñòíîñòåé êîíöîâ I, ãäå δ > 0 � �èêñèðîâàííîå ÷èñëî.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà èíòåðâà-

ëàõ, ïîëó÷àåìûõ èç I ñäâèãîì íà öåëîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå 1. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ àñèìïòîòèêîé âè-

äà (5) � ñòàíäàðòíûé ðåçóëüòàò. Ìû ñòðîèì òàêèå ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíîãî

ìåòîäà ÂÊÁ äëÿ ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé, ñì. [12, 13, 14, 15℄.

Îòðåçêè I, ãäå p0 (à çíà÷èò, è äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå âåòâè p) ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, (ò.å. îòðåçêè âèäà (z− + m, z+ + m), ãäå m ∈ Z) áóäåì íàçûâàòü çîíàìè îñ-

öèëëÿöèé, à îòðåçêè I, âíóòðè êîòîðûõ Im p0 6= 0, (ò.å. îòðåçêè âèäà (m, z− + m) è

(m+ z+,m+ 1), ãäå m ∈ Z), áóäåì íàçûâàòü çîíàìè ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà.

Íà çîíàõ ðîñòà Im p0 < 0. Åñëè íà çîíå ðîñòà I ðåøåíèå ψ  òî÷íîñòüþ äî íåçàâèñÿùåãî

îò n ìíîæèòåëÿ äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (5)  p = p0 mod 2π ( p = −p0 mod 2π), òî
ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ψ íà I ðàñòåò íàïðàâî (ñîîòâåòñòâåííî, íàëåâî).

3. Èåðàðõè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé

Ôèêñèðóåì J ∈ N. Çäåñü ìû îïèøåì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèé ìýðèëåíäñêîãî

óðàâíåíèÿ íà îòðåçêàõ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Z äëèíû ïîðÿäêà 1 / (h0h1 . . . hJ). Óäîáíî
ýòî äåëàòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ äèàãðàìì.

Ïóñòü m < M � äâà öåëûõ ÷èñëà. Ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî [m,M ] =
{

k ∈ Z : m 6

k 6M
}

èíòåðâàëîì öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Z.

Äèàãðàììû. Äëÿ n0 ∈ N îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

nj+1 = −[θj + njhj ], j = 0, 1, 2 . . . , (6)

ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ n0, äëÿ êîòîðûõ nJ+1 = 0. Îíè îáðàçó-
þò íåêîòîðûé èíòåðâàë [m0,M0] ðåøåòêè Z. Äëÿ êàæäîãî j = 1, 2 . . . J ñîîòâåòñòâóþùåå

nj ïðîáåãàåò èíòåðâàë [mj ,Mj ] ðåøåòêè Z. Î÷åâèäíî, mJ+1 =MJ+1 = 0.
Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî |M0 −m0| èìååò ïîðÿäîê ïîðÿäêà 1 / (h0h1 . . . hJ).
Ïóñòü ïî îïðåäåëåíèþ Ij = [−Mj+1,−mj+1 + 1] � îòðåçîê âåùåñòâåííîé îñè. Òàê êàê

mJ+1 =MJ+1 = 0, òî IJ = [0, 1].
Èçîáðàçèì èíòåðâàëû Ij , j = 0, 1, 2, . . . J , êàê ïîêàçàíî íà ðèñóíêå 1 (íà ðèñóíêàõ ïðåä-

�èñ. 1

ïîëàãàåòñÿ, ÷òî J � ÷åòíîå ÷èñëî). Íà ýòîì ðèñóíêå âåðõíèé èíòåðâàë � IJ , ïîä íèì

� IJ−1 è ò.ä. Êîíöû èíòåðâàëîâ I0, I1 ... IJ ðàïîëîæåíû â òî÷íîñòè äðóã íàä äðóãîì.

Ïðàâûå êîíöû èíòåðâàëîâ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè èçîáðàæåíû ñïðàâà, à íå÷åòíûõ � ñëåâà.

Äëÿ êàæäîãî j ∈ [0, J ] ìû îòìåòèëè íà Ij òî÷êè âåòâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî èìïóëüñà äëÿ

óðàâíåíèÿ (2)  íîìåðîì j (öåëûå ÷èñëà îòìå÷åíû êîðîòêèìè âåðòèêàëüíûìè ëèíèÿìèè,

à òî÷êè ïîâîðîòà � òî÷êàìè).

Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ äèàãðàìì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî λj 6= 0 äëÿ âñåõ j ∈ [0, J ]. Òîãäà

äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé (2) èìååòñÿ ïî äâå òî÷êè ïîâîðîòà íà îòðåçêå (0, 1).
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�îâîðÿ î çîíàõ ðîñòà è îñöèëÿöèé íà îòðåçêå Ij , ìû èìååì â âèäó çîíû ðîñòà è îñöèëÿöèé

äëÿ óðàâíåíèÿ (2)  íîìåðîì j.
Ñíà÷àëà ïîñòðîèì äèàãðàììó ñ íîìåðîì j = J . Äëÿ ýòîãî íà ðàñïîëîæåííûõ íà IJ çîíàõ

ðîñòà íàðèñóåì ñòðåëêè ñëåâà íàïðàâî èëè ñïðàâà íàëåâî, âûáðàâ ïðîèçâîëüíî íàïðàâ-

ëåíèå êàæäîé èç íèõ. Ïðèìåð ïîëó÷åííîé äèàãðàììû � âåðõíÿÿ äèàãðàììà íà ðèñóíêå

2, ïîëó÷åííàÿ èç IJ . Ïîñòðîèì äèàãðàììó ñ íîìåðîì j = J − 1. Äëÿ ýòoãî ðàññìîòðèì

�èñ. 2

ïîäèíòåðâàëû èíòåðâàëà IJ−1, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó ñîñåäíèìè öåëûìè ÷èñëàìè, êàæ-

äûé � öåëèêîì ïîä îäíîé èç èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå 1 çîí ðîñòà íà IJ . Íà êàæäîé èç

çîí ðîñòà íà òàêîì ïîäèíòåðâàëå èíòåðâàëà IJ−1 íàðèñóåì ñòðåëêó â òîì æå íàïðàâëå-

íèè, ÷òî è íàä íèì íà çîíå ðîñòà íà IJ .
Äàëåå, ðàññìîòðèì ïîäèíòåðâàëû èíòåðâàëà IJ−1, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó ñîñåäíèìè öå-

ëûìè ÷èñëàìè, êàæäûé � öåëèêîì ïîä îòìå÷åííîé íà ðèñóíêå 1 çîíîé îñöèëëÿöèé íà

IJ . Íà êàæäîì èç òàêèõ èíòåðâàëîâ íà ðàñïîëîæåííûõ íà íåì çîíàõ ðîñòà íàðèñóåì

ñòðåëêè, íàïðàâëåííûå ê ðàñïîëîæåííîé íà íåì çîíå îñöèëëÿöèé.

Ïîä âåðõíåé äèàãðàììîé íà ðèñóíêå 2 èçîáðàæåí èíòåðâàë IJ−1 è íåñêîëüêî åãî ïîäèí-

òåðâàëîâ ìåæäó ñîñåäíèìè öåëûìè ÷èñëàìè. Åùå íèæå ìû ïîêàçûâàåì êàê ðàññòàâëÿ-

þòñÿ ñòðåëêè íà çîíàõ ðîñòà, ðàñïîëîæåííûõ íà ýòèõ ïîäèíòåðâàëàõ.

Îñòàëüíûå äèàãðàììû (ñ íîìåðàìè J − 2, . . . 1, 2) ñòðîÿòñÿ, ñëåäóÿ òîìó æå àëãîðèòìó,

êàê áûëà ïîñòðîåíà (J − 1)-àÿ äèàãðàììà ïî J-îé.
Ââåäåì îïåðàöèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ äèàãðàììû íà äèàãðàììó. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðî-

åêöèÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâàM ñ j-îé äèàãðàììû íà äèàãðàììó ñ íîìåðîì j−1, ïîëó÷à-
åòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì M íà ðèñóíêå 1 âåðòèêàëüíî âíèç ñ Ij íà Ij−1. Îòìåòèì,

÷òî õîòÿ íà ðèñóíêå èñõîäíîå ìíîæåñòâî è ïðîåêöèÿ èìåþò îäèíàêîâûå ðàçìåðû, �àê-

òè÷åñêèé ðàçìåð ìíîæåñòâà ïðè ïðîåêòèðîâàíèè óâåëè÷èâàåòñÿ ïðèìåðíî â 1/hj ðàç.

Ïðîåêöèÿ íà îñòàëüíûå äèàãðàììû îïðåäåëÿåòüñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèé íà îòðåçêå [m0,M0] öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè. Ïóñòü {cj}
∞
j=0

� ñóììèðóåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë. Ôèêñèðóåì δ > 0.
Äëÿ j = 0, 1, 2 . . . J îáîçíà÷èì ÷åðåç Tj ìíîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ êîìïëåêñíîãî èì-

ïóëüñà äëÿ óðàâíåíèÿ (2) íà Ij . ×åðåç Vj îáîçíà÷èì
δcj
λj
-îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà Tj .

Åñëè ÷èñëî ǫ > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ âñåõ j = 0, 1, 2 . . . âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà:

eljhj 6 ǫcj , dist (ηj , πZ) > cj . (7)

Ôèêñèðóåì J ∈ N. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìýðèëåíäñêîå óðàâíåíèå (2)  j = J èìååò ðå-

øåíèå, êîòîðîå íà çîíàõ ðîñòà, ðàñïîëîæåííûõ íà J-îé äèàãðàììå (ïîñòðîåííîé êàê â

ïðåäûäóùåì ïóíêòå) ðàñòåò â íàïðàâëåíèè èçîáðàæåííûõ íà íèõ ñòðåëîê.

Òîãäà äëÿ êàæäîãî j = 0, 1 . . . J − 1 ìýðèëåíäñêîå óðàâíåíèå (2)  íîìåðîì j èìååò

ðåøåíèå, êîòîðîå íà çîíàõ ðîñòà, ðàñïîëîæåííûõ íà j-îé äèàãðàììå âíå ïðîåêöèé ìíî-

æåñòâ Vk, j + 1 6 k 6 J , ðàñòåò â íàïðàâëåíèè èçîáðàæåííûõ íà íåé ñòðåëîê.

Ýòà òåîðåìà îïèñûâàåò êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ èñõîäíîãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâ-

íåíèÿ íà îòðåçêå [m0,M0] öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè äëèíû ïîðÿäêà 1/(h0h1 . . . hJ). Ìîæíî
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îïèñàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé è àñèìïòîòè÷åñêèìè �îðìóëàìè, íî îáúåì êðàòêîãî ñîîáùå-

íèÿ íå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ýòî.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïîâåäåíèå ðåøåíèé èñõîäíîãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ íà îòðåç-

êå [m0,M0] îïðåäåëÿåòñÿ ïîâåäåíèåì ðåøåíèé ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ (2) ñ íîìåðîì

j = J , à äåòàëè åãî ïîâåäåíèÿ îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè ñ íîìåðàìè ìåíüøèìè J . Ýòîò

ý��åêò ïðîèëëþñòðèðîâàí íà ðèñóíêaõ 3 è 4, ãäå ñëåâà ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåí ãðà-

�èê ìîäóëÿ ðåøåíèÿ J-ãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé J-îé (âåðõíåé)

äèàãðàììå íà ðèñóíêå 2, à ñïðàâà � ãðà�èê ìîäóëÿ ðåøåíèÿ (J − 1)-ãî óðàâíåíèÿ, ñîîò-
âåòñòâóþùåãî (J − 1)-îé äèàãðàììå. Íà ïðàâîì ðèñóíêå âìåñòî îñöèëëÿöèé ðåøåíèÿ íà

çîíàõ îñöèëëÿöèé, ìû íàðèñîâàëè ãîðèçîíòàëüíûå ïóíêòèðíûå ëèíèè.

�èñ. 3

�èñ. 4

Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ íàèáîëåå èíòåðåñíî

ñî ñïåêòðàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Åãî çíà÷åíèÿ êîíöîâ îòðåçêà [m0,M0] ýêñïîíåíöèàëüíî
ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿìè â åãî öåíòðàëüíîé ÷àñòè. Îòìåòèì, ÷òî óïîìÿíó-

òîå ðåøåíèå J-ãî ìýðèëåíäñêîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå êâàí-

òîâàíèÿ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê óðàâíåíèþ âèäà ηJ + πθJ mod (2πhJ) =

O
(

hJe
−lJ/hJ

)

, ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü çäåñü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà.
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