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Chapitre 1

Fonctions d’une variable

Ce chapitre contient quelques rappels sur les fonctions d’une variable.

1.1 Définitions, représentations

Définition 1.1.1. Soit I une partie de R. Une fonction sur I est une application
de I dans R. Une fonction f est donc une correspondance qui associe a tout
nombre réel x € I un nombre réel f(z). On écrit

fix— f(x) ou simplement f(z).

Exemples 1.1.2. L’application
x +— ax définit une fonction linéaire.
x +— ax + b définit une fonction affine.
T +— ax? + bx + ¢, a # 0, définit un polyndome de degré 2.
x +— sinx définit la fonction sinus.
Définition 1.1.3. L’ensemble des points x ou la fonction f est définie s’appelle
le domaine de définition de f.
Exemples 1.1.4.
f(x) = < est définie pour 2 # 0. Son domaine de définition est R* = R\ {0}.
f(x) = Va2 — 1 est définie pour z > 1 et pour x < —1.
f(x) = V1 — a2 est définie sur [—1, 1].
Définition 1.1.5. On appelle graphe de la fonction f(x) I’ensemble des points

de coordonnées (z, f(x)) par rapport & deux axes Ox et Oy, lorsque = parcourt
le domaine de définition de f (voir Figure 1).

Remarque 1.1.6. Soit a un point dans le domaine de définition de f. La droite
{z = a} coupe le graphe de f en un et un seul point. C’est le point (a, f(a)).

5



6 CHAPITRE 1. FONCTIONS D’UNE VARIABLE

Définition 1.1.7. Soient f et g deux fonctions. L’application z — f(g(z)) définit
une fonction qu’on appelle la composée de f(x) et g(x). On note f(g(x)) ou
(fog)(z) cette fonction. Elle est définie aux points = dans le domaine de définition
de g tels que g(x) soit dans le domaine de définition de f.

Exemple 1.1.8. Si f(z) = 1 et g(z) = V1—22, on a f(g(x)) = \/1£T Le
domaine de définition de f(g(z)) est | — 1,1[. On a g(£1) = 0 et donc g(£1)

n’est pas dans le domaine de définition de f.

1.2 Limites, continuité, dérivées

On suppose que la fonction f est définie au moins sur un intervalle ]a,b]
contenant un point xy, sauf peut-étre en xg.

Définition 1.2.1. On dit que la fonction f(x) tend vers L (L fini) lorsque x
tend vers xg si
quel que soit le nombre réel € > 0, il existe un nombre a > 0 tel que la

relation 0 < |z — x| < a entraine |f(x) — L| < e.

Ceci signifie que pour un € donné quelconque on doit trouver un « en fonction de
e tel que quand l'écart de x a xg (avec x # ) est inférieur a « I'écart de f(z) a
L est inférieur a e.

Définition 1.2.2. La constante L est appelée limite de f(x) quand x tend vers
xo ou limite de f(x) en xo et on note

L= lim f(x).

T—x0

Théoréme 1.2.3. Soient f(z) et g(x) deux fonctions telles que f(z) tende vers
L et g(x) tende vers M quand x tend vers xy. Alors

lim f(z)+g(z)=L+ M, lim f(z)g(x) = LM.

r—TQ T—x0
SiL#0, on a
: 1 1 . glr) M
lim — = —, AV
e—zo f(x) L e—zo f(x) L

Démonstration. (premiere partie) Soit € > 0. Comme f(x) tend vers L quand
T — X, il existe a; > 0 tel que si 0 < |x — x| < ay on ait |f(x) — L] < €/2. De
la méme maniere, on montre qu’il existe as > 0 tel que si 0 < |z — 2| < ay on
ait |g(x) — M| < €/2. Posons a = min(ay, ). Ona a > 0etsi 0 < |z — x| < «
onal<|r—x <ajetl<]|z—mx < ag, donc

|f(x) +g(x)—L—-M| < |f(x)—L|+|g(x) — M| (inégalité triangulaire)
< €/2+¢/2=¢
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On a montré que pour tout € > 0 il existe & > 0 de sorte que 0 < |z — z¢| < «
entraine |f(z) + g(x) — L — M| < €. Donc

lim f(xz)+g(x) =L+ M.

Tr—X0

]

Rappel. Inégalité triangulaire : |a + b| < |a| + |b|. Elle entraine les inégalités
o £ 5] = |a] —[b].

Définition 1.2.4. Lorsque la limite de f(x) en zq est égale a la valeur f(x) de
f(z) en g, on dit que f est continue en xy. On dira que f(z) est continue sur
Uintervalle ]a, b si elle est continue en tout point g de |a, b.

Si f(z) est continue sur |a,b| son graphe au-dessus de |a, b[ est une courbe
continue (voir Figure 2).

Exemples 1.2.5. Les fonctions e*, log z, sin x, cos x, tan x, les polynomes, leurs
compositions, sommes, produits ... sont continus la ou elles sont définies.

Proposition 1.2.6. Si [ est continue en xq elle est bornée au voisinage de xg.
Plus précisément, il existe a > 0 et A > 0 tels que

|f(x)| <A pour  x€lxg—a,x0+al.

Démonstration. Comme f est continue en xg, on a lim,_,,, = f(xo). Par conséquent,
pour tout € > 0 il existe o > 0 tel que

0<|x—z0| <a=|f(x) = f(zo)| <e.

Ceci est aussi vrai pour x = xq car |f(xg) — f(x0)| = 0 < e. Donc pour tout € > 0,
il existe a > 0 tel que

|z — x| <a=|f(z) — f(zo)] <e
En particulier, pour € = 1, il existe a > 0 tel que
|z — 20| < a = |f(x) — f(zo)]| < 1.

Posons A = |f(zo)| + 1. En utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient pour
|z — 20| < o que

[f (@) = |f (o) + f(x) = f(o)| < [f(xo)| + [f(2) = f(zo) < [f (o] + 1= A

C’est qu’il faut démontrer. H
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Définition 1.2.7. On appelle dérivée de f(z) au point z( la limite
)~ o)
=10 T — T

si celle-ci existe (et est finie). On note

Si cette dérivée existe, on dit que f est dérivable en x.

La dérivée de f(x) en x( est égale a la pente de la droite tangente au graphe
de f au point (x, f(x)) (voir Figure 3). Si f est dérivable en z; elle est continue
en xy.

Exemples 1.2.8.
(sinz)" = cosz, (cosz) = —sinw

(tanz) =1 +tanz = (2") = na" 1, (e®) = e”

cos?z’
1 1 IR 1

1 / = — / = —_— - = ——.

togof =1, W =g (3) =%

Définition 1.2.9. Si f(x) est dérivable en tout point xy de ]a,b], on dit que f

est dérivable sur ]a,b[. Dans ce cas © — f’(z) définit une nouvelle fonction. La

dérivée de cette fonction f'(x) est notée f”(z), c’est la dérivée seconde de f. La
dérivée d’ordre n de f est notée f.

Théoreme 1.2.10. Les dérivées d’une somme, d’un produit, d’un quotient ...
sont données par les formules :

(f£9)(xo) = f(w0) % g'(20)
(af)’(xo) = af’(xo)
(f9) (o) = f'(x0)g(wo) + f(20)g (o)
( )—f
(

g
I ~ f'(wo)g(xo (z0)g' (o) y N

( ) To) = PENE g(wo) #0

(fog)(zo) = f'(9(x0))g (x0)-

Démonstration. (premiere partiec) On a

(f(x) + 9()) = (f(x0) + 9(x0))

!
g

(f+9)(xy) = lim —
=20 T — o
_ i f®) = fl0) | g(@) — g(o)
T—x0 T — Xo T — To

= f'(x0) + ¢'(w0).



1.3. DEVELOPPEMENTS LIMITES, DIFFERENTIELLES 9

1.3 Développements limités, différentielles

Définition 1.3.1. Soit f une fonction définie au voisinage d'un point zy, € R.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de z( si 'on
peut écrire

fl@x)=ao+ai(x —xo) + -+ an(z — 20)" + (x — 29)"€e(x)

ou €(z) tend vers 0 quand x — x. Le polynome ag+ay(x —xo) +- - -+ an(x —x0)"
est appelé la partie réguliere du développement limité et (z —xo)"€(x) est le reste.
On note souvent o((x — z¢)") a la place de (z — z¢)"€(x).

Ce développement, s’il existe, est unique. Lorsque g = 0 le développement
limité d’ordre n de f s’écrit simplement

f(x)=ay+a1z+ -+ az" + o(z").

Notons DL, (f, xq) la partie réguliere du développement limité d’ordre n de f
en zy. Alors

DLn(f + 97330) = DLn(f7 -770) + DLn(gaxO)
et
DL, (af,z¢) = aDL,(f, xo).

Pour calculer DL, (fg, o), on développe le produit DL, (f, x¢)DL,(g,x¢) et on
garde uniquement les termes (z — x¢)™ avec m < n.

Théoreme 1.3.2. Supposons que la fonction f admet les n premieres dérivées
continues au voisinage de xy. Alors il existe un nombre a, compris entre xq et x,
tel que

f"(a)

n!

f(n—l) (CUO)

(TL — 1)' (l’ — ZL‘o)n_l +

f(x) = f(l'o) + f’(mo)(x - 170) 4+

(x — xp)"

(c’est la formule de Mac Laurin). On a aussi

/ f(n)<x0) n n
f(x) = f(xo) + f'(zo)(x — 0) + -+ + o (x —20)" + o((x — x0)")
et st xzg=0 o
f(x)=f(0)+ f'(0)x+ -+ / nfo)x" + o(z").

Exemples 1.3.3. Les DL en 0

! =1l+a+--+a"+o(z")
1_33— X x o\xr

23 5 22+l

T 2p+2
oy o)

i -7 - — 4+ — 4+ ... —1)P
sine =2 3!—1—5!—1— + (—1)
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2 lL‘4 :L,2p _—
-1 = — _ _1yY_—__ D+
cosz =1 STV +(—1) (2p)!+0($ )
23
tan:zc:x—i—?—l—o(fl)

T _ 1 :E2 " n
log(1+2) =2 — 4+ 2o (—1p ()
0 r)=x— —+—— 4 (— — +o(z™).

& 2 3 n

Définition 1.3.4. Soit y = f(z) une fonction dérivable au voisinage de xy. On
appelle différentielle de la fonction f(z) au point zq la fonction linéaire

XY = f(z)X.

On pose Y = dy. En particulier si y = f(z) = z, la différentielle dy = dz est
la fonction linéaire
X — X.

Ceci permet d’écrire pour une fonction f générale
dy = f'(xo)dz.

Par abus de langage, nous confondrons souvent la différentielle de f avec sa valeur
que nous noterons df. !

Proposition 1.3.5. On a
d(f t£g)=df +dg et d(af) = adf

[) _ 9df — fdg

d(fg) = gdf + fd d
(fg) =gdf + fdg et (g 72

Démonstration. (premiere partie) On a

d(f+9)=(f+9)de=(f+¢")dx = f'dx + ¢'dx = df + dg.

O
On a la proposition suivante.
Proposition 1.3.6. Si F(x) = f(g(z)) alors
AF(z) = f(g(x))g/(2)ds
sur le domaine de définition de F.
Démonstration. On a
dF () = F'(x)dz = f'(g(x))g (z)d.

O

lon a déja vu que la fonction x — sinz est confondue avec sa valeur sin x
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1.4 Primitives, intégrales

Définition 1.4.1. Soit f une fonction sur un intervalle ]a, b[. On appelle primitive
de f toute fonction dérivable F' sur |a, b| telle que

F'(z) = f(z)  pour tout = €]a, b[.

Si G est une autre primitive de F, la différence F'— G est toujours une fonction
constante.

Exemples 1.4.2. La fonction sin = est une primitive de cosz sur R car (sinz) =

cos . Les primitives de cos x sont sinz + ¢ ou ¢ est une constante. Les primitives

de sinz sont —cosx + c; les primitives de e” sont e” + ¢, les primitives de x™
gntl e ey 1

sont 2 + ¢ pour n > 0 et les primitives de ; sont log|z| + ¢; sur |0, +o00[ ou

log || + ¢2 sur | — o0, 0[.

Considérons une fonction f continue sur un intervalle fermé [a, b]. On partage
[a,b] en n intervalles égaux au moyen des points de division

b—a k(b —a)
ro=a, T1=a-+ y ., Tp=a+———", ..., xT,=0D
n n

(voir Figure 4). On définit

_b—a -

I, [flar) +- + flaa)] =

n n
k=1 k=1

On admet que la limite suivante existe

I = lim I,.

n—oo

Définition 1.4.3. On appelle I l'intégrale de f sur |a,b] et on note

I— / ’ Fa)dr.

/baf(x)dx S /abf(x)dx.

Supposons que f est positive sur [a,b]. Alors (2 — xx—1)f(xy) est Paire du
rectangle de base [xy_1, x| et de hauteur f(zy). Donc I, est I'aire approchée de
la surface limitée par le graphe de f et les droites x = a et z = b. L’intégrale 1
est, dans ce cas, 'aire de la surface.

Convention.
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Proposition 1.4.4. On a

/ab[f(x)ig(m)]dx:/abf(x)dxj:/abg(x)dx

/ab Af(z)dx = )\/abf(:r)dx

/abf(ac)dx+/bcf(x)dx - /acf(a:)dx.

St F' est une primitive de f alors

/ f(@)dz = F(b) — F(a).

Proposition 1.4.5. (changement de variable) Si l'on pose x = (t) avec
ola) =a, p(B) =b et p dérivable, on a

b B
/ f(x)dz = / F(o ()¢ ().

Proposition 1.4.6. (intégration par parties) On a

b , b
/ udv = [uv]a—/ vdu.
b , b
/ w'dr = [uv]a —/ u'vdzx.

Notation.  [f]) = f(b) - f(a).

Démonstration. On a

Plus précisément, on a

] = (uw)(b) — (uv)(a) = / (o) — / wde + / e

b ) b
/ w'dr = [uv]a —/ w'vdz.

Remarque 1.4.7. On utilise souvent la formule précédente quand u'v est “plus
simple” que wv’ (pour les calculs d’intégrale).

D’ou

]
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Exemple 1.4.8. Pour calculer fol xe*dx, posons u(x) = x et v(r) = €*. On a
w'(x) =1 et v'(x) =e”. Donc du(z) = dx et dv(z) = e*dx. On a

1 1 . 1
/ zetdr = / udv = [uv}o — / vdu
0 0 0

= ey [ e ey - [,

= (1.61—0.60)—(61—60) =(e—-0)—(e—1)=1.

1.5 Aire d’un domaine du plan

Dans ce paragraphe, nous utilisons les intégrales pour calculer 'aire d’une
surface du plan.

Aire d’une arche de sinusoide. Considérons le graphe de la fonction y = sinx

pour z entre 0 et 7 (voir Figure 5). Calculons 'aire de la surface limitée par le
graphe de cette fonction et 'axe Oz. Cette aire a pour valeur

S:/ sin xdx = [—cosx}g:(—cosw)—(—cosO):2
0

car — cosx est une primitive de sin .

Aire d’une ellipse. Considérons la surface bordée par la courbe

.’L'2 y2 .CIZ'2
Stp=l = y=dh/l-5

ol a et b sont positifs (voir Figure 6). C’est une ellipse. La demie-ellipse supérieure
est limitée par I'axe Ox et le graphe de la fonction positive

yzf(ﬂf)zb\/l—g

qui est définie sur [—a, a]. Donc la surface de ellipse est donnée par

S=2 / f(z)dz.
On effectue le changement de variable

xr=acost  y=bsint, t e [0,7].
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Il est clair quesit=monax = —aetsit=0onax=a. Donc
0 0
S = 2/ (bsint)d(acost) = 2/ (bsint)(—asint)dt
" 0 7T7r s
= —2ab/ sin? tdt = 2ab/ sin? tdt = ab/ 2 sin? tdt
s 0 0

= mab.

s . Qt ™
= ab/ (1 — cos2t)dt = ab lt _ o }
0

0

Rappel. 2sin?t = 1 — cos 2t.

Exercices

Exercice 1.1. Déterminer pour chacune des fonctions suivantes le domaine de définition
et la limite au point xg indiqué.

. 2(1 — cosz) en 2y = E 9 (1—cos:g)sinac en 2y = 0
T2 3 xtan®z
i - Va2 8 244z —2
BM en rg = +00 4. Valt o84 va? tdu enxg=0
2+ cosx T

Exercice 1.2. Montrer que la fonction définie sur R par :

sin\/x

\/5
flx) = 1 siz=0

shy/—x
v—z

stx >0

stx <0

est continue.
2

Exercice 1.3. 1. Soit f(z) = exp ( > Calculer la limite de f en +00.

—2+cosx

/ 1
2. Soit g(x) = zy[/1+ —;, pour x # 0. La fonction g admet-elle une limite en 0 ¢
x
Exercice 1.4. Soient f et g deux fonctions de R — {0} dans R, définies par :

1 !
f(z) =sin e g(x) = zsin -

Peut-on prolonger f et g par continuité en 0 ¢

Exercice 1.5. Etudier la continuité en 0 des fonctions suivantes :

2 .
f@)={ a7 2 stz #0
0 siz=0
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sin (1/z) ,
six#0
6(x) =4 cos (1)) + e/emran) ST
0 six =0
Exercice 1.6. 1. Montrer que les fonctions f(x) = |z| et g(z) = 1 f’ | sont conti-
x

nues et dérivables sur R*.

2. FEtudier leur continuité et leur dérivabilité au point 0.

Exercice 1.7. 1. Donner la dérivée d’une fonction composée.
2. Donner la dérivée d’une fonction réciproque.
3. Calculer la dérivée des fonctions réciproques suivantes : arcsin, arccos et arctan.

4. Pour chacune des fonctions suivantes, donner le domaine de définition et calculer

la dérwée :

(a) f(x) = xarcsinxe + V1 —22 (b) f(z) = 1fx2 + arctan x

— X

(c) f(xz) = arctan T2

(d) f(z) = arcsin <$}21>

(f) f(x) = arctan (In z)

Exercice 1.8. Calculer les développements limités des fonctions suivantes :

1. DL4(0) de f(z) =In® (1 +2) 2. DL3(0) de g(x) = e*

3. DIs(0) de h) = =" 4. DLs(0) de ja) = 0
5. DLs(1) de k(z) = /z 6. DL7(0) de I(z) = ﬁ

Exercice 1.9. Calculer les primitives des fonctions suivantes :

-3
RCES VeI xVx? + 1, tan (2x)

6x —7 sin 2x 1
" 322 —Tx+ 117 (1+cos2z)?’ /16 — 922

3 x sin 2x vV1+lnzx
a2t 416" /1+coslx x

4. xe*, rsinz, Inz, 2" Inx, rcos’x, In (2% + 1)

Va4 — 22

2

3

5. sind z, tan®z,
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Exercice 1.10. Calculer les intégrales suivantes :
1.
1 w/2
dx
/ — / sin?x dx
0 1+ 0

w/2 dx
—— (O ’d h td jables t =t 2
/0 - (On pourra procéder au changement de variables an(x/2))

Exercice 1.11. Calculer l’aire des domaines suivants :

L{(2,y)|0<az, 0<yetl<z+y<2}
2.{ (z,y) | 1< <2etx<y<sha}

3. { (x,9) | 0<x <7 etsin?z <y <sinx}



Chapitre 2

Fonctions de plusieurs variables

2.1 Définitions, graphe, lignes de niveau

Définition 2.1.1. Soit D une partie de R%. Une fonction sur D est une appli-
cation de D dans R, c.-a-d. une correspondance (z,y) — f(x,y) qui, a chaque
couple de nombres réels (x,y) € D, associe un nombre réel f(z,y). L’ensemble
des points (z,y) € R? ou f est définie s’appelle domaine de définition de f.

Si M est le point de coordonnées (z,y), on peut noter par f(M) ou par f(z,y)
la valeur de f en (z,y).

Exemples 2.1.2.
flx,y) =ax + by est une fonction linéaire

flz,y) =ax + by +c est une fonction affine
flz,y) =2 -y +2+2y—1 est un polynome.

La fonction

fla,y) = VI—a?+ /1y
est définie quand || < 1 et |y| < 1, c.-a-d. sur le carré de centre (0,0) de taille
2 x 2 avec bord ; la fonction

1
fla,y) =
(@) VI—a22+/1—y?
est définie quand |z| < 1 et |y| < 1 sauf pour |z| = |y| = 1, c.-a-d. sur le carré de
centre (0,0) de taille 2 x 2 privé de ses 4 sommets ; et la fonction
1
flzy) =

/T— 22 — 2

est définie pour 2% + y? < 1, c.-a-d. sur le disque sans bord de centre (0,0) et de
rayon 1.

17
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Comme pour les fonctions d’une variable, on peut définir le graphe d’une fonc-
tion a deux variables. Le graphe d’une fonction a deux variables f est ’ensemble
des points de coordonnées (z,y, f(z,y)) dans R3. On note S le graphe de f. C’est
la surface représentative de la fonction f.

On peut également représenter la distribution des valeurs de f(z,y) a l'aide
de lensemble des points (z,y) tels que f(z,y) ait une méme valeur c¢. C’est une
courbe dans R? d’équation

flx,y) =c
Elle est une ligne de niveau de f.
Les lignes de niveau de la fonction f(z,y) = x? + y? sont les cercles de centre
0, d’équation
2>+ =c.

Remarque 2.1.3. Les fonctions a trois variables sont définies de la méme maniere.
Si f(x,y, z) est une fonction de trois variables, les surfaces de niveau ont comme
équation

flz,y,2z) =c.

Les surfaces de niveau de la fonction f(x,y,2) = 2% + y* + 2% par exemple sont
les spheres de centre 0.

2.2 Limites, continuité

Définition 2.2.1. Soit f(z,y) une fonction a deux variables qui est définie au
moins dans un carré de centre My = (o, yo) sauf peut-étre en My. On dit que
f(M) = f(z,y) tend vers L quand M tend vers My si la propriété suivante est
satisfaite

quel que soit le nombre € > 0, il existe un nombre a > 0 tel que

(|$—$0|<047 ly — ol < o, (%y)?é(ﬁo,yo)) = |f(w,y) —L| <e

et on écrit
li M)=L.
i, S M)
La propriété précédente dit que f(M) appartient a l'intervalle |L — €, L + €]
des que M appartient au carré de centre My et de taille 2ac X 2ac et M # M.

Définition 2.2.2. On dit que f est continue en My si limy_p, f(M) existe et
est égale a la valeur f(My) de f en M. Si f est continue en chaque point de D,
on dit que f est continue sur D.

Proposition 2.2.3. Si la fonction f est continue en My, elle est bornée dans
un voisinage de My. Plus précisément, il existe « > 0 et A > 0 tels que lorsque
|z — 20| < a et ly—yo| <aonalf(z,y) <A.
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Démonstration. Comme f est continue en My, pour tout € > 0 il existe a > 0 tel
que

(le —zol <o, ly—wol <o, (2,9) # (x0,0)) = |f(M)— f(Mp)| <e.

Observons que la derniere inégalité est aussi vraie pour M = M, car on a
0 = |f(My) — f(Mp)] < €. On en déduit que pour tout € > 0 il existe a > 0
tel que

(lr =20l <o, |y—ml<a) = [f(M)—f(M) <e.
En particulier, pour € = 1, il existe a > 0 tel que
(’I—I0|<Oé; |?/—y0|<04) = |f(M)— f(Mo)| < 1.

Posons A = |f(My)| + 1. Si v et (z,y) sont comme ci-dessus, on obtient grace a
I'inégalité triangulaire que

|f (M) = [f(M)—=f(Mo)+f (Mo)| < [ f(M)—f(Mo)|+|f(Mo)| < 14|f(Mo)| = A.
C’est qu’il faut démontrer. O

Proposition 2.2.4. On a

Jim (FOM) & g(M0) = N f(M) % Tim g(M)

lim Af(M) =X lim (M)

M— My

lim (f(M)g(M)) = Tim f(M) lim g(M)

M— My

lim f(M) — lirnM—»Mo f(M>

Démonstration. (premiere partie) Posons

L= lim f(M) et H = lim g(M).

M— My M— My

Par définition de limite, pour tout € > 0, il existe a; > 0 tel que

(|I — x| <ay, |y—wl <a, (z,y)# (x(]?y())) = |f(z,y) — L] <¢/2.
Pour la fonction g, il existe as > 0 tel que

(lo — 2ol < a2, |y—wol <o, (2,9) # (xo,00)) = lgla,y) — H| < ¢/2.
Posons o = min(ay, as). On a a > 0 et lorsque

|3j - l’o’ < a, ‘y - y0| <a, (l’,y) 7& (:U07y0)
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on a
[r —xo| <, |y—wl <a1, (2,9) # (z0,%0)
et
[z — o] <z, |y —wol <o, (2,9) # (T0,Y0)-

Les deux dernieres propriétés impliquent
[f(z,y) — LI < €/2 et |g(z,y) — H| <€/2;
On obtient grace a I'inégalité triangulaire que
[f(z,y) +9(z,y) — L - H| < [f(z,y) = LI+ [g(z,y) — H| < €/2+€/2 =€
Ceci implique que

i f(M)+g(M)=L+H= lm f(M)+ lim g(M).

O

Proposition 2.2.5. Si f et g sont continues en My alors f + g, A\f, fg sont
continue en My. Si de plus g(My) # 0 alors g est continue en M.

Démonstration. (premiere partie) On a d’apres la proposition précédente

lim f(M)+g(M)= lim f(M)+ lim g(M) = f(My) + g(Mo)

M— My M— My M — My
car f et g sont continues en M,. Ceci montre que f + ¢ est continue en M,. [

Théoreme 2.2.6. Si [ est une fonction a deux variables, continue en My et si
h est une fonction a une variable continue en f(My), alors la fonction composée
h(f(x,y)) est continue en M.

Démonstration. (je décris seulement 1'idée de la preuve) Quand M — My, on a
f(M) — f(My) car f est continue en M. Puisque h est continue en f(M;), on
obtient que h(f(M)) — h(f(My)). Donc h(f(x,y)) est continue en Mj. O

Théoréme 2.2.7. Soient hy(z) une fonction a une variable continue en o et
ha(y) une fonction a une variable continue en yo. Si f est une fonction a deux
variables continue en (hi(zo), ha(yo)), alors la fonction composée f(hi(x), ha(y))
est continue en M.

Exemple 2.2.8. La fonction e? v est continue en tout point car la fonction
exponentielle est continue et la fonction z2 + y? est continue comme somme de
fonctions continues.
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Remarque 2.2.9. (changement de variables) Soient u(x,y) et v(z,y) deux
fonctions de deux variables en z,y et f(u,v) une fonction de deux variables u, v.
Si on remplace les variables u, v par les fonctions u(x, y) et v(x,y) on obtient une
fonction de deux variables x, y

F(z,y) = f(u(z,y),v(z,y)).
Si f, u et v sont continues, F' est aussi continue.

Remarque 2.2.10. La limite, la continuité et les fonctions composées au cas de
trois variables sont définies de la méme maniere.

2.3 Dérivées partielles

On considere une fonction f(z,y) a deux variables définie au voisinage d’un
point My = (xg,yo). Lorsqu’on fixe une variable x ou y on obtient une fonction
d’une variable. On suppose que les fonctions d’une variable

Fi(z) = f(z, ) est dérivable en xg
et
Fy(y) = f(xo,y) est dérivable en yq.

Définition 2.3.1. On appelle dérivée partielle de f, par rapport a la variable x,
au point My = (z,yo) la dérivée F|(zo) de la fonction Fi(z) en xy. On la note

fa(o,90) ou g—i(%,yo)-

La dérivée partielle de f par rapport a la variable y au point My = (¢, yo) est la

dérivée Fy(yo) de Fy(y) en yo. On la note

f;’,(l’o’yo) ou g—i(fﬁo,yo)-

Lorsque les dérivées partielles existent en tout point d’'un domaine D, elles
définissent des fonctions a deux variables sur ce domaine. On note

of of

folzy) et fi(r,y)  ou s © By

ces fonctions.

Exemple 2.3.2. Soit f(z,y) =2*+y>+ xy. On a

filwy)=2z+y et fi(z,y) =3y +ua

Comme dans le cas d’une variable, on a la proposition suivante



22 CHAPITRE 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

Proposition 2.3.3. On a

(fE9,=fiEtag, (af),=af, (f9). = frg + fd

et .
([) _ Je9— 9,
9/ 9°

la ot g ne s’annule pas.

Démonstration. (premiere partie) Posons

Fl(x) :f(l',yo), Gl('r):g(x7y0) et Hl(l'):f(:v,yo)—i—g(:c,yo)

On a

(f +9)u(z0,90) = Hi(wo) = F(x0) + G (x0) = f7 (%0, Y0) + 92 (0, Yo)-
C’est qu’il faut démontrer. O

On peut considérer les dérivées partielles de f;(z,y) et f, (v, y)

fo(@y),  fomy),  fa(ey),  f(ey)

lorsqu’elles existent. Ce sont les dérivées d’ordre 2 de f. Dans ’exemple 2.3.2 on
obtient
2, 1, 1, 6y

On admet le théoreme suivant.

Théoréme 2.3.4. Si les dérivées f; (x,y) et f,.(r,y) evistent et sont continues,

alors elles sont égales.

Supposons que f admet toutes les dérivées partielles jusqu’a 'ordre n et ces
dérivées sont continues. Pour n dérivations ou interviennent p fois la variable x
et ¢ fois la variable y, (n = p + ¢), on note la dérivée partielle correspondante

of
OxPOy1

(z,9).

foa(z,y)  ou

Par exemple pour n = 3, les dérivées partielles d’ordre 3 sont

Rf Bf Pf Pf
Ox3’ 0x20y’ Oxdy?’ oy3”

Ceci correspond a (p,q) = (3,0), (2,1), (1,2) ou (0, 3).
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Exemple 2.3.5. Soit f(z,y) = 2%y* On a

>’f >’ f ’f 2
O3 0120y Y Oxy? 62, oy’ 0

Théoréme 2.3.6. (dérivée de fonction composée) Soient u(x) et v(x) des
fonctions d’une variable dérivables en xo. Soient ug = u(xg) et vg = v(xgy). Soit
f une fonction a deuzx variables définie au voisinage de (ug,vy) admettant les
dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (ug,vo). Alors la fonction
composée f[(u(zx),v(x)] est une fonction a une variable et sa dérivée en o est
égale a

9 f

= 6y,

fuluo, vo)u (o) + f,(uo, vo)v' (20).
On a aussi le théoreme suivant.
Théoréme 2.3.7. (dérivée de fonction composée) Soient u(z,y) et v(z,y)
des fonctions de deux variables admettant les dérivées partielles au voisinage de
(xo,Y0). Soient ug = wu(wo,yo) et vo = v(wo,yo). Soit f une fonction a deux
variables définie au voisinage de (ug,vg) admettant les dérivées partielles d’ordre
1 continues au voisinage de (ug,vo). Posons F(z,y) = f(u(x,y),v(x,y)). Alors

F (0, 40) = fu (10, v0)u (w0, yo) + f1(uo, vo)vy(To, Yo)
et
F(20,90) = fi,(uo, vo)uy (20, yo) + fo (1o, vo)v,, (20, Yo)-

Maintenant, on définit le plan tangent d’'une surface dans R®. Soit S une

surface dans R? d’équation
z=f(z,y)
ou f est une fonction définie au voisinage de (z,y). Soit zo = f(zo,yo). On
suppose que f admet les dérivées partielles d’ordre 1 et que ces dérivées sont
des fonctions continues. Alors le plan tangent de S en (zo,yo, 20) est défini par
I’équation
z— 29 = fr(wo, yo)(x — o) + [, (20, %0) (¥ — o)

(voir Figure 5).

Exemple 2.3.8. Soit S la surface d’équation

2= f(z,y) = 2* + 4
On a
folwy)=2¢  fiz,y) =2y
Le plan tangent de S en (1,1,2) a comme équation
z2—2=2x—-1)+2(y—1)

soit
z=2x 42y — 2.



24 CHAPITRE 2. FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

2.4 Fonctions implicites

On admet le théoreme général suivant

Théoréme 2.4.1. (existence et unicité de fonction implicite) Soit f(z,y)
une fonction de deux variables telle que f(xo,yo) = 0. Supposons que f admet les
dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (zo,Yyo). Supposons aussi
que f,(xo,y0) # 0. Alors il existe un voisinage de xq et une fonction dérivable
y = o(x) sur ce voisinage tels que

o(re) =yo et f(x,p(x)) =0.

De plus, la fonction p(z) satisfaisant ces conditions est unique.

Définition 2.4.2. Cette fonction p(x) s’appelle fonction implicite définie par
I'équation f(z,y) = 0 et par la condition initiale ¢(zg) = yo.

Exemple 2.4.3. Soit f(z,y) = 22 +y*—1. L’ensemble des zéros de f est le cercle
{z* + y* = 1}. Soient 7y = 0 et yo = 1. L’équation f(z,y) = 0 est équivalente a
y = £v/1 — 22, Au voisinage de (zg,40) = (0,1) on a y > 0, donc y = v/1 — a2
La fonction ¢(x) est, dans ce cas, égale a /1 — x2. Elle est définie sur [—1,1].

Théoreme 2.4.4. Sous [’hypothese du Théoreme 2.4.1, on a

L flee()
o) = o)

Démonstration. On a f(z,¢(x)) = 0 pour tout x au voisinage de xy. En prenant
la dérivée par rapport a = on obtient grace au théoreme 2.3.6 que

folz, o(@)) + fo (@, o(2))¢'(z) = 0.
Ceci implique le théoreme. O

Remarque 2.4.5. Si f!(xo,y0) # 0, il existe une fonction dérivable ¢(y) définie
au voisinage de g, telle que

V(o) =z0 et fU(y),y) =0
crons R,
fi(y),y)

Corollaire 2.4.6. Supposons qu’au moins l'une de deux dérivées f.(xo,y0) ou
fi (0, o) soit non nulle. Alors la droite tangente de la courbe d’équation f(x,y) =
0 en (xo,y0) admet comme équation

Y'(y) =

fe(o,y0) (@ — x0) + £, (0, 40) (¥ — 1) = 0.
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Démonstration. On considere le cas ou f, (7o, y0) # 0, Vautre cas sera traité de
la méme maniere. Au voisinage de (g, yo), la courbe f(z,y) = 0 est le graphe de
la fonction y = ¢(x). Sa droite tangente en (zo,yp) admet comme équation

Y — Yo = ¢ (z0)(x — ).
D’apres le théoreme 2.4.4, la derniere équation est équivalente a
_f:f;(moy Yo)

o f;(l'oa Yo) =~ o)
ou encore
fe(@o, y0) (x — x0) + f1(%0, %0) (¥ — Yo) = 0.
C’est qu’il faut démontrer. n

On a des propriétés analogues pour les fonctions a trois variables

Théoréme 2.4.7. (existence et unicité de fonction implicite) Soit f(z,y, z)
une fonction de trois variables telle que f(xq,yo,20) = 0. Supposons que f admet
les dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (o, Yo, 20). Supposons
aussi que fL(xo, yo, 20) # 0. Alors il existe un voisinage de (xg,yo) et une fonction
z = p(x,y) sur ce voisinage tels que

SO(:E07 y0) = 20 et f($a Y, QO($, y)) =0
et  admette les dérivées partielles d’ordre 1 continues. De plus, la fonction
o(x,y) satisfaisant ces conditions est unique.
Définition 2.4.8. Cette fonction ¢(x,y) s’appelle fonction implicite définie par
I'équation f(z,y,z) = 0 et par la condition initiale ¢(xg, yo) = 2o.

Théoréme 2.4.9. Les dérivées partielles de la fonction o(x,y) sont données par
les formules

Sz y, (2, y)) fymy, ez, y))
fila,y, (. y)) fila,y, (. y))
Corollaire 2.4.10. Supposons qu’au moins l'une de trois dérivées f.(xo,yo, 20),

fo(20; Y0, 20) ou fL(xo, Y0, 20) s0it non nulle. Alors le plan tangent de la surface
d’équation f(x,y,z) =0 en (xo, Yo, 20) admet comme équation

QL (z,y) = et p(r,y) =

fa(@o, Yo, 20)(x — 20) + (%0, Y0, 20) (¥ — o) + f2 (0, Yo, 20)(2 — 20) = 0.
Exemple 2.4.11. Le plan tangent de la sphere
Py -1=0
en (1/3,2/3,2/3) est de I’équation

2 A 2 , 4 2\ _,
3\"73)"3WT3)T3\*"3) 7

T+ 2y+2z=3.

soit
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2.5 Développement limité d’ordre 1

Soit f une fonction définie au moins sur un voisinage de My = (g, yo). Nous
supposons que les dérivées partielles d’ordre 1 de f existent et sont des fonctions
continues.

Théoreme 2.5.1. On a la formule
f(@o+h,yo + k) = f(xo,y0) + hfr(20,y0) + kfy (w0, o) + VI* + k2e(h, k)

ot €(h, k) est une fonction a deux variables qui tend vers 0 quand (h, k) tend vers

(0,0).

La formule précédente est le développement limité d’ordre 1 pour la fonction
f(z,y) au voisinage de M. Notons que v/'h? + k? est la distance entre les points
(20, 0) et (zo + h,yo + k).

Exemple 2.5.2. Soit f(z,y) = 2* +y*. On a fi(z,y) = 2z et f)(x,y) = 2y. Le
DL d’ordre 1 de f au voisinage de (1,1) est

FOA+h1+k) =2+2h+ 2k + VA2 + k2e(h, k).

Remarque 2.5.3. On peut aussi considérer les DL pour les fonctions a trois
variables. Si f(x,y, z) est une fonction admettant les dérivées partielles d’ordre
1 continues au voisinage de (zo, Yo, 20). Alors

f<I0+h;yo+/€7ZO+l) = f(x07y0720) —|—hf:;(x0,y07zo) +kf?;(l‘07y0,zo)
+LfL(20, Yo, 20) + Vh? + k? + Pe(h, k, 1)

ou €(h, k,l) tend vers 0 quand (h, k, 1) tend vers 0.

2.6 Formes différentielles

Soit f(z,y) une fonction a deux variables définie au voisinage de (xg,yo)-
Supposons aussi qu’elle admet les dérivées partielles d’ordre 1. La fonction

(h, k) = fo(x0,90)h + £, (20, Y0)k

définit une application linéaire de R? dans R que 'on appelle différentielle de la
fonction f au point (o, yo)-
En un point (z,y) général la différentielle de f s'écrit

(h, k) = folx,y)h + f(z,y)k

ou plus simplement

(h,k) — fLh+ fk.
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C’est une fonction linéaire de R? dans R mais elle dépend du point (z,y) car les
dérivées f, et f, dépendent de (r,y). On I'a noté par df. Par abus de langage,
nous confondrons souvent df avec sa valeur fih + f,k.

Si f(x,y) =xonadf =dr=hetsi f(r,y) =y on adf = dy = k. Par

conséquent, on peut écrire pour f générale

df = fidz + fidy.

Proposition 2.6.1. On a

d(fi £ f2) = dfy £ df d(\f) = Adf

et
du — ud
d(uv) = udv + vdu d <2> _ nu e

v v2

Démonstration. (deuxiéme partie) On a

d\f) = aO\f)d:v - a()\f)dy = Nldx + \fldy = \df.
ox oy Y
C’est qu’il faut démontrer. O

Définition 2.6.2. On appelle forme différentielle (plus précisément 1-forme
différentielle) une combinaison w linéaire de dx et dy a coefficients variables
A(z,y) et B(x,y), que nous écrirons

w = A(z,y)dz + B(z,y)dy.
Les formes différentielles w qui sont les différentielles d’une fonction, c.-a-d. que

w = df, sont appelées ezactes.
Théoreme 2.6.3. Supposons que A et B admettent les dérivées partielles conti-
nues sur un domaine sans trou D de R%. Alors la forme différentielle

w = Adx + Bdy

est exacte sur D si et seulement si
0A 0B
dy  Ox’
Démonstration. (condition nécessaire) Si w est exacte, on a w = df. Donc A = f

et B = f,. Par hypothese, A; = f/ et B, = f; existent et sont continues.
D’apres le théoreme 2.3.4, on a f; = f,.. Ceci implique que A} = B O

Remarque 2.6.4. En général, le théoeme précédent est faux sur les domaines
qui ont des trous.
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Théoréme 2.6.5. (changement de variables) Si l'on effectue le changement
de variables

r=xz(u,v)  y=y(uv)
alors la forme différentielle w = A(x,y)dx + B(x,y)dy devient

Ay (u,v)du + By (u, v)dv

avec
ox 0
Ay, 0) = Afw(u,v), y(u, ) 5=+ Ble(u,v), y(u, ) 5
et
ox dy
Bl(u7v) :A(x(u,v),y(u,v))%—FB( ( )7y(uav>)%
Démonstration. On a
_ Ox ox dy oy
dr = %du + %dv et dy = 8ud + (%d
Donc
ox 0 0 0
w = A(z(u,v), y(u,v)) <a du + a—xdv) + B(z(u,v),y(u,v)) <a—ydu + azd )
En développant le membre a droite, on obtient
w = Ai(u,v)du + Bi(u,v)dv
avec A; et By comme ci-dessus. O

Remarque 2.6.6. Si f(x,y, z) est une fonction a trois variables, la différentielle
de f est

df = fodx + f,dy + f.dz.

Une forme différentielle & 3 variables s’écrit
w= A(z,y,z)dr + B(z,y, 2)dy + C(z,y, z)d=.

Supposons que A, B, C admettent les dérivées partielles d’ordre 1 continues. Sur
un domaine sans trou D (un domaine convexe par exemple), w est exacte si et
seulement si

04_oB  9A_oc 0B _ao
oy  Ox’ 0z  Ox’ 0z Oy’
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Exercices

Exercice 2.1. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer son ensemble de
définition D et donner une représentation graphique de D.

1 f(z,y) =In(z® +y* - 1) 2. f(z,y) =In(y — 2?)

3. f(z,y)=vI—wy 4. fxy) = (e +y+1)(z+y—1)

sinx + cosy
z? + zy + y?

Exercice 2.2. Représenter la ligne de niveau c de la fonction f dans les cas suivants :

5 f(z,y) =

1.f(z,y) =3z +2y c=1,20
2. f(z,y) = y? c=-1,0,1, 4

3. f(z,y) =In(zx +y) c=0,1
Exercice 2.3. Pour f(x,y), ¢ et my donnés ci-dessous, donner l’équation de la courbe
1€ de niveau ¢ de f et celle de la tangente T a 1€ au point mq :

1. f(z,y) = In(y — 2?) c=0 mo = (—1,2)

2. f(r,y) =22y —3x+y+3 c=6 mo = (1,2)

3. f(z,y) =2 c=4 mo = (1,2)
Exercice 2.4. Soit f la fonction définie par :

Ty .
—— st (x, 0,0
fay) =1 Ptg? (z,y) # (0,0)
0 sinon

1. Etudier la continuité de f sur R2.

2. Calculer les dérivées partielles de f sur R? —{(0,0)}. Que valent-elles en (0,0) ?
Exercice 2.5. Pour chacune des fonctions suivantes, donner [’ensemble de définition
et étudier la limite en (0,0).

1—?;(301/) 2 fay) =

1 f(z,y) =

4f@ww4x+fnm(;> 5. fla,y) = (1+ ay)V/s

Exercice 2.6. On considére la fonction f définie par

xy ]
f@w%={x+y sirty#0

0 sinon.
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Montrer que f n’est pas continue en (0,0) mais que sa restriction a Ry x Ry lest.
Exercice 2.7. Soit f la fonction définie par :
2

0 sinon.

1. Soit D une droite quelconque passant par l'origine. Montrer que la restriction de
f a D est continue en (0,0).

2. Peut-on en déduire que f est continue en (0,0) ?

Exercice 2.8. Soit f la fonction définie par :

2 _ 3
fx.y) = Jﬁﬂbmm#@m
0 stnon.

Etudier la continuité et la dérivabilité (différentiabilité) de f au point (1,0).
Exercice 2.9. Donner les dérivées partielles au premier ordre des fonctions suivantes :
(a) f(x,y,2) = 2%y +ayz + 22° (b)) f(x,y) =¥

(¢) F(x.y,2) = exp (2) +exp(2)  (d) f(a,y) = aresin(a? +3?)

Exercice 2.10. Soit f = exp(u — 2v), ot u: (x,y) — sinz et v : (z,y) — 3 + 3%
Calculer les dérivées partielles de f.

2
Exercice 2.11. Soit p : R — R une fonction dérivable et f : { R® — R Y
(@,y) — zp(¥)
0 0
Montrer que : a:—f + y—f = f.
Ox Oy
Exercice 2.12. Soit m € N* et soit f : R®> — R une fonction satifaisant a l’équation
0 0 0
d’Fuler : xa—i + yai + z% =mf.

Pour (z,y, z) fizés, on pose ¢ : o — aimf(ax, ay, az).
Montrer que ¢' =0 et en déduire que f est homogéne de degré m.

Exerci(;e 2.132. 1. Montrer que f(x,y) = In(z? +y?) vérifie I’équation de Laplace :
e
2. On considére 1;: 1/7"2, ou T ? \/m Montrer que u satisfait l’équation
deLaplace:ga;L—i—g?j;—i—ggzO.
Exercice 2.14. Déterminer les dérivées partielles jusqu’a l'ordre 2 des fonctions sui-
vantes :

1. f(z,y) = 2® + 2y — y3. Le théoreme de symétrie de Schwarz est-il vérifié ?
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2. f(z,y,z) = cos(x + yz).

Exercice 2.15. Soit f la fonction définie sur R? de la maniére suivante :

vy(a? — y°)
; 0,0
flz,y) = 22+ o2 si (w,y) # (0,0)
0 sinon
o0 f 0% f
1. Montrer que f admet des dérivées partielles d’ordre 2, —— et ——=—, en (0,0)
oxdy  Oyox

et les calculer.

2. Que peut-on déduire de ces résultats ¢

Exercice 2.16 (Laplacien en coordonnées polaires). Soit f : R? — R une
fonction qui admet en tout point de R? des dérivées partielles jusqu’a ordre 2. On
consideére la fonction F : R% x R — R définie par F(r,0) = f(rcos6,rsind).

1. Déterminer a—F a—F aQ—F et 82—}7

' or’ 00’ 0Or? 062"

f0 1, . . o*f 9*f . .

2. En déduire ’expression de Laplacien de f : Af = W+87y2 au point (rcos @, rsin@).

Exercice 2.17. Montrer que ’équation x°+3xy—y% = 1 définit y comme une fonction
implicite de x au voisinage du point (1,0). En notant y = p(z), calculer ¢'(1) et ¢"(1).

Exercice 2.18. Montrer que l'équation xy + yz + xz + 2z 4+ 2y — z = 0 définit impli-
citement une fonction (z,y) — z = f(x,y) au voisinage de (0,0,0) et calculer le plan
tangent en ce point a la surface considérée.

Exercice 2.19. Soit F(x,y) = 2> + y* — 3zy + x — 1. Montrer qu’on peut appliquer d
F le théoréme des fonctions implicites au point (2,1).
Soit (x) une fonction telle que dans un voisinage de (2,1) on ait I’équivalence :

F(z,y) =0 <=y = ¢(v).

On a donc ¢(2) = 1 et F(z,p(x)) = 0 dans le voisinage de © = 2 considéré. En
dérivant deux fois cette derniére relation, puis en évaluant en x = 2, calculer ¢'(2) et
(2).

En déduire un développement limité de @ a l'ordre 2 au point 2.

Exercice 2.20. Développer a lordre 1 les fonctions suivantes, au voisinage des points
ndiqués :

(a’) f(xa y) = 2 + Z/2 (17 1)? (07 2)7 (a7 b)

(b) f(a,y,2) =2 +3vyz —y* + 2 (1,0,-1)

(¢) f(x,y,z) =sinzcosytan z (0,7‘(‘, %)
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Exercice 2.21. Calculer les différentielles totales des fonctions suivantes :
(a) f(z,y) = In(zy) (b) f(x,y,2) = 2* + 2%y*2* + sin(yz)

(c) f(z,y,z) = tan(3z — y) + 6Y*



Chapitre 3

Intégrales curvilignes

3.1 Vecteurs, produits de vecteurs

Définition 3.1.1. Un vecteur dans le plan est la donnée d'un couple ordonné
(A, B) de deux points dans le plan. C’est le vecteur d’origine A et d’extrémité B
—

— —
et on le note par AB. Deux vecteurs AB et C'D sont considérés comme égaux si
I’on peut obtenir I'un par 'autre en utilisant une translation.

Définition 3.1.2. Notons (x4, y4), (x5, yn) les coordonnées de A, B. Alors (xp—
— —
Ta, Y — ya) sont appelés les composantes du vecteur AB. La norme de AB est
—
notée ||AB]|, elle est égale a

IAB| = V(ws — 2a)2 + (ya — yn)%.

— —
C’est la longueur du segment joignant A et B. Deux vecteurs AB et C'D sont
¢gaux si et seulement s’ils ont les mémes composantes.

—_— —
Remarque 3.1.3. Les vecteurs AB et C'D sont égaux si et seulement si le po-
—
lygone ABDC' est un parallelogramme. On peut obtenir C'D comme une trans-
—
lation du vecteur AB.

Exemple 3.1.4. Soient A = (1,1), B = (2,3), C = (3,2) et D = (4,4). Alors
— —
AB et C'D sont égaux car ils ont comme composantes (1, 2).

ﬂention. zTB et D—C>’ ne sont pas égaux. ABC'D n’est pas un parallelogramme.
DC' a comme composantes (—1, —2).

Définition 3.1.5. Soient v; et v; deux vecteurs de composantes (ay, by) et (as, by)
respectivement. La somme U1 + Uy est un vecteur de composantes (a; £ ag, by +
by). Si A est un nombre réel, on définit A\7; comme un vecteur de composantes
(Aay, Aby). Le produit scalaire de V1 et vy est le nombre ajay + byby et sera noté
— = qr = — . — —

vy - Uy. Si vy - vg =0 on dit que vy et vy sont orthogonaux.

33
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Proposition 3.1.6. On a

U1V =50 Uy
(0 +702) 03 =01 - U3 + Vs - U3
U1 (Vs +03) =701 - 03 + 01 - U
(Av7) - 3 = A(v1 - 13).

z . LN . s . —_— —_
Démonstration. (premiere partie) On écrit v; = (aq,b1) et v3 = (az,b2). On a
— — —  — = — —
V1 - Uy = G1Q9 + blbg et Vg - V1 = G271 + b2b1- D’ou V1 + Vg = Vg - Vq. ]

Cas de D’espace. Les vecteurs, leurs sommes, produits scalaires dans R? sont
’ . A N L= — .

définis de la méme maniere. Si v{ et vg sont respectivement deux vecteurs de

. . — — , N

composantes (a1, by, 1) et (ag, by, ca), alors leur produit scalaire vy - v5 est égal a

aiag + biby + cico.

La proposition 3.1.6 est valable dans ce cas.

Définition 3.1.7. Le produit vectoriel de vy et U5 est un vecteur de composantes
(5102 — bacy, crag — caa1, arby — azbl)-

Il est noté vy A vs.

Proposition 3.1.8. On a

’Ul/\UQZ—UQ/\Ul
—  — — — = == =
(1)1+112)/\1)3:’U1/\’U3+’U2/\’U3
— — = — = = =
Ul/\ ’U2+U3):U1/\U2+U1/\U3

Démonstration. (premiere partie) On a

— =
0] AUy = (bycg — bacy, c1a9 — a1, arby — asghy)

et
— =
U3 A 01 = (bacy — bica, coaq — craz, azby — aqbs).
. — = — =
Il est clair que v{ A vy = —wv3 A 1. ]

Proposition 3.1.9. On a v{ A vy = 0 si et seulement si v{ et vy sont propor-
. \ ) — — — —
tionnels, c.-a-d. qu’on a vi = Avy ou vy = Av{ avec \ une constante.
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7/ . . . H H
Démonstration. Condition suffisante. Supposons par exemple que v; = Avsg
N d bowd L7 ~ 2N
(le cas ot v3 = Av; sera traité de la méme maniere). On a alors a; = Aag,
b1 = Aba, ¢1 = Aco. Ceci implique que

U1 A U3 = (bica — bacy, crag — caar, arby — agzby) = (0,0,0).

Condition nécessaire. Supposons que v; Av; = 0. On montre que v7 et vy sont
proportionnels. Si 7 = 0 on a v; = 0vs ; les deux vecteurs sont proportionnels.
Sinon, on a (a,b1,c1) # (0,0,0). Supposons que a; # 0 (le cas ot by # 0 ou
c1 # 0 seront traités de la méme maniere). On a supposé que

VAT = (bicg — bacy, crag — c2a1, a1by — azby) = (0,0,0).

En particulier, on a cias — coa; = 0 et a;bs — asb; = 0. Comme aq # 0, on obtient
Cy = Cl(lg/al et bg = agbl/al. D’ou

1/_2> = (a2,a251/a1701a2/a1) = )\(ahbl,ﬁ) = )\U_f
avec A = ag/a;. Donc U1 et U3 sont proportionnels. O

ops — — —

Proposition 3.1.10. Le vecteur v{ A vy est orthogonal auz vecteurs v{ et vy. La
— . — , N , N "y s —> —

norme ||vi A vs|| est égale a laire d’un parallélogramme de cotés vy et vs.

Démonstration. (orthogonalité) On a
(U1 AV3) -1 = (bica — bacy, cras — coay, arby — aghy) - (a1, by, ¢p)
= (6102 — bgcl)al + (cla2 — Czal)bl + (albg — agbl)cl

= bicea; — baciay + cragby — caa1by + arbacy — asbicy

= 0.

— — [ oud A~ : N
Donc vy A vs est orthogonal a vy. De méme, on montre qu’il est orthogonal a
ﬁ
Va. ]

3.2 Champ de vecteurs, champ de gradients

Considérons un domaine D du plan. Pour chaque point M = (z,y) de D,

H
supposons donné un vecteur V' d’origine M par des composantes P et (). Ces
composantes dépendent de (z,y), elles sont des fonctions P(z,y) et Q(z,y) a
deux variables z et y.

Définition 3.2.1. L’application de D dans I’ensemble des vecteurs définie par
ﬁ
($ ) y) =M—V

s’appelle un champ de vecteurs défini sur D. On le note ‘—/(M) ou V(z,y).
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H
Remarque 3.2.2. Au champ de vecteurs V' de composantes P(z,y) et Q(x,y)
on peut associer la forme différentielle

Pz, y)dr + Q(z,y)dy.
Considérons maintenant un cas particulier.

Définition 3.2.3. Soit U(z,y) une fonction sur D admettant les dérivées par-

ﬁ P
tielles d’ordre 1 continues. Le champ de vecteurs V' de composantes %—g et %—Z

. H . .
est appelé champ de gradients de U et on note V = grad U. On dit aussi que
—
Vi(z,y) = (g—g, %—Z) est le gradient de U au point M = (z,y).

Remarque 3.2.4. La forme différentielle associée au champ de gradients grad U
de U est la différentielle dU de U.

Théoréme 3.2.5. Soit V un champ de vecteurs de composantes P(x,y) et
Q(z,y) sur un domaine D. Supposons que P(z,y) et Q(x,y) admettent les dérivées
H

partielles d’ordre 1 continues. Alors V' est un champ de gradients si et seulement
si la forme différentielle associée

P(z,y)dz + Q(x,y)dy

H
est exacte. En particulier, si V' est un champ de gradients, on a

OP(z,y)  0Q(z,y)
dy Oz

ﬁ
Démonstration. Le champ V' est de gradients si et seulement s’il existe une fonc-
tion U admettant les dérivées d’ordre 1 telle que P = U et QQ = Uz//' Ceci équivaut
a Pdx + Qdy = dU ou au fait que Pdx + Qdy est une forme exacte.
Dans ce cas, on a P, = U et Q, = U,,. Sous 'hypothese que ces dérivées
sont continues, on déduit du théoreme 2.3.4 que P, = Q. O

Corollaire 3.2.6. Supposons que D est un domaine sans trou. Supposons aussi
que P(x,y) et Q(z,y) admettent les dérivées partielles d’ordre 1 continues. Alors
H

V' est un champ de gradients si et seulement si

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy Oz

Démonstration. Pour un domaine sans trou, on a vu dans le théoreme 2.6.3

que I'équation précédente est équivalente au fait que Pdx + Qdy est exacte. Le
ﬁ

théoreme 3.2.5 dit que ceci équivaut au fait que V' est un champ de gradients. [J
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Cas de l’espace. Les champs de vecteurs dans un domaine D de R3 sont
définis de la méme glaniére. Ils ont trois composantes. On peut associer a un
champ de vecteurs V' de composantes P(x,y, z), Q(x,y, z) et R(x,y, z) la forme
différentielle

P(z,y, z)dx + Q(x,y, 2)dy + R(x,y, z)dz.
On suppose que P, ), R admettent les dérivées partielles d’ordre 1 continues.
Alors V' est un champ de gradients si et seulement si la forme différentielle

associée est exacte. Dans le cas ot D n’a pas de trou (un domaine convexe, par
exemple), ceci équivaut aux conditions suivantes :

oP 9Q 9P OR  9Q OR

oy dx’ 9z or 0z Oy
Définition 3.2.7. On appelle rotationnel de ‘_/) le champ de vecteurs de compo-
santes

OR  0Q OP OR 9Q 0P

oy 0z’ 0z Oz’ oxr Oy

—
On le note rot V.

H
Théoreme 3.2.8. Soit V' un champ de vecteurs de composantes P, @), R sur

un domaine D de R3. Supposons que P, Q, R admettent les dérivées partielles
—

— —
d’ordre 1 continues. St 'V est un champ de gradients alors rot V est nul. La
réciproque est vraie lorsque D est un domaine sans trou.

Définition 3.2.9. On appelle divergence de ‘_/ la fonction
oP 0Q OR
B
oxr Oy 0z
N
On la note div V.

é
Théoreme 3.2.10. Soit V' un champ de vecteurs de composantes P, (), R sur

un domaine D de R3. Supposons que P, Q, R admettent les dérivées partielles
_—

H
d’ordre 1 et 2, et que ces dérivées sont continues. Alors div rot V = 0.

Démonstration. On a
_

rot V = (R, — Q. P.— R,,Q, — P)).

Donc
IR — Q) P _R 90 — P
diV rot ‘_/) = ( Yy QZ) + a( z Rx) + (Qm y)
O 0y 0z
= Ry - QL+ P~ R, + Q.- P

=0
car Ry, = R}, Q) =Q} et P, =P . O

Ty 2T Tz
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Réciproquement, on a

ﬁ
Théoreme 3.2.11. Soit W un champ de vgteurs sur un domaine sans trou
D de R3. Supposons que les composantes de W admettent les dérivées partielles

— —
continues. Alors si div W = 0, il existe un champ de vecteurs V' tel que rot V =
ﬁ

w.

3.3 Courbes, tangentes

Définition 3.3.1. Soit I un intervalle de R. Considérons deux fonctions continues
f et gsur I. On appelle courbe du plan I’ensemble C' des points M de coordonnées
x = f(t) et y = g(t) ou t parcourt I'intervalle /. On dit aussi que C' est une courbe
paramétrée.

Exemple 3.3.2. La courbe définie par les fonctions f(t) = ait + by et g(t) =
ast + by, avec (aj,az) # (0,0) et t € R, est une droite dans le plan. Si a; = 0,
c’est la droite verticale © = by, si a; = 0 on obtient la droite horizontale y = b,.

Remarque 3.3.3. On peut paramétrer une méme courbe C' par plusieurs manieres
différentes. Par exemple, la droite y = x peut étre paramétrée par

T =t, y=t, teR

mais aussi par
x = 2t, y = 2t, teR.

Exemple 3.3.4. La courbe définie par x = cost et y = sint pour 0 <t < 27 est
le cercle de centre 0 et de rayon 1 (cercle unité).

Dés maintenant, on suppose que les fonctions f et g sont dérivables.

Définition 3.3.5. Le point M de coordonnées x = f(t) et y = g(t) de la courbe C
est dit ordinaire si (f'(t),¢'(t)) # (0,0). Il est stationnaire si (f'(t),¢'(t)) = (0,0).

Définition 3.3.6. Soit M, le point de coordonnées = = f(tg) et y = g(to) de la
courbe C. Supposons que My est un point ordinaire. La droite paramétrée par

= f'(to)t + f(to) et y=g(to)t+g(to)
est appelée (droite) tangente de C' en M,.
Exemple 3.3.7. Considérons le cercle unité C' défini par
T = cost, y = sint, t €[0,27]

et le point My = (1/4/2,1//2) qui correspond a ty = m/4. La droite tangente de
C en M, est définie par
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soit

x+y:\/§.

Définition 3.3.8. Soit P un point quelconque de la droite tangente de C' en M.
Le vecteur ]\HD> d’origine M, et d’extrémité P est appelé vecteur tangent de C'
en M. En particulier, le vecteur d’origine My et de composantes (f'(to), ¢'(to))
est un vecteur tangent en M.

Remarques 3.3.9. Une courbe paramétrée C' dans R? est définie par 3 équations

Le point My de coordonnées (f (o), g(to), h(to)) est ordinaire si

(f'(to), g’ (to), '(to)) # (0,0,0)
et stationnaire sinon. La tangente en un point ordinaire M est paramétrée par
z = f'(to)t + f(to), y = ¢(to)t + g(to), z =N (to)t + h(to).
Le vecteur d’origine M, et de composantes (f'(to), ¢'(to), k' (to)) est tangent a C
en M,.
3.4 Intégrale curviligne le long d’une courbe
On considere une courbe paramétrée définie par les équations

v=[f(t), y=gt), telab]

Notons A = (f(a),g(a)), B = (f(b),g(b)) et AB la courbe.

Soit w = P(z,y)dx + Q(z,y)dy une 1-forme différentielle. On remplace x par
f(t) et y par g(t). On a dx = df(t) = f'(t)dt, dy = dg(t) = ¢'(t)dt. Notons

La forme w devient
[PL() f'(t) + Qi (t)g ()]dt.

Considérons l'intégrale

1_/[H@f@+Qﬁwwmw

Proposition 3.4.1. L’intégrale I ne dépend pas du parameétre choisi mais uni-

quement de la courbe AB et de la forme w.
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Définition 3.4.2. L’intégrale I est appelée intégrale curviligne de la forme w =

Pdx + Qdy le long de la courbe AB et nous la noterons

/Aw ou /A Pdx + Qdy.
A AB

On a donc
b
/ATB Pdz + Qdy = / [P(f(), g(0)f'(t) + Q(F(1), (1)) g'(t)]dt.

Remarque 3.4.3. Considérons le cas d'une courbe AB dans 'espace R? pa-
ramétrée par

[E:f(t)7 y:g(t)v Z:h(t)7 te [a,b]
et une 1-forme différentielle

w = Pdz + Qdy + Rdz.

L’intégrale curviligne de w le long de AB est notée

/ﬂ Pdz 4+ Qdy + Rdz.
AB

Elle est égale a

/ [P(f(1),g(t), h(1) f'(t) + Q(f (1), g(£), h(£)) g (t) + R(f (1), 9(t), h(1)) I/ (1)) dt.

Elle ne dépend pas du choix de parametre.

3.5 Circulation d’un vecteur

Nous allons introduire quelques notations vectorielles. Supposons que la courbe

AAB est paramétrée par
x = f(t), y=g(t), t € la,bl.

—
Notons M ou M (t) le point (f(t), g(t)) de la courbe et M’(t) le vecteur d’origine
—
M et de composantes (f'(t),¢'(t)). On a vu que M'(t) est un vecteur tangent a

la courbe AB en M. _
Considérons aussi un champ de vecteurs V' de composantes P(x,y) et Q(z,y).
ﬁ
On associe a V' la 1-forme différentielle

P(z,y)dz + Q(x, y)dy.
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Proposition 3.5.1. On a

—

/ P+ Qdy — / V(£(t), g(t)) - M(t)dt.

AB

Démonstration. On a
—

V(F(5),9(8) - M'(8) = P(F(£), () £ (1) + QUF(), g(1))g(1).

Donc
b_, . b
/ V(f(t). 9(t) - M (1)t = / [P(F(0), () () + QUIH), 9(t))g ()] de
= /A Pdx + Qdy.
AB

O

Définition 3.5.2. L’intégrale ci-dessus est appelée la circulation ou le travail du

vecteur V le long du chemin AB.

— — —
Posons dM (t) := M'(t)dt. Alors on peut noter la circulation de V'

- —
/AV-dM.
AB

Elle ne dépend pas du parametre choisi pour AB.

Remarque 3.5.3. Si en tout point M de la courbe AB, V est orthogonal a la
tangente de AB alors

- —
_V.dM =o.
AB
H

En effet, on a V .M’ =0 en tout point M de la courbe.

3.6 Propriété de l’intégrale curviligne

L’intégrale curviligne dépend linéairement de la forme w. Plus précisément on
a les propriétés suivantes.

Proposition 3.6.1. On a

/Aw1+w2:/ﬂw1—l—/ﬁw2 et /A/\w:)\/ﬁw.
AB AB AB AB A

On a ausst

- = — — — — — P — —
/A(Vl—l—Vg)-dM: AVydM—i—/A Vo-dM et /A()\V)-dM:)\/A V-dM.
AB AB AB AB AB
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Démonstration. (deuxieme partie) On écrit w = Pdz + Qdy. On a \w = APdx +
AQdy. D’ou

L/AAw =:h/ INPU(E), 9(6) £/(2) + AQF(8), g(6)g (1)) dt

A

B A/ [P(f(t), 9))f'(t) + QUf (1), 9(1))g' (t)] dt

= )\/Aw.
A

On a aussi la proposition suivante.

Proposition 3.6.2. Si C' est un point sur la courbe AB alors

— — — — — —
/Aw:/ﬂw—i—/ﬁw et /AV-dM: AV~dM+/AV-dM.
AB AC CB AB AC CB

Démonstration. En utilise le parametre de AB comme ci-dessus. Soit ¢ € [a, 0]

tel que (f(c¢),g(c)) =C.On a
b
|_e = [ PU®.sn o+ uo.aw ®)
_ /ﬁmﬂmﬂmf®+@uwywmwmﬁ+

+ [ PG00 + QU 9(0) ()]

= /Aw%—/ﬁw.
A CB

Attention. On a
/Aw:_/ﬁu
B c

Pour un champ de gradients, on obtient
Théoreme 3.6.3. On a
—_— —
/AdU:U(B)—U(A) et _grad U-dM =U(B) — U(A).
AB AB
En particulier, si A et B sont sur la méme ligne de niveau de U alors

—_— —
/AdU:O et /AgradU-szo.
AB AB
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Démonstration. On a dU = U dx + U, dy et

Joav = [ (o016 + Uy, so) @)

AB
b
~ [ [t g))
= U(f(b),9(b)) = U(f(a),g(a))
= U(B)-U(A).
—_—
Pour la deuxieme partie, puisque la 1-forme associée a grad U est dU, on a
—_— —
/AgradU'dM: _dU
AB AB

qui est égale a U(B) — U(A).
Si A et B sont sur la méme ligne de niveau de U, on a U(A) = U(B); et les
intégrales précédentes sont égales a 0. O]

Remarque 3.6.4. Si C' est une courbe fermée, alors

—_— —
/dU:() et /gradU-szO.
c c

3.7 Aire d’un domaine du plan

Soit D un domaine dans le plan limité par une courbe C' fermée, sans point
double. On suppose que la courbe C' est orientée dans le sens direct (contre les
aiguilles d’une montre).

Théoreme 3.7.1. L’aire du domaine D est égale a l'intégrale curviligne

S:/xdy:—/yd:czl/(a:dy—ydx).
c c 2 Jc

Nous allons démontrer ce théoreme au paragraphe 4.7.

Exemple 3.7.2. Nous recalculons 'aire de I’ellipse limitée par la courbe d’équation

2 2
%—l—%:l, a,b> 0.

Nous prendrons la représentation paramétrique

T = acost, y = bsint, t€|0,2n], a,b>0.
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Alors 'aire de ellipse est égale a

1
S = —/(xdy—ydx)
2 Je

1 2
= 5/ acostd(bsint) — bsintd(acost)
0
1 27
3 / ab cos? tdt 4 absin® tdt
0
1 2m
5 / ab(cos® t + sin® t)dt
0

1 27
= - / abdt
2 0

= mab.

Exercices

Exercice 3.1. Soient a, b, c et d quatre vecteurs de R3. Montrer que :

1. an(bAc)=(a-c)b—(a-b)c
En déduire que le produit vectoriel n’est pas associatif.
2. detla,b,c]=a-(bAc)=(aAb)-c
| cla-(bAd))—d(a-(bAc))
I (anb)Alend) = { —a(b- (¢ Ad)) +blc- (dAa))
Exercice 3.2. 1. Chercher un vecteur perpendiculaire au plan qui passe par les

points P(1,4,6), Q(—2,5,—1) et R(1,—1,1).

2. Calculer laire du triangle PQR.

3. Grace au produit mizte, montrer que les vecteurs a = (1,4,—7), b= (2,—1,4)

et ¢ = (0,-9,18) sont coplanaires (c’est-a-dire qu’ils appartiennent a un méme
plan).

Calculer Uaire du parallélépipéde construit sur les vecteurs @ = (1,0,6), b =
(2,3,—8) et &= (8,—5,6)

Calculer laire du parallélépipéde d’arrétes adjacentes PQ, PR et PS avec :
P(1,1,1), Q(2,0,3), R(4,1,7) et S(3,—1,—2).

-

Exercice 3.3. Représenter graphiquement les champs de vecteurs définis par :

5.

1.
3.

(l‘,y, Z) = (CL',y,O) 2 ‘7(1"’3/’ Z) - (—CL', yvo)
V(w.5,2) = (2.3 2) 4P e) = (e 20
V(x, ¥ Z) - (ﬁ’ ﬂifryz’ 0) 0 V(.ZE, Y Z) \/xQ-::y2+32 ’ \/172+y2+22 ’ \/$2fy2+z2>
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Exercice 3.4. Calculer :

— —
1. div 7 et rot 7
e A .
2. div U et rot 4 avec u(x,y, z) = (vy,yz, x2)
3. (div @) (1, —1,1) avec wW(z,y, z) = (x%y, —2y322%, xy?2)
—_—
4. (grad f) (1,-2,—1) avec f(x,y,2) = 322y — y322
Exercice 3.5. Un champ vectoriel est dit irrationnel si (et seulement si) son rotation-
nel est nul.

1. Montrer que le champ u(z,y,z) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,gx + hy +iz) est

a b ¢
irrationnel si et seulement si la matice | d e f est symétrique.
g h i

2. Montrer que @ est alors le gradient d’un champ scalaire.

Exercice 3.6. Montrer que pour f et g deur champs scalaires et U et U deur champs
vectoriels, on a les résultats suivants :

i R — i
1. grad(fg) = (gmd f) g+ f (grad g)
—_—
2. div(fu) = (grad f) -+ f(div @)
3. div(@ A7) = (r_o{s ﬁ) T (ﬁ&t 77)
— —_— —
4. rot(fu) = (grad f) AN+ f-(rot 4)
Exercice 3.7. Ezprimer en fonction de r et 7 le gradient de :
r, 2 Inr, 1, r* keR.

Exercice 3.8. Pour chacun des champs i ci-dessous :

— vérifier que le rotationnel de U est nul.
— déterminer un champ scalaire f admettant ce champ U pour gradient.

1. U=

ﬁw‘ =

2. d(z,y,2) = (2zy, 2% + 3y?22, 232 + 423)
1 1 1
3. = (= - -
i(x,y, z) <x + ycos(xy), y + x cos(zy), z)

Exercice 3.9. Soit W(z,y,z2) = (z%y, —axz,ayz).

1. Calculer directement rot <7?t>(u_)'))

2. Déterminer k et a € N pour que : rot (@(ﬁ)) = (0,2(z* +1),0).
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Exercice 3.10. Eziste-t-il une fonction vectorielle différentiable V telle que :
i o
(i) rot V=r (i) rot V =1(2,1,3)
S’il existe, trouver V.
Exercice 3.11. Soit V(z,y,2) = (v + 22, —ay, —x2)
1. Déterminer une fonction ¢ telle que p(1) =1 et (z)-V (M) soit un rotationnel,

2.  étant ainsi choisie, déterminer un potentiel vecteur ﬁo(M) = (P(z,y,2),Q(z,y,2),0)
du, champ de rotationnels obtenu. En déduire la forme générale des potentzels vec-
teurs U(M) de ce champ (c’est-a-dire les vecteurs U(M) tels que : rot U(M) =

p(z) - V(M)).
Exercice 3.12. Soit ¢ : R — R une fonction deux fois dérivable.

1. On considére le champ scalaire f = por. Calculer son gradient et son laplacien.

2. On considére le champ vectoriel i = (¢ o r)7. Calculer sa divergence et son
rotationnel.

Ces types de champs sont dits radiaux.

Exercice 3.13. Soit @ : R — R3 une fonction vectorielle d’une variable réelle de
classe C*. Montrer que :

(a) div(dor)=(d or)-

Sy

(b) @(aor):(morm;

Exercice 3.14. Soit w = (yz + 2%y3)dx + (vz + 23y?)dy + ¢(x,y)dz
1. Déterminer ¢ pour que la forme w soit exacte sur R.
2. Trouver alors les primitives de w.
Exercice 3.15. Soit C la courbe représentée paramétriqguement par :
z(t) = e* cost
y(t) = e* sint
2(t) = ke?t ou k € R,
1. Montrer que C est tracée sur un cone de révolution d’axe Oz.

2. Montrer que les tangentes a C forment toutes le méme angle avec le plan Oxy.

Exercice 3.16. Calculer les équations des tangentes aux courbes suivantes :

z(t) =e? ()—t2+1 z(t) =t
y(t) = 2cos 3t y(t) =4t — y(t) = sint
z(t) = 2sin 3¢ 2(t) = 2t2 — z(t) = e

aux points respectifs : to =m, tg =2 et tg = 0.
Exercice 3.17. Les coordonnées d’un point mobile M sont données par le systeme :

t) = t—1
x(t) = 3 cos L eR
y(t) = —2cost +1
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1. Déterminer la trajectoire de M et la représenter graphiquement.

2. Déterminer le vecteur tangent unitaire.
Exercice 3.18. On considére la courbe représentée par le systéme paramétre :
x(t) = cos? t
y(t) = sint

Décrire géométriquement cette courbe et calculer le vecteur tangent unitaire en précisant
les points ou il est défini.

Exercice 3.19. On considére un mouvement plan d’équation vectorielle :
@ = (2t + sin 2t)7 + (1 — cos 2t)7.
Rechercher, au point correspondant a t = 7 les vecteurs unitaires tangent et normal.

Exercice 3.20. Soient les points A(1,0), B(0,1) et C(1,1).

1. Calculer les trois intégrales curvilignes :

I = /F [(y? = y)da — 2(2* — z)dy]

k= 1,2,3, ou I'y est la ligne brisée OAC, T’y la ligne brisée OBC et I's le
segment [OC].

2. Le résultat est-il indépendant du chemin suivi ¢

Exercice 3.21. Soit ' l’arc limité par les points A(1,0,0) et B(1,0,2m) de la trajectoire
du mouvement dont le vecteur vitesse est U(t) = (—sint,cost, 1), 0 <t < 27.
Calculer :

1= / dzydx + 3y*dy + 5zdz
r

Exercice 3.22. Soient A(1,—1), B(1,1), C(—1,-1) et D(—1,1). Calculer :

I= / [(m2 + 9%)dz + 2:E2ydy]
r

si I' est la courbe fermée ABCDA constituée :
(a) de U'arc AB du cercle (x —1)>+y?> =1 x>1 (b) du segment [BC]|
(c) de Uarc CD du cercle (x +1)?2 +y> =1 2 < —1 (d) du segment [DA]

Exercice 3.23. Soit :
I= / (2% + y*)dz + (2° + y?)dy]
r

ou I' est la frontiere, parcourue dans le sens trigonométrique, de la plus petite des
deux portions délimitées par le cercle de rayon 2 centré a l’origine et par la parabole
d’équation y* = 3.

1. Calculer I.

2. Calculer laire intérieure a .
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dy — yd
Exercice 3.24. On consideére la forme différentielle ¢p(x,y) = %
z? +y
1. Montrer que ¢ est une forme différentielle fermée.

2. Calculer I = [, ¢(x,y) siC est :

— le cercle de rayon R > 0, centré a lorigine, parcouru dans le sens direct,
z(t) = (24 cos &) cost
y(t) = (2+ cos &) sint

3. Calculer les aires intérieures a ces deux courbes.

— la courbe représentée par { 0<t< 4.

—

Exercice 3.25. Un point matériel est soumis au champ de forces : F(z,y,z) = (2x —
Y+ 32,2 + 4y, 2xz +y + 22) le long de Uellipse £ d’équation paramétrique :

x(t) = acost
y(t) =bsint 0<t<2m
z2=20

parcourue dans le sens trigonométrique. Déterminer les coefficients a et b € N avec
3 < a <b, sachant que le travail de F', W = fg F-dM, le long de lellipse vaut 32m.

Exercice 3.26. Calculer l'intégrale curviligne fc F. dM, st C est la courbe décrite par
la fonction vectorielle OM (t) :

— _—
1. F(z,y,2) = (sinz,cosy,zz) OM(t) = (3, —t2,t) 0<t<1
_ —
2. F(z,y,2) = (22, 2y, 2%) OM (t) = (sint,cost,t?) 0<t<m/2
Exercice 3.27. 1. Calculer a l'aide d’une intégrale curviligne [’aire intérieure a

l’astroide représentée par :

x(t) = acos®t
.3 0<t<27
y(t) = asin’t
2. Méme question pour la cardioide définie par l’équation polaire : r = a(1l + cos6).
Exercice 3.28. Soit l’intégrale curviligne
I—/ (1+y)dx + zdy
C Jr a4 222y + a2+ 1

1. Montrer que I ne dépend pas du chemin I' suivi entre deuzx points fizes.

2. Calculer I si Uarc T' est limité par les points A(0,1) et B(1/2,1), sans faire le
choiz d’un chemin particulier.

Exercice 3.29. Soit OP larc de la courbe z* — 6xy® = 4y? limité par Uorigine et par
le point P, situé dans le premier cadrant, dont les coordonnées sont de la forme (2t,t).
Calculer :

/ ((10x4 — 2xy3)dx — 3x2y2dy)
oP

1— 22—
Exercice 3.30. Montrer que [’expression w = de + yxi
x? + y?

différentielle totale d’une fonction f que l’on déterminera.
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Exercice 3.31. Calculer lintégrale curviligne :
I= Vzdy — [vzln(z + 1)]dx
AB

A et B étant les points d’abscisses 0 et 1 sur la courbe d’équation y = (v —1)In(x+1).

Exercice 3.32. Calculer lintégrale curviligne I le long de la boucle fermée C constituée
par les deux arcs de paraboles y = % et x = y?, décrite dans le sens direct, avec :

I= /(ny — 2 dz + (z + y*)dy
c
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Chapitre 4

Intégrales multiples

4.1 Intégrale double

Soit z = f(z,y) une fonction & deux variables sur un domaine D de R? limité
par une courbe C. Supposons que f est continue sur D (avec son bord C'). On
divise le plan R? en petits rectangles de taille Az x Ay paralleles aux axes Ox,
Oy de la maniére suivante. On coupe d’abord R? en plusieurs tranches 7T; de
hauteur Ay en moyenne des droites paralleles a I'axe Ox. Ensuite, on coupe
chaque tranche en moyenne des droites paralleles a 'axe Oy et nous gardons les
rectangles R; ; contenus dans D. Notons M;; le centre de R; ;. Considérons la

somme double

Notons que AzAy est 'aire du rectangle R; ;. Nous admettons la propriété sui-
vante
lorsque Ax et Ay tendent vers 0, la somme ci-dessus converge vers une quantité

que nous noterons
I=// f(z,y)dzdy.
D

Définition 4.1.1. On appelle I l'intégrale double de la fonction f(z,y) sur le
domaine D.

Donnons une interprétation géométrique. Supposons que la fonction f est
positive. Notons S le graphe de f au-dessus de D. Cette surface et les paralleles
a Oz menées par les points de C' limitent un domaine V dans R3. L’intégrale [
est le volume de ce domaine. En effet, le volume limité dans V' par le rectangle
R; ; et les plans paralleles a Oz qui s’appuient sur son périmetre a pour valeur
approchée

ol
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La somme
DD F(Miy)AzAy

représente une valeur approchée du volume de V. La limite I est donc le volume
exacte de V.

Proposition 4.1.2. Lorsque le domaine D est fixé, on a

//D fiz, y)dzdy + //D fo(z,y)dedy = //D (fi(z,y) + folz,y))dzdy

/ /D Af(z,y)dedy = X / /D f(z,y)dzdy, pour \ € R.

Si lon divise D en deux domaines Dy et Dy alors

//Df(x,y)clgr;dy:/D1 f(x,y)d:cder/D2f(x,y)d:cdy.

Démonstration. (deuxieme partie) L'intégrale [ [ Af(z,y)dxdy est par définition

la limite de la somme
D> D M (M) AzAy

quand Az et Ay tendent vers 0. Cette somme est égale a

A O F(M; ) AxAy

qui tend vers X [, f(z,y)dzdy. D’ou

//D A (z,y)dzdy = )\//D F(z, y)dady.

4.2 Théoréme de Fubini

Sur le domaine D, lorsque y est fixé, x varie dans une partie de R. On suppose
que z varie sur un intervalle [¢y(y), 11 (y)] ou 1y et ¢y sont des fonctions en y.

Fixons une tranche T; de D et une valeur y; telle que les points d’ordonnée y;
soient dans cette tranche. Alors  varie dans U'intervalle [t0o(v;), ¢1 (y;)]. Considérons
les rectangles R; ; de cette tranche et la somme

Z F(M; ;) Az,

Cette somme représente la valeur approchée de l'intégral simple

¥1(ys)
P

0(Yi)
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Cette intégrale dépend de y;. Posons

¥1(y)
F(y) = /¢O<y> f(z,y)dz.

> f(Mij) Az ~ Fy).
J
Pour la somme double que nous considérons, on a

YO F(MijArAy ~ > F(y)Ay.

Sur le domaine D, y varie sur un certain intervalle [¢,d]. On a

S Y sOn)Aedy = Y Fl)ay =~ [ Plo)dy

Quand Az et Ay tendent vers 0, on obtient

J[ #a oty - / Py

Ceci entraine le théoreme de Fubini :

Théoreme 4.2.1. On peut calculer ["intégrale double en moyenne de deux intégrales

simples :
[z, y)dzdy = " [z y)dz | dy.
//D /C /wo(y)

Remarque 4.2.2. Supposons que sur le domaine D, la variable z varie sur un
intervalle [a, b] et lorsque x est fixé, y varie sur un intervalle [¢g(x), @o(x)] ol o
et o1 sont des fonctions en z. Alors on a aussi

faededy = [ (7 renay ) aa.
Il [,

4.3 Changement de variables

Nous donnons ici la regle générale pour le changement de variables. Supposons
qu’on effectue le changement de variables

r = z(u,v) et y=y(u,v).

Lorsque (x,y) varie dans le domaine D, (u,v) varie dans un domaine R. On
considere le déterminant de la matrice

/ /

Loy Ty

v, Y
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On l'appelle le Jacobien des fonctions x(u, v) et y(u,v) par rapport aux variables
u et v et on le note

Théoréme 4.3.1. On a

J[ wasir= [[ 1. m0) [P0

Attention. Dans la formule précédente, on prend la valeur absolue du Jaco-
bien.

Coordonnées polaires. Soit D le disque de centre 0 et de rayon a. On considere
les coordonnées polaires (r,0) et on effectue le changement de variables

x =rcosf et y = ysin.
Le Jacobien de (x,y) par rapport a (r,0) est

D(z,y)

D(u,v) |sinf rcosd

cost) —rsinf |

Lorsque (z,y) varie dans D, r varie dans [0, a[ et € varie dans [0, 27[. Donc (7, 6)
varie dans le rectangle R = [0, a[x[0, 27[. On obtient

//Df(w,y)dxdyz//Rf(rcose,rsinﬁ)rdrdﬁ.

Ici on a pour la valeur absolue du Jacobien |r| = r car r > 0.

4.4 2-formes différentielles sur R?

Les formes différentielles que nous considérons jusqu’a présent sont les formes
différentielles de degré 1 ou les 1-formes différentielles. Nous allons définir les
2-formes différentielles. Introduisons d’abord le produit extérieur des 1-formes,
noté par A. Soient wy, wy, wy des 1-formes sur R? ou sur un domaine de R2. Le
produit extérieur des 1-formes vérifie les propriétés suivantes :

1. w1 Awy = —wy A wy.

2. (w1 £wo) ANwg = wy Aws £ wo A ws.

3. w1 A (wo £ ws) =wp Awy £ wp A ws.

4. (f -w1) Awy = f (w1 Awg) ou f(z,y) est une fonction.

En particulier, on a d’apres la propriété 1

dr Ndx = —dx N\ dx
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donc dx A dr = 0. De la méme maniere, on obtient dy A dy = 0 et dx A dy =
—dy N dz.
Si w; = Ajdx + Bydy et we = Asdx + Bady ou A;, B; sont des fonctions, on a
wi Awy = (Arde + Bidy) A (Asdx + Bady)
= AjAsdx ANdx + B1Axdy A dx + Ay Bodx A dy + By A Body A dy
= (=B1Ay+ A1 By)dx N dy.

Définition 4.4.1. On appelle 2-forme différentielle sur un domaine D de R?
toute expression

f(z,y)dz A dy
ou f(x,y) est une fonction sur D.

Définition 4.4.2. Soit Q@ = f(x,y)dx A dy une 2-forme différentielle sur un
domaine D. On définit l’intégrale de ) sur D par

//DQ—//Df(x,y)dxdy.

Attention. On a f(z,y)dy A dx = —Q # Q et donc

//Df(%y)d@"/\d?/:_//Df(ﬂ%y)d?JAdﬂf%//Df(x,y)dy/\dx,

Lorsqu’on effectue le changement de variables
r = x(u,v), y=y(u,v), (u,v) € R
la 2-forme différentielle 2 = f(z,y)dzx A dy devient
0, = f(x(u, v), y(u,v))dm(u, v) A dy(u,v).
Comme dz = x) du + x|, dv et dy = y,,du + y,dv, on a

de Ndy = (2, du+ x),dv) A (y,du+ y,dv)
= 2y, dv A du+ 2y, du A dv

(=2 + 2y, du A dv
D
= MOlu A dv.
D(u,v)
Attention. Il n’y a pas de valeur absolue pour le Jacobien dans la ligne
précédente.

Théoréme 4.4.3. Supposons que lorsque (u,v) parcourt le bord de R dans le
sens direct alors (z,y) parcourt le bord de D également dans le sens direct (ou le
jacobien est positif en tout point). Alors

IAIA
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Démonstration. (deuxieme cas) Si le Jacobien est positif en tout point on déduit
des calculs précédents que

/ /D 0 = / /D f(z, y)dudy
_ //Rf(m(u,v),y(u,v)) )ggz z% ‘ dudyv
- [ fetwn) ) 5EY
Di(z,y)

— //Rf(x(u,v),y(u,v))ﬁdu A dv

o

dudv

4.5 Formule de Green-Riemann

On note toujours D un domaine dans R? limité par une courbe C. La courbe
C' est orientée dans le sens des aiguilles d'une montre. Soient P(x,y) et Q(x,y)
deux fonctions sur D ayant les dérivées partielles d’ordre 1 continues.

Théoréme 4.5.1. On a

/Cde—i—Qdy://D <2—§—8a—§) dxzdy.

La formule ci-dessus s’appelle formule de Green-Riemann.

Définition 4.5.2. Soit w = Pdz + Qdy une 1-forme différentielle. On appelle
dérivée extérieure de w la 2-forme différentielle

dw =dP Ndzx+ dQ A dy.

On dit que w est fermée si dw = 0.

Proposition 4.5.3. On a
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La formule de Green-Riemann peut donc s’écrire de la maniere suivante.

Corollaire 4.5.4. On a
/w:// dw.
c D

En particulier, si w est fermée, on a

/ w = 0.
c
Démonstration. On a d’apres le théoreme 4.5.1 que
/w = /de+@dy:// (@_G_P) dzdy
c c p \ 0z dy
oQ 0P
= — — — |dz Ndy = dw.
//D (31’ 3y) T //D <

Si w est fermée, on a dw = 0 et donc

[ [

Proposition 4.5.5. Soit w une 1-forme dont les coefficients admettent les dérivées
partielles d’ordre 1 continues. Si w est exacte, alors elle est fermée. Sur un do-
maine sans trou, w est exacte si et seulement si elle est fermée.

]

Démonstration. (premiere partie) Si w = Pdz + Qdy est exacte, il existe une
fonction f telle que w = df. Donc P = f; et @ = f,. D’apres la proposition 4.5.3,
on a

dw = (Q, — P,)dz Ndy = (f,, — fr,)dx Ady = 0.

yx

Donc w est fermée. O

4.6 Volume d’un domaine dans R3

Soit f(x,y) une fonction a deux variables définie sur un domaine D limitée
par une courbe C. Soit S la surface représentative (le graphe) de f. On a vu que
si f est positive, 'intégrale de f sur D est le volume du domaine V' de R? limitée
par S et les paralleles a Oz menées par les points de C. Ceci permet de calculer
les volumes dans R3. Donnons un exemple.

Soit B la boule de centre 0 et de rayon R. La demi-boule supérieure est limitée
par le graphe de la fonction
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au-dessus du disque A de centre 0 et de rayon R. Donc le volume de B est égal a

vol(B) = 2 // R? — 2?2 — y2dxdy.
A
Si on effectue le changement de variables
xr=rcosf, y=rsind

alors (r,0) varie dans le rectangle #Z = [0, R] x [0, 27[ et

On obtient
/R2 _ 42 — 2= VR2 _ 2
et

vol(B) = 2// VR? —r? rdrdf.
%

En appliquant le théoreme de Fubini on a
R 21
vol(B) = 2/ ( VR?—1r? rd@) dr.
0 0

On integre d’abord par rapport a #. Comme v/ R? — r2 r ne dépend pas de #, on
obtient

2w 27
/ \/Wrdezmr/ df = 2rvVR? — 12 1.
0 0
D’ou
R
vol(B) = 2/ <\/ R? — 2 7’27T) dr
0
R
= 47?/ VR?2 — 2 rdr
0

Effectuons le changement de variable t = R? —r2. On a dt = —2rdr, rdr = —%dt
et t varie de R? 4 0. On obtient

’ 1 . 2,1 4
vol(B) = 47r/ tY2(—=2)dt = Qﬂ/ Algr —on |22 — 2ps
R2 2 0 3 0 3
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4.7 Aire d’un domaine dans R?

Si la fonction f(x,y) considérée dans le paragraphe précédent est identique-
ment égale a 1, le volume qu’on a calculé est égal a 'aire du domaine D. On a

donc
aire(D) = // dxdy = // dx A dy.
D D

Comme d(zdy) = dzx A dy, la formule de Green-Riemann donne

aire(D) — / /D d(ady) /C 2dy.

On a aussi dz A dy = —d(ydz) et donc

aire(D) = / /D —d(ydz) = — /C ydz.

En considérant la somme des égalités ci-dessus, on obtient

1
aire(D) = 5/ zdy — ydx.
c

Nous avons donc démontré le théoreme 3.7.1.

4.8 Intégrale triple

Les intégrales de fonctions a trois variables sont définies de la méme maniere
que dans le cas de deux variables. Soit D un domaine dans R? limité par une
surface S. Soit f(x,y,z) une fonction continue sur le domaine D avec son bord
S.

On divise I'espace R? en petits parallélépipedes rectangles de taille Az x
Ay x Az paralleles aux axes Oz, Oy, Oz. On considere les parallélépipedes R, ; «
contenu dans V. Notons M; ;. le centre de R; ;. Considérons la somme triple

Z Z Z f(M;jx)AzAyAz.

Notons que AzAyAz est le volume de R; ;. Nous admettons la propriété sui-
vante :
lorsque Ax, Ay, Az tendent vers 0, la somme ci-dessus converge vers une quantité

que nous noterons
I = /// f(z,y, z)dzdyd:z.
D

Définition 4.8.1. On appelle I ['intégrale triple de la fonction f(x,y,z) sur le
domaine D.
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Proposition 4.8.2. Lorsque le domaine D est fixé, on a

J[[ sidwtviz+ [[[ fatodyiz = [[[ (5+ )iz
///D()\f)dxdydz = A// i Jdrdydz, pour A € R.

Si Uon divise D en deux domaines Dy et Dy alors

/ / | Jdudydz = / / | fdedydz+ / / | fdedydz.

Démonstration. (deuxieme partie) voir Proposition 4.1.2. O

4.9 Théoréme de Fubini

Considérons un point (x,y, z) dans D. Supposons que z varie sur un certain
intervalle [2g, z1] et pour chaque z fixé, (x,y) varie dans un certain domaine D(z)
qui dépend de z. En raisonnant comme dans le cas de deux variables, on obtient
la version suivante du théoreme de Fubini.

Théoréme 4.9.1. On a

/ / /D f(z,y, 2)dedydz = / ( / /D ey z)dmdy) i

Remarque 4.9.2. Pour calculer I'intégrale double

/ f(z,y, z)dxdy
D(z)

on peut appliquer le théoreme de Fubini pour le cas de deux variables.

Donnons une autre version du théoreme de Fubini. Supposons que (z, y) varie
dans un certain domaine A de R? et pour chaque (z,y) fixé dans A, z varie dans
un intervalle [2o(z,v), z1(z, y)]-

Théoréeme 4.9.3. On a

/ / /D f(x,y, 2)dwdydz = / /A ( /((:) fz,y, z)dz) dady.
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4.10 Changement de variables

La regle générale pour le changement de variables est ici analogue au cas de
deux variables. Supposons qu’on effectue le changement

x = z(u,v,t), y =1y(u,v,t), z(u,v,t).

Lorsque (z,y, 2) varie dans le domaine D de R?, (u,v,t) varie dans un domaine
D’ de R3. On suppose que la correspondance (u,v,t) — (z,y, z) est bijective. On
considere le déterminant de la matrice

!/ / /
xu 'TU xt
/ / /
yu yu yt
/ / !/
Zu Zv Zt

C’est le Jacobien des fonctions z(u, v,t), y(u,v,t), z(u,v,t) par rapport aux va-
riables u, v, t et nous le noterons

D(z,y, 2)
D(u,v,t)’

Théoréeme 4.10.1. On a

///D f(z,y, z)dxdydz = ////f(x(u,v,t),y(u,v,t),z(u,v,t)) ‘%

Attention. Dans la formule précédente, on prend la valeur absolue du Jaco-
bien.

duduvdt.

Coordonnées cylindriques. Soit D le cylindre défini par
2? +y* < R?, z € |20, 21]-
On effectue le changement de coordonnées
r=rcost, y=rsinf, z=z.
Les nouvelles variables sont (r,6, z). Le point (r,0, z) varie dans le domaine D’

défini par
0<r<R, 0<60<2mz2i<z<z.

Donc D’ est le parallélépipede [0, R] x [0, 27[x [z, z1]. On a

cos) —rsinf 0

=|sinf rcosf 0|=
0 0 1

D(z,y, z)
D(r,0,z)

cosf —rsind
sinf rcos@

. -
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/// f(z,y, z)dxdydz = // f(rcos@,rsind, z)rdrdfd:z.
D D’

Coordonnées sphériques. Soit D la boule de centre 0 et de rayon R. Elle est
définie par
v+ + 22 < R

On effectue le changement de coordonnées
r=rsinpcosf, y=rsinpsinf, z=rcosey.

Les nouvelles variables sont (r,6, ¢). Le point (1,6, ¢) varie dans le domaine D’
défini par
0<r<R, 0<0<2r, 0<p<r.

Donc D' est le parallélépipede [0, R] x [0, 27[x[0,7]. On a
sinpcosf —rsinpsinfd rcosycosf

=|sinpsind rsinpcosf rcospsinf |= —risingp
COS ¢ 0 —rsing

D(x,y, 2)
D(r,0,¢)

et

/// f(z,y, z)dzdydz = // f(rsingcos®, rsinpsind,r cos )r?sin pdrddde.
D D’

Ici la valeur absolue du Jacobien est égale a rsinp car sinp > 0 (puisque 0 <

p < ).

4.11 2-formes et 3-formes différentielles dans R’

Les 2-formes et 3-formes différentielles a trois variables sont définies de la
méme maniere que dans le cas de deux variables.

Définition 4.11.1. On appelle 2-forme différentielle sur un domaine D de R?
toute combinaison

P(z,y,2z)dy Ndz + Q(z,y, z)dz Ndx + R(z,y, z)dx A dy

ou P, (), R sont des fonctions a trois variables sur D. On appelle 3-forme
différentielle sur D tout produit

f(z,y,z)dx Ndy A dz

ou f est une fonction a trois variables sur D.
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Comme dans le cas de deux variables, le produit extérieur des formes différentielles
vérifie les propriétés analogues. En particulier, on a dz A dx = 0, dy A dy = 0,
dzNdz=0,de Ndy = —dy Ndzx, ...

Définition 4.11.2. Soit w = Pdx + Qdy + Rdz une 1-forme différentielle sur D.
On définit la dérivée extérieure de w par

dw=dP ANdx 4+ dQ Ndy+ dR N dz.
C’est une 2-forme différentielle sur V. On dit que w est fermée si dw = 0. Les
2-formes qui s’écrivent dw avec w une 1-forme sont appelées exactes.
Définition 4.11.3. Soit 2 = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy une 2-forme
différentielle sur D. On définit la dérivée extérieure de §2 par

dQ)=dP Ndy Ndz+dQ Ndz Ndx +dR Adzx A dy.

C’est une 3-forme différentielle sur D. On dira que €2 est fermée si d§2 = 0.

Proposition 4.11.4. On a d(df) = 0 pour toute fonction f admettant les dérivées
partielles d’ordre 1, 2 continues. En particulier, les 1-formes exactes sont fermées.
Sur les domaines sans trou, les 1-formes fermées sont exactes.

Démonstration. (premiere partie) On a df = fidv + f,dy + f.dz et

ddf) = dfiAdz+df, Ady + df. A dz
= (fode + fi,dy + fi.dz) Ndx + (fde + f,dy + f,.dz) A dy +
+(flpdr + f1,dy + fl.dz) A dz.

En développant cette somme et en utilisant les égalités doz A dx = 0, dy A dy = 0,
dzANdz =0, dv Ndy = —dy Ndx, f;, = f,. ..., on obtient que cette somme est
égale a 0. [
Proposition 4.11.5. On a d(dw) = 0 pour toute 1-forme w dont les coefficients
admettent les dérivées partielles d’ordre 1, 2 continues. En particulier, les 2-
formes exactes sont fermées. Sur les domaines sans trou, les 2-formes fermées
sont exactes.

_)
Remarques 4.11.6. Si V' est un champ de vecteurs de composantes P, ), R, on
é
peut associer a V' une 1-forme

w = Pdx + Qdy + Rdz

et une 2-forme

Q= Pdy Ndz+ Qdz A dx + Rdx N dy.
On a

dw = (R, — Q.)dy ANdz + (P, — R,)dz AN dx 4 (Q), — P,)dx A dy.

Yy xT
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Observons que
R,-@Q. P-R. Q.-P

z)
——— s
7 9 \ . .z N 7
sont composantes de rot V. C’est-a-dire que dw est la 2-forme associée a rot V.
On a aussi

dQ = (P + Q. + R.)dz Ady Adz = div V de Ady A dz.

Définition 4.11.7. Soit © = f(x,y, 2z)dx A dy A dz une 3-forme différentielle sur
un domaine D de R3. On définit son intégrale sur D par

// . flz,y,2)dx ANdy ANdz = // : f(z,y, z)dzdydz.

Attention. On a

//Df(x,y,Z)dy/\dx/\dz — —//Df(x,y, 2)dxAdyAdz = —//Df(x,y, 2)dxdydz

car dy Ndx Ndz = —dx Ndy N dz.

Exercices

Exercice 4.1. Calculer

1 y 1 y
/ dy/ z2d, / dy/ yidx
0 0 0 0

14z

/ d:):/ —sin(x dy, / d:r/ 2x+3y

1
2x
/ dz/ dy/ 2zyzdz, / da:/ dy/ 3zydz
0 0 0 0 x 0
T 2 Va—22 3 V9—x2 T
/ dy/ dz/ 2z sinydzx, / dm/ dy/ —yzdz.
0 0 0 0 0 0

Exercice 4.2. Calculer les intégrales suivantes en utilisant le théoréeme de Fubini
[[ 2evzdy. D= {z) 050 <122 <y < V).
D
// (z+2y)dedy, D={(z,y), l<x<3,1+z<y<2z}
D
// e"Mdxdy, D ={(z,y), 1<y<2y<z<2y’}
D

2
// “drdy, D={(z,y), 1<y<ey’ <z <y}
DZL‘
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// zcosydaedy, D borné pary =0,y = 2%z =2.
D
// 2xydxdy, D le premier quadrant du disque unité
D

// ye*®dxdy, D le triangle de sommets (0,0),(2,4),(6,0).
D

// zrydrdy, D ={(z,y), x>0,y >0,z+y <2}
D

// (x 4 2y)dxdy, ou D est le triangle de sommets (0,0),(2,2), (4,0).
D

1'2 y2
// zydxdy, D ={(z,y), xZO,yZO,ZJrgSl}
D

// e Wdxdy, ou D est le triangle de sommets (0,0), (1,1), (1, —1).
D

Exercice 4.3. Caculer le volume compm's entre
a) la surface d’équation z = x> + y? et le plan z = 4.
b) les surfaces d’équation z = :E +y?—letz=1-2%—19%
c) la surface d’équation z = x% + 4y? et le plan z = 4.

Exercice 4.4. Calculer le volume

a) Sous le paraboloide z = x> +y? et sur le domaine délimité par y = x? et x = y>.

b) Sous la paraboloide z = 32%+y? et sur le domaine borné pary = x et x = y> —vy.

¢) Sous la surface z = 2xy et sur le triangle de sommets (1,1), (4,1), (1,2).

d) Compris entre le paraboloide z = 2% +y* +4 et les plans x =0, y = 0, z = 0,
r+y+z=1.

e) Borné par le cylindre y*> + 22 = 9 et les plans x = 2y, x = 0, z = 0 dans le
premier octant.

f) Borné par les cylindres 2 +y? = 4 et y*> + 2> = 4.

Exercice 4.5. Trouver le centre de gravité de la plaque homogeéne limitée par la parabole
y = 222 et la droite y = 2.

Exercice 4.6. Calculer le jacobien de la transformation donnée et calculer ’intégrale
donnée en utilisant cette transformation.

a) r=3(u+v), y=1(v—2u), [[,Bz+y)daedy ot D est le domaine borné par
les droites y=x —2, y=x,y= —2z ety =3 — 2x.

b) x =2u+3v,y =3u—2v, [[,(2x+y)dzdy ot D est le carré de sommets (0,0),
(2,3), (5,1), (3,-2).

c)x=u/v,y=muv, ffD —zydxdy ou D est dans le premier quadrant et borné par
les droites y = x, y = 3x et les hyperboles xy = 1, zy = 3.
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Exercice 4.7. En utilisant un changement de variables, calculer

// xdxdy, ou D estle disque de centre 0 et de rayon 5.
D

// ydxdy, ou D est le domaine dans le premier quadrant borné par le cercle
D
22 +y? =9 et les droites y = x,y = 0.
// zydxdy, ou D est le domaine dans le premier quadrant et compris
D

entre les cercles x° + y2 =4 et 22 + y2 = 925,

drdy, ot D est Uanneau 4 < 22 + y? < 16.

I, v

dzd
// i, ou D est le disque unité.
pl+az?+y?

dxd
// %, ot D est le triangle de sommets (0,0, (2,2),(2,0).
DT"+Y

dxd
// L, D étant la partie du plan comprise
2 Y2

2
entre les ellipses d’équations x—z +5=1 e —S+5=4
a

// (x 4+ y)dzdy, D étant le triangle limité par les azes et la droite x +y = 3.
D

Exercice 4.8. En utilisant les coordonnées polaires, calculer le volume
a) borné par le paraboloide z = 10 — 3z — 3y? et le plan z = 4.
b) borné par les paraboloides z = 322 + 3y? et z = 4 — x> — y>.
c) a lintérieure du cylindre x + y* = 4 et Uellipsoide 42* + 4y* + 2? = 64.

Exercice 4.9. Calculer avec deux méthodes différentes l'intégrale suivante

2 2
// (y? — ¥ dzdy, ot D est défini par % + %2 <1
D

Exercice 4.10. Soit f(x,y) une fonction de classe C'. Montrer que df A df = 0.
Calculer

(z2dx — y2dy) A ((2z — 1)dz + dy)
(dx + e*dy) A (dy — eYdx)

d(z* + 6zy + y*) Ad(2® + ).
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Exercice 4.11. Utilisant la formule de Green-Riemann, calculer

/ zydx + zyPdy, D étant le carrée de sommets (0,0),(2,0),(2,2),(0,2)
bD

/C(m2 + yZ)dx + 2zydy, C se compose de Uarc de parabole y = x? compris entre
(0,0) et (2,4) et des segments qui vont de (2,4) a (0,4), et de (0,4) a (0,0)
/bD 2xydz +y°dy, D étant le triangle de sommets (0,0), (2,0),(2,1)

/bD 22ydr — zy’dy, D le carrée de sommets (£1,+1)

/bD 3(y + eﬁ)dx + (22 + cosy®)dy, D limité par les paraboles y = z*, x = 1>
/bD(y2 —arctanz)dz — (3x +siny)dy, D limité par les courbes y = 2%,y = 4
/Cxde +3y%dy, C définie par 2% +4° =1
/Cnyda: —6y%dy, C le cercle unité
/CV -7, X_/) = xgy? + 23347, C la courbe z* + y* = 1.

// xydzdy, D ={(z,y), x>0,y >0,z+y <2}

Cdxdy
), > 1y > 1 x+y <4},
R R O R SRS

Exercice 4.12. Calculer

/// zdxdydz, D ={(z,y,2), ©>0,y>0,2>0,2+y+2z <4}
D

/// —yzdzdydz, D ={(z,y,2), 0<z2<1,0<y<2m,0<z<z+2}
D

J[[ cdstyz, D={@y2) 0<y<10<0<p0< <o ry),
D

/// zdxdydz, /// 2dxdydz et /// (z +y — 2)*dedydz,
D D D

ot D ={(z,y,2), 2> +y* + 2° < 4}.
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J[[ vazaya

ou D se trouve sous le plan z = x + 2y et au-dessus de la région du plan Oxy bornée
par les courbes y = z2, y =0, z = 2.

b) Calculer
/// zdxdydz
D

ou D est borné par les plans t =0, y=0,2=0,y+2=3 et x + z = 3.

c¢) Calculer
/// rzdrdydz
D

ot D est la tétraédre de sommets (0,0,0), (0,2,0), (2,2,0) et (0,2,2).

d) Calculer
/// (2 + 4y)dxdydz
D

ot D est borné par le cylindre parabolique y = 2% et les plans v =z, x =y et z = 0.

e) Calculer
/// xdrdydz
D

ot D est borné par le paraboloide x = 4y* + 42% et le plan = = 16.

f) Calculer
/// zdzxdydz
D

o D est borné par le cylindre y> + 2% = 16 et les plans = 0, y = 4z et z = 0 dans le
premier octant.

Exercice 4.13. a) Calculer

Exercice 4.14. Déterminer le centre de gravité du volume homogéne défini par x > 0,
y>0,22>0 etw2+y2+22§9.

Exercice 4.15. En utilisant les intégrales triples, calculer le volume du domaine décrit.
a) Le tétraede formé par les plans de coordonnées et le plan 2x + 3y + 6z = 24.
b) Le domaine borné par le cylindre elliptique 4x® + 22 = 1 le les plans y = 0 et
y=2z+1.
¢) Le domaine borné par le cylindre x = y? et les plans 2 = 0 et x + 2 = 2.
d) Le domaine enfermé dans les paraboloides z = 2% + y? et z = 8 — 2% — ¢,

Exercice 4.16. Déterminer le jacobien de la transformation x = u?, y = v?, z =

w?. Calculer le volume du domaine limité par les plans de coordonnées et la surface
VT +\y+vz=2.

Exercice 4.17. En utilisant les coordonnées cylindriques

a) Calculer
/// (2% 4 y?)dzdydz
D

o D est borné par le cylindre ? + y?> = 4 et les plans z = —2 et z = 2.
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b) Calculer

/// Va2 + y?dxdydz
D

o D est borné par le paraboloide z = 16 — x> — y? et le plan Ozxy.

¢) Calculer
/// rzdxdydz
D

ot D est borné par les plans z = 0, z = y et le cylindre x> +1y? = 4, dans le demi-espace

y>0.
/// ydxdydz
D

d) Calculer
ot D est enserré entre les cylindres x> + y?> = 4 et x> + y?> = 16, au-dessus du plan

Oxy et sous le plan z = x + 4.
/// 2?dxdydz
D

e) Calculer
ot D est borné par le cylindre x*> + y?> = 1, au-dessus du plan z = 0 et sous le cone
22 = 922 + 92,

Exercice 4.18. En utilisant les coordonnées sphériques.

a) Calculer
/// (2® + y* + 2%)dxdydz
D

ou D est la boule de centre 0 et de rayon 2.

b) Calculer
/// (2% 4 y?)dxdydz
D

oty D est la demi-sphére unité supérieure.

¢) Calculer
/// ydrdydz
D

ot D est la partie dans le premier octant de la boule de centre 0 et de rayon 2.

d) Calculer
/// 2xe(m2+y2+22)2dxdydz
D

ot D est enfermé entre les sphéres x2 +1y% +2% = 1 et 2° +1y? + 22 = 4, dans le premier
octant.

e) Calculer

/// Va2 +y? + 22dxdydz
D

ot D est borné inférieurement par le cone ¢ = /6 et supérieurement par la sphére
2? +y? 427 =09.
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/// 2?dxdydz
D

o, D est entres les sphéres de centre 0 et de rayons 1 et 4, et au-dessus du cone
¢ =m/4.

g) Calculer le volume du domaine qui se trouve au-dessus du céne ¢ = /3 et sous
la surface r = 4 cos ¢.

f) Calculer

Exercice 4.19. En utilisant un changement de variables, calculer

[[[ #dvivaz, D= (wp2), o+ < R0 <)
D

/// dxdydz 7 D:{4§az2+y2+z2§9}
D \a? +y? + 22

I — 52
/// 2+Z?+2d$dydz D = {($ Y,z )7 7+7+7§1}

Exercice 4.20. Calculer

CCQ y2 2’2
///nydedde7 D:{(Jf,y,Z), xayazzovﬁ+b72+ 2§1}

Exercice 4.21. Calculer le volume intérieur a la spheére et au cylindre d’équations
2 +y? 22 =4, 22 +9? — 22 =0.

Exercice 4.22. Calculer
(22dx + 22dy + dz) A (dx — 2dy — 2%dz)

(e*dx — eYdz) A (xdy + ydz)
(—y?dx + dy + 2ydz) A (zdz A dy + zdz A dz)
(xdy + ydz) A (zdy + xdz) A (xdz — zdx)
d(z3 + ) A (2dx A dy — zdy A dz).
Montrer que si f(x,y,z) est une fonction de classe C' alors df A df = 0.



Chapitre 5

Formules de Stokes

5.1 Surfaces dans R?, tangent, vecteur normal

Soit A un domaine dans R?. Considérons une surface S dans R?® paramétrée
par
r=2xz(u,v), y=yluv), z=z@uv), (uv)eA.

Supposons que les fonctions a deux variables z(u,y), y(u,v), z(u,v) admettent
les dérivées partielles d’ordre 1 continues en u, v. Notons M (u,v) le point de
coordonnées

(z(u,v),y(u,v), z(u, v)).

On définit les dérivées partielles de M (u,v) de la maniere suivante. Notons

B le vecteur d’origine M et de composantes (z.,, ., 2.,

et

—

M
B le vecteur d’origine M et de composantes (z, ., 2. ).

Ces deux vecteurs sont tangents a la surface S au point M. Le vecteur d’origine
M

— —
oM A oM
ou  Ov
est orthogonal a S au point M. Nous supposons que ce vecteur n’est pas nul.
Posons

é
m =

— OM A dM
—_ M 5Ny
- — - — — ||
|72 | Hw/\a_MH

ou ov

C’est un vecteur unitaire orthogonale a la surface S en M. Ce vecteur dépend du
point M (u,v) et dépend continiiment de ce point. Nous dirons que la surface S
est orientée suivant le vecteur 7.

71
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Remarque 5.1.1. Pour changer l'orientation de .5, il suffit de permuter les va-
riables u et v. La surface S est alors paramétrée par (v, u).

Proposition 5.1.2. Soit My = (o, Yo, 2z0) un point de S correspondant au point
(uo, vg). Soient mg, g les vecteurs orthogonaut associés comme ci-dessus. Alors
le plan tangent de S en My admet comme équation

(x_x())y_yOaZ_zO)'nTO:O

ou encore

(x_x07y_y072_20)'—()>:0-

Démonstration. Le plan défini par les équations précédentes passe par le point
M. 11 est aussi clair que ce plan est orthogonal & miy. En particulier, il contient
les deux vecteurs suivants qui sont tangents a la surface en M,

— —

oM . oM

— et —.

ou v
On a supposé que miq (le produit vectoriel de ces vecteurs) est non nul, ce qui

implique que ces deux vecteurs sont linéairement indépendants. Le plan considéré
est donc le plan tangent de la surface en Mj. O

5.2 Intégrale de surface

Soit 2 = Pdy Adz+ Qdz A dx + Rdx A dy une 2-forme différentielle définie sur
un domaine de R? qui contient la surface S. Lorsqu’on effectue le remplacement

r=z(u,v), y=yluv), z==z(u,v)

et
dr =zl du+ 2)dv, dy=y,du+y,dv, dz= 2z du+ z dv

on obtient une 2-forme §2; qui dépend de variables (u,v). C’est une 2-forme
différentielle définie sur A.

Définition 5.2.1. On définit I%intégrale [[,Q de la 2-forme différentielle  sur

S A

Cette définition ne dépend pas de la paramétrisation de la surface S.

Remarque 5.2.2. Si S~ désigne la méme surface S mais orientée dans le sens

inverse, alors
Lo o
- s
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5.3 Aire d’une surface

Considérons une surface S, graphe d’une fonction z = z(z,y) au-dessus d'un
domaine A de R?. Autrement dit, S est paramétrée par

r=x, Y=Y, z:z(x,y), (xay)eA

La proposition suivante donne une formule pour calculer I'aire de S. Cette formule
se ressemble & la formule de longueur d’une courbe dans R2.

Proposition 5.3.1. On a

aire(S / / \/ 1+ ()2 dady.

Remarque 5.3.2. Lorsque la surface S est paramétrée par les variables (y, 2)
ou (z,x), on calcule aire(.S) de la méme maniere. Si S est la réunion des surfaces
S1, So, alors

aire(S) = aire(S)) + aire(Ss).
Définition 5.3.3. La 2-forme différentielle \/ 1+ (2},)% + (2;)* dv Ady est appelée

élément d’aire de la surface S. On le note do.

Plus généralement, si la surface S est paramétrée par

r=ux(u,v), y=yuv), z=zuv), (u,v)€A

i~ |2

5.4 Flux a travers d’une surface

on a

M M
8 8 dudv.

H
Soit V' un champ de vecteur dans un domaine de R? qui contient la surface

S.
Définition 5.4.1. On appelle flux du champ V a travers la surface S l'intégrale

//‘—/)-Wda.
s

- 7 s ) 4]
Notons do = n do. Le flux du champ V a travers la surface S s’écrit

— —
//V-da.
s

Notons P(z,y,z), Q(x,y, 2), R(z,y, z) les composantes du champ de vecteurs
— —
V. On associe a V' la 2-forme différentielle

Q= Pdy Ndz+ Qdz A\ dx + Rdx A dy.
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Théoreme 5.4.2. Le flurz du champ \—/ a travers la surface S est égal a

JL7 - [

Démonstration. (cas ou S est le graphe d’une fonction z = z(z,y) avec (z,y)
dans A). On a

do = \/1 + (2)% + (2;)? dzdy.

On a aussi

oM oM
8_3;‘ = (].,O,Z;) et a_y = (0,172:;).
Leur produit vectoriel est égal a
_)

m = (=2, —2,,1)

qui est de norme \/1 + (2,)% + (). On en déduit que
-, m 1

CT T A e G

- — -
//V'da://V'nda:/(—Pzg—Qz;—i-R)dxdy.
S A A

D’autre part, comme dz = z,dx + 2, dy, on obtient que (2 est égale sur S a

Pdy N (z,dx + 2z,dy) + Q(2,dx + z,dy) A\ dx + Rdx A dy

(_Zg/m _Z;a 1)

qui est égale a
(=Pz, — Qz, + R)dx A dy.

D’ou
// Q= // (=Pz, — Qz, + R)dx Ndy = // (=Pz, — Qz, + R)dxdy.
S A A
On obtient finalement
— —
// V . do = // Q.
s s

Remarque 5.4.3. En général, on peut diviser S en plusieurs morceaux qui sont
_)
des graphes au dessus de Ozy, Oyz ou Oyz. Le flux de V' a travers S est toujours

noté
— —
//V-da
S
/]2
S

sans que la surface elle-méme soit un graphe.

]

et est égal a
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5.5 Formule de Stokes-Ampere
Supposons que la surface S est paramétrée par
r=ux(u,v), y=yuv), z=zuuv), (u,v)eA

oll A est un domaine de R% Supposons que le domaine A est limité par une
courbe fermée L orientée dans le sens direct. La surface S est donc limitée par
une courbe fermée C' paramétrée par

r=z(u,v), y=yuv), z=z@uv), (u,v)é€ L.

Notons que puisque L est orientée dans le sens direct, la courbe C est aussi
orientée. Le sens de parcours de C autour des vecteurs normaux, définis ci-dessus
pour S, est direct. Soit w une 1-forme différentielle définie sur un domaine de R?
contenant S. On admet la formule de Green-Riemann généralisée suivante.

Théoréme 5.5.1. On a
/w: // dw.
c S

Corollaire 5.5.2. Si la courbe fermée C' est le bord de D et si w est fermé alors

/w:O.
c

Démonstration. Si w est fermée, on a dw = 0. Le théoreme 5.5.1 implique

o [

On déduit de ce théoreme la formule de Stokes-Ampére suivante.

- — = =
/V‘dM://rotiZa.
C S

Cette formule dit que : la circulation du champ ‘_/> le long de la courbe fermée

Théoréme 5.5.3. On a

é
C est égale au flux du rotationnel de V' a travers la surface S limitée par C.

%
Démonstration. Soient P, (), R les composantes de V. La 1-forme associée a ce
champ de vecteurs est w = Pdx + Qdy + Rdz. Donc

- —
/V-dM:/w.
C c
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ﬁ
D’autre part, la 2-forme associée a dw est égale a rot V. Donc

=
//rotV-daz//dw.
s s

Il est maintenant clair que le théoreme 5.5.3 se déduit du théoreme 5.5.1. O

Corollaire 5.5.4. Si C =bS et si V est un champ de gradients alors

- —
/V~dM:0.
C

—_—
Démonstration. Si V' est un champ de gradients, son rotationnel est nul. Le
théoreme 5.5.3 implique

- — = -
/V-dM://rotV‘da:().
C S

5.6 Formule d’Ostrogradsky

Soit D un domaine de R? limité par une surface S. On suppose que la surface
S est orientée de maniere que les vecteurs normaux sont orientés vers ’extérieur
du domaine D. Rappelons que si la surface S est paramétrée par

r=z(u,v), y=vyuv), z=z@wv), (uv)eA

il suffit de permuter u et v pour changer I'orientation de S.
Soit 2 une 2-forme différentielle sur D. On a la formule de Stokes suivante

\//\/ // .
D S

Théoreme 5.6.1. On a
_)
Si V' est un champ de vecteurs, on déduit du théoreme précédent la formule
d’Ostrogradsky.

Théoréme 5.6.2.

— — —
//V-daz///diVdedydz.
s D
N

Ceci dit que le flux du champ de vecteurs_) V' a travers le bord S d’un domaine
D est égal a l'intégrale de la divergence de V' sur le domaine D.
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5.7 Volume d’un domaine dans R?
Soit D un domaine dans R? limité par une surface S. Supposons que la surface
S est orientée de fagon que les vecteurs normaux sont extérieurs a D.

Théoréme 5.7.1. On a

VOI(D)://xdy/\dz://ydz/\dx://zdx/\dy.
s s s

Démonstration. On a

Vol(D):///Ddxdydz:///Ddx/\dy/\dz:///Dd(:cdy/\dz)://Sa:dy/\dz.

La derniere égalité utilise la formule de Stokes.
Les autres égalités se démontrent de la méme maniere. O]

Nous allons appliquer ces formules pour calculer le volume de la boule B de
centre 0 et de rayon R. Notons S la sphere qui limite B. On a

vol(B) = / /S zdx A dy.

Considérons d’abord la demi-sphere supérieure S;. Soit A le disque de centre 0
et de rayon R dans R?. Considérons la paramétrisation suivante cette demi-sphere

r=z, y=y, z=+R*—22—-9y2 (x,y)€A.

On doit d’abord déterminer son orientation. Notons M le point (z,y, / R? — 22 — y?)
de S;. Calculons un vecteur normal de S7 en un point M :

— —
. OM oM

= — N —.
m ox dy
On a
oM oM
—_— = ]_, O, 7 s - 07 ]-7 Y :
ox /R2—x2—y2 dy R2 — 22 — 2
Donc

x Y 1
m — bl )
1 \/RZ_$2_y2 \/RQ_x2_y2
1
= 2(x,y,vR2—x2—y2)

R2— 12—y
1

= RQ_xQ_y2(fr,y7Z)
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Ce vecteur, d’origine M, est extrérieur a B. La surface S; est orientée suivante
la normale extérieure.
De la méme maniere, on parametre la demi-sphere inférieure S, par

r=x, y=yvy, z=—/R>—1%2—y>2%

Les mémes calculs donnent un vecteur normal au point général M

. 1
my = - (—x,—y,—2).

11 est intérieur a B.
On obtient donc

vol(B) = //s zda:/\dy—//s zdx N dy

1 2

= // \/RQ—x2—y2dx/\dy—// —v/ R? — 22 —y2dx N dy
A A

= 2// VR?— 2?2 —y?dr Ndy
A

= 2// V R? — 2?2 — y?dxdy
A

AT R3
3

(la derniere intégrale a été calculée au paragraphe 4.6).

Exercices
Exercice 5.1. Soit S la partie de la surface d’équation z = # déterminée par
0 < z <2 et orientée suivant la normale extérieure. Calculer lintégrale de la surface

dyNd
JJs 5=

Exercice 5.2. Calculer laire de la surface d’équation z = xy qui se projette horizon-
talement sur le disque 2% + y*> < 4 dans le plan Oxy.

2

Exercice 5.3. Calculer Uaire découpée sur le cone d’équation 2> = x® + y? par le

cylindre d’équation x° + y?> = 4z et telle que z > 0.

Exercice 5.4. a) Soit S une partie de la sphére de centre 0 et de rayon R orientée
sutvant la normale extérieure. Montrer que

1
aire(S) = = // xdy N dz + ydz A dx + zdx A\ dy.
S

b) Calculer laire découpée sur la demi-sphére supérieure par le cylindre x4+ y* — Rz =

0.
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Exercice 5.5. Calculer lintégrale de surface

// yzdo, S la portion du plan 3x + 2y + z = 6 dans le premier octant
S

//S xzdo, S le triangle de sommets (2,0,0),(0,2,0),(0,0,2)
//S—a:da, S la surface y = 2% +42,0< 2 <2,0< 2 <2
//S yzdo, S la partie du plan z =y + 6 limitée par le cylindre x° + y? = 4
//S zydo, S limitée par les surfaces 2° +y?> =4,y =0,z +y =4
//S(:U2z +9?2)do, S la demi-sphére unité supérieure

// zyzdo, S la partie de la sphére unité au-dessus du cone z = /22 + 2

S

// (z%y — 2°)do, S la partie du cylindre z* +y* = 1 limitée par z = 0 et z = 3.
S

Exercice 5.6. Calculer le flur de V 4 travers la surface S ot
— — — — ) ]
a) V=—evi —ye*j —2yk, S la partie du paraboloide z = x> + y? au-dessus
le carrée 0 < x <1, 0 <y <1 orientée vers le haut.
= — — - . .
b))V = —2?yi +3xy%j — 43k, S la partie du paraboloide z = x> + y?> — 9
au-dessous le rectangle 0 < x < 2, 0 <y <1 orientée vers le bas.

7 - - - . N . .
¢)V=yi—xj—32k,S la demi-sphére z = \/16 — 22 — y? orientée vers le bas.
—
Exercice 5.7. Considérons le champ de vecteurs V' de composantes yz, zx, xy.

I

a) Calculer rot V.

b) Calculer la circulation de ce champ le long de la courbe intersection de la sphére
et du cylindre de l’exercice 5.4.

¢) Calculer la circulation de Ve long d’un arc joignant 2 points (a, b, c) et (a’,b', ).

d) Calculer la divergence de V.

e) Calculer le flux a travers la sphére de centre 0 et de rayon R orientée suivant la
normale extérieure.

Exercice 5.8. Calculer le travail de V le long de la courbe C, orientée dans le sens
contraire des aiguilles d’une montre, vue d’en haut. Utiliser la formule de Stokes.
— = — —
a) V=xzi +2zxyj +3zxyk, C la frontiére de la partie du plan 3x +y+ 2z =6
dans le premier octant.
— — — —
b) V.=2zi +4xj +5yk, C la courbe d’intersection du plan z = = + 8 et le
cylindre x% + 3% = 16.
— — — —
) V=xi+yj +@+y*)k, C la fronticre de la partie du paraboloide z =
1 — 2% —y? dans le premier octant.
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Exercice 5.9. Considérons le champ v = ng
—_— L =
a) Calculer rot 'V et div V.
_
b) Calculer directement le flux de V a travers la sphére unité orientée suivant la
normale extérieure.

¢) Expliquer pourquoi le formule d’Ostrogradsky ne s’applique pas.

Exercice 5.10. Soit S la sphére unité orientée suivant la normale extérieure. Calculer

// 23dy A dz + y3dz A dx + 23de A dz.
S

Exercice 5.11. Calculer le fluz de 7 a travers la surface S en wutilisant la formule

d’Ostrogradski.
= — — —
a) V =3222% 7 +92%y2% j —4day®k, S le bord du cube de sommets (£1,+£1).
— — — —
b))V =2%yi —2%2j5 +2%yk, S le bord du parallélipipéde rectangle formé par les
plansx=0,z=3,y=0,y=1,2=0,2=1
— — — —
)V =xzi +yzj — 2%k, S Uellipsoide x* + y*> + 42> = 1.
— — — —
d)V =2x37 +2y% 5 +223k, S la sphére unité.
= — LN - L
e) V= (2*+ysinz)i + (> +zsinz)j +3zk, S le bord du domaine limité par
les demi-sphéres supérieures de centre 0 et de rayon 1, 2, et par le plan z = 0.



