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I Motivations

Nous commengons ce polycopié en motivant I’introduction des nouvelles notions mathématiques qui
seront présentées en expliquant le role fondamental qu’elles vont jouer dans la modélisation de situations
physiques.

I.1 Quantités physiques et fonctions

Les quantités physiques peuvent €tre décrites par des fonctions a une ou plusieurs variables a valeurs
réelles mais aussi vectorielles.

Exemple 1. On donne maintenant quelques exemples de quantités physiques, illustrées par des dessins.
1. Une chute verticale libre est décrite par la fonction h(t) décrivant la hauteur en fonction du temps.

2. La pression dans un tuyau d’air (flute) est décrite par la fonction p(x) donnant la pression en
fonction de la position x dans le tube.

3. La température a la surface du globe est décrite par une fonction T (¢, ) donnant la température en
fonction de la position déterminée par la longitude ¢ et la lattitude 6.

4. La vitesse d’un fluide se déplacant dans [’espace est décrite par un champ de vecteurV(x, Vs 2).

I.2 Lois de la physique et calcul différentiel

Depuis Newton (la pomme et la gravité), de nombreuses équations décrivant les lois de la physique
(gravité, mécanique des fluides, électromagnétisme) sont décrites par des équations différentielles, dont
I’objet est de prédire le comportement a long terme d’un objet a partir de son comportement infinitésimal
(a tres court terme). Un exemple important de ces lois est donné par

P oz
ou 77) est la force et @ I’accélération, qui est la dérivée seconde de la position M(t) = (x(¢), y(¢), z(t)) par
rapport au temps :
- M
oo
Comme les quantités physiques font souvent intervenir des fonctions a valeurs vectorielles, il est
nécéssaire de disposer d’un calcul différentiel adapté aussi bien aux quantités scalaires (fonctions a valeurs
réelles) que vectorielles (fonctions a valeurs vectorielles).

I.3 Utilisation des lois et calcul intégral

Pour utiliser les lois décrite par des équations différentielles, on a besoin de les résoudre. Il nous faut
donc disposer d’un calcul d’intégrales fonctionnant aussi bien pour les quantités scalaires que vectorielles.

Remarquons aussi I’analogie entre différents types de quantités physiques : I’aire, la masse, le flux, la
force de pression et la probabilité d’occurence d’un évenement se calculent tous par des intégrales.
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I.4 Invariance par rapport a I’observateur

Depuis Einstein, et tout au long du siecle dernier, un role tres important a été joué dans la formulation
et la découverte des lois de la physique par le principe “relativiste” suivant : “Les lois de la physique ne
doivent pas dépendre de I’observateur”. Une autre manicere de formuler ce principe est de dire que “les
lois de la physique doivent étre formulées d’un point de vue qui est invariant par les symétries du systeme
considéré”.

En mécanique Newtonienne (par exemple la description du mouvement des astres du systeme solaire), la
symétrie qui intervient est la symétrie linéaire donnée par les rotations de 1’espace (transformations linéaires
respectant les longueurs, i.e., la métrique g(x, y,z) = x> + y* + 22).

En mécanique de la relativité retreinte (petites échelles, par exemple, pour les particules), la symétrie
est un analogue des rotations qui prend en compte la coordonnée temps : les transformations de Lorentz,
respectant la métrique g(x,y,z,1) = x> +y* + 2> — .

En mécanique de la relativité générale (tres grandes échelles, par exemple, I’univers), la symétrie est
donnée par les transformations presque arbitraires et lisses (infiniment dérivables et qui dont la différentielle
respecte les transformations de Lorentz) des parametres (coordonnées (x, y, z, ) de I’espace temps).

Pour formuler les lois de la physique d’un point de vue ne dépendant pas du choix de I’observateur (ou
du repere), on a donc besoin d’un calcul différentiel et intégral pour les fonctions a valeurs scalaires et vec-
torielles, invariant par changement de coordonnées arbitraires. C’est le langage des formes différentielles.

I.5 Formule fondamentale

Le lien entre le calcul différentiel et intégral est donné par la formule de Stokes

96‘(10):56 w.
D oD

Cette formule est une généralisation de la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
55 df = f Fdx = fb) — f(@) =:56 7.
[a,b] a {b+,a-)

.6 Nouveaux opérateurs et nouvelles intégrales

Les liens entre champs de vecteurs et formes différentielles vont permettre d’introduire des opérateurs
induits par 1’opérateur de différentiation des formes d (qui lui-méme généralise la dérivée des fonctions a
une variable) :

I. f— ﬁ( f) : Vf est un champ de vecteur qui mesure la variation de la fonction f dans I’espace,

4 9 39

. . . H %
B3 Gy 61). Par exemple, si V est le potentiel electrique, E = —grad(V) est le champ

avec V = (
electrique.

- —

2. V = div(V) = V- f est une fonction qui mesure la contraction ou I’expansion d’un fluide dont le
H

champ des vitesses est le champ de vecteur V. Un fluide dont le champ de vitesse est de divergence



nulle est dit incompressible. La divergence est positive si le champ de vecteur ““s’écarte du point” et
négative si il “s’en rapproche”.

3.V rT)ot(V) — VAV estle champ qui dit a quel point le fluide tourne autour du point considéré. Par
exemple, si on prend un rond de fumée, on obtient un champ circulaire, centre de I’axe de rotation de
la fumée. On peut aussi penser au champ rotationnel du champ de vitesse du vent dans une tornade.

L’intégration des formes différentielles va aussi permettre d’introduire de nouvelles intégrales associées
aux champs de vecteurs : le travail d’un champ de vecteurs Ve long d’une courbe C, donné par I’intégrale
curviligne de la 1-forme associée a 7 et le flux d’un champ de vecteurs 7 a travers une surface S, donné
par I'intégrale de la 2-forme associée av.



II Fonctions d’une variable

(2-3 séances)

II.1 Fonctions et graphes

Définition. Une fonction (partiellement définie) f entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-
ensembles D C X (ensemble de définition) et pour chaque x € Dy, d’un unique €élément de Y, noté f(x).
Une fonction dont le domaine de définition D est X tout entier est appelée une application.

De maniere équivalente, une fonction entre deux ensembles X et Y est la donnée d’un sous-ensemble
I'y € X X Y (son graphe) dont la projection I'y — X est injective. L'image de cette projection est appelée
son domaine de définition et notée D.

Concretement, une fonction est souvent donnée par une formule, qui n’a un sens que si son argument
est dans le domaine de définition. Par exemple, la fonction x +— 1/x est une fonction (partiellement définie)
de R dans R dont le domaine de définition est R*. La fonction logarithme In est une fonction de R dans R
dont le domaine de définition est R}.

Quand on fait de I’analyse, il peut étre utile de s’autoriser a varier le domaine de définition. Par exemple,

la fonction x — +/x est une fonction définie sur R, mais sa dérivée x z—lﬁ n’est définie que sur R7.

I1.2 Limites, continuité

Nous allons maintenant nous restreindre aux fonctions d’une variable réelle.

Définition. Une fonction f :la, b[— R admet une limite en un point x, €la, b[ si il existe un nombre réel ¢,
qu’on notera aussi lim,_,,, f(x), vérifiant que, pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que |x — xo| < n implique

lf(x) - Ll <€

L’expression ci-dessus signifie en frangais que pour que f(x) soit proche de € a € pres, il suffit que x soit
proche de xj a i pres.

Par exemple, la limite en 0 de la fonction id : x — x est 0, mais la fonction x — 1/x n’a pas de limite
en 0.

Proposition 1. Si f et g sont deux fonctions et si leurs limites existent en xy, on a
1. lim,,, (f + g)(x) = lim,_,, f(x) + lim,_,,, g(x).
2. lim,,, (f.)(x) = lim,,,, f(x).lim,_,,, g(x).
3. Silim,_,,, g(x) #0,0na
)}Ln;) (f/8)(x) = )}igo f/ )}Ln)g() g(x).

Définition. Une fonction f :]a, b[— R est dite continue en xy €la, b| si sa limite en x existe et si

lim f(x) = f(x0).
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D’un point de vue géométrique, une fonction f (qui est, rappelons-le, donnée par un graphe I'y C
la, b[XR) n’est pas continue en X, si, moralement, son graphe ne peut étre tracé sans lever le crayon. Par
exemple, la fonction qui vaut —1 pour x < 0 et 1 pour x > 0 n’est pas continue.

Proposition 2. Les sommes, produits et quotients de dénominateur ne s’ annulant pas de fonctions continues
sont continus.
Exemple 2. 1. La fonction constante x «— c (pour c fixé) est continue.

2. La fonction x — ax est une fonction linéaire (pour a fixé) définie et continue sur R.

3. Les fonctions polynomiales (sommes et produits arbitraires des deux exemples précédents)

n

x> P(x) = E a;x'
i=0
sont continues sur R.

4. Les fractions rationnelles F = P/Q (avec P et Q des polynomes) sont continues en dehors des points
out elles ont des poles (points ou Q s’annule).

5. Plus généralement, les fonctions analytiques (localement sommes de séries) comme

xn
xHex::Z—
n!

n>0 "’
ou les fonctions trigonométriques
‘ B " 2+ B " 2n
x> sin(x) = ;(— Yo ¢ reosi= ;’(— G
(ces formules sont obtenues en appliquant la relation e = cos(x) + isin(x) avec i* = —1) sont

continues.

6. Plus généralement, les quotients de fonctions analytiques, comme tan(x), sont continues sur leur
domaine de définition (en dehors des points ou le dénominateur s’annule).

I1.3 Calcul différentiel
(a) Dérivée et développement limité a I’ordre 1
On considere une fonction f définie au moins sur un intervalle ]a, b[. Soit x un nombre dans ]a, bl[.

Définition. On dit que f est dérivable en x s’il existe un nombre, noté f'(x), tel qu’on puisse écrire

fx+h) = f(x)+ f(0h + o(h)

out o(h) est une quantité négligeable devant h, ce qui signifie qu’il existe une fonction e(h) tendant vers 0
quand h tend vers O telle que o(h) = he(h).



Cette écriture est alors appelée développement limité a 1’ordre 1. Elle n’est utile que lorsque 4 tend vers
0 (“infiniment petit” ou “quantité évanescente”).

Une maniere équivalente de définir la dérivée est la suivante.
Définition. Une fonction f :]a, b[— R est dite dérivable en x, €)a, b| si la limite de I’expression w
existe quand h tend vers 0. Cette limite est notée f'(x,) et appelée la dérivée de f en x,.

Proposition 3. Les dérivées d’une somme, d’un produit, d’'un quotient et d’une composition sont données
par les formules :

L. (f +8)(x0) = f'(x0) + & (x0),

2. (Af) (x0) = Af'(xp) pour 1 € R,

3. (f8) (x0) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g (x0),

4. (g), (x0) = f'(xo)g(xo)—fgxo)g'(xo) si g(xp) # 0,
b}

8(xo)

. (fog)(xo) = f'(g(x0))g (x0)-

Démonstration. Le résultat a propos de la somme et de la multiplication par un scalaire découle de la
définition de la dérivée. On a les égalités

i (XO+h)g(XO+h) S (x0)g(xo)
i (XO+h)g(XO+h) S/ (XO)g(XO+h)+ f(x0)g(xo+h)—f(x0)g(x0)

(fe)xo+h)—(fe)xo)  _
h

limy,_, limy,_0
h—0 h

hm h—0
= lim, 0 f(x0+h}: f(xo)g(x + I’L) + hmh—>0 g(xo+h)— 8(X0)f(x )
. h h
= limy_ L20 Jimy, o e (xg + /) + lim 0 SLHZE00) ()

= f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)-

La démonstration pour le quotient est donnée par une manipulation similaire. Donnons la démonstration
pour la composée de deux fonctions. Posons k(h) = g(xo+ h) — g(xp). On a lim,,_,o k(h) = 0. On a les égalités

A (g(XO+h)) f(g(x0))

limh_>0 (fog)(«\fo*-h/)l—(fog)(xo) llmh
limy,_ f(g(x0)+k) f(g(x0))
'l—)
limh f(g(x0)+k) f(8(x0)) | k
— limk_) f(g(xo)+k) f(g(x0)) hmh—>0 k(}:l)
= f(g(x0))g’ (xo)
o
Exemple 3. 1. Ona (sinx) = cosx, (cosx) = —sinx, (tanx) = 1+ tan’x = ——, (x") = nx"",

(Inx) =1/x.

2. Ona(e) = e Si x* := e*™ pour x > 0, on a (x*)’ = ax*".

On peut définir la dérivée seconde d’une fonction f en xy, notée f”’(xy) comme la dérivée de la dérivée.
On fait de méme pour les dérivées d’ordres supérieurs.

Exemple 4. Les fonctions de I’exemple 2 sont toutes infiniment continuement dérivables (dérivables a tout
les ordres ; on dit aussi lisses) sur leur domaine de définition.

9



(b) Différentielles de Leibniz

Définition. Notons dx a la place de h (ce qui nous rappelle qu’on y pense comme un “petit accroissement
de x”). L’égalité donnant le développement limité a ’ordre 1 devient

fx+dx) = f(x) + f'(x)dx + -

On notera df = f'(x)dx. Ceci définit d f comme une fonction des deux variables x et dx, qui est linéaire en
dx, et qu’on appelle différentielle de f.

Pour se préparer aux notations de la suite du cours, nous allons tout de suite parler du formalisme des
formes différentielles, sous-jacent a la manipulation des différentielles de Leibniz, méme si celles ci peuvent
étre vues comme une simple notation tres pratique pour les calculs.

Définition. Soit D C R un domaine. Une fonction
w(x,dx) = g(x)dx

de x € D et de dx € R qui est linéaire en dx est appelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des
1-formes différentielles sur le domaine D est noté Q' (D) et I’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables
sur D est aussi appelé I’ensemble des O-formes différentielles et noté Q°(D).

La différentielle des fonctions est I’application

d: QD) — Q'(D)
fx) = df(x,dx) = f(x)dx

qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle df = f’(x)dx.

Les fonctions peuvent étre additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est
dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme w(x,dx) = g(x)dx par une fonction f(x) (a gauche ou a
droite) en posant simplement

(wf)(x,dx) = (fw)(x,dx) := f(x)g(x)dx.

La multiplication des 1-formes est appelée produit extérieur et notée par le signe A pour bien la différencier
de la multiplication des fonctions. En effet, elle donne toujours zéro quand on a une seul variable x :

f(x)dx A g(x)dx = f(x)g(x)dx A dx = 0.
Nous verrons plus loins une explication de ce phénomene étrange.
Regles de calcul sur les différentielles
1. (différentielle et dérivée) df = f’(x)dx (en particulier, d(1) = 0),

2. (somme) d(f +g) =df +dg,
3. (produit par un scalaire) d(Af) = Adf,

10



4. (produit) d(fg) = fdg+ gdf,
5. (principe de substitution) : si w = g(x)dx est une 1-forme, on peut réinterpréter x comme une
fonction de ¢ pour définir une 1-forme x*w dépendant de ¢, donnée par

x'w = g(x(0)d(x(1) = g(x())x' (H)dt.

On a alors I’égalité x*(df) = d(f(x(1))), qui correspond au théoreme de dérivation des fonctions
composées

d(f(x(0)) = [ (x(0))x'(O)dt = f'(x(@))dx(D).

Exemple 5. d(x*) = xdx + xdx = 2xdx (régle 4). On obtient de la méme fagon I’égalité
d(x") = nx""'dx,

et donc les différentielles de tous les polynomes. !

Exercice 1.— (a faire en cours) Calculer de méme dx’ en utilisant uniquement la régle 4.

Exemple 6. On peut trouver la différentielle de la fonction 1/u en dérivant la relation 1/u -u = 1 et en
utilisant la formule pour la différentielle d’un produit : on a

0=d(1)=d(1/u-u)=d(l/uwu+ (1/u)du

donc 7
u
d(1/u) = -=,
u
soit par remplacement
—u'(x)
1 = .
d(1/u(x)) ) dx

Exemple 7. Calculons la différentielle de u/v en dérivant la relation u = (u/v).v. On obtient
du =d((u/v).v) = vd(u/v) + (u/v)dv

ce qui implique
vd(u/v) = du — (u/v)dv

donc

vdu — udv
du/v) = —

soit par remplacement

() /() = v(x)du(xzzsz)t(x)dv(x) _ u/(x)v(x‘)}zsz),(x)v,( x)dx.

1. Remarquer que la différentielle de la fonction x est dx (heureux pour la cohérence de la notation).
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Exemple 8. En utilisant la définition de I’exponentielle e* Zn>0 en termes de série (on admet que la
dérivation commute aux séries normalement convergentes ), etla relatlon d(x") = nx""'dx, on obtient

d(e’) = Z a’;x'") = Z M = Z (n"_lcf; = e'dx.

n>0 ’ n>0

On retrouve aussi ainsi les dérivées des fonctions sin(x) et cos(x).

Exercice 2.— (a faire en cours) Calculer de méme la dérivée de ¢* ou u est une fonction de x.

Exemple 9. Le logarithme In(x) est défini comme une fonction inverse a l’exponentielle. On a en particulier
x = "W, En différenciant cette relation, on obtient

dx = d(e™™) = "@d(In(x)) = xd(In(x))

donc
d(In(x)) = —

Exercice 3.— Calculer de méme la dérivée de In(u(x)), celle de a* = ¢*™@_ celle de x.

Exemple 10. La fonction racine carrée \x est définie comme I'inverse de la fonction carré u®. On sait en
particulier que x = (\/x)*. En différenciant cette relation, on obtient

dx = 2 xd(Vx)

donc

d
d(Vx) = Fx&

. A pon 7 —_ 2
Exercice 4.— Calculer de méme les dérivées de Vx2 + a2, e, x*.

Exercice 5.— Excursion en deux variables... Calculer la différentielle de x”, ou x et y sont variables. Retrouver les dérivées de
a*, x%, x*.

Justification mathématiques des regles 1.addition et la multiplication viennent directement des régles
correspondantes pour la dérivée. La substitution vient de la regle de dérivation d’une composée :

d(f(g(x) = (fg) (0dx = f'(g(x))g'(x)dx = f'(g(x))dg

qui est bien I’expression de la différentielle d f dans laquelle on a subtitué g(x) a x.>

2. Justification intuitive des régles : 1’addition est presque évidente, la multiplication en interprétant d(f(x)g(x)) comme
I’accroissement de 1’aire d’une rectangle a 1’ordre 1.
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(c) Différentielle et dérivée

Le calcul sur les différentielles est completement équivalent au calcul sur les dérivées ; il est plutdt plus
facile a utiliser, parce que la formule de dérivation composée est “‘codée dans le formalisme”. La regle 1 dit
qu’on passe tres facilement de la différentielle de f a sa dérivée et réciproquement : d’ailleurs c’est a cause
de cette relation que la dérivée se note parfois d f/dx. Mais il ne faut pas les confondre, ¢ca conduirait a des
calculs incohérents. Les regles de calcul sur les différentielles de Leibniz sont équivalentes aux regles
de dérivation des fonctions ; en pratique, pour les calculs, on utilisera les unes ou les autres, au choix.

(d) Tableau des différentielles des fonctions classiques

Le tableau suivant doit en pratique €tre connu par coeur.

d(l/u) | —% d(sin u) cos(u)du
d(u) sz d(cos u) — sin(u)du
du®) | au®'du ditanu) | (1 + tan®(u))du = Cofzu(u)

d(u/v) @ d(arcsin u) ffuz
d(e") e"du d(arccos u) —%
d(Inu) % d(arctan u) 1%2
dluov)| uwdv d(coshu) sinh(u)du
d(sinh u) cosh(u)du

(e) Interprétation géométrique

Considérons I’écriture d(x*) = 3x*dx. Fixons une valeur de x. Alors cette écriture peut s’interpréter
comme 1’équation de la tangente 2 la courbe d’équation y = x>, dans un systéme de coordonnées centrées
sur le point choisi. En effet, le coefficient de dx dans I’expression de la différentielle d f est f’(x) qui est le
coeflicient directeur de la tangente.
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II.4 Primitives, intégrales
(a) Introduction

Intégrer, c’est ajouter une infinité de morceaux infiniment petits. L'intégrale d’une fonction a une va-
riable f(x) de domain de définition D, doit étre définie comme la surface (orientée) sous son graphe. Pour
donner un sens mathématique a cette définition, on recouvre R par les intervalles de longueur € > 0 donnés
par

P,.=[ne,(n+ 1)e]

pour n € Z, et on approche 1’aire sous le graphe par la somme des aires de petits rectangles de base
[n€, (n + 1)€e] (de longueur €) et dont le sommet de gauche est f(ne) :

(ne)

ne (n+ e

On peut donc approcher I’aire sous le graphe par la somme

= Z €f(ne).

n€Z, Py eCDy

Définition. L’intégrale de f sur Dy est donnée, si elle existe, par la limite

f f(x)dx :=lim [..
Dy e—0

On remarque que la notation pour I’intégrale fait intervenir I’expression f(x)dx, qui est aussi la notation
pour une 1-forme différentielle
w(x,dx) = f(x)dx € QY(D),

dont la variable dx représente la variable € tendant vers O et le produit f(x)dx représente I’aire d’un rectangle

14



dont la base est de longueur “infinitésimale” (i.e., tendant vers 0) dx et de hauteur f(x) :

J)

dx

L’intégrale représente moralement la somme des aires de tous ces rectangles infinit€ésimaux, pour x variant
dans le domaine d’intégration.

Théoreéme 1 (de Riemann). Si Dy = [a, b] et f est continue sur [a, b], I'intégrale fa b f(x)dx existe.

Masse et centre de gravité Supposons maintenant que f représente la densité de masse par unité de
longueur, le long d’un barreau situé entre les abscisses a et b. Un petit morceau de barreau de longueur dx
situé a I’absisse x a donc une masse égale a f(x)dx. L'intégrale fa ’ f(x)dx est alors égale a la masse totale
M du barreau.

Dans ce modele, comment calculer la position du centre de gravité ?

Rappelons que la position du centre de gravité de masses ponctuelles m;, ...m, est donnée par la moyenne
des coordonnées, pondérée par les masses :

xXg = —(myx; + -+ + muxy).
mp+---+m,
Pour définir la position du centre de gravité du barreau, on approche, 1a encore, la distribution de masse
continue du barreau par une distribution discrete constituée des n masses ponctuelles Axf(x;). L’abscisse
du centre de gravité des n masses est alors

lb-—a<
e X f (o).
M n ;

N Lo ‘2 b
D’apres le théoreme précédent, lorsque n tend vers +oo cette somme converge vers % fa xf(x)dx.

Exercice 6.— Faire le calcul pour un barreau situé entre x = 0 et x = 1 avec une densité de masse donnée par p(x) = x.

15



(b) Intégrale et primitives

La définition de I’intégrale que nous avons donné dans la section précédente est tres générale mais peu
adaptée au calcul. Nous allons maintenant voir comment calculer concrétement des intégrales, en utilisant
le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral.

Définition. Soit f une fonction sur un intervalle la, b[. On appelle primitive de f toute fonction dérivable
F sur la, b| telle que
F'(x) = f(x) pour tout x €la, b].

Si F et G sont deux primitives de f sur |a, b[, la différence F — G est une fonction constante.

Exemple 11. La fonction sin x est une primitive de cos x sur R car (sin x)’ = cos x. Les primitives de cos x

sont sin x + ¢ ot ¢ est une constante. Les primitives de sin x sont — cos x + ¢, les primitives de e* sont e* +c;
n+1 . o,

celles de x" sont -— pour n > 0; Les primitives de )lc sont In |x| + ¢; sur ]0, +oo[ ou In|x| + ¢, sur ] — o0, 0].

Théoreme 2 (fondamental du calcul différentiel et intégral). Si F' est une primitive quelconque de f, i.e.,
F'=f
alors

b b
de:ff(t)dt:F(b)—F(a).

Théoreme 3. Si f est continue, F(x) = fa ' f(t)dt est une primitive de f (dessin).

Exemple 12. La distance parcourue est une primitive de la vitesse. Dans une voiture, on a deux cadrans,
un pour la vitesse et I’autre pour une primitive.

(c) Propriétés

Proposition 4. L’intégrale est une opération linéaire en les fonctions : on a

b b b
f Lf(x) + g(x0)]ldx = f Jf(x)dx + f g(x)

b b
f Af(x)dx = A f f(x)dx pour toute constante A.

L’intégrale est monotone (elle respecte les inégalités) :

et

b b
Si f(x) < g(x) pour tout x € [a, b] alors f f(x)dx < f g(x)dx.

L’intégrale est compatible aux découpages du domaine d’intégration (relation de Chasles) : si on définit
par convention fba f(dt .= — fa ’ f(dt, ona

C b c
f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx.
a a b

En intégrant les formules de dérivation d’un produit et d’'une composée, on obtient deux regles de calcul
de primitives.
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(d) Intégration par parties

Proposition 5. Pour u et v dérivables de dérivées continues, on a

b b
f udv = [uv]f;—f vdu,

b b
f (" )(x)dx = [(uv)(x)]z - f (u'v)(x)dx.

ou de maniere équivalente,

Démonstration. La formule fondamentale du calcul différentiel et intégral appliquée a F' = uv nous donne

b b b
[uv]’ = (uv)(b) — (uv)(a) = f d(uv) = f udv + f vdu
b
f udv = [uv]Z—fvdu.

On utilise I’intégration par parties quand vdu est “plus simple” que udv, comme on va le voir dans
I’exemple suivant.

donc

O

Exemple 13. Pour calculer fol xe*dx, posons u(x) = x et v(x) = e*. Onadu = dx et dv = e*dx. Ona

fol xe*dx = f udv = uv fo vdu
= [xe fo ’“dx = [xe* ] [e”]0 car e* est une primitive de e*
= (le' = 0e%) — (e' — O)—(e—O) (e—1)=1.

(e) Changement de variables

Si ¢ est une fonction dérivable, on a

0(5) 3
@) = f Fe)e (.

p(a)

Un moyen simple d’exprimer la méme regle de calcul est de dire que la valeur de I'intégrale ne change pas
lorsque qu’on ré-interprete x comme une fonction, ou encore que la notation f f(x)dx de l'intégrale est
compatible avec le formalisme des différentielles de Leibniz.

Exemple 14. Pour calculer fol V1 — u?du on pose u(t) = sin(t), on écrit du = u'(t)dt = cos(t)dt, ce qui
nous dit par quoi il faut remplacer le du dans la formule. On obtient donc

fol Vi-wdu = | "2 1 = sin? t cos(r)dt = I "2 cos2(1)dt

_ /2 1+cos(21) o
- fo 2 dt = 4
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Rappel : Les formules suivantes seront utiles dans les calculs d’intégrales :

1 + cos(2¢) 1 — cos(2¢)

cos’(t) = > , sin’(¢) = > , sin(2¢) = 2 sin(f) cos(?).

Exemple 15. Pour calculer fle %du, on pose u(t) = €', donc du = é'dt, ce qui donne

(nw? p Al 1
I f—a’t—f a’t—[3]o—§.

(f) Aire sous un graphe et aires dans le plan

On utilise maintenant les intégrales de fonctions a une variable pour calculer des aires.

Aire d’une arche de sinusoide. Considérons le graphe de la fonction y = sin x pour x entre O et &r. Cette
fonction est positive sur cet interval. Calculons I’aire de la surface limitée par le graphe de cette fonction et
I’axe Ox. Cette aire a pour valeur

T
S = f sin xdx = [~ cos x]§ = (= cos ) — (= cos 0) =
0
car — cos x est une primitive de sin x.

Aire d’une ellipse. Considérons la surface bordée par la courbe

2y
;+ﬁ:1<:y:ib l-—

ou a et b sont strictement positifs. C’est une ellipse. La demi-ellipse supérieure est limitée par I’axe Ox et

le graphe de la fonction positive
2

X
y=f=by1-

qui est définie sur [—a, a]. Donc la surface de I’ellipse est donnée par

S =2 f f(x)dx.
On effectue le changement de variables
x=acosty=bsint ;t € [0,n].
Ilestclairquesit =m,onax=—aetsit=0,onax=a.Donc

S = 2 [ (bsinnd(acost) =2 [ (bsint)(~asinr)ds
= —2ab [ sin’tdt = 2ab ["sin® tdr = ab [ 2sin’ dt
= abfo (1 — cos2t)dt = ab[ - ““2’]7(; = nab.

Pour a = b = r, on obtient que I’aire d’un disque de rayon r est 772.
Rappel. 2sin’ 7 = 1 — cos 2.
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(g) Bonus : intégrale et probabilités

Mon RER est censé arriver a la station Saint-Michel a 8h05. En pratique, il arrive parfois a 8h07, parfois
plus tot ou plus tard, en gros entre 8h00 et 8h10. En notant chaque jour, pendant une longue période, les
heures réelles d’arrivée, on observe un certain nombre de trains arrivés entre 8h00 et 8h01, un autre nombre
entre 8h01 et 8h02, etc. On peut modéliser ceci par une certaine fonction f appelée densité de probabilité,
en disant que la probabilité qu’un train arrive entre xi et (x + dx)h est donnée par f(x)dx. La probabilité
que mon RER arrive entre les temps 7, et #; est alors données par

f fdt,

En pratique (et on peut le justifier théoriquement) il arrive souvent que la densité de probabilité suive une
courbe de Gauss, autrement dit que

—— )
@ Y

ou t), est I’heure moyenne d’arrivée, et o I’écart-type.

IL.5 Courbes paramétrées

Dans ce cours, nous utiliserons deux manieres de définir des courbes : I’une par les équations, 1’autre par
les paramétrisations. Le lien entre ces deux approches est donnée par le théoreme des fonctions implicites,
que nous verrons plus loin.

Par exemple, le cercle S peut étre défini par I’équation

St ={(xy), ¥ +y* =1},

qu’on peut voir en physique comme le systeme de contraintes imposé au mouvement d’un objet qui est
attaché a un axe fixe a I’aide d’une barre métallique rigide de longueur 1.
D’autre part, le cercle S peut aussi étre défini comme I’'image de la paramétrisation

M(t) = (cost,sint) pour ¢ € [0, 2n],

qu’on peut voir en physique comme le mouvement d’un mobile donné par ses coordonnées en fonction du
temps.

Remarquons que cette paramétrisation n’est pas la premiere qui saute aux yeux quand on regarde le
cercle défini par son équation. Il est ainsi plus naturel (car généralisable) de paramétrer le cercle en résolvant
(localement) I’équation x> +y? = 1 en fonction d’une des deux variables, pour décrire, par exemple, le demi-
cercle supérieur par la paramétrisation

M(x) = (x, V1 — x2)

pour x € [—1,1]. Ce type de paramétrisation des solutions d’une equation existe toujours localement

dans des situations tres générales, grace au théoreme des fonctions implicite, qui donne un lien entre pa-

ramétrisations (mouvement d’un mobile en physique) et équations (contraintes sur le mouvement).
Revenons maintenant au point de vue paramétré.
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(a) Définition, exemples
Définition. Soit I un intervalle de R. Une courbe du plan de parametres dans I est une fonction

M: I — R?
o (x(2), (1)

De méme, une courbe paramétrée de l’espace de parametres dans I est une fonction

M: I > R3
t o (x(0), y(1),2(2)
Exemple 16. La courbe définie par les fonctions x(t) = at + by et y(t) = ayt + b, avec (ay,az) # (0,0)

et t € R est une droite dans le plan de vecteur directeur (a,, ay) et passant par (by,by). Si a; = 0, c’est la
droite verticale x = by, et si a, = 0, c’est la droite horizontale y = b,.

Exemple 17. Le segment [A, B] du plan est la courbe paramétrée donnée par M(t) = (1 — t)A + tB, i.e.,
x(t) = =0)xp+txpety(t) =1 —t)ys + yp.

Exemple 18. On peut paramétrer une méme courbe C de plusieurs manieres différentes. Par exemple, la
droite y = x peut étre paramétrée par

x(t) =1t, y() =t, teR,

mais aussi par
x(t) = 2t, y(t) = 2t, teR.

Exemple 19. La courbe définie par x(t) = cost et y(t) = sint pour t € [0, 2n] est le cercle de centre O et de
rayon 1.

Exemple 20. La courbe définie par x(t) = cosInt et y(t) = sinlnt pour t € [1, ] décrit le méme cercle,
mais avec une vitesse différente.

Exemple 21. Le mouvement d’un mobile dans le plan peut étre modélisé par une courbe paramétrée du
plan.

(b) Vecteur vitesse et droite tangente

Définition. Le vecteur vitesse d’une courbe M(t) = (x(t),y(t)) du plan (ou d’une courbe M(t) =
(x(1), y(t), z(t)) de ’espace) est le vecteur des dérivées V(I) = (X'(1),Y' (1) (ou V(I) = (X'(0),yY' (1,7 (1))
de ses coordonnées par rapport a la variable t des parametres. Le vecteur accelération est le vecteur vi-
tesse du vecteur vitesse, c’est a dire le vecteur des dérivées secondes des coordonnées de la courbe par
rapport au parametre.
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Définition. Un point d’une courbe paramétrée C est dit stationnaire si le vecteur vitesse de la courbe
s’annule en ce point. Il est dit ordinaire sinon. Un paramétrage (resp. une courbe paramétrée) dont tous les
points sont ordinaires est dit régulier (resp. réguliere). Si My = M(ty) est un point ordinaire d’une courbe
paramétrée, la droite paramétrée par

T(t) = M(to) + 1+ V(1)

est appelée tangente de la courbe C en le point M(ty). Plus précisément, si My := M(ty) = (x(ty), y(ty))
est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans le plan, la droite tangente a la courbe en M, est
paramétrée par

xr(t) = x(to) + X' (to)t  yr(2) = y(to) + ' (to)r.

De méme, si My := M(ty) = (x(t9), y(ty), 2(ty)) est un point ordinaire d’une courbe paramétrée dans [’espace,
la droite tangente a la courbe en My, est la droite paramétrée par

xr (1) = x(to) + X' (o)t yr(t) = y(to) + y'(to)t zr(1) = z(to) + 2 (o)1
Exemple 22. Le cercle unité C paramétré par
x(f) = cost y(t) = sint t € [0,2n]

a pour tangente en My = M(r/4) = (1/ V2, 1/ \/E) la droite tangente définie par

t 1 t 1
R R e A
soit

x+y= V2.

(c) Longueur

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C est I’intégrale de la longueur de son vecteur vitesse

by
longueur(C) ::f ||V (?)||dt.

Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(¢), ¥(t)) : [a, b] — R? du plan, ceci donne

b
longueur(C) = f V)2 + (7 ()2

Dans le cas d’une courbe M(t) = (x(2), y(t), z(t)) : [a, b] — R? de I’espace, ceci donne

b
longueur(C) = f VO + (67 (0)* + @ (1)
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Proposition 6. La longueur d’une courbe réguliere ne dépend pas du paramétrage.

Démonstration. Ceci découle de la formule de changement de variable dans I’intégrale : si M, (¢) et M,(t)
sont deux paramétrages réguliers, on peut passer de I'un a ’autre par un changement de variables @ :
[a, b] — [c,d] de dérivée strictement positive. On a alors (par exemple en dimension 2)

[ @0 + O )du

bff VE@D)P + 5 (@) (1)dt
17 JE @)D (07 + (@)D (1)1
7 EGOP + G40 .

Exemple 23. Le cercle paramétré C(t) = (cost,sint) est de longueur

2
L= cos2t +sin’ ¢ = 2.
0

Exemple 24. Calculer la longueur du segment passant par le point M(0) = (xo,Yo) et de vecteur vitesse
(u,v), dont la paramétrisation est donnée par

M(2) = (xo,y0) +1 - (u, V)

pourt € [0, L].

(d) Exemple d’étude complete d’une courbe paramétrée

Nous allons étudier et tracer la courbe paramétrée

M) = (x(), y(1)) = (cos £, sin %) .

Période : Les fonctions x et y sont définies sur R. Or cos ¢ est de période 27 et sin(z/3) est de période 6,
donc M(¢) est de période 6, i.e.,
M(t + 6m) = M(1).

Symétries et parité des coordonnées : On se place sur ’intervalle [-37, 37]. L’application ®@; : ¢ +— —t
est une bijection entre [0, 3] et [-37,0], eton a
x(—1) = x(1) et y(=1) = =y().

La courbe est donc symétrique par rapport a I’axe Ox. On I’étudie sur [0, 37] est on completera par la
symétrie S| par rapport a Ox. L’application @, : T +— 37 — ¢ est une bijection de [0, 37/2] sur [37/2, 37], et
on a

x(3m —1t) = —x(¢) et y3m — 1) = y(¢).

La courbe est symétrique par rapport a Oy. On 1’étudie sur [0, 37/2] et on completera par la symétrie S,
par rapport a Oy.
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Vecteur vitesse : On a de maniere immédiate
(1) = —sint et /(1) = + cos .
xX'(f) = —sinte = —COS —.
YW= 3987
Sur I’intervalle [0, 37/2], x” s’annule en O et 7, et y’ en 37/2.

Tableau de variation :

t 0 T 3r/2
xX'(t) - 0 +
1 0
x(1) \ /
-1
1
y(t) V3/2
0
y'(®) + 0
(y’/x)(t) | oo oo 0

Intersection avec Oy : L’équation x(¢) = 0 a comme solutions ¢ = 37/2 et t = n/2. Cette deuxieéme
valeur donne, par symétrie, un point double de coordonnées (0, 1/2).

Tracé de la courbe :

On trace I’arc de courbe obtenu lorsque 7 varie de 0 a 37”, et on complete par les symétries par rapport
aux axes.
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III Fonctions de plusieurs variables

(2-3 séances)

III.1 Calcul vectoriel

7’ o 0 pd . H
Définition. Un vecteur de R" (n = 1,2,3) est la donnée de deux points A et B de R". On notera AB le
vecteur d’origine A et d’extrémité B. Deux vecteurs sont considérés comme égaux si on peut obtenir [’un
par ’autre en utilisant une translation.

Définition. Si (x4,y,) et (xp,yp) sont les coordonnées de deux points A et B dans le plan, alors les coor-

— — —
données (xg — x4, Vg — Ya) Sont appelées les composantes du vecteur AB. La norme de AB, notée ||AB||, est
définie par

—

IABll = /G = x4)* + (v5 = ya)*-
C’est la longueur du segment joignant A a B. De méme, si (X, ya,24) et (Xp, Vg, 2p) sont les coordonnées
de deux points A et B dans [’espace, alors les cooordonnées (xg — xa,Yp — Ya, 2B — Za) Sont appelées les

— — = o
composantes du vecteur AB. La norme de AB, notée ||AB||, est définie par

—>
IABI| = V(xp — x4) + (5 = ya)* + (25 = 22)*.
Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont les mémes composantes.

— —
Remarque 1. Les vecteurs AB et CD sont égaux si et seulement si le polygone (ABDC) est un pa-
rallelogramme.

Exemple 25. Soient A = (1,1), B=(2,3), C=(3,2) et D = (4,4).

% D

X

— =
Alors AB et CD sont égaux car ils ont comme composantes (1,2).

Définition. Soient V; et 72 deux vecteurs du plan de composantes (ay, b;) et (a», by) respectivement. La
somme?l) +V; est un vecteur de composantes (a, + a,, by + b,). Si A est un nombre réel, on définit v, comme
un vecteur de composantes (day, Aby). Le produit scalaire de Vf et72> est le nombre

- -
Vi Vs = aja; + b1b;.
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A —> — .
De méme, si vi et v, sont deux vecteurs de l’espace de composantes (a,, by, cy) et (as, bs, cy) respectivement,
_) % . 7 Ve .
la somme vi + Vv, est un vecteur de composantes (a, + ay, by + by, ¢y + ¢3). Si A est un nombre réel, on définit
—> . . - =
Avi comme un vecteur de composantes (day, Aby, Acy). Le produit scalaire de vi et v; est le nombre

- —
V1 - Vs = ayay + b1by + crcs.

Deux vecteurs vy et vy sont dits orthogonaux si vi - vo = 0. Si v et v; sont non nuls, le cosinus de [’angle

—
. > —> L . . . .
orienté vi,v; est le nombre vérifiant I’égalité

- - = >
795 = il el - cos (V33
Proposition 7. On a
- — - —
Vi -V2 = VooV
G1+M) V3 = Vi -V3+V 73
—\ — -
() -vy, = A(] -3)

Démonstration. (premiere partie) On écritﬂ> = (ai, by) et72 = (ay,b).Ona

T - =
ViV =aiap + b1b2 = ara; + bzb] =V V.

O

On admet que le déterminant de trois vecteurs i, v, W est le volume orienté du parallélépipede engendré
(signe positif si la base est directe). On peut le calculer par “développement selon la premiere colonne”, et
. . . . - P
il apparait alors comme le produit scalaire de # par un vecteur noté v A w.

Définition. Le vecteur V AW est appelé produit vectoriel de V parw. C’est I'unique vecteur tel que pour

- .
tout vecteur u, on ait
det((Z,V, W) =1 - (W AW).

En coordonnées, ona

-, o
Vi Avy = (bicy = byey, ciay — cray, a1by — axby).

Proposition 8. Le produit vectoriel vérifie les propriétés suivantes :

(antisymétrie) 71) A 72) = —7; A 71)
(associativité) Vi A (Vs AV3) V1 AV3) A Vs
(bilinéarité) (V1 + Lvs) A Vs AV AV + v AT,

Démonstration. L’ antisymétrie et la bilinéarité découlent directement des propriétés analogues pour le
déterminant (multilinéarité et antisymétrie). L’associativité découle aussi de la définition ou se démontre
a partir de la formule. |

Etant donnée I’interprétation en termes de volume, le déterminant est nul si et seulement si les trois
vecteurs sont liés, donc
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L= — ., . - -
1. si V et w sont colinéaires, alors v A w = 0.
, . — —_ . . —> — sz .
2. réciproquement, v A w = 0 si et seulement si v et w sont colinéaires.
LD - . L= £ - >
3. dans le cas contraire, i - (V AW) = 0 si et seulement si % est dans le plan engendré par v et w.

On en déduit que V A W est orthogonal au plan engendré par v et w. D’autre part, si # est orthogonal &
3 AW de norme 1, le volume du parallelepipéde vaut I’aire de la face engendrée par v et w. On en déduit
que la longueur de vV A W est I’aire de cette face.

On a donc démontré le résultat suivant :

.o S — - > — . NPT
Proposition 9. Le vecteur vi A v; est orthogonal aux vecteurs vi et v5. La norme ||71) A V|| est égale a l’aire

N " = = - = = . - > .
du parallelogramme de cotés vi et v;. On a vi A vy, = 0 si et seulement si v et v, sont proportionnels,
y N . ) d —> — — ~
c’est-a-dire qu’on a vi = Av; ou v, = Avy avec A une constante réelle.

III.2 Fonctions et graphes

Définition. Soit n et k deux entiers. Une fonction f a n variables et k coordonnées est une fonction (partiel-
lement définie) de R" dans R¥, dont le domaine de définition sera noté Dy C R". Rappelons que la donnée
de f est la donnée d’un sous-ensemble Ty C R" x R* appelé le graphe de f et vérifiant que la projection
I'y — R" est une injection (dont I'image sera notée Dy et appelée le domaine de définition de f). Ceci est
équivalent a dire que que pour chaque x € Dy, on se donne un unique élément, noté f(x) de R¥, et dans ce
cas, on écrit

T ={(x,f(x)) e R" xR, x € Dy}

Par convention, on appelera souvent fonction une fonction a valeur réelle (k = 1).
Si M est le point du plan (resp. de I’espace) de coordonnées (x, y) (resp. (x, y, 7)), on peut noter par f(M)
ou par f(x,y) (resp. f(x,y,z)) la valeur de f au point M.

Exemples.

1. La température sur une plaque rectangulaire peut étre modélisée par une fonction 7 définie sur un
rectangle du plan a valeurs dans R.

2. La fonction f(x,y) = x> — 3y est a valeurs dans R.

3. La fonction f est dite linéaire si ses accroissements sont proportionnels aux accroissements des
variables, autrement dit si elle est du type f(x,y) = ax + by (on parle aussi de forme linéaire =
application linéaire de R? dans R).

Dessins En une variable, le graphe d’une fonction f a valeurs réelles était I’ensemble des points du plan
de coordonnées (x, f(x)) € R?; c’est une courbe. Le graphe de la fonction f : Dy — R de deux variables a
valeurs réelles est la partie

(Y, f(x, ) € R, (x,y) € Dy}

de I’espace R*. On I’appelle aussi surface représentative de f (dessins).
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Remarque 2. En physique, il est fréquent de travailler avec des fonctions ayant plus de trois variables.
Par exemple, le Boson de Higgs, qui est ’élément donnant leur masse aux particules du modeéle standard
des particules élémentaires, est modélisé par une fonction ¢ des quatres variables (x,y, z,t) de coordonnées
I’espace temps. Un autre exemple de fonctions de quatres variables (a valeur vectorielle) jouant un role
important en physique est donnée par le champ potentiel electromagnétique

X:R4—>R4.

II1.3 Limites, continuité

Définition. Un domaine de R" est appelé voisinage d’un point (x,, ..., x,) si il contient un petit cube ouvert
de la forme |xy —r,x; + r[X - X]x, —r, x, + r[ avec r € R. Un sous-ensemble U de R" est dit ouvert s’il est
un voisinage de tous ses points.

Définition. Soit f(xi,...,x,) une fonction a n variables, définie au voisinage d’un point My = (yy,...,y,)
sauf peut-étre en M. On dit que f(M) = f(xi,...,x,) tend vers € quand M = (xy, ..., x,) tend vers M si la
propriété suivante est satisfaite : pour tout M # M, quel que soit € > 0, il existe un nombre a > 0 tel que

sipourtouti=1,...,n, |x; —yi| < a, alors |f(x1,...,x,) — €| <€.

En dimension n = 2, la propriété précédente dit que f(M) appartient a I'intervalle |€ — €, £ + €[ des que
M est dans le carré de centre M, et de taille 2a X 2a et M # M,.

Comme pour les fonctions a une variable, les limites ont de bonnes propriétés de commutation aux
opérations standards sur les fonctions.

Proposition 10. Le passage a la limite commute a la somme, au produit par un scalaire, au produit et au
quotient (de dénominateur non nul) de fonctions.

Démonstration. On ne va démontrer le résultat que pour la somme, les autres démonstrations étant simi-
laires. Posons
L= lim f(M)etH = lim g(M).
M— M, f( ) M—-M, g( )

Par définition de la limite, pour tout € > 0, il existe a; > 0 et @, > 0 tels que
Yi=1,...,n, |xi—yl <a; = |f(x1,....,x,) — L| < €/2

et
Vi=1,...,n, |x;,—yil < = |gx1,...,x,) — H| < €/2.

Si on pose @ = min(a, @), on a

VYi=1,...,n, [xi—yil<a=|f(x1,...,x,) — L <€/2et|g(xy,...,x,) — H| < €/2
donc par I’inégalité triangulaire

fCen, o) + 81, x) = (L + H) < [f (x50 X0) — L + 18Xy, ..o, X)) — HI,
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on obtient
Vi=1,...,n, |x,—yl < @

U
lf(x1,..sx) +8(x1,...,x) —(L+ H)| <€/2+¢€/2=¢€.

Définition. On dit que f est continue en M, si
Jim f(M) = f(Mo)

On dit que f est continue si elle est continue en tout point de son domaine de définition.

Corollaire 1. Si f et g sont continues en My et A € R, alors f + g, Af, fg sont continues en M. Si de plus
g(My) # 0, alors f/g continue en M,.

Proposition 11. Si f est une fonction a n variables continue en M, et g est une fonction a une variable
continue en f(My) alors g o f est continue en M.

Démonstration. Comme f est continue en M, on a
lim f(M) = f(M,).
Jim F(M) = f(Mo)
Comme g continue en f(M,), on a aussi

lm g(M') = g(F(My).

En combinant ces deux résultats, on obtient
Jim (g0 £)(M) = (g 0 F)(Mo).
Oa

. 2,2 . . .
Exemple 26. La fonction e* ™ est continue en tout point car (x,y) — x* + y* est continue partout (somme
et produits de fonctions continues) et x — e* aussi.

Exemple 27. Soit f la fonction définie par :

2
flx,y) = ﬁyyz si (x,y) # (0,0)

0 sinon.

Cette fonction est continue en (0,0) sur toute droite passant par [’ origine, mais pas continue le long de la
parabole y = x*, donc elle n’est pas continue en (0, 0).

Remarque 3 (changement de variables). Soient u(x,y) et v(x,y) deux fonctions de deux variables x et y, et
f(u,v) une fonction de deux variables u et v. Si on remplace les variables u et v par les fonctions u(x,y) et
v(x,y), on obtient une fonction des deux variables (x,y) :

F(x,y) = fu(x, y), v(x, y)).

Si f, u et v sont continues, F est aussi continue.
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III.4 Dérivées partielles, différentielle

(a) Dérivées partielles d’ordre 1

Définition. Soit f(xi,..., x,) une fonction a n variables définie au voisinage d’un point My = (y1,...,Y,).
On appelle dérivée partielle de f en M relativement a la variable x; la dérivée (si elle existe) de la fonction
Fi(x) = fOn,..s X seees V)

Elle est notée g—i(yl, .o+>Yn) ol encore fi(yi,...,Yn)

Exemple 28. Soit f(x,y) = x> +y* + xy. Ona

0 0
f(x y)=2x+y et —f(x, y) = 3y* + x.
dy
Proposition 12. Les dérivées partielles commutent aux sommes et produits par un scalaire. On a aussi les
formules
f Bx,g f Ox;
—(fg) s f— et —(f/ )= —F—

pour les dérivées partielles d’un produit et d’un quotient (bien défini) de fonctions.

Définition. Les dérivées partielles d’une fonction a n variables sont des fonctions a n variables qu’on peut

a nouveau dériver. En continuant ce processus, on arrive a définir les dérivées partielles d’ordre supérieur
o 7 0 0

(9xl-1 te axik 8)6,'1 ﬁxik

f

Un des théoremes fondamentaux sur les dérivées partielles, qui est a la base du formalisme des formes
différentielles et de la dérivation extérieure, est le suivant :

Théoréme 4 (Lemme de Schwarz). Soit f(x,y) une fonction a deux variables définie sur un ouvert U C R?,
et supposons que les dérivées partielles secondes de f existent et soient continues. Alors, le résultat d’une
dérivation a ’ordre 2 ne dépend pas du sens de dérivation, i.e., on a [’égalité

*f  Of
Axdy  dyox’
Ce résultat se généralise a une fonction f(xi,...,x,) a n variables définie sur un ouvert U de R" : si ses

dérivées partielles a I’ordre k existent et sont continues, alors le résultat d’une dérivation partielle a I’ordre
k ne dépend pas du sens dans lequel se font les dérivations.

Exemple 29. Soit f(x,y) = x’y*. Ona

P

’f 2 >f
o 0x20y - -

xdy? 6, ay’

= 12xy,
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(b) Développement limité a ’ordre 1 et différentielle

On se souvient de la définition de la dérivée en dimension 1 d’une fonction par la formule
f(x+dx) = f(x)+ f'(x) - dx + o(dx).
Une formule analogue permet de définir la différentielle d’une fonction a n variables et k coordonnées.

Définition. Soit f une fonction de R" dans R* partiellement définie et soit x € Dy. On suppose que f
est définie au voisinage de x. On dit que f est différentiable en x, si il existe une application linéaire
— - -
Df(x) : R* — R* et une application o(dx) avec dx = [dx,...,dx,), définie au voisinage de 0, et telle
qu’on ait
— — —
f(x+dx) = f(x)+ Df(x).dx + o(dx)

.
avec lim— 1ol

B0 o 0. L’application D f(x) est appelée différentielle de f en x.
X—> x|

Le critere suivant permet souvent de ramener la question de la différentiabilité d’une fonction a un calcul
de dérivées partielles.

Théoreme 5. Considérons une fonction

Silxr, .o, x,)
Sxt,.ox) = :
Jilxts o5 x0)
a k coordonnées et n variables, continue et dont les dérivées partielles (des coordonnées) existent et sont

continues (on dit que f est C') sur son domaine de définition. Alors, la fonction f est différentiable et sa
différentielle est donnée par la matrice

of f
I x
Df(xi,...,x,)=| :
Ofic Ofic
ax; " Ox,

des dérivées partielles de ses coordonnées, appelée matrice jacobienne.

Définition. Si f(x,..., x,) a une seule coordonnée but, on note
— —
df(x,dx) := Df(x) - dx.

Dans ce cas C' a une seule coordonnée but, la matrice jacobienne est une matrice ligne dont les coor-
données sont les dérivées partielles de la fonction.

Corollaire 2. Si f est une fonction de R" dans R qui est C' sur son domaine de définition, sa différentielle
est donnée par
_of of

df = —dx, +--- + —dx,.
f 8)61 o 8x,, x
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Exemple 30. La différentielle de la fonction f(x,y) = xy* est donnée par

o 3 o 3
d(xy’) = ((;?c} )dx + (xy )dy =y dx + 3y*xdy.

Remarque 4. (différentielle et plan tangent) L’équation

0 0
a = oo yxs a—];oc, Wy

est I’équation du plan tangent au graphe I'y = {(x,y, f(x,y))} de f, dans les coordonnées (df,dx, dy) dont
[’origine est au point M = (x,y, f(x,y)).

Exemple 31. Dans le cas d’une courbe paramétrée (une coordonnée source) M(t) : I — R”, la différentielle
est une matrice colonne dont les coordonnées sont les dérivées des coordonnées de M. C’est donc le vecteur
vitesse défini précédemment, i.e.,

DM@®) = V().

Exemple 32. Dans le cas des changements de variables C', donnés par des fonctions f : R* — R,
la matrice jacobienne est une matrice carrée. Par exemple, si ® = (u(x,y),v(x,y)) : R*> — R? est un
changement de variables, sa différentielle est

ox 9

Exemple 33. Considérons le changement de variables donné par les coordonnées polaires

®: R, x[0,27] — R?
(r,0) — (rcosf,rsind)

La différentielle de ® en (r, 0) vaut
DCD(I’, 9) — [cosf) —rsin@] .

sinf rcos6

La regle de substitution pour les différentielles de Leibniz se généralise en le résultat suivant, qui permet
de calculer la différentielle d’une composée de fonctions ayant un nombre arbitraire de coordonnées.

Théoreéme 6. Soit g : R" — R" et f : R" — RF deux fonctions de différentielles Dg(x) : R™ — R" et
Df(y) : R* — R¥ en x et y = g(x) respectivement, alors on a (quand tous les termes sont bien définis)

D(f o g)(x) = Df(g(x)) o Dg(x) : R" — R".

Regles de calcul sur les différentielles de Leibniz  Les résultats ci-dessus nous indiquent que les régles
de calcul en une variable restent valables en plusieurs variables.

Théoreme. Les regles sur les différentielles en une variables restent valables en deux variables ou plus (on
développe la substitution plus loin) :
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(différentielle et dérivées partielles) df = %dxl + .-+ ngnan (en particulier, d(1) = 0),
(somme) d(f + g) = df +dg,

(produit par un scalaire) d(Af) = Adf,

(produir) d(fg) = fdg + gdf,

rincipe de substitution ou composition) dans 1’égalité = =dx; +---+ ==dx,, on peut ré-
principe de substitut position) dans 'égalité df = 5Ld g peut
interpréter x comme une fonction.

SR Db~

Exemple 34. La différentielle de la fonction f(x,y) = sin(xy) est donnée par
d(sin(xy)) = cos(xy)d(xy) = cos(xy)[xdy + ydx] = cos(xy)ydx + cos(xy)xdy.
Exemple 35. La différentielle de la fonction f(x,y) = xy* est donnée par
d(xy’) = y’dx + 3y*xdy.

Exemple 36. (composition d’une courbe paramétrée et d’'une fonction a une variable) Pour calculer la
différentielle de f(x(t),y(t)), on prend le produit de la matrice ligne donnée par la différentielle de f par la

matrice colonne donnée par la différentielle T/) de M(t) = (x(1),y(t)). On peut aussi appliquer la regle de
substitution. On écrit la différentielle de la fonction f(x,y),

d d
df(x,y) = 6—§(x, ydx + 6—§(x, y)dy

et dans cette expression on interprete x et y comme des fonctions, avec dx = x'(t)dt et dy = y'(t)dt, ce qui

donne
of

0
df(x(2), y(1)) = —af(X(l),y(l))X'(t)+ ——(x(®), y(®)y'(1) ] dt.
X oy

Le terme devant le dt doit donc étre la dérivée de la fonction composée t — f(x(t), y(t)) :

d 0 0
d_f (x(1), y(1)) = —f(X(l),y(l))X'(t) + —f(X(l),y(t))y'(l)-
t 0x ay

Exemple 37. (Changement de variable) Pour calculer la différentielle de (f o ®)(x,y) d’un changement de
variable ®(x,y) = (u(x,y),v(x,y)) dans une fonction f(u,v), on fait le produit de la matrice ligne donnée
par la différentielle de f par la matrice carrée donnée par la différentielle de ®. On peut aussi calculer la
différentielle de f(u(x,y),v(x,y)) en utilisant la regle de substitution. On a df(u,v) = g—zdu + %dv, donc la
regle de substitution nous donne

df(u(x,y), v(x,y))

L, ), v(x, ) | 5406, y)dx + 2 (x, y)dy
+ L (), v(x, 1) | . y)dx + 8(x, y)dy

| (e, ), (e, 39) 3400, y) + B (e, ), (e, 3)) B, y)] dx
| % e, ), 906, YD) B40x, y) + S (ulx, ), v(x, 3) 36 )] dy.

+
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(c) 1-formes différentielles : définition, propriétés

Les différentielles de Leibniz peuvent €tre vue comme une simple notation qui permet de faciliter les
calculs, mais il sera utile pour la suite du cours de bien comprendre leur formalisation mathématique précise,
qui est donné par les 1-formes différentielles. On adapte ici la définition des 1-formes différentielles en
dimension 1 a la dimension supérieure.

Définition. Soit D C R" un domaine. Une fonction

WXy ooy Xpydxy, ... dx,) = fi(xy, ..., x)dx; + -+ fu(xy, ..., x)dx,

du point x = (x1,...,x,) € D et du vecteur E)c = [dxy,...,dx,] € R", qui est linéaire en cz)c et (infini-
ment) dérivable en tout point de D est appelée une 1-forme différentielle sur D. L’ensemble des 1-formes
différentielles sur le domaine D est noté Q'(D) et I’ensemble des fonctions (infiniment) dérivables sur D est
aussi appelé I’ensemble des O-formes différentielles et noté Q°(D).

La différentielle des fonctions est I’application

d: QD) — Q'(D)
O b dfondx) = L, x)dxy o+ L, x)d,

0x1 Oxp
qui envoie une fonction f sur la 1-forme différentielle différentielle

0 0
fdx1+~--+ f

df = —
f 0x, ox,

dx,.

Calculer la différentielle d’une fonction revient donc tout simplement a calculer ses dérivées partielles au
premier ordre.

Exemple 38. Voyons quelques exemples de formes différentielles définies sur D = R>.
1. La 1-forme différentielle w = 2xdx + 2ydy est la différentielle de la fonction f(x,y) = x*> + y*.
2. La 1-forme différentielle w = ydx + xdy est la différentielle de la fonction f(x,y) = xy.

3. On verra plus tard que la 1-forme différentielle w = ydx — xdy n’est pas la différentielle d’une
fonction f définie sur R?, mais il nous faudra pour cela étendre la différentielle aux 1-formes pour
obtenir des 2-formes différentielles.

Les fonctions peuvent étre additionnées et multipliées (car le produit de deux fonctions dérivables est

_)
dérivable). On peut aussi multiplier une 1-forme w(x, dx) = fidx, + - -- f,dx, par une fonction g (a gauche
ou a droite) en posant simplement

(Wg)(x, dx) = (gw)(x, dx) 1= gfidx; + -+~ g fydx,.

De ce point de vue, on peut dire que {dx,...,dx,} forme une base des formes différentielles par rapport a
la multiplication par les fonctions car toute forme est une combinaison linéaire de ces vecteurs avec pour
coeflicients des fonctions.
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Du principe de substitution pour les différentielles de fonctions, on tire un principe de substitution plus
général pour les 1-formes différentielles que nous formulons maintenant car il sera utile par la suite. Ce
principe de substitution tres général peut étre pensé d’un point de vue physique en disant que le formalisme
des 1-formes différentielles est invariante par des transformations quelconques du domaine. On peut penser
a ce type d’invariance du domaine comme a I’invariance présente dans le formalisme de la relativité générale
d’Einstein.

Théoréme. Soit D C R" un domaine et w € Q'(D) une 1-forme différentielle donnée par
H
w(x,dx) = fidxy + -+ f,dx,.
Supposons que x = (xy, ..., x,) soit une fonction

x(uy,...,up) : A—> D

de variables (u, . ..,u;) dans un domaine A de R*, dont les coordonnées sont des fonctions x;(u,, .. ., uy)
pouri=1,...,n. Alors, on peut définir une 1-forme x*w sur A en replacant x; par x;(uy, . ..,u;) et dx; par
ox; ox;
dx;(uy, ... u) = —duy + -+ —duy
8141 ﬁuk

dans ’expression
w = fi(xg, ..., x)dxy + -+ fu(xq,. .., x)dx,.

Cette 1-forme x*w est la différentielle de la fonction composée
fx(uy,...,up)) : A—>R
lorsque w = df est la différentielle d’une fonction f € Q°(D).
Définition. L’application de substitution
X QYD) - QY(A)
pour x : A — D définie ci-dessus est appelée “tiré en arriere des 1-formes différentielles le long de x”.

Exemple 39. Soit M(t) = (x(1),y(t)) : I — R? une courbe paramétrée et w = fdx + gdy une 1-forme sur
R?, on obtient alors

M w = f(x(0), y@))dx(r) + g(x(1), y(0)dy(t) = [f(x(®), y(1))x'(2) + g(x(2), y(1)y' (D)]dt.
Cet exemple intervient dans la définition de I’intégrale curviligne.

Exemple 40. Prenons la 1-forme w définie sur D = R? par

w = xdy — ydx.
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Les coordonnées polaires sur R* (changement de variable) sont données par deux fonctions
x(r,0) = rcos(0) et y(r,0) = rsin(6)
sur A = R, X [0, 2n]. Elles définissent une application M : A — D. Leur différentielle est donnée par

0 P
dx(r.0) = Zdr + 2246 = cos(9)dr — rsin(6)do
dr do
et P 5
dy(r,0) = Zar + 2.d6 = sin@)dr + r cos(6)do.
dr do

Le principe de substitution nous fournit donc une 1-forme différentielle M*w sur A = R, X [0, 2n] donnée
par
M*w = rcos(0)[sin(@)dr + rcos(68)dd] — rsin(d)[cos(d)dr — r sin(0)db)]

= r[cos(0) sin() — sin(0) cos(0)]dr + r*[cos2(0) + sin*(6)]d0

= r*do
Exemple 41. Si on souhaite se restreindre aux coordonnées polaires M : [0,2n] — R? sur le cercle
S' ={(x,y) € R%, x* +y? = 1} (courbe paramétrée), données par

x(6) = cos(6) et y(0) = sin(h),
on obtient (en posant r = 1 et dr = 0 dans les calculs précédents)
M'w = do.

Ceci signifie que sur le cercle de rayon 1 en coordonnées polaires, la forme différentielle w = xdy — ydx
correspond simplement a la forme coordonnée d, dérivée de [’angle 6.

III.5 Allure des lignes de niveau

On peut aussi représenter une fonction f par ses lignes de niveau.

Définition. Soit f une fonction a 2 variables. La ligne de niveau c € R est I’ensemble L. = {M, f(M) = c}
des points M en lesquels [ prend la valeur c. Plus généralement, si f est une fonction a n variables,
I’hypersurface de niveau ¢ € R est I’ensemble L. = {M, f(M) = c} des points M en lesquels f prend la
valeur c. Pour n = 2, on parle simplement de la surface de niveau c.

Exemple 42. La ligne de niveau c est, de maniére générique, une courbe, mais pas généralement. Par
exemple, si f(x,y) = x> +y? et ¢ > 0, la ligne de niveau L, est le cercle de centre (0,0) et de rayon +\c, mais
la ligne de niveau L est simplement le point (0, 0), et la ligne de niveau ¢ < 0 est [’ensemble vide.

La notion de ligne de niveau joue un role important en physique.

Exemple 43. Sur une carte topographique, les lignes de crete sont tout simplement les lignes de niveau de
la fonction altitude h(x,y) en fonction des coordonnées (x,y) sur la carte.

Exemple 44. Quand on étudie le mouvement d’un solide dans I’espace, la loi de conservation de ’énergie
peut se formuler en disant que le systeme évolue sur une ligne de niveau de la fonction énergie E.

Exemple 45. La surface de niveau ¢ > 0 de la fonction f(x,y,z) = x> + y> + 2% est la spheére de rayon +/c,
mais la surface de niveau c = 0 est le point (0,0, 0) et la surface de niveau c < 0 est I’ensemble vide.
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III.6 Champs de vecteurs et gradient

H
Définition. Un champ de vecteurs V sur D est une fonction
_)
V: D - R"
(1, X) 2 (Vi s ), oo, Vi, ooy X))

Un champ scalaire f sur D est une fonction f : D — R. On note X(D) [’ensemble des champs de vecteurs
sur D et S(D) [’ensemble des champs scalaires.

Remarquons qu’on a une identification naturelle S(D) = Q°(D) entre les O-formes les champs scalaires
(ce sont simplement deux noms différents pour la notion de fonction a valeur réelle, mais les noms ont leur
importance dans ce cours, comme on le verra plus tard).

Les champs de vecteurs, comme les 1-formes différentielles, peuvent étre additionnés, mais aussi mul-
tipli€s par des fonctions (champs scalaires), en multipliant leurs coordonnées, i.e., en posant

q
V)=V, fV).
Si on note Z(xl, cesXy) = (0,...,0,1,0,...,0) le champ de vecteurs constant ayant pour unique coor-

o . = .
donnée non nulle la ieme, on obtient que les X; forment une base des champs de vecteur sur les fonctions

car on peut toujours écrire
_)

— —
V:V1X1+"‘+Van

et ceci de maniere unique.

H
Remarque 5. A un champ de vecteurs V- = (Vy,...,V,), on peut associer un opérateur différentiel sur les

fonctions (champs scalaires) donné par

0 0
Do = Vie— 4 + Ve
4 1ax1 o 0x,

Cet opérateur est linéaire par rapport aux constantes et vérifie la regle de Leibniz
D(f8) = fDy(8) + gDy f-
On dit que c’est une dérivation.

Exemple 46. Un champ de vecteurs du plan est une fonction définie sur un domaine D C R? du plan et a
valeurs dans I’ensemble de vecteurs du plan

T/) : D — R?
M=(xy) b Vy =Py, 0xy)

Un champ de vecteurs de I’espace est une fonction définie sur un domaine D C R? de I’espace et & valeurs
dans ’ensemble des vecteurs de l’espace

4
vV D — R3
_) .
M=(xy2) v V(2 =(PkxYy2),00xy2),R(x,Y,2))
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Exemple 47. Champ du flot de chaleur; champ des vitesses d’un corp solide en rotation, d’un liquide.

Il y a un lien fondamental et indépendant du choix de coordonnées entre champs de vecteurs et 1-formes
différentielles : ils sont en dualité.

Proposition 13. 1] existe un accouplement naturel (bilinéraire par rapport a la multiplication par les fonc-

tions)
t: XD)x QYD) — QD)
— - -
(V,w(x,dx)) W = w(x, V(x))
En coordonnées, siT}(x) =Vi(x),...,V(x)) et w = fidx; + --- + f,dx,, on aura

LVCL):f]'V1+"'+fn'Vn.

Comme on a choisit un systeme de coordonnées D C R" pour D, on obtient un résultat plus fin qui saute
aux yeux : se donner un champ de vecteurs revient a se donner une 1-forme différentielle, i.e., se donner
leurs n fonctions coordonnées.

Proposition 14. Champs de vecteurs et 1-formes différentielles sur D sont en bijection par

X(D) & Q(D)
- -
V=W,..,V,) wv::V-(dxl,...,dx,,):Vldxl+~-+Vndxn
Xo=(firens f)) W= fidx, + -+ fudx,

et cette bijection est linéaire par rapport a la multiplication par les fonctions dans S(D) = Q°(D).

Définition. Par la bijection entre champs de vecteurs et formes différentielles, on obtient I’opérateur gra-
dient sur les champs scalaires, comme [’opérateur induit par la différentielle sur les O-formes correspon-
dantes, donné par

— -
grad(f) = Xy,

ou encore en coordonnées

— 0 0
grad(f) = ((9_)]:1"”’6){)

pour f un champ scalaire, i.e., une fonction de n variables.

Exemple 48. Si f : D — R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D C R?,
son champ de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

af 6f)

55&33:(5E,5;

Si f : D — R est une fonction définie et ayant des dérivées partielles sur un domaine D C R3, son champ
de gradient est le champ de vecteurs défini sur D donné par

of of Q[)

_d) B
gra (f)_ 5557 az
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Remarque 6. Le champ de gradient est orthogonal aux lignes de niveau. Il mesure la direction et I’intensité
de variation de la fonction considérée. Par exemple, quand on fait du ski, on a tout intérét a suivre la
direction donnée par le champ de gradient a la fonction altitude h(x, y) relativement aux coordonnées (x,y)
sur la carte.

II1.7 Intégrale curviligne

Nous allons utiliser le principe de substitution pour les 1-formes pour définir leur intégrale le long d’une
courbe paramétrée, appelée I’intégrale curviligne.

Si M(t) = (x(t), y()) : A = [a,b] — R? est une courbe paramétrée C du plan et w = gdx + hdy € Q'(D)
est une 1-forme définie sur D = R?, on obtient la 1-forme M*w € Q!([a, b]) par remplacement

M w = g(x(1), y(0)d(x(®)) + h(x(1), y()d(y(1)) = g(x(®), y(O)x' (D)t + h(x(2), y())y' ()dt.

Siw =df = Z—fidx + Z—dey est la différentielle d’une fonction f(x,y), on retrouve bien la formule pour
la différentielle d(f(x(¢), y(¢))) de la fonction a une variable obtenue en composant f : D — R avec M :
[a,b] — D. L’intégrale curviligne §Cw est définie comme I'intégrale de Riemann a une variable de la
1-forme M*w € Q!([a, b]) donnée par la formule

b b
Sé w = f M'w = f [g(x(), y()X' (1) + h(x(®), y(®))y' ()] dt.

Plus généralement, on a la définition suivante.

Définition. Soit D un domaine de R", et soit M = (x(t),...,x,(?)) : [a,b] - D C R" une courbe pa-
ramétrée C de D, et w = fdx, + --- + fdx, une forme différentielle définie sur D. L’intégrale curviligne de
w le long de C est définie comme l’intégrale de Riemann classique

b b
Go= [ Moo= [ U0 x@x @+ L0 OO
C a a
Si T/) est un champ de vecteur, sa circulation (on dit aussi son travail) le long de C est ’intégrale

- —
9€V-dM::9§wV
c c

_)
de la 1-forme wy associée a V.

En pratique, en dimension 3, si C est définie par la paramétrisation M(t) = (x(¢), y(¢),z(¢)) et w =
fdx + gdy + hdz, on obtient

b
95 w= f [f (x(0), (1), 2(0) X' (1) + g(x(2), (1), 2(0))y' (1) + h(x(D), y(1), Z(1))z (D)]d1.
C a
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Théoreme. Si w = df est la différentielle d’une fonction et C est une courbe paramétrée par M : [a,b] —
R”, alors

950) = f(M(b)) - f(M(a)).

c
En particulier, si M(a) = M(b), i.e., si la courbe est fermée, alors ’intégrale curviligne est nulle :

SszO.
c

Exemple 49. On va montrer que la forme w = % définie sur R* — {(0,0)} n’admet pas de fonction

primitive f (telle que w = df) en montrant qu’elle a une intégrale non nulle sur le cercle. Soit M(6) =
(x(80), y(0)) = (cos(8), sin(0)) : [0,2n] — R? la paramétrisation standard du cercle S*'. Sur S*, on a x* +y* =

1. On a alors

g1 W= »#0,27[] Mw
ﬁo,zn] x(0)d(y(0)) — y(0)dx(0)
[ x(6)y 6)d6 — y(6)x ©)d6

7 [cosX(6) + sin(@)1d6
= 2nm.

Donc w n’est pas exacte, i.e., n’a pas de fonction primitive f, car sinon, on aurait (par la formule fonda-
mentale du calcul différentiel et intégral)

& df

f(1,0) = f(1,0)
= 0

ce qui n’est pas le cas car 0 # 2m.

III.8 Surfaces paramétrées

Définition. Soit A un domaine de R?. Une surface paramétrée S de I’espace, de parametres dans A, est la
donnée d’une fonction

M : A - R3
(u,v) > Mu,v):= (x(u,v),y(u,v),z(u,v))

(qu’on supposera, plus précisément, définie au voisinage dans R?* de tout point de A).

Définition. Les dérivées partielles de la paramétrisation M : A — R> sont les vecteurs de composantes

— —
M _ox oy oz, OM_ 0x Oy 0
Ou  Ou Ou’ du v O Iy

et d’origine M(u,v). Le vecteur orthogonal a la surface S paramétrée par M(u,v) est le vecteur

)

— -
= oM oM
COou dv’
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On dit que la surface est réguliere si ce vecteur est partout non nul. Le plan tangent a la surface réguliere
S paramétrée par M(u,v) en M(uy, vo) est le plan paramétré

T: R* > R
M

,v) — T(u,v) = M(uo, vo) + uZ(ug, vo) + viL (ug, vo).

Le vecteur normal a la surface réguliere S est le vecteur

ﬁ
N m

l’l:m.

Une surface paramétrée de R® est munie d’une orientation naturelle, donnée par son vecteur normal.
Plus généralement, on appelera orientation d’une surface (par exemple, donnée par une équation) de R la
donnée d’un champ de vecteur normal (orthogonal et de norme 1) a la surface.

Exemple 50. Un ruban de mobius ne peut étre orienté, alors qu’un ruban sans twist (cylindre) admet pour
orientation, soit la normale extérieure, soit la normale intérieure.

Proposition 15. Soit My = M(uy,vy) un point de S correspondant au point (uy, vo). Soit mq le vecteur
orthogonal a S en M. Alors le plan tangent a S en My admet pour équation

(x = X0,y = Y0,2 = 20) - g = 0.

Démonstration. Le plan défini par 1’équation précédente est orthogonal a my. En particulier, il contient les
deux vecteurs tangent 2 la surface en M,. On a supposé que mg n’est pas nul, ce qui signifie que les deux
vecteurs tangents sont linéairement indépendants. Le plan considéré est donc le plan tangent a la surface en
M. O

II1.9 Théoreme des fonctions implicites

Il existe un lien entre équations et paramétrisations donné par le théoreme des fonctions implicites, qui
permet de montrer 1’existence de solutions aux équations. Nous allons le formuler en montrant comment
paramétrer les lignes de niveau d’une fonction sur R? et les surfaces de niveau d’une fonction sur R?.

Théoréme 7 (Fonctions implicites dans R?). Soit f(x,y) une fonction de deux variables telle que f(xo,yo) =
0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues au voisinage de
(%0, Y0)- Supposons aussi que

0 0
df(XO, )’O) = l(-x()’y())d-x + l(x07y0)dy * 0
0x oy

Alors soit %(xo, vo) # 0 et il existe un voisinage I de x, et une fonction y = ¢(x) définie sur ce voisinage
tels que

¢(x0) = yo et f(x,o(x)) = 0 pour tout x € I,
soit %(xo, yo) # 0 et il existe un voisinage I de y, et une fonction x = ¢(y) définie sur ce voisinage tels que
¢(yo) = Xo et f(o(»),y) = 0 pour tout y € 1.

Dans les deux cas, la fonction ¢ satisfaisant a ces conditions est unique.

41



Définition. La fonction ¢ du théoreme 7 s’appelle la fonction implicite définie par I’équation f(x,y) = 0 et
la condition initiale yy = ¢(xo) ou xo = ¢(yo).

Proposition 16. Sous [’hypothese du théoreme 7, la fonction ¢ est dérivable et dans le cas g—f #0,0na

, & (x, p(x))
‘10 ()C) = _('?f—'
L(x, ¢(x))

Démonstration. 11 suffit de différencier la relation f(x, ¢(x)) = 0 en utilisant la loi de dérivation des fonc-
tions composées. Cela donne
of ox of dp

d(f(x,e(x)) = aﬁ_xdx + %adx =0

ce qui implique le résultat souhaité. O

Remarque 7. (Equations analytiques et fonctions explicites globales) Supposons que la fonction f(x,y)
soit analytique, i.e., localement donnée par la somme de son développement limité a tous les ordres, qui
converge normalement. Ceci revient a dire qu’on a une égalité

Foo+hyo+k) =) ahikd

i,j20

vraie au voisinage de (h, k) = (0, 0) pour tout (xo,yo) € Dy. Dans ce cas, la fonction implicite du théoréme se
prolonge en une fonctions analytique de x en tous les points ou la courbe de niveau de f n’a pas de tangente
verticale. Elle est en fait explicite, car on peut la déterminer en calculant son développement limité complet,
en dérivant a tous les ordres ’équation f(x,¢(x)) = 0, par un procédé similaire a celui de la proposition
16. Ceci permet de décrire globalement la courbe f(x,y) = 0 comme le graphe d’une fonction analytique
explicite (localement donnée par son développement limité) sur tous les intervalles sur lesquels elle n’a pas
de tangente verticale. L’analogue de cet énoncé pour les surfaces (voir [?]) ne fonctionne pas tel quel, mais
si la surface est bornée, on arrive tout de méme a trouver un nombre fini de fonctions implicites explicites
(données par leur développement limité, qui est calculable) pour la décrire comme un graphe (voir plus
loin).

Corollaire 3. Soit f(x,y) une fonction de deux variables telle que f(xy,yo) = 0. Supposons que f admette
des dérivées partielles continues au voisinage de (xy, yo). Supposons aussi df + 0. Alors la droite tangente
a la courbe d’équation f(x,y) = 0 en (xo, yo) admet comme équation

g—f(xo,)’o)(x — Xp) + a—f(xo,)’o)()’ —yo) = 0.
X ay

Démonstration. On considere le cas ou %(xo, vo) # 0, I’autre étant traité de la méme maniere. Au voisinage
de (xo, o), la courbe f(x,y) = 0 est le graphe de la fonction y = ¢(x). Sa droite tangente en (xy, yo) admet
comme équation

Y = Yo = ¢'(x0)(x = Xo).
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D’apres la proposition 16, la derniere équation est équivalente a

3 g—ﬁ(xo,yo)

(x = x0)
%;(Xo, Yo)

Y=Y =

ou encore of of
——(x0, y0)(x — x0) + ——(x0,y0)(y — yo) = 0.
ox ay
O

Théoréme 8 (Fonctions implicites dans R*). Soit f(x,y,z) une fonction de trois variables telle que
f(x0,¥0,20) = 0. Supposons que f admette des dérivées partielles d’ordre 1 et qu’elles soient continues
au voisinage de (X, o, 20). Supposons aussi que

df(xo,y0,20) # 0.

Alors, localement au voisinage de (xy,yo,20) I’équation f(x,y,z) = 0 peut étre résolue par une fonction
implicite de deux des coordonnées (x,y, 7). En particulier, si %(xo, Yo, 20) # 0, il existe o(x,y) vérifiant

SD(X()’yO) =20 et f(xaya QD(xay)) = 0
pour tout (x,y) au voisinage de (xo, yo).

Définition. La fonction ¢ du théoréme 8 s’appelle la fonction implicite définie par I’équation f(x,y,z) =0
et la condition initiale 7o = ¢(xo, Yo).

Proposition 17. Les dérivées partielles de la fonction implicite ¢(x,y) sont données par les formules

4]
dp  Lx.y.e(x.y) . (0,006, 3)
—_— _— e —_— _—

0x  I(x,y,p(x,y)) ay Ly exy)
Démonstration. 11 suffit de différencier la relation f(x,y, ¢(x,y)) = 0. o

Corollaire 4. Soit f(x,y,z) une fonction de trois variables telle que f(xo,Yy0,20) = 0. Supposons que f
admette des dérivées partielles d’ordre 1 continues au voisinage de (xy, Yo, 20). Supposons aussi que df # 0.
Alors, le plan tangent a la surface d’équation f(x,y,z) = 0 en (xg, Yo, 20) admet comme équation

0 0 0
—f(xo,YO,Zo)(X — Xo) + —f(xo,)’o,Zo)(y - Yo) + —f(xo,)’o, 20)(z = z09) = 0.
Ox dy 0z

Exemple 51. Le plan tangent a la sphere
FC+y+77-1=0
en (1/3,2/3,2/3) est d’équation
2/3(x—1/3)+4/3(y—-2/3)+4/3(z—-2/3)=0
soit

X+2y+2z=3.
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Idée de preuve pour le théoréme des fonctions implicites dans R*. On a une fonction f(x,y), et un point
(x0,y0) en lequel la deuxieme dérivée partielle est non nulle. Pour fixer les idées, on la suppose stricte-
ment positive (la preuve serait completement analogue dans le cas contraire) :

0
a—f(xo,)’o) > 0.
y

D’autre part, I’hypothese du théoreme nous dit aussi que les dérivées partielles sont des fonctions continues :
il existe donc un petit carré C, centré sur le point (xo, yo), tel qu’on ait aussi

af
dy
pour tous les points (x, y) de C. Dans la suite, on considere seulement les points de C. On note C = I X J ou

I est un petit intervalle pour la variable x et J un petit intervalle pour la variable y.
La valeur de x étant fixé, on considere la fonction (d’une seule variable!)

(x,y)>0

fxO Ly f(xo,Y)-

Par définition des dérivée partielle, cette fonction est dérivable et sa dérivée est la dérivée partielle par
rapport a y, qui est strictement positive sur J : cette fonction d’une variable est donc strictement croissante
sur J. Comme elle s’annule pour la valeur y = y,, elle est strictement négative au début de J et strictement
positive a la fin : en notant J = [yy — 8, yo + 5], on a

S(xo0,y0 —B) < O et f(x0,y0 + ) > 0.

On utilise maintenant la continuité de f : il existe un petit intervalle autour de x, tel qu’on ait encore

f(x,y0 = B) < 0et f(x,y0 +B) > 0.

pour tout x dans ce petit intervalle. (Pour ne pas multiplier les notations, on va encore noter [ cet intervalle,
bien qu’a priori il soit plus petit que I'intervalle I que nous avions choisi; ceci ne devrait pas étre un
probléme puisque ce petit intervalle a toutes les propriétés de 7).

Fixons maintenant un x dans /, et considérons la fonction

ferye f(x).

(auparavant on a considéré cette fonction mais seulement pour la valeur x = x(; maintenant on prend
n’importe quel x dans /, qui est un petit intervalle autour de x,). Cette fonction d’une variable vérifie les
trois propriétés suivantes :

L. firo=p) <0,

2. fio+pB) >0,

3. la dérivée de cette fonction est strictement positive sur I’intervalle J.
On en déduit qu’il existe un unique y dans J tel que f,(y) = 0. On a donc montré que pour tout x dans un

petit intervalle autour de x, il existe un unique y dans un petit intervalle autour de y, tel que f(x,y) = 0.
Ceci permet de définir la fonction ¢ recherchée en posant y = ¢(x). O
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IV Intégrales multiples

(2 séances)

IV.1 Définition, propriétés

Sin=1,2,3 et PCR"est un domaine borné, on peut tenter d’approximer P en utilisant un découpage
de R” en pavés (intervalles, carrés, cubes) de taille €. En dimension 1, on recouvre la droite réelle R par les
petits intervalles

Pre := ke, (k + 1)€]

pour k entier. En dimension 2, on recouvre le plan réel R? par les petits carrés
P := ke, (k + 1)e] X [le, (I + 1)e]
pour k et [ entiers. En dimension 3, on recouvre I’espace réel R? par les petits cubes
Prime = [ke, (k + De] X [le, (I + 1)e] X [me, (m + 1)€]

pour k, [ et m entiers.

Pour bien visualiser la situation, on dessinera le graphe d’une fonction positive a deux variables et un
exemple de pavé approchant le volume sous ce graphe.

Etant donnée une fonction f : P — R avec P C R” borné, on peut approcher son intégrale en faisant
la somme de ses valeurs aux sommets inférieurs des pavés de taille € contenus dans P, pondérée par la
“taille” du pavé (i.e., sa longueur, sa surface, ou son volume). Plus précisément, on approche I’intégrale, en
dimension 1, par la somme

le= > eftke),

keZ,PyCP

en dimension 2, par la somme

I = Z E f(ke, Ie)

(k,l)EZz,Pkl’GCP

et en dimension 3, par la somme

I, = Z e3f(ke, le, me).

(k,l,m)eZ3,Pk1,,1,ECP

Définition. L’intégrale de la fonction f sur le domaine P de R", est donnée par la limite (si elle existe)

f F(M)dM = lim L.
P e—0

On notera I’intégrale par
|, fdx = |, f(M)am en dimension 1,
f] fx,y)dxdy = fp f(M)dM en dimension 2,
f ﬁp f(x,y,2)dxdydz = fP f(M)dM en dimension 3.
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Théoreme 9. Soit f une fonction continue définie sur un domaine fermé (i.e. pouvant étre défini par une
équation g = 0) et borné (i.e., inclus dans un grand pavé [-M, M1") P de R" pour n = 1,2,3. L’intégrale
[, f(M)dM existe.

Proposition 18. L’intégrale vérifie les propriétés suivantes :

1. (linéarité) Si A est une constante et f et g sont des fonctions, on a
f(/lf+g)(M)dM = /lff(M)dM+ fg(M)dM.
P P P

2. (additivité ensembliste) Si P = Py U P, est une union de domaines suffisamment réguliers obtenus
en recollant le long des bords. Alors

f fMHdM = f F(M)dM + f F(M)dM.
P Py P

IV.2 Intégrale et mesures

Une maniere de voir I'intégrale est de la penser comme un moyen de calculer des longueurs, aires et
volumes. Le calcul intégral permet aussi de calculer la masse totale d’un domaine a densité variable, un
centre de gravité, ou une probabilité (intégrale d’une densité de probabilité).

Rappelons la définition de la longueur d’une courbe paramétrée donnée dans la Section II.5 (c).

Définition. La longueur d’une courbe paramétrée C du plan ou de I’espace est donnée par ’'intégrale de
la longueur de son vecteur vitesse

b
longueur(C) ::f ||V (2)l|dt.

Définition. Si S est une surface paramétrée par M(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) avec (u,v) € A, son aire

est donnée par
aire(S) := f f

Exemple 52. Supposons que la surface S soit le graphe d’une fonction z(x,y) au-dessus d’un domaine A
de R?, i.e., que S soit paramétrée par

(9M (9M

dudv = f I7l\dudv.

X=X, Y=Y, z=2z(x,y) (x,y) €A

aire(S) = ff \/ ﬁy) dxdy.

oM 9 oM d
< <

= —l1,0,= t = —lo,1,=

( (9x) ¢ Oy ( ay)

L’aire de la surface S vaut

En effet, on a

46



donc
— —
oM \ oM ( 0z 0z |
ax  dy | ox 9y’
ce qui donne le résultat, par définition de ’aire dans le cas général d’une surface paramétrée.

Définition. Le volume d’un domaine D de R est I'intégrale

volume(D) = f f f dxdydz.
D

On généralise aussi directement la notion de centre de gravité vue en dimension 1 a la dimension
supérieure.

Définition. La masse d’un domaine D C R" de densité de masse f : D — R est ’'intégrale

M(f) = ff(xl,...,x,,)dxl ...dx,.
D

Le centre de gravité du domaine D est le point G = (g1, .., g,) dont les coordonnées sont données par

1
gi = Mﬁxif(xl,...,xn)dxl ... dx,.

IV.3 Premieére méthode de calcul : théoreme de Fubini

Le théoreme de Fubini permet de ramener le calcul de I’intégrale multiple sur un domaine compris entre
le graphe de deux fonctions en le calcul d’une intégrale itérée.

Théoréeme 10. Supposons que le domaine P C R? soit un domaine délimité par les graphes de deux fonc-
tions ¢o(y) et ¢,(y) définies sur un intervalle [a, b). Alors ’intégrale double se calcule a ’aide de deux

intégrales simples :
b 01(y)
f f J(x, y)dxdy = f ( f(x,y)dX)dy-
P a @o(y)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

I = Z E f(ke, le)

(k,EZ?, Py eCP

sous la forme d’une double somme

= Z € Z €f(ke,le).

kGZ,HPk[YECP lEZ,Pk[YECP

< 1) o b [ re1 ()
La somme intérieure tend vers L o) f(x,y)dx et la somme extérieure tend vers fa ( L o) f(x, y)dx) dy. O
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Exemple 53. Soit P = {(x,y) € R?, 0<y <1, 0 < x <y} et f(x,y) = x% L'intégrale de f vaut par Fubini

1
f f(x, y)dxdy = f ( f yxzdx)dy:i.
P o \Jo 12

Exemple 54. Soit P = D' = {(x,y) € R?, x* +y* < 1} le disque unité. On veut calculer sa surface,
i.e., intégrer la fonction constante f(x,y) = 1 dessus. Remarquons qu’on peut voir D' comme le domaine
compris entre le graphe de deux fonctions en écrivant

D'={(x,y) eR’xe[-1,1], —-VI-x2 <y < V1 - x2}.

Le théoréme de Fubini nous donne alors

1 V1-x2 1
ffdxdy:f [f dy]dszf V1 — x2dx.
P -1 \J-Vi- -1

Le changement de variable x = cos(t) nous permet d’identifier cette expression a

0 0 0
f f dxdy =2 f V1 — cos?(£)(—sin(¢))dt = 2 f (= sin(?))(—sin(2))dt = 2 f sin’(¢)dt.
P - - —

T

1—cos(21)
2

La relation sin’(t) = nous permet d’obtenir

: 0
ffdxdy _ [t _ 51n(2t)] .
P P

Théoréme 11. Supposons que le domaine P C R? soit un domaine délimité par les graphes de deux fonc-
tions ¢o(y, z) et (v, z) définies sur un domaine A du plan des coordonnées (y, z). Alors l’intégrale triple se
calcule a I’aide d’une intégrale double et d’une intégrale simple :

01(,2)
ffff(X, y,2)dxdydz = ff (f f(x,y, z)dx) dydz.
P A NI o(v,2)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

I, = Z e f(ke, le, me)

(k,l,m)€Z3 >Pl<lm,eCP

sous la forme d’une double somme

I, = Z e Z ef(ke, le, me).

(k,l)EZz,ﬂPk]méCP mEZ,Pk[mA’eCP

1(3,2)

La somme intérieure tend vers f 2 f(x,y,2)dx et la somme extérieure tend vers

(4

s (Lil(;) : f(x,y, Z)dx) dydz. .
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Théoreéme 12. Supposons que pour (x,y,z) € P C R, z varie sur un intervalle fixe [z9,2,], et que pour
Z fixé, (x,y) varie dans un domaine A(z) qui dépend de z. Alors l’intégrale triple se calcule a l’aide d’une
intégrale simple et d’une intégrale double :

f f F(x, v, 2)dxdydz = f 'l ( f 1(x, y,z)dxdy) dz.
P 20 A(z)

Démonstration. (idée) Il s’agit de décomposer la somme de Riemann

I, = Z € f(ke, le, me)

(k,L,m)EZ3 ,Prym e CP

sous la forme d’une double somme

I = Z € Z E f(ke, le, me).

(k)EZ,HPk[mYECP (l,m)EZz,P]dm,gCP

La somme intérieure tend vers f fD(Z) f(x,y,2)dxdy et la somme extérieure tend vers

fzjl (ffA@ .y, Z)dxdy) dz. D

3

Exemple 55. Soit P = {(x,y,2) €R?, 0<z<1, 0<y<z 0<x<y}et f(x,y) = 2xyz. L'intégrale de f

vaut par Fubini
1 Z y 1
f f(x,y,2)dxdydz = f ( f ( f 2xyzdx) dy) dz = —.
P o \Jo \Jo 24

IV.4 Deuxieme méthode de calcul : changement de variables
(a) Aire d’un parallélogramme et déterminant

Considérons le parallélogramme (ABCD) dessiné ci-dessous :

B C

A D

L’aire du parallélogramme (ABCD) est égale au produit de la longueur de la base [AD] par la hauteur 4,
car elle est égale a celle du rectangle ayant ces dimensions (il suffit de découper le triangle de gauche de la
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figure et de le recoller a droite de la figure). Si on note 6 I’angle entre les vecteurs AB et AD, on sait que la
hauteur est égale a

H .
h = ||AB|| - sin(6).

On obtient donc
— —
aire(ABCD) = ||AB|| - [|AD|| - sin(6).

Par la définition géométrique du sinus de 1’angle 6, cette expression est exactement égale au déterminant
. —_— —
aire(ABCD) = '[AB,AD]'

de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs donnés.
Maintenant, si on se donne une application linéaire T de R? vers R?, I’ aire de I’image du carré C = [0, 1]°
par T est Iaire du parallélogramme 7 ([0, 1]%), qui vaut

aire(7'([0, 11)?) = | det(T)|.
De maniére plus générale, si on considere le carré [0, €], alors I’aire de son image par T est

aire(T([0, €]?)) = €*| det(T)|.

(b) Aire de I'image d’un carré élémentaire par un changement de variable

Considérons maintenant une application de changement de variable

(O3 P — A
(x,y) B DO(x,y) = (u(x,y),v(x,y))

d’un domaine P C R? dans un domaine A C R? qu’on suppose bijective, dérivable et de dérivée continue,
telle que la matrice jacobienne

po= (3 i)
soit inversible en tout point (x, y).
Supposons que le petit carré P, . de sommet (ne, l€) pour (n,[) € Z*> donné et de coté € soit inclus dans

P. Par définition, 1’application @ est bien approchée au premier ordre par 1’application linéaire donnée par
sa matrice différentielle. Plus précisément, on a

O(x + hy,y + hp) = O(x,y) + DO(x, y) - (h1, ha) + o(hy, hy).
L’image par @ du petit carré P, (dont I’aire était €?) a donc pour aire

aire(®(P)) = | det(DO(x, y))le2 + 0(€, €).
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(¢c) Changement de variable en dimension 2

Théoreme 13. Soit ® : P — A un changement de variable entre deux domaines P et A de R2?, comme dans
la section précédente, et f une fonction sur A. On a alors [’égalité

fff(x,y)dxdy: fff(d)(u, V)| det(DD®(u, v))|dudv.
A P

Le déterminant qui apparait dans la formule est appelé déterminant jacobien.

Démonstration. (idée) Par définition, I’intégrale de droite est approchée par la somme

I = Z F(D(ne, le))| det(DD(ne, l€))|€%,

Pnl,eCP

qui correspond a approcher le volume sous le graphe de la fonction (f o @) - det(D®) par de petits pavés
dont les bases sont des carrés de taille € et de sommet (ne, le) pour (n,[) € Z2. On utilise alors le calcul de
la section précédente qui nous dit que

aire(D(P,)) = | det(DD(x, y))|€> + o(e, €).

Il est raisonnable de considérer (comme @ est continuement différentiable inversible, recouvrir P par les pe-
tits carrés P, qu’il contient revient a recouvrir A par leurs images ®(P,; ), qui sont des versions déformées
de ces petits carrés) que I’intégrale de f sur A peut étre calculée comme limite des sommes

Z aire(D(Py)) - f(D(ne, le)).

(n.)EeZ2,0(P,l)cA

Par passage a la limite et utilisation de I’estimation ci-dessus pour 1’aire de ®(P,;.), on obtient le résultat
voulu. O

Exemple 56 (Calcul en coordonnées polaires). On souhaite calculer I’aire du disque D' = {(x,y), x*+y* <
1} par un changement de variable en dimension 2. On utilise les coordonnées polaires

O®: P=[0,1]1%1[0,27r] — A
(r,0) — (rcos@,rsiné).

Le déterminant jacobien vaut

cosf —rsinf

sin@ rcosf | — r.

det(DD(r, 0)) =

Par changement de variable, I’aire du disque devient l’intégrale

ff dxdy = ff rdrdé.
D! [0,1]%[0,27]

Le théoreme de Fubini permet d’écrire

1 2 1 27 1
ff rdrd@zf(f rd@)dr:(f rdr)-(f dé’):—-Zﬂ:n.
[0,1]x[0,27] 0 0 0 0 2
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Exemple 57. On souhaite calculer l'intégrale double

1
1= —dxdy,
fL] I+ x2+y? xay

oit D' est le disque de rayon 1. Par le changement de variables des coordonnées polaires, I'intégrale qu’on

souhaite calculer devient |
I = f f 2rdrd9.
[0.1]x[027) 1+ 7

En utilisant le théoreme de Fubini, on obtient

21 1 1
d d
I:f (f rr2)d9=2ﬂf =
0 0 1+r 0 1+r

On applique ensuite le changement de variable u = r* en utilisant du = 2rdr pour conclure que

1 2 1
I:ﬂf 4r) :nf A in(1 + W)} = 7 1n(2).
0 0 1+u

1+72

Exemple 58. On souhaite calculer l'intégrale Gaussienne G = f e~ dx. Pour cela, on utilise I’astuce de

R
se placer en dimension 2, en étudiant l’intégrale f fRZ e”‘Q’yzdxdy. Par le théoreme de Fubini, on obtient

ff e_xz_yzdxdy = (f e_xzdx) : (f e_yzdy) =G~
R R R

D’autre part, par un changement de variable en coordonnées polaires et une nouvelle application du
théoréeme de Fubini, on obtient

ifeﬂhﬂﬁéﬂiif e#nmw=2ﬂf‘é”ﬂﬁvz=nké“EW=ﬂ00+l>=m
R2 R4+Xx[0,27] Ry

On en déduit que I’intégrale gaussienne fR e~ dx vaut \r.

(d) Changement de variable en dimension 3

Un raisonnement similaire a celui fait dans la sous-section (c), basé sur I’approximation au premier
ordre

— — —>
®((63.9+ ) = f063.0) + DO v.2) T +0(7)
d’un changement de variable par sa différentielle, permet d’obtenir le résultat suivant :
Théoreme 14. Soit

O : P — A
m,v,w) = (x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))
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un changement de variable entre deux domaines P et A de R?, i.e., une application bijective dérivable et de
dérivées partielles continues telle que la différentielle

Ou  Ou  du
dx dy 0z
Ov v v
dx dy 9z

9x dy 0z

DO =

soit une matrice inversible (i.e. de déterminant non nul) en tout point de P. Soit f : A — R une fonction
intégrable. Alors on a

ff f(x,y,2)dxdydz = ff f(@(u, v, w)|DO(u, v, w)|dudvdw,
A P

ou |DD(u, v, w)| désigne la valeur absolue du déterminant jacobien.

Exemple 59 (Calcul en coordonnées cylindriques). On souhaite calculer l'intégrale de la fonction
f(x,y,2) = zsin(x*+y?) sur la portion de cylindre donnée par C = {(x,y,z) € R?, ¥*+y* < «/r, 0 <z < H}.
Pour ceci, on parametre C par

®: [0, /7] x[0,27] x [0,H] — R3
(r,0,2) —  (rcos(8), rsin(0), z)

Le déterminant jacobien est donné par

cos(d) —rsin(d) O
sin(6) rcos(d) O
0 0 1

det(D®D) = =r.

On obtient ainsi, par changement de variable et grdce au théoreme de Fubini,
e zsinG? + y)dxdydz = [[ s ommxpo 2 SiNG)rdrdédz
foﬁ ( OZH (fOH Z sin(rz)rdz) d@) dr
27 H Vi )
( A d@) . (fo zdz) . (fo s1n(r2)¥)

o) |V
2r- (2221 - =52,
= nH>.

Exemple 60 (Calcul en coordonnées sphériques). On souhaite calculer le volume de la boule pleine B
d’équation x* +y* + x> < R, paramétrée par
®: [0,R]x[0,n] x[0,27r] — R3
(r,p,0) = (rsin(p) cos(6), r sin(¢p) sin(), r cos(y))
L’angle 0 est la lattitude (angle par rapport au méridien de Greenwich) et I’angle ¢ est la colongitude
(angle par rapport au rayon passant par le nord). Le déterminant jacobien est donné par
sin(¢) cos(f) rcos(p)cos(f) —rsin(p) sin(d)
det(D®) = | sin(¢p)sin(d) rcos(p)sin(f) rsin(p) cos(h)
cos(p) —rsin(p) 0

53



Par linéarité du déterminant par rapport a ses colonnes, on obtient

sin(¢) cos(f) cos(p) cos(d) — sin(H)
det(D®) = r? sin(¢p) | sin(p) sin(f) cos(p)sin(d)  cos(H)
cos(p) — sin(yp) 0

En développant par rapport a la troisiéme colonne, on obtient

det(DD) r sin(¢)(— sin(6))[— sinz(go) sin(6) — cos?(¢p) sin(#)]+

2
72 sin(p)(— cos(6))[— sin*(¢) cos(d) — cos?(¢) cos()]
2
2

= 2 sin(p)[sin’*(p) + cos(¢)] - [sin*(0) + cos?(6)]
= rsin(y).

Remarquons qu’on aurait obtenu —r* sin(¢) si on avait inversé le sens des variables 6 et ¢ dans la pa-

ramétrisation (ce qui revient a échanger deux colonnes dans le déterminant). En appliquant le changement
de variable et le théoréme de Fubini, on calcule le volume de la boule pleine B :

fffB dxdydz = fff[o,R]x[o,n]x[o,zn] r? sin(¢)drdedo
fOR ( foﬂ ( fOZH r? sin(go)d@) dgo) dr

- ( > de) ([ sin(e)dg) - ( I rzdr)
= 2n[-cos(p)I5[ /31§

47R3
=

Exemple 61 (Calcul du volume d’un tore de révolution). On souhaite calculer le volume d’une roue de vélo
R,

qui est le domaine de |’espace décrit par

R= (5.0 € B, (VF 7 —af 4 < )

avec a > R > 0 des constantes données. Il s’agit donc du domaine engendré par la rotation autour de I’axe
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Oz d’un cercle du plan Oxz de centre (a,0) et de rayon R.

ah
N

On désire calculer

I = volume(R) = f f f dxdydz.
R

On utilise le changement de variables en coordonnées polaires en (x,y), ce qui donne par le théoreme de

Fubini 5
I= fff rdrdOdz = f (ff dra’z) df = 2nJ(a,R)
Dg(a)x[0,27] 0 Drg(a)
J(a,R) := ff rdrdz
Dg(a)

et Dg(a) le disque de centre (a,0) et de rayon R, c’est a dire

avec

Dr(a) :={(r,2) € R, (r—a)* + 7> < R*).

On remarque ensuite que Dg(a) est symétrique par rapport a la verticale passant par (a,0) et r — a est

impaire, ce qui implique
ff (r—a)drdz = 0.
Dg(a)

J(@a,R)=a ff drdz = anR?.
Dg(a)
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On a donc



Le volume de la roue de vélo est donc

volume(R) = 27%aR’.
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V Formes différentielles

(3-4 séances)

V.1 Motivations

Définition intuitive : Les formes différentielles sont les objets naturels qu’on peut intégrer sur des
domaines non plats (courbes, surfaces, volumes).

But de leur introduction : Développer un systeme de notation permettant au calcul vectoriel et intégral
d’étre invariant par changement de repere (formule du changement de variable automatique). Cette inva-
riance par rapport au repere est fondamentale dans la formulation mathématique des lois de la physique.

Intérét : Simplifier les calculs, et donner une formule d’intégration (formule de stokes) générale

fa)zfdw,
oD D

qui implique toutes les formules intégrales utilis€es en mécanique des fluides et en électromagnétisme et
généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
f df = f Fodx = fB) - fla) = f =
[a,b] a {b+,a-} dla,b]

au cas d’une surface D = S bordée par une courbe D = C, et a celui d’un volume D = V bordé par une
surface dD = §'.

Précautions : Toutes les fonctions utilisées dans ce texte sont supposées infiniment continument
dérivables sur leur domaine de définition.

V.2 Formes différentielles et différentielle extérieure

On va commencer par une définition un peu abstraite, mais qui permet de vraiment comprendre le
lien profond entre formes différentielles et intégrales, pour ensuite décrire plus concretement les choses en
dimension 1, 2 et 3.

Afin d’étre complet, on donne la définition (difficile a comprendre) des k-formes différentielles, qui sont
des objets qu’on va intégrer sur des domaines de dimension k.

Définition. Une k-forme différentielle sur D C R" est une application

w: Dx®Y - R

- - - -
(x,dx',....dx - w,dx',..., dx"
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qui est (infiniment) continuement différentiable en x € D et linéaire en chacune des composantes dx' =
[dx|,...,dx,] et alternée, i.e., qui change de signe quand on échange dx' avec dx’ pouri # j:

—)i e —_ . —)l.
w(x,...,dx',....dx,...) = —w(x,...,dx,...,dx,...).

Une forme différentielle générale est une somme de formes différentielles de degrés éventuellement
différents. On note QF(D) (resp. Q*(D)) I’ensemble des k-formes différentielles (resp. I’ensemble des formes
différentielles).

Exemple 62. Une k-forme en dimension n est forcément nulle si k > n. Voyons pourquoi c’est vrai pour
une 2-forme en dimension 1. Si w(x,dx', dx*) est une telle 2-forme, on a par bilinéarité

w(x, dx', a’xz) = dxldxzw(x, 1, 1).
Mais par antisymétrie, on obtient aussi
w(x,dx',dx*) = —w(x,dx*,dx") = —dx'dx’w(x, 1, 1).
Ceci n’est possible que si w(x, 1,1) = 0 et donc si w est identiquement nulle.

On peut décrire les formes différentielles générales tres concretement en coordonnées, en utilisant des
expressions formelles faisant intervenir une nouvelle opération, le produit extérieur, grace au théoreme
suivant.

Théoreme 15. Une k-forme est une somme finie de la forme

outles f;, . i sont des fonctions de la variable x = (xi, . .., x,) et le produit extérieur A est une multiplication
qui vérifie des propriétés similaires a celles du produit vectoriel :

(antisymétrie) dx; A dx; = —dx; ANdx;,
(associativité) wi A (w2 A w3) (w1 AN wy) A ws,
(bilinéarité) (fiwy + frwr) A w3 fiiwy A ws + .0 A ws.

De la premiere régle, on déduit dx; Adx; = 0. Si f € Q° est une fonction et w est une forme, leur produit
extérieur sera

fARw=f-w=w-f=wAf

(on dit que les fonctions, i.e., les O-formes, commutent a toutes les autres formes pour le produit extérieur).

Exemple 63. La 1-forme différentielle w = dx sur R est définie par
w((x), [dx"]) := dx".
Elle donne la longueur (orientée) du vecteur cﬁcl = [dx'] de R.
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Exemple 64. La 2-forme différentielle w = dx A dy sur R? est définie par

dx dx

w((x,y), [dx', dy', [dx*, dy*]) = = dx'dy* — dy'dx*.

Elle est simplement donnée par le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les deux vecteurs
— —

dx' = [dx',dy'] et dx* = [dx?,dy*]. Ceci donne exactement la surface (orientée) du parallélogramme
engendré par ces deux vecteurs.

Exemple 65. La 3-forme différentielle w = dx A dy A dz sur R? est définie par

dx! dx* dx’
dy! dy* dy?
dz' d7? d?

w((x,y,2), [dxl,dyl,dz] [dx dy dz] [dx dy dz D=

Exemple 66. La 2-forme différentielle n = e¢“™dz A dy + sin(xy)dx A dy sur R? est définie par

MGy, 2, [ dy' 2V [, dy?, d22]) = e |5 45 |+ sinGoy) | 4 4|

e (dz'\dy* — dy'dz?) + sin(xy)(dx'dy? — dy'dx?).

Plus généralement, tous les produits extérieurs de formes coordonnées sont donnés par des sous-
. . H H . 7 . z z
déterminants de matrices de la forme [dx!, - - , dx"], et les formes différentielles générales sont des sommes
de telles expressions donc les coefficients sont des fonctions de x = (xy, ..., x,,). Le lien entre le changement
de variable dans les intégrales et le déterminant est ce qui explique I’origine conceptuelle du formalisme
des formes différentielles.

Définition. On définit la différentielle extérieure d : QX(D) — Q¥ Y(D) par les reégles suivantes :

1. La différentielle df € Q' d’une O-forme (fonction) f est la 1-forme différentielle définie par les
dérivées partielles de la fonction :
of L of

df = —dx; +-
f 0x; A X,

dx,.

2. Si f est une fonction et w est une forme différentielle produit extérieur des formes coordonnées dx;,
(par exemple w = dx,, w = dx; A dx;) alors

d(f - w)=df N w.
3. La différentielle est linéaire par rapport aux contantes : pour tous 1y, A, € R, on a
d(/ll(,()l + /12(,()2) = Aidw; + dw,

Exemple 67. La forme différentielle w = xydx + x*z3dx A dy sur R a pour différentielle

dw = d(xy) Adx +d(x*2%) Adx A dy
[ydx + xdy] A dx + [2xz°dx + 32°x*dz) Adx A dy
ydx A dx + xdy A dx + 2x22dx A dx A dy + 32°x*dz A dx A dy
xdy A dx + 3x°7%dz A dx A dy
= —xdx A dy +3x*z2dx A dy A dz
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Remarquons que dans le calcul ci-dessus, on aurait pu omettre directement les termes du type dx A dx en
ne les écrivant pas dans le calcul, puisqu’ils sont nuls. Nous simplifierons ainsi ’écriture du calcul des
différentielles extérieures par la suite.

Remarque 8. On peut montrer a partir des regles de calculs les propriétés suivantes de la différentielle
extérieure :

1. La différentielle du produit d’une fonction f € Q° et d’une k-forme w € QF est donnée par
df N\w)=df Nw+ f ANdw.

2. Plus généralement, la différentielle du produit de w € QF et n € Q! vérifie la regle de dérivation
graduée
dwAn) =dwAn+(=Dfw A dy.

3. Onad*=dod=0,ie., ddw) =0

La derniere relation d(d(w)) = 0 découle du lemme de Schwarz (théoreme 4) et n’est valide que quand les
fonctions coefficients sont deux fois continuement dérivables en les parametres.

Regardons pourquoi d* = 0 sur un exemple.

Exemple 68. Soit f(x,y) une fonction sur R* qu’on suppose deux fois continuement dérivable. La
différentielle de sa différentielle est

d(df)

d(%dx+ %Lay)
d(f’f)Adx+d("f)/\dy
[afdx+a}a dy]/\dx+[aagydx+afdy]/\dy

= 6y6xdy ANdx + 3 dx Ady

0 f O f
((?xay - 0y8x) dx A dy

a cause du théoreme de Schwarz qui dit que

o f 3 o’ f
Axdy  Oyox’

Définition. Une forme différentielle w € QF(D) est dite fermée si
dw =0,

et exacte si elle admet une primitive, i.e., si il existe n € Q1(D) telle que
dn = w.

La relation d(dw) = 0 implique que toute forme exacte est aussi fermée. Le résultat suivant est une
réciproque partielle.
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Théoreme 16 (Lemme de Poincaré). Soit D C R" un domaine sans trou. Toute forme fermée sur D est aussi
exacte.

Exemple 69. La forme différentielle du plan w = 2xydx + x*dy a pour différentielle

dw dQ2xy) Ady + d(x*) A dy
2ydx Ndx + 2xdy N dy + 2xdx A dy + Ody A dy
[—2x + 2yldx A dy

0

donc elle est fermée sur R?. Le lemme de Poincaré nous dit qu’elle est exacte, i.e., qu’il existe f telle que
df = w. En résolvant le systeme
df = 2xydx + x*dy,

on trouve f(x,y) = x*y + ¢ avec ¢ une constante réelle.

Exemple 70. La forme différentielle du plan w = 2ydx + 3xdy n’est pas fermée car
dw =2dy Ndx +3dx ANdy = dx A dy.

Remarque 9. Attention, sur un domaine a trou, comme par exemple le plan privé de I’origine D = R?> —
{(0,0)}, il existe des formes fermées qui ne sont pas exactes. Par exemple, la forme w = %‘ est bien
définie sur D, et elle y est fermée car

dow = d(+5) Ady —d(255) A dx

1.(x2+yz)—x.(2x)dx A dy _ 1.(x2+y2)—y~(2y)dy Adx

)’ R
m[—x +y +x° =y ldx Ady

= 0

On a vu qu’elle ne peut étre exacte car son intégrale le long du cercle unité est non nulle.

V.3 Opérateurs du calcul vectoriel

Nous aurons besoin de I’opérateur étoile de Hodge qui transforme une k-forme sur R” en une (n — k)-
forme, et permet de définir les opérateurs vectoriels sur R? et R? a partir de la différentielle extérieure.

Définition. Soit D C R" un domaine plein (de dimension n) et w € Q"(D) une forme volume sur D.
L’opérateur étoile de Hodge associé est I’opérateur  : QX(D) — Q"*(D) défini sur les formes de base par

nA () = w.

Exemple 71. En dimension 2 et 3, [’opérateur de Hodge associé a la forme volume standard vérifie
x(x(n)) = n pour toute forme .

1. Sur D = R?, I’étoile de Hodge associée a la forme volume standard w = dx A dy est donnée sur
les formes de base par x1 = dx A dy (donc *(dx A dy) = «x1 = 1), *xdx = dy et *xdy = —dx (car
dy A (=dx) = dx A dy).
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2. Sur D = R3, I’étoile de Hodge associée a la forme volume standard w = dx A dy A dz est donnée sur
les formes de base par *1 = dx A dy A dz, *dx = dy A dz, *dy = dz A dx, *dz = dx A dy. On a aussi
les égalités «(dy N dz) = * * dx = dx, *(dz A dx) = == dy = dy et *(dx N dy) = * % dz = dz.

Remarque 10. L’opérateur de Hodge associé aux formes volume standard sur R? et R® nous permet ainsi
de défini des bases canoniques

B, ={1,dx,dy,*1 = dxAdy} et B3 = {1,dx,dy,dz, *dx = dyndz, *dy = dzAdx, *dz = dxAdy, *1 = dxNdyndz}
pour les formes différentielles. Ainsi, une forme différentielle w sur D C R? s’écrit de maniére unique
w=fo- 1+ fiidx+ fiody + frdx A dy.
De méme, une forme différentielle w sur D C R? s’écrit de maniére unique
w=fo- 1+ fiidx + fiady + fizdz + fordy Adz + fradz Adx + fo3dx Ady + fidx A dy A dz.

On peut maintenant expliquer la relation entre la notation A pour le produit vectoriel des vecteurs et la
notation A pour le produit extérieur des formes différentielles.

Proposition 19. Soit V et W deux champs de vecteurs sur D C R3. On a alors ’égalité

W = %=
p N\ Wy VAW

Démonstration. On a

(Vidx + Vydy + V. dz) A (Wdx + Wydy + W dz)
I
VWydx Ndy + V.W.dx ANdz+ VW, dy ANdx + V\W.dy ANdz+ V.Wdz Adx + V. Wydz A dy
I
VyW, = V.Wy)dy ndz + (V.W, = VW))dz Adz + (V.Wy, = V,W)dx A dy
l

%
OV aw

Rappelons qu’on dispose, pour D C R” un domaine, d’une identification

XD) «— QYD)

% > wy
_)
X — w

entre champs de vecteurs et 1-formes différentielles sur D et d’une identification S(D) = Q°(D) entre
champs scalaires et O-formes différentielles (les deux sont simplement des fonctions a valeurs réelles sur
D). L’ opérateur étoile de Hodge nous donne, en dimension 3, une nouvelle identification

¥D) — QD)

\% > * W
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Ceci signifie qu’un champ de vecteur en dimension 3 peut étre interprété soit comme une 1-forme, soit
comme une 2-forme différentielle.

On a déja vu que le gradient d’un champ scalaire pouvait étre identifi€é au champ de vecteurs associé a
la 1-forme différentielle de la O-forme correspondante. Ceci nous permet de définir des opérateurs sur les
champs en utilisant la différentielle extérieur et 1I’opérateur étoile de Hodge.

Définition. Les opérateurs différentiels standards sur les champs scalaires et vectoriels sur R* et R? sont
définis par les égalités

o -
grad(f) = Xy
H
rot(V) = *d(wv)pour n=72
— = -
ot(V) = X.w,) pourn =3
diV(T}) = *d(*wv)
e 4
A(f) = div(grad(f))
Nous allons maintenant calculer explicitement ces différents opérateurs.
Proposition 20. Si 7 = (V,, V) est un champ de vecteurs en dimension 2, et si on note V.= (%, ;—y), ona

grad(f) = V£,

puis
ov, dvV,
div(V)=v.v .= 2= 2%
ox Oy
° oV, ov
rot(V) = det([V, V]) 1= — — 2=
ox ay
SiT} = (V,, V,, V,) est un champ de vecteurs en dimension 3, et si on note V. = (%, %, a%)’ ona

grad(f) = V£,

puis
av, oV, 9V,

= +—+

ox dy 0z

et
av. _ v,

dy 0z
— > -
rot(V) =V AV = 63‘? - %
av, AV,

0x ay

En toutes dimensions, on a
Af=V.Vf= Zn: o'f
B B 8xl.2.

i=1
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" . .
Démonstration. Soit V' = (V,, Vy) un champ de vecteurs en dimension 2. Alors wy = V.dx + V,dy a pour
différentielle extérieure la 2-forme

dwy) = d(V)/\dx+d(V)/\dy
av*dy ANdx + —)a’x A dy
= det([V, V]) dx N\ dy
donc *d(wv) = rot(V) = det([V,V]). D’autre part, on a *wy = —Vydx + V.dy, et le calcul ci-dessus nous
donne
oV, f -
*d(xw-) = + —|dxANdy=V-VdxAdy,
v ox Oy

donc on a bien diV(T}) =V T/) Maintenant, soitT/> = (V4V}, V2) un champ de vecteurs en dimension 3 et
9). Ona

wy = Vidx+ Vidy + Vdzet xwy = Vidy Ndz+ Vydz Ndx + V.dx A dy,

= (6x’ dy’ 0z

donc
d(*a)v) = d(V)/\dy/\dz+d(V)/\dz/\dx+d(V)/\dx/\dy

= ‘dx/\dy/\dz+ ‘dy/\dz/\dx+—dz/\dx/\dy
= [V-V]dx/\dy/\dz

— -
donc on a bien div(V) = V- V. Enfin, on a
dwy) = d(V) Adx+d(Vy) Ady+ d(V) Adz

aV‘a’y/\a’x+av“dz/\a’x+ dx/\dy+ ’dz/\dy+—dx/\dz+ dy/\dz
av, Vi vy
= [W—&]dy/\dz [& 0x]dz/\dx+[x y]dx/\dy
e e e
et on peut ainsi vérifier qu’on a bien rot(V) = V A V. i

La propriété d(dw)) = 0 (Lemme de Schwarz) et le Lemme de Poincaré (théoreme 16) nous permet de
déduire formellement les résultats suivants (les champs scalaires et vectoriels sont supposés au moins C?).

Proposition 21 (Lemme de Schwarz et Lemme de Poincaré pour les champs). Si f € S(D) est un champ

— —
scalaire et V € X(D) est un champ de vecteurs sur un domaine D de R?, alors on a toujours rot(grad(f)) = 0,
et si de plus D est sans trou, on a les équivalences

—
grad(f) = 0 & f constante, et

— — —
rot(V) =0 & dg, grad(g) =V

Si f € &(D) est un champ scalaire etv € X(D) est un champ de vecteurs sur un domaine D de R>, alors

. . A s e 4 . , .
on a toujours rot(grad(f)) = 0 et div(rot(V')) = 0, et si de plus D est sans trou, on a les équivalences

—
grad(f) = 0 & f est constante,
— = — -
rot(V) =0 & dg, grad(g) =V, et
L= - = - =
div(V) =0 o AW, V =rot(W).
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On peut résumer le lien entre différentielle extérieure et opérateurs vectoriels par les couples suivants
de suites d’applications linéaires. En dimension 2, on a le diagramme

v
I
gr?i (VX’V'V) rot f
0 ——R—C(D) X(D) S(D) 0

0 ——R—— QD) L~ QD) -4~ QD) —=0

Vidx+Vydy wf=fdxAdy
Il
wy
et en dimension 3, on a le diagramme
v v
Il I
ol (VX!V‘vVZ) - (Vx’Vy’Vz) . f
d y
0 R s(D) = X(D) —— - X(D) dv (D) 0
2 *2 2
0—=R——=QD)—%~ QYD) -4~ QD) s (D) —=0
Vidx+Vydy+V.dz VidyNdz+VydzAdx+V,dxAdy *f=fdxAdyndz
Il [
Wy Wy

Dans ces diagrammes, les lignes sont identifiées par les fléches verticales, et vérifient toutes la propriété
suivante : le lemme de Schwarz dit que la composée de deux fléches consécutives est nulle, donc le noyau
de ’une contient I’image de I’autre, et si D est sans trou, le lemme de Poincaré dit que cette inclusion est
une égalité entre I’image d’une application de la suite et le noyau de la suivante. En particulier, les fléches
»— sont des injections et les fléches - sont des surjections.

V.4 Fonctorialité et intégration

Pour définir I’intégrale, on aura besoin de tirer les formes différentielles le long d’applications
différentiables. L’existence de cette opération (et sa compatibilité a la composition) est appelée la fonc-
torialité des formes différentielles.

Définition. Soit f : X — Y une application différentiable entre un domaine de R" et un domaine de R™ et
w € QKY). On définit le tiré en arriére f*w € QX(X) en utilisant les régles de calcul suivantes :

I. Ona
fflonan = f(wAfm.
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2. Si g € Q0 est une fonction, on pose f*(g) = go f.
3. Ona
[ dw) = d(f*w).
4. Ona
[lo+n)=fw+fr
On vérifie (en utilisant la regle de différentiation des fonctions composées) que si f et g sont compo-
sables, on a
(feg)y =g of,
et que id* = id. Ces deux propriétés se formulent en disant que les formes différentielles sont fonctorielles
en les applications différentiables. Ceci revient, du point de vue des physiciens, a une notion d’invariance

tres générale par rapport a I’observateur.
Sur les 1-formes coordonnées, le tiré en arriere correspond a la regle de remplacement

d(x(t)) = xX'(t)dt
pour les différentielles de Leibniz, utile pour calculer la différentielle d’une fonction composée.

Exemple 72. Soit M : [0,1] — R?, avec M(t) = (x(t), y(t)) une courbe paramétrée et w = fdx + gdy une
1-forme de R? définie sur la courbe. Alors en utilisant les régles de calcul successivement, on obtient

M (w) = M(f) N M*(dx) + M*(g) A M*(dy)
foMAdMx)+goMAdM*y)
S (x(@), y(0)d(x(2)) + g(x(), y(£))d(y())
J(x(@), y@)x'(D)dt + g(x(1), y(1))y' (t)dk.

On définit d’abord tres facilement I’intégrale des k-formes différentielles sur un domaine A de dimension
k de R¥, en utilisant I’intégrale de Riemann.

Définition. Soit A un domaine de dimension k de R¥, dont les coordonnées sont notées (dans I’ordre, et cela
a une importance) (xi, ..., xy), et w € QX(A) une k-forme définie sur A, qu’on écrit sous sa forme standard
(toujours dans [’ordre)

w = fdx; A Ndxy.

L’intégrale de w sur A est définie comme 1’intégrale de Riemann de la fonction f :

Sgw = ff(xl,...,xk)dxl...dxk.
A A

On définit maintenant les paramétrisations, qui permettent de définir I’'intégrale des k-formes
différentielles sur des domaines de dimension k de R".

Définition. Un domaine paramétré de dimension k dans R" est une application
M:A— R,

dont I’'image est notée D, avec A C R¥, qui est deux fois continuement différentiable et vérifie

66



1. M est injective,

2. la différentielle DM(x) = [%](x) de M est une matrice injective (i.e., de noyau nul) en tout point
J
xeA

Si M : A — D est un domaine paramétré de dimension k et w € QF(D) est une k-forme, I'intégrale
correspondante est définie par
56 w = 56 M w.
DM A

Par exemple, une courbe paramétrée C (dimension 1) dans R? de paramétres dans un intervalle est une
application
o = (x(),y(1)) : A =[a,b] » C C R’

dont le vecteur dérivé n’est jamais nul. Une surface paramétrée S (dimension 2) dans R? de parametres dans
un pavé est une application

o = (x(s,1),y(s,1),2(5, 1)) : A = [a,b] X [c,d] = S c R

dont le vecteur normal n’est jamais nul. Un volume paramétré V (dimension 3) dans R® de paramétres dans
un pavé est une application

o = (x(s,1,1), y(8, 1, ), 2(8, 1,w)) : A = [a,b] X [¢,d] X [e, f] = V C R’
dont la différentielle (matrice jacobienne) est une application linéaire injective (i.e., de noyau nul).

Exemple 73. On donne ici plusieurs exemples de domaines paramétrés.

1. Le cercle d’équation x> + y* = 1 orienté dans le sens direct est la courbe paramétrée de R* donnée
par
o = (cos(t),sin(?) : [0, 27] - R*.

2. On peut aussi décrire le cercle comme ['union de deux demi-cercles. Le demi-cercle supérieur a
pour paramétrisation

o=(-x, V1 -x2):[-1,1] » R,

et le cercle inférieur a pour paramétrisation
o=x-Vi-x2):[-1,1] - R
3. Les paramétrisations du demi-cercle supérieur données par
o = (cos(t), sin(?)) : [-mr, 7] — R?

et

o=, VI-x2):[-1,1]1 > R?

ne sont pas orientées dans le méme sens.
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4. La sphere d’équation x* + y* + 7> = 1 est la surface paramétrée orientée (coordonnées sphériques)
de R® donnée par

o = (sin(¢) cos(6), sin(¢p) sin(h), cos(¢)) : [0, ] X [0, 27] — R3.

5. Le cylindre plein d’équation x* + y* < R, z € [0, 1] est le volume paramétré (coordonnées cylin-
drigues) de R® donné par

o = (rcos(p), rsin(p), z) : [0,R] x [0,27] x [0, 1] — R,

6. La boule pleine d’équation x> + y* + x> < R est le volume paramétré (coordonnées sphériques) de
R? donné par

o = (rsin(p) cos(), r sin(p) sin(h), r cos(¢)) : [0, R] X [0, 7] X [0, 2] — R3.

Exemple 74. Si S est une surface paramétrée par o = (x(s,1t),y(s,1),z(s,t)), on peut calculer I’image
inverse de la 2-forme dx A dy sur le pavé des paramétres (s, t) de la maniére suivante :

o*(dx A dy) odx A\ o*dy

= do*x ANdo™y

= dx(s,t) ANdy(s,1)

= (Zds+ Zdi) A (Lds + 2di)

_ Dy
= D(S’t)ds/\dt,

D(x,y) x &
D(s.0) det( " g")

le déterminant jacobien de la paramétrisation.

avec

ds ot

Exemple 75. Plus généralement, si w = fdx A dy + gdy A dz + hdz A dx est une 2-forme différentielle sur
R3, et o = (x(s, 1), y(s, 1), 2(s, 1)) est une surface paramétrée, on obtient pour o~*w la forme différentielle sur
le rectangle [a, b] X [c,d] donnée par

oc'w = o' fo'(dxNdy)+o'g.o*(dy Ndz)+ o h.o*(dz A dx)

_ D(x.,y) D(y.z) D(z,x)
= [fOO'-D(m+g00"D(SJ)+h00'~D(M)]ds/\dt.

Proposition 22. L’intégrale d’une 2-forme différentielle
w = fdx ANdy + gdy Ndz + hdz A dx

sur une surface S paramétrée par o : P = [a,b] X [c,d] — R? est donnée par la formule
D(x, y) D(y,z) D(z, x)
= —+ ——— +h ds A dt.
ﬁi‘” #p[fwms,r) 29D "G |7
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On démontre par un calcul tres similaires aux précédents que si V est un volume paramétré par o :
la,b] X [c,d] X [e, f] = R, ona

D(x,y,2)

ds Ndt A du,
D(s,t,u)

o“(dx Ndy Ndz) =

avec
D(x,y,2) _ det| & o o
D(s, t,u)

le déterminant jacobien de la paramétrisation.

Proposition 23. L’intégrale d’une 3-forme différentielle w = fdx A dy A dz sur un volume V paramétré par
o : P=la,b]xl[c,d] x|e, f] = R? est donnée par la formule

D
ﬁ@gw: ff(s,t,u)Mds/\dt/\du.
Vv P D(S’tau)

La justification de la notation SED w pour 'intégrale d’une forme différentielle, vient essentiellement du
fait suivant :

on peut “oublier” la paramétrisation M dans la notation 9§D 4, @ st on se souvient de I’orientation
correspondante.

Ce fait, et I’'intérét du formalisme des formes différentielles, résident dans le résultat suivant, qui dit que ce
formalisme ne dépend pas du choix des coordonnées, ou encore qu’il donne des résultats qui sont invariants
par les symétries données par les changements de variables préservant I’ orientation.

Théoreme 17. L’intégrale d’une k-forme sur un domaine paramétré M : A — D ne dépend pas de la
paramétrisation de I’image D = M(A). Plus précisément, si M’ : A’ — D est une autre paramétrisation, et
qu’on suppose que le changement de variables ® = M~'oM’ : A’ — A entre les deux paramétrisation vérifie
det(D®) > 0 en tout point (on dit qu’il préserve [’ orientation), alors, puisque M’ = (MoM™")YoM’ = Mo®,

ona
¢ o= o
D.M D.M’

Démonstration. Ceci découle de la formule du changement de variable dans 1’intégrale de Riemann pour le
changement de variable @ : A” — A. En effet, si dx; A--- Adx; est la k-forme volume sur A et du; A- - - Aduy
est la k-forme volume sur A’, la relation ®(uy, ..., u;) = (x1, ..., x;) donne (calcul qu’on fera en dimension
2et3)

D" (dx; A -+ Adxy) = det(DD)du; A -+ - A dug.

Donc si on écrit en coordonnées
M'w = fdx A--- Adxy,

on obtient
M w=0"(M'w) = f(®u,...,u))det(D®)du; A --- A duy.
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En utilisant ce calcul explicite et le théoréme de changement de variable sur un domaine de R¥ (valable
puisque le déterminant du changement de variables est positif), on obtient

SEM*w = M (D% (w)) = SE M w.
A (A) X

V.5 Travail et flux des champs de vecteurs

_)
Définition. La travail (dit aussi circulation) d’un champs de vecteurs V le long d’une courbe C est défini
par

H
travailc(V) := Sng
c

Proposition 24. On peut évaluer le travail (par exemple en dimension 2) par la formule

— — —
travailc(V) = 9§V(M(t)) -dM

1

avec m = (X'(¢), Y (t))dt et I Iintervalle des parameétres de la courbe M : I — R>.

On a déja vu que I'intégrale d’une 1-forme sur une courbe ne dépend pas du paramétrage de la courbe.
Ceci implique que le travail ne dépend pas non plus du paramétrage. Intuitivement, le travail mesure a quel
point le champ a tendance a pousser le long de C.

Exemple 76. La formule de Stokes en dimension 1 implique que si V = ﬁ( f), alors le travail de 7 est
nul le long de toute courbe fermée.

H
Exemple 77. En physique, il est fréquent de travailler le travail d’un champ de force F le long d’une
trajectoire. Si la force dérive d’un potentiel, i.e., est un champ de gradient (comme la force de gravitation
ou la force électrostatique), son travail est nul le long de toute courbe fermée.

Définition (dimension 3 uniquement). Le flux d’un champ de vecteurs V le long d’une surface S de ’espace

est défini par
_)
fluxg (V) := 5@6%}7
s

Exemple 78. En mécanique des fluides, le flux du champ de vitesse d’un fluide a travers une surface décrit
la quantité de fluide traversant la surface.

Proposition 25. Soit S une surface paramétrées par M(u,v) = (x(u,v), y(u, v), z(u, v)). On peut calculer le

flux par la formule
— -
fluxg (V) = V- rndo,
s

70



avec
6M oM

do =
7 Ou Oy

dudy

la 2-forme différentielle d’aire de la surface S et

son vecteur normall.

Démonstration. On se contente (pour simplifier) de considérer le cas ou § est le graphe d’une fonction
H
z(x,y) avec (x,y) € A. Notons V = (P, Q, R). On a alors

0z 0z
= A1+ [=
4o \/ " (GX) (8y) iy

oM 0 oM 0
Z Z
—=11,0,— t —=10,1, —|.
ox ( Ox) © ay ( (9y)

On a aussi

Leur produit vectoriel vaut

=[5
S\ ax oy’

SR ERE]
bV o - ff(_ %_Q_m)dxdy

Comme d’autre part, dz = £dx + g—;dy, on obtient que * wy est égale sur S a

et est de norme

ce qui donne

>!<(,()—>

l
Pdy A (%dx + g—idy) + 0 (%dx + g—;dy) ANdx+ Pdx Ndy = (—Paz QaZ + R) dx A dy.

e N —
V-ndo = wy = fluxg (V).
S s

Ceci permet de conclure que
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V.6 Questions d’orientations

On termine cette section en s’intéressant de plus pres aux questions d’orientations sur des domaines
définis par des équations. En effet, les domaines définis par des contraintes en physique, sur lesquels on
souhaite intégrer, sont souvent définis par des équations/inéquations. D’un point de vue pratique, on les
parametre en appliquant le théoréme des fonctions implicites, mais la théorie ne doit pas vraiment dépendre
de la paramétrisation : seule I’orientation, i.e., le sens possible de parcours de la paramétrisation, doit jouer
un role : celui de déterminer le signe de I’intégrale.

Une orientation sur un domaine D C R” défini par une famille d’équations est donnée par le choix
d’un signe pour le déterminant d’une base de 1’espace tangent 7, P au domaine, en chaque point x, et
variant continuement par rapport au point. On va voir concretement comment définir une telle orientation
sur ’ensemble D C R”" des zéros d’une fonction f : R” — R”. Mais d’abord, définissons précisément la
notion d’orientation.

Définition. Une orientation sur un espace vectoriel V sur R de dimension n est le choix d’une base de V.
Deux orientations sont dites équivalentes si la matrice de changement de base est de déterminant positif.
Plus généralement, si D C V est un domaine de dimension k, une orientation sur D est le choix d’une
k-forme différentielle w sur D (appelée forme volume). Deux orientations w, et w, sont dites équivalentes
si il existe une fonction f : D — R strictement positive telle que w; = fw;.

Exemple 79. 1. Sur D = R", on utilisera toujours [’orientation, dite positive, donnée par la forme
volume standard w = dx| A - -- A dx,. L’orientation opposée, dite négative, est donnée par —w.

2. Si D C R" est un domaine plein (de dimension n), on utilisera [’orientation induite donnée par la
restriction wyp de w = dx; A -+ Ndx, a D.

Pour pouvoir induire une orientation sur le bord dD d’un domaine orienté D, nous aurons besoin de la
notion de produit intérieur d’une forme par un champ de vecteurs.

Définition. Soit D c R" and domaine plein et?(> = (X;) € X(D) un champ de vecteurs défini au voisinage
de D. Le produit intérieur par X est [’opérateur

1 1 QD) - QD)

défini par
— — - — —>
(X, [dx, ..., dx])) == w(x, [X,dxa, ..., dxi]).

On peut aussi le voir plus concrétement sur les générateurs comme l’opérateur défini par
3 (f) = 0 pour toute fonction f et i3(dx;) = X; pour toute forme de base,
puis par la condition de Leibniz graduée
Ly(a’xi Aw) = Ly(dx,-) Aw—dx; A W = X;-w—dx; A W

Exemple 80. La définition ci-dessus nous sera surtout utile dans le cas des formes volume, auquel nous
allons maintenant nous intéresser.
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1. Sur R?, si w = dx A dy est la forme volume etV = (Vy, Vy) est un champ de vecteurs, on a que le

produit intérieur
LT}(a)) =Vdy—dx A Lvdy = =Vydx+ Vidy = wiv,y,

- -
est la 1-forme associée a un vecteur orthogonal a V. Ainsi, si V est normal a une courbe, le vecteur
associé a w est tangent a la courbe.

_)
2. Sur R, si w = dx A dy A dz est la forme volume, et V = (V,, V,, V,) est un champ de vecteurs, on a

Lv(w) = Vidy Ndz —dx A Lv(dy A dz)
=  VidyANdz—dx A [Vydz—dyV,]
= Vdyndz+VydzNdx +V.dx Ndy

ﬁ
On obtient ainsi d’une nouvelle maniére la 2-forme de flux «ws; associée au champ de vecteurs V.

Exemple 81. 1. Si D c R? est une surface dont le bord est une courbe fermée D = C, I’orientation

V.7

naturelle sur R® et le choix du vecteur normal unitaire N & la courbe pointant vers l’extérieur de
D (faire un dessin) permet de définir une orientation induite sur la courbe C donnée par le produit
intérieur t(dx A dy) = wcn,n, (voir le calcul de I"exemple 80). Cette orientation est appelée
l’orientation sur la courbe C = 0D compatible a I’orientation usuelle sur D.

. De méme, si D C R? est un volume dont le bord est une surface 0D = S, ’orientation naturelle

sur R? et le choix du vecteur normal ﬁ a la surface S pointant vers [’extérieur de D (faire un
dessin) permet de définir une orientation induite sur la surface S donnée par le produit intérieur
tx(dx A dy A dz), qui n’est autre que la forme de flux associée au vecteur normal (d’apres le calcul
de I’exemple 80).

. La construction ci-dessus se généralise au cas d’un domaine plein D C R" de dimension n ayant un

bord de dimension n — 1, et donne une orientation de son bord 0D.

Sous-variétés définies par des équations et des inéquations (bonus)

Les généralités abordées dans la suite sont difficiles d’acces, et le lecteur pourra s’en passer, puisqu’on
a vu ci-dessus plus concrétement 2 quoi elles correspondent dans le cas simple d’une courbe dans R? ou
d’une surface dans R?. On prendra garde au fait que les notions introduites ci-dessous ne sont pas totalement
conventionnelles, car elles dépendent des équations choisies (I’introduction d’une théorie ne dépendant pas
des coordonnées, et formulée en termes de paramétrisations, demande des notions de topologie des variétés
a coins abstraites, qui sont trop avancées pour ce cours, mais pour lesquelles on pourra se référer aux notes
de Brian Conrad [4]).

Définition. Une sous-variété (a coins) de R" est un sous-ensemble défini par un nombre fini d’équations
et d’inéquations entre valeurs de fonctions C*. Plus précisément, une sous-variété est un sous-ensemble
X(f,g) C R" de la forme X(f,g) = f~'(0) N g '(R?) avec f : R" — R” et g : R" — RY deux fonctions C*,
c’est a dire, plus explicitement,

X(f,g) ={xeR", fi(x) =0pour0<i<petgix)<0pour0<ic<gq}.
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Le bord (équationnel) 0X(f,g) de la variété X est la variété X(fy, gy) donnée par les fonctions fy =
(f 818 : R" - R = RP X R et g5 = g (on demande que x € 9X soit dans X et qu’au moins
une des fonctions coordonnées g; de g s’annule sur x). Le voisinage tubulaire X (f, g) de taille € > 0 de
X(f, g) est donné par

X(f,ge)={xeR", filx) =0pour0<i<petgi(x)<epour0<i<q}.

Exemple 82. Voici quelques exemples de sous-variétés.

1. Le disque unité D' = {(x,y) € R?, x*> +y? < 1} est la variété associée a la fonction f = 0 et a la
fonction g : R* — R donnée par g(x,y) = x* +y* — 1. Son bord est le cercle unité S' = D' =
{(x,y) € R%, x* +y* = 1}, c’est a dire la variété associée aux fonctions f(x,y) = x> +y> — 1 et
g = x> +y> — 1. On peut aussi utiliser la méme fonction f et la fonction g = 0.

2. Le cube plein [—1, 1]" est la variété associée au couple (f, g) de la fonction f = 0 et de la fonction
g : R" — R" donnée par
g, x) = (= 1,00 = ).

Son bord d[—1, 11" est la variété associée au couple (f, g) des fonctions
fay)=Gi=D (g -Dergry) = (- 1...,x5-1).
En dimension n = 2, ceci donne 0[-1,1]> = [-1,1] x {-1,1} U {-1,1} x [-1,1].
Par convention, si f = 0 ou g = 0 est identiquement nulle, on considére que son espace d’arrivée est R.

Définition. Si D = X(f,g) est une sous-variété, ’espace tangent en x € D est le noyau T,D de la
différentielle de f en x, i.e.,
T.D := Ker(Df(x) : R" = R?).

On dit que la sous-variété est lisse si la différentielle Df(x) est une application linéaire surjective en tout
point x (d’un voisinage tubulaire) de (ce voisinage tubulaire de) D. Ceci revient a dire (théoréeme du rang)
que T.D est de dimension n — p en tout point x de D (il n’y a pas de saut dans la dimension de [’espace
tangent). Les formes différentielles Q" (D) sur X(f, g) sont les formes différentielles définies sur un voisinage
tubulaire X (f, g) de X(f, g) pour un certain € > 0 dépendant de la forme.

Exemple 83. 1. Le cercle S' := {(x,y), x* +y* = 1} = X(x* + y* — 1,0) est une sous-variété lisse de
R? (on dit plutét courbe lisse). En effet, la différentielle de f(x,y) = x> +y* — 1 vaut

df =2xdx + 2ydy
et ne s’ annule jamais sur S car le seul point (0,0) d’annulation n’est pas dans le cercle. Le disque

D' = {(x,y), x> +y* < 1} = X(0, x> + y*> — 1) est aussi lisse car 0 est de différentielle surjective sur
RO.
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2. La courbe C = {(x,y), ¥* = ¥’} = X(»* — x,0) n’est pas lisse en (0,0) car la dimension de son

espace tangent est 2 en ce point : si on pose f(x,y) = y* — x>, ona

df = 2ydy — 3x’dx

et df(0,0) = 0 donc la différentielle n’est pas surjective en ce point, puisqu’elle est nulle. Lorsqu’on
dessine la courbe, on peut voir qu’elle est “pointue” en (0,0). Ceci s’explique aussi par le calcul
qui dit que [’espace tangent en ce point est de dimension 2 (alors que sur une courbe lisse, i.e., bien
arrondie, la dimension de [’espace tangent est toujours 1 : la tangente est une droite).

3. Le bord du carré X = 0[—1,11? est la variété X(f,g) avec f(x,y) = (x> = 1)(y* = 1) et g(x,y) =
(x> = 1,y? = 1). La différentielle de f estdf = 2x(y* — 1)dx + 2y(x* — 1)dy. Donc X n’est pas lisse
en (1, 1), ce qui se voit assez bien sur le dessin car le bord du carré est pointu en ses sommets.

4. Le cylindre plein C = {(x,y,z) € R?, x* +y?> < 1, 0 < z < 1} peut étre vu comme la variété associée
aux fonctions f = 0 et g(x,y,z) = (x> +y* — 1,—z,z — 1). Elle est lisse, et son bord 8C est associé a
fy = (x> +y* = 1)(=2)(z = 1) et la méme fonction g. On a

dfy = 2z~ D +y* — Ddz - 2(z — D[2xdx + 2ydy).

Cette application linéaire n’est pas surjective si et seulement si toutes ses coordonnées sont nulles,
si et seulement si (x,y, ) est dans un des deux cercles du bord. On voit bien que c’est le lieu du bord
du cylindre en lequel il y a une aspérité, i.e., son lieu de non lissité.

5. Si f : R" — R? définit une sous-variété, on peut lui associer g = Y,/ If, qui définit la méme sous-
variété, mais qui n’est jamais lisse car dg = 23 fidf; est nulle en tout point de D = f~(0,...,0) =
27 '(0). La notion de lissité décrite ci-dessus ne dépend donc pas seulement du domaine D, mais
aussi de I’équation qu’on a choisie pour le décrire.

Proposition 26. Si D = X(f, g) est une sous-variété lisse de R", avec f : R" — RP?, elle est canoniquement
munie d’une orientation définie de la maniére suivante : si w, et w, sont les formes volumes sur R? et R”",
on définit une forme volume wp € Q"P(D) par I’égalité

wp A f*(wp) = Wy
valable sur un voisinage assez petit dans R" de tout point de D.

Définition. Soit M : A — D une paramétrisation d’une sous-variété lisse D = Z(f, g) de R" de dimension
k, avec A C R¥ (par exemple définie localement a I’aide du théoréme des fonctions implicites). On dit que
la parameétrisation M respecte ’orientation naturelle de D si les orientations M*wp et wy = dxy A -+ Ndxg
sont équivalentes, i.e., si il existe une fonction strictement positive g : D — R telle que

Mwp = g - w.

Remarque 11. Une paramétrisation M : A — D = X(f, g) respecte [’orientation naturelle de X(f, g) si et
seulement si pour tout x € A, la réunion ordonnée (placée dans I’ordre) de I'image de la base naturelle de R
par DM(x) : RF — R" et I'image inverse de la base naturelle de R” (p + k = n) par D(f)(M(x)) : R* — R?
forme une base directe (de déterminant positif) de R".
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Maintenant qu’on a parlé de la notion d’orientation, on peut écrire les intégrales de formes différentielles
en utilisant une notation qui ne dépend pas du choix de la paramétrisation du domaine d’intégration, mais
seulement de son orientation.

Définition. Soit D = X(f,g) C R" une sous-variété lisse de dimension k de R" et w € QX(D). Supposons
qu’il existe une paramétrisation M : A — D de D respectant l’orientation naturelle de D. L’intégrale de w

sur D est définie par
Sga)::sg w:zSEM*w.
D DM A
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VI Formule de Stokes et applications

(2-3 séances)

On va maintenant décrire la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral a valeurs scalaires et
vectorielles, qui généralise la formule fondamentale du calcul différentiel et intégral pour les fonctions a une
variable. Nous donnerons aussi ses différents corollaires (formulations en termes de champs de vecteurs) et
ses applications.

VI.1 Cellules et chaines singulieres

Définition. Soit D un domaine de R". Un k-cube singulier de D est une application lisse o : [0,1]* — D,
avec une orientation fixée au départ (pour k = 0, on obtient, par convention, un point). L’intégrale d’une
k-forme différentielle w € QX(D) le long de o est I'intégrale

Sgw = f o w.
o [0,1]¢

Pour décrire le bord d’un k-cube singulier en tenant compte de son orientation, il est nécessaire de
travailler avec des objets plus généraux, qui sont les k-chaines singulieres.

Définition. Une k-chaine singuli¢re dans un domaine D de R" est une somme formelle

’
Cc = E ajO'j
=1

avec a; € Z des entiers relatifs et o; des k-cubes singuliers. Le bord d’un k-cube singulier o est la k — 1-
chaine singuliere donnée par

Le bord d’une k-chaine singuliére c = ) ajo; est la k-chaine singuliére

dc = Z a;0o ;.
Sio : [0,1] — D est un intervalle singulier (1-cube singulier), son bord est donné par
oo = {o(1)} = {c(0)}.

Par exemple, le bord de I’intervalle singulier o-(6) = (cos(6r), sin(frr)) décrivant le demi-cercle est donné

par o<(1) — o7(0) = {(—1,0)} - {(1,0)}.
Sio :[0,1] X [0, 1] — D estun carré singulier (2-cube singulier), son bord est donné par

do

(o(1, x2) = 0(0, x2)) = (0°(x1, 1), =(0(x1, 0))
o(l,x) = 0(0,x) —o(x1, 1) + 0(x1,0).
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Cette formule est inspiré de la description qu’on peut faire d’une paramétrisation orientée du bord du carré
[0, 1] lui-méme 2 partir de sa paramétrisation standard donnée par o (x,y) = (x, ).
Par exemple, le bord du carré singulier donné par la paramétrisation du disque

o(r,0) = (rcos(20n), r sin(26r))
est donné par
0o = (cos(20r), sin(26r)) — (0,0) + (r,0) — (r, 0) = (cos(26n), sin(267)) — (0, 0).
De méme, si on s’intéresse seulement au demi-disque, paramétré par
o(r,0) = (rcos(0n), r sin(6r)),

on obtient
0o = (cos(On), sin(0r)) — (0,0) + (r,0) — (—=r,0).

Si o est un 3-cube singulier, son bord est donné par
9o = (0(1, x2, x3) = 0°(0, X2, x3)) — (0°(x1, 1, x3) — 07(x1, 0, x3)) + (07(x1, X2, 1) — 0°(x1, X2, 0)).

On pourra décrire la cellule donnée par le bord de la demi-sphere paramétrée par les coordonnées
sphériques, ainsi que le bord de la sphere dans les mémes coordonnées.

Théoreme 18. Si o est une k-cellule singuliere, on a

0(0o) = 0.

V1.2 Formule de Stokes

Théoreéme 19. Soit o une k-cellule singuliére de R" de bord la (k—1)-cellule do-. Soit w € QX' une k-forme
différentielle définie au voisinage de o et dw € QF sa différentielle. On a alors I’égalité

Sgdwzsg w.
loa oo

Démonstration. Comme toute k-cellule singuliere est une somme pondérée de k-cubes singuliers, on peut
se ramener au cas d’un k-cube singulier o : [0, 1]¥ — R”. On obtient alors

Sgda) ::96‘ o (dw) :‘95 d(c*w).
o [0,1]F [0,17*

Comme o*w € Q1([0, 1]), on peut I’écrire

k
O'*w=2gidx1/\dxz/\---/\dx,-/\---/\dxk,

i=1
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avec g; des fonctions sur [0, 1]*. On a alors

f;rda)

1 G dgidxs Adxy Ao Adxi A Adx)

k [ a,’
Zizl(—l)lH 0.1 a;f;dxl FANEIRIAN dxk.

Le théoréme de Fubini appliqué a la décomposition [0, 1]¢ = [0, 1] x [0, 1]*"! correspondant au choix de la
variable x; nous donne

dgi %gi
fﬁo,m ax,«dxl A ANdx, = 0.1t ax,-dxl dx;

(f[o,l] %ﬁjdx,-) dxy--- 67;, - dxy.

[0,1]]"1

Le théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral nous donne ensuite

0gi
f —dx; = gi(x1,..., L, ..., x0) — gi(x1,...,0,...,x0).
[0,1] 0x;

La combinaison de ces deux résultats nous donne 1’égalité

0 i 3
f ﬁd)c] coedxg = C W — C; oW
[0,1]% (9)6,- [0,1]%1 ’ ’

ou on note ¢;, : [0, 11" — [0, 1]* Papplication (xi,...,£,...,x) & (X1,...,0,...,X), pour p € {0,1}.
En effectuant les identifications

9§d(u

k i+1 * *
Zizl(_l)wr ﬁo’l]k—l Ci,lw - C,',()w
k j *
J; Ovl]k—l(Zi:I(_l)Hl[Ci,l —cio)'w

%;c W,

on obtient bien le résultat souhaité. O

Exemple 84. Si le domaine est donné par un intervalle D = [a,b] de R, son bord est la donnée de deux
points {b,a} munis chacun d’une orientation, qui vient de [’orientation naturelle de D donnée par son
inclusion dans R. On notera donc ce bord {b+,a—}. La formule de Stokes est dans ce cas équivalente a la
formule fondamentale du calcul différentiel et intégral

b
56 dfi=ff'(X)dx=f(b)—f(a)=:56 f
[a,b] a {b+,a-}

VI.3 Décompositions cellulaires des domaines

Nous allons nous intéresser a des décompositions des domaines (courbes, surfaces, volumes) de R” en
petits cubes singuliers, qu’on pourra obtenir par un dévissage géométrique explicitement calculable, en
utilisant le théoreme des fonctions implicites.

On va considérer la situation simple d’une variété dont le bord est donné par une seule équation, mais il
existe un théoreme de décomposition cellulaire pour des variétés (a coins) plus générales appelé théoreme
de décomposition cylindrique (voir wikipedia).
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On utilisera ici la notation X(f, g) de la Section V.7 pour désigner les sous-espaces définis par des
équations f(x) = 0 et des inéquations g(x) < 0, mais il n’est pas nécessaire de la lire pour comprendre ce
qui suit.

Proposition 27. Soit C = X(f, f) une courbe bornée du plan d’équation f(x,y) = 0, bord d’un domaine

—
borné D = X(0, f). On suppose que cette courbe est non singuliére, i.e., que grad(f) ne s’annule pas sur C.
On suppose qu’il n’y a un nombre fini de points en lesquels g—]; est nulle (tangente verticale). On peut alors
écrire D comme l’'image d’une chaine singuliere “implicite” c.

Démonstration. On trace toutes les tangentes verticales a C. Ceci décompose le domaine D en un nombre
fini de domaines D; (compris entre les différentes tangentes verticales; faire un dessin : il peut y avoir
plusieurs composantes) qui peuvent étre chacun décrit (essentiellement par le théoreme des fonctions im-
plicites) comme la surface comprise entre le graphe de deux fonctions. Un tel domaine

D; = {(x,y),¥(x) <y < p(x), x € [a,b]}

peut étre identifié avec I’image du carré singulier

oiu,v) = (x(u) + (1 = v)o(x(u)) + vip(x(u)),

avec
x(u) = (1 —u)a + ub
la paramétrisation standard du segment [a, b] par le segment [0, 1] (on parametre en fait chacune des

tranches verticales I,, = {(xo,y), ¥(x0) <y < @(x0)}, qui est aussi un segment, de la meme maniere).
La chaine ¢ = }}; o; parametre le domaine D = U;D; tout entier. O

Exemple 85. Si on prend f(x,y) = x* + y* — 1, on obtient le cercle S' = X(f, f) qui est le bord du disque
D' = X(0, f). Le cercle a deux tangentes verticales en (—1,0) et (1,0) et les deux fonctions implicites
correspondantes sur intervalle [—1, 1] sont données par ¢(x) = — V1 — x* et y(x) = V1 — x2. On obtient
ainsi une paramétrisation explicite du disque par le carré [—1, 11* donnée par

o(u,v) = (x(u), —(1 = v) V1 — 2w) + v 1 — x2(w))

avec
xwy=A1-uw-(-1)+u-1l.

1l est clair qu’on préferera plutot utiliser la paramétrisation en coordonnées polaires, dans ce cas, mais
I’avantage de notre approche est qu’elle fonctionne pour des équations qu’on ne sait pas résoudre, i.e.,
dans lesquelles on a pas de formule explicite pour les fonctions implicites.

On peut procéder de méme en dimension 3.

Proposition 28. Considérons un domaine borné D = X(0, f) de R? bordé par une surface S = X(f, f)

) 2 . _ P . L. — af
d’équation f(x,y,z) = O supposée lisse, i.e., vérifiant grad(f) # 0. Supposons que %> s’annule le long
d’une famille de courbes C; non singuliéres fermées (horizontales) disjointes de S (lieu des plans tangents
verticaux). Supposons que les projections des courbes C; sur le plan des (x,y) sont lisses. On peut alors
décrire D comme [’'image d’une chaine singuliere “implicite” c.
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Démonstration. On trace toutes les courbes C;. Celles-ci permettent de décomposer D (faire les dessins d’un
patatoide, d’une cheminée de centrale nucléaire et d’une roue de vélo posée a I’horizontale) en composantes
D; qui sont comprises entre le graphe de deux fonctions ¢;(x, y) et ¥;(x, y) définies sur des domaines A; C R?
entourés par les (projections des) courbes C;. Chacune des courbes étant non singuliere, on peut appliquer la
proposition précédente pour paramétrer le domaine A; par un carré singulier o; = (x(s, £), y(s, 1)) : [0,1]*> —
A;. On parametre alors D; par

’}/i(sa z, I/t) = ()C(S, t)’ )’(Sa y)9 (1 - u)‘pi(x(sa t), )’(S, t)) + Wﬁi(x(S, t)a )’(S, t))) .
La chaine y = };y; parametre alors D tout entier. O

Exemple 86. Notons f(x,v,z) = x> + y* + 2> — 1. La boule unité de R? donnée par
B(0,1) = X(0, /) ={(x,5,2) € R, ¥ +y* + 7 < 1}

peut étre paramétrée par le produit D' x [0,1] en utilisant les deux fonctions implicites ¢(x,y) =

-1 =x2=y2 et Yy(x,y) = /1 — x2 —y? qui parameétrent la sphére au bord S = X(f, f), et on peut uti-

liser la paramétrisation du disque de I’exemple 85 par le carré [0, 11* pour paramétrer la sphére par le
carré [0, 11. On obtient ainsi une paramétrisation un peu compliquée et trés différente de celle fournie par
les coordonnées sphériques, mais qui a I’avantage d’avoir une généralisation a d’autres types de volumes
bordés par des surfaces.

VI.4 Applications

On retrouve facilement les formules fondamentales du calcul vectoriel a partir de la formule de Stokes
en utilisant les relations entre champs de vecteurs et formes différentielles explicitées dans la section V.3.

Tous les domaines considérés dans cette section sont supposés admettre une paramétrisation par une
chaine singuliere compatible a une paramétrisation de leur bord par le bord de la chaine.

(a) Aire d’un domaine dans le plan

Corollaire 5. L’aire d’'un domaine D du plan de bord une courbe 0D = C est donnée par

1
aire(D) := #dx/\ dy = ngdy = - 9§ydx =5 9€[xdy — ydx].
D c c c

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy) = dx A dy,
d(—ydx) = —dy Ndx = dx A dy,
etd(xdy — ydx) =dx Ndy —dy N dx = 2dx A dy.
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(b) Volume d’un domaine dans I’espace

Corollaire 6. Soit D un domaine de R? limité par une surface S. Supposons que la surface S est orientée
de facon a ce que les vecteurs normaux soient extérieurs a D. Le volume de D, défini par volume(D) :=
f fD dx N dy A dz, est aussi donné par

Volume(D):ffxdy/\dz:ffydz/\dx:ffzdx/\dy.
s S S

Démonstration. Ceci découle de la formule de Stokes et des identités

d(xdy Ndz) =dx ANdy N dz,
diydz Ndx) =dy Ndz ANdx =dx N dy A dz,
etd(zdx Ndy) =dzANdx ANdy =dx Ndy Adz.

(¢) Formule de Green-Riemann

%
Si S est une surface de R? bordée par une courbe C et V est un champ de vecteurs, de 1-forme associée
H
wy € Q', on a montré que d(a)v) =rot(V)dx A dy donc

H
95(1)7 = S@S‘rot(V)dx/\ dy.
c s

Ceci nous donne le corollaire suivant de la formule de Stokes :

. . H Ve
Corollaire 7 (Formule de Green-Riemann). Si V est un champ de vecteurs sur une surface de R* bordée
par une courbe C, on a la formule

— —
travailc(V) := Sga)v = #rot(V) dx A dy,
s

C

ﬁ
i.e., le travail du champ de vecteurs V le long de la courbe C est égal a l’intégrale sur la surface S de son
rotationnel.

(d) Formule de Stokes-Ampeére

. L ﬁ
Si S est une surface de R? bordée par une courbe C et V est un champ de vecteurs, de 1-forme as-

sociée wy € Q', on a montré que d(a)v) = *wsm) € Q? (2-forme de flux associée au champ de vecteurs

. -
rotationnel de V'), donc on a
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Corollaire 8 (Formule de Stokes-Ampere). Si V est un champ de vecteurs de R> et S est une surface de R?
bordée par une courbe C, on a la formule

> — >
travailc(V) := SEwV = #*wr?t(V) =: fluxg (rot(V)),
s

C

H
i.e., le travail (la circulation) de V le long de la courbe C est égal au flux de son rotationnel a travers la
surface S bordée par C.

(e) Formule de Stokes-Ostrogradsky

: £ -
Si V est un volume bordé par une surface S dans R? et V est un champ de vecteurs, de 2-forme de flux
., , . -
associée * wy, on a montré que d(* wy) = div(V)dx A dy A dz, donc on a

#*‘%’ = Sgggdiv(;))dx/\dy/\dz.
s 4

Corollaire 9 (Formule de Stokes-Ostrogradsky). Si V est un champ de vecteurs de R? et V est un volume
de R3 bordé par une surface S, on a la formule

— —
fluxg (V) := S@E*wv = S@ggdiV(V)dx/\dy/\dz,
s v
H

i.e., le flux du champ de vecteurs V a travers la surface S est égal a l'intégrale de sa divergence sur le
volume V.

Puisqu’on a I’égalité
*wy = tp(dx Ady A d),

on peut aussi écrire la formule ci-dessus sous la forme

# o (dx Ady A dz) = 9%66 div(V)dx A dy A dz.
S \%4

Cette formule a I’avantage de se généraliser aux variétés de dimension supérieure (par exemple, on
peut utiliser I’espace temps de la relativité restreinte, utile d’apres Einstein pour formuler les lois de
I’électromagnétisme, et qui a trois coordonnées d’espace et une coordonnée de temps).

Ce résultat est utilisé en électromagnétisme, dans la formulation de la loi d’Archimede, ainsi qu’en
mécanique des fluides.
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