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Algebre et théorie de Galois - TD2

Exercice 1 : Pour résoudre un polynéme cubique de la forme 22 + pz + ¢, Cardan propose de poser
x = u + v et de trouver un polynéme de degré 2 dont u> et v3 sont des racines.

a) Trouver les racines de 2° + 3z — 2 par la méthode de Cardan.

b) Trouver les racines de x> — 7z — 7 par la méthode de Cardan.

Exercice 2 : Simplifier les expression suivantes en utilisant la méthode de Cardan :
a) /10 + /108 + v/10 — v/108.
b) /10 — v/108.

c) §’/1+§\/§+<’/1—§\/§.
d) ,3/1+§\/§.

e) v/5+ V52

Exercice 3 : (Nombres de Liouville)
a) Soit a € R un nombre algébrique sur Q non rationel et P un polynéme irréductible de degré n
tel que P(a) = 0. Montrer qu’il existe ¢ € R tel que
c
7”.

Vg, |a—£| >
q q q

b) Un nombre a € R est dit de Liouville si pour tout entier positif n, il existe des entiers p et ¢ avec

q > 1 tels que
1
77’],'

q

Montrer que tout nombre de Liouville est transcendant, i.e., pas racine d’un polynoéme & coeffi-

|x—g|<
q

cients rationnels.

c¢) Montrer que >.5°, 10~ est un nombre de Liouville en utilisant les suites p, = Py 1o™-3*,
qn = 10™,

Exercice 4 : Pour tout ensemble ordonné I = (iy > i3 > --- > 4,), on note s; = s, i, =
i i Y _ R s (12 .
ZUGS“ o(z" ...2"). On a en particulier 11 = o, le polynéme symétrique élémentaire.

a) Tout polynéme symétrique f € Afxy,...,x,]°" est une combinaison linéaire finie f = 3 crsy
avec ¢y € A.
b) Pour tous I, J, on a

515 = 814J + Z CKSK-
K<I+J

Exercice 5 :

a) Exprimer les polynémes sg2, s31 en les variables z, y, z en termes des polyndomes symétriques
élémentaires.

b) Calculer Y z? ou x; sont les racines du polynéme P(z) = (x — 1)(z — 2)(z — 3)(z — 4).



c¢) Calculer > 27 ol x; sont les racines de P(x) = x3 + px + q.

Exercice 6 : (Criteres d’irréductibilité)

3

a) Soit a € Z, non divisible par 3. Montrer que le polynéme P(z) = x° — x + a est irréductible dans

Q[X].

b) Le polynéme P(z) = x7 + 6002° + 28422 + 52z + 14 est-il irréductible sur Q ?

c¢) Etudier I'irréductibilité des polynomes P(z) = z3+42?—2z+1 et Q(z) = 3023 +27722 —312—28
dans Qlz].

d) Etudier I'irréductibilité du polynome P(z) = z* — 1523 + 7 dans Q[z].

Exercice 7 : Soit P € Q[X] un polynéme. Décrire la structure de I'anneau quotient A = Q[X]/(P).

Exercice 8 :

a) Montrer que disc(z" + ax + b) = ca™ + db™ !, ou les constantes ¢, d ne dépendent que de n > 2.

=3

Pour determiner d, calculer disc(z™ — e).

o

Trouver une relation entre disc(xf(x)) et disc(f(z)).

Q.

Calculer disc(z" — ex).

e) Calculer disc(z” + az + b).

)
)
)
)

Exercice 9 : Factoriser le polynome P(z) = 2* — 22 — x — 1 sur Fs.

Exercice 10 : (Polynome irréductible sur Z et réductible modulo p pour tout p)

a) Soit K un corps et P € K[X]. Montrer que P est irréductible sur K si et seulement si il n’a pas
de racines dans les extensions L de K telles que [L : K| < n/2.

b) Soit P(z) = 2* + 1 € Z[x].
i) Montrer que P est irréductible sur Z.

ii) Montrer que P est réductible modulo 2, puis que pour p premier impair, P admet une
racine dans F 2. En déduire que P est irréductible sur tous les [,

c¢) Soit a € Z, |a| > 1 et a sans facteur carré. On pose P,(z) = z* + 2(1 — a)2? + (1 + a)?.
i) Etudier l'irréductibilité de P, sur Z.
ii) Montrer que P, est réductible modulo 2, et réductible modulo p pour tout diviseur premier
impair p de a.
iii) Soit p premier impair ne divisant pas a. En distinguant les cas (Z) =1et (Z) = -1,
factoriser P, dans F,[X].



