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Algebre et théorie de Galois - TDG6

Exercice 1 : Soit f un polyndme séparable sur un corps K de caractéristique différente de 2 et A(f)
son discriminant. Soit L un corps de décomposition de f sur K et p : Gal(L/K) — Sg,, .. 4, l'action
du groupe de Galois sur les racines x1,...,x, de f. Montrer que

p(Gal(L/K)) C A, & A(f) est un carré dans K.

Exercice 2 : (Groupes de galois en degré 3) Soit f un polynoéme cubique séparable irréductible
sur un corps K de caractéristique différente de 2 et L un corps de décomposition de f sur K. Montrer
que le groupe de Galois de L/K est

a) isomorphe & Z/37Z si A(f) est un carré dans K,

b) isomorphe & S3 sinon.

Exercice 3 : (Racines p-iemes de 2) Soit (;, une racine primitive p-ieme de 1'unité et f = a? — 2.
a) Calculer le corps de décomposition L de f sur Q.
b) Décrire explicitement le groupe de Galois G de L/Q.

¢) Donner une description du groupe G comme un groupe de matrices.

Exercice 4 : (L’extension universelle) Soit B = Z[x1,...,z,] et A = Z[o1,...,0,] Panneau des
polynémes en des variables abstraites o1,...,0,. On considere 'inclusion naturelle A C B qui envoie
les 0; sur les polynoémes symétriques en les z; (coefficients de Pypip 1= [[1-; (X — 2;) € A[X]).
a) Montrer que si L est le corps de décomposition d’un polynéme P sur un corps K et que y1,...,yn
sont les racines (ordonnées) de P dans L, il existe un unique diagramme commutatif

A—B

K——1L

tel que ap(o;) = 0i(y1) et bp(x;) = y;. Calculer alors bp(Pyniy)-

b) Décrire le groupe Auts_q4(B) des automorphismes de la A-algebre B.

c¢) Définir un morphisme (appelé morphisme de spécialisation universelle) Gal(L/K) — Auta_qq(B).
Montrer que ce morphisme est injectif.

d) En considérant par exemple le polynéme f = x° — 2, montrer le morphisme de spécialisation
universelle n’est pas un isomorphisme.

Exercice 5 : (Théorie de Galois inverse) Soit G un groupe fini d’ordre n. Montrer que G est le
groupe de Galois de L = Q(zy,...,x,) sur une sous-extension de L/K ou K = Q(o1,...,0,).

Exercice 6 : Décrire completement la correspondance de Galois pour ’extension Q(\/i, V3, \/5)
Exercice 7 : Décrire la structure du groupe de Galois de X® — 3 sur Q par générateurs et relations.

Exercice 8 : (Groupes de galois en degré 4) Soit f un polynéome quadratique unitaire sur un
corps K de caractéristique différente de 2, L un corps de décomposition de f et G = Gal(L/K).
Soient A(f)(z) le discriminant de f et si Py = x122 + 2324 est le polynome de Ferrari, on note
0¢(z) = 0(Pf)(x) := [[(z — Py,;) la résolvante de Ferrari o les Py; sont tous les translatés distincts
de Py par Sy,.



Montrer que si §f(x) est irréductible sur K, alors G est
i) SusiA(f) ¢ K2,
ii) Agsi A(f) € K2

Monter que A(0f(x)) = A(f).

Montrer que si 6 a une racine dans K, on a une inclusion
G C Dy = ZJAZ x Z)2Z = {(1324), (12)) C Su.
Montrer que les sous-groupes de Dy = ((1324), (12)) d’ordre 4 sont donnés par les quatre groupes

((12),(34)), ((12)(34), (13)(24)), ((1324)), ((1324), (12))

et que tous sauf le premier sont transitifs.
Montrer que si §f(x) se décompose completement sur K alors G est Z/2 x Z/2.

Montrer que si ¢(x) a une racine unique § € K, alors G est isomorphe soit & Dy := Z/4Z X7 /27
soit a Z/47Z.



