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Exercice 1
Soit £ un plan affine défini sur R. On note E la direction de £. Soient A, B et C trois points
non alignés de &.

(a) Montrer qu’il existe une unique application affine ¢ : &€ — & telle que ¢p(A) = B,
p(B) =C et p(C) = A.

(b) L’application ¢ est-elle injective ?

(c) Montrer que ¢ admet un point fixe.

(d) Quelle est la matrice dans la base (1@ , 1@) de Papplication linéaire @ : E — E associée
ap?

Exercice 2

Soit n > 4 un entier, et soit F un espace vectoriel de dimension n.

(a) Soient D; et Dy deux droites projectives distinctes dans P(E). Montrer que les droites
D; et Dy ont exactement un point commun si et seulement si il existe un plan projectif
P C P(E) tel que D; C P et D, C P.

(b) Donner un exemple de deux droites projectives dans P3(C) qui n’ont pas de point
commun.

Exercice 3

Soit K un corps commutatif, et soit £ un espace vectoriel sur K de dimension 3. Soit
(a,b,c) une base de E. On pose d = a + b+ ¢. On munit E de sa structure affine naturelle et
on considere le sous-espace affine P C E engendré par a, b et c.

(a) Montrer que P est un plan et que a, b, ¢ forment un repere affine de P.

(b) Soit A (respectivement, B, C, D) le point de P(F) tel que ce point correspond a la
droite vectorielle engendrée par a (respectivement, b, ¢, d). Montrer que A, B, C, D
forment un repere projectif de P(E).

(c) Justifier le fait qu’il existe une unique homographie ¢ : P(E) — Py(K) telle que

p(A)=(1:0:0), ¢(B)=(0:1:0), ¢(C)=(0:0:1), ¢(D)=(1:1:1).

On utilise ¢ pour introduire dans P(F) un systeme de coordonnées homogenes.

TSVP



(d) Soient «, 3, v des éléments de K tels que o+ 5+ v # 0. On note m le barycentre du
systeme de points pondérés {(a, @), (b, 8), (¢,¥)}, et on note M le point de P(E) tel que
ce point correspond a la droite vectorielle engendrée par m. Trouver les coordonnées
homogenes du point M dans le systeme de coordonnées homogenes introduit ci-dessus.

Exercice 4
Considérons la forme quadratique
g:C*=C
(Xo, X1, Xo, X3) — X5+ X7+ X3 —4X5.

Notons b la forme bilinéaire symétrique associée a q. Soit I' la quadrique définie par la forme
quadratique g dans Iespace projectif P3(C).
(a) Déterminer la matrice de b dans la base canonique de C*.
(b) Montrer que la quadrique I" est lisse.
(c) Considérons le sous-espace D = {(Xp : Xj : Xp : X3) € P3(C) | Xy = X3 = 0}.
Déterminer la dimension du sous-espace dual D* C P((C*)*) de D, ot (C*)* est I'espace
dual de C*.
(d) Déterminer les plans tangents a la quadrique I tels que ces plans contiennent D.
(e) Considérons le plan H3 C P3(C) défini par I’équation X3 = 0. Montrer que I'intersection
I' N H3 est une conique dans Hs.
(f) La conique C'=T' N Hj dans Hj est-elle lisse 7
(g) Considérons la carte affine Hy = P3(C) \ Hs, et posons Z = I' N H3. Dans Hs, on
utilisera les coordonnées affines
Xo X1 Xo
x—Xg, y—XB, Z—X3.
Dans ces coordonnées, donner une équation de la quadrique affine Z.
(h) Considérons une droite affine D C H; qui a exactement un point en commun avec Z.
Peut-on affirmer que D est tangente a Z 7

Exercice 5

Soit £ un espace vectoriel de dimension 3.

(a) Soient A, As et As trois points non alignés du plan projectif P(E). Soient D C P(FE)
et D’ C P(F) deux droites distinctes ne passant par aucun des points Aj, As et Az. On
note M; (respectivement, My, M;) le point d’intersection de la droite D avec la droite
(A2 A3) (respectivement, la droite (A;As), la droite (A;As)). De fagon similaire, on
note M/ (respectivement, M, M) le point d’intersection de la droite D" avec la droite
(AsA3) (respectivement, la droite (A;As), la droite (A;As)). Justifier le fait que les
birapports [AQ, Ag, Ml, M{], [A3, Al, M27 Mé] et [Al, AQ, M3, Mé] sont définis. Montrer
que

[AQ, Ag, Ml, M{] X [Ag, Al, MQ, Mé] X [Al, AQ, Mg, Mé] =1.

(b) Soient Dy, Dy et Dy trois droites non concourantes du plan projectif P(E). Soient A
et A" deux points distincts appartenant a P(E) \ (D; U Dy U D3). On note Bj (re-
spectivement, By, Bs) le point d’intersection des droites Do et D3 (respectivement,
des droites D; et Dj, des droites Dy et Dy). Justifier le fait que les birapports
[DQ, D37 (BlA), (BlA/)], [Dg, Dl, (BQA), (BQA/)] et [Dl, DQ, (BgA), (BgA,)] sont définis.

Montrer que

Dy, D3, (B1A), (B A")] x [D3, Dy, (ByA), (B2A")] x [Dy, Dy, (B3A), (BsA)] = 1.



