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1 Rappels sur les groupes algébriques affines

Une référence pour cette première section est [Szamuely]. J’aime aussi le
livre [Geck] de mon ami et ancien collègue.

Notre sujet est un groupe algébrique affine connexe G défini sur un corps k
algébriquement clos. Affine équivaut à l’existence d’un plongement de G comme
sous-groupe fermé d’un GLn(k). Les éléments semi-simples (resp. unipotents)
sont ceux dont l’image l’est par un tel plongement (ceci ne dépend pas d’un
plongement). Tout élément g ∈ G a une décomposition de Jordan g = gsgu
unique où gs est semi-simple, gu unipotent et ils commutent. Un groupe uni-
potent est nilpotent ; il est connexe en caractéristique 0 ; un groupe unipotent
connexe est isomorphe à un espace affine comme variété algébrique.

Nous noterons Ga = Spec k[t] le groupe additif k+ vu comme groupe algébrique,
et Gm = Spec k[t, t−1] le groupe multiplicatif k× vu comme groupe algébrique.

Un tore est un groupe algébrique T isomorphe à Grm ; r est le rang de T.
On pose X(T) = Hom(T,Gm) ; on a X(T) ' Zr car un morphisme k[t, t−1]→
k[t1, . . . , tr, t

−1
1 , . . . , t−1

r ] est défini par l’image de t qui doit être inversible, donc
un monôme, unitaire pour avoir un morphisme de cogèbres. On pose Y (T) =
Hom(Gm,T), qui est en dualité naturelle avec X(T) : si α ∈ X(T), α∨ ∈ Y (T)
alors α ◦ α∨ ∈ Hom(Gm,Gm) ' Z.

Pour un groupe algébrique affine G, le rang maximal d’un sous-tore est le
rang de G.

Les sous-groupes de Borel sont les sous-groupes fermés connexes résolubles
maximaux.

Le radical Rad(G) est le plus grand sous-groupe normal fermé résoluble
connexe ; G est semi-simple si Rad(G) = 1.

Le radical unipotent Ru(G) est le plus grand sous-groupe normal fermé uni-
potent connexe. G est réductif si Ru(G) = 1.

G/Ru(G) est réductif. Son radical est un tore central.

Proposition 1.1 (Admise). Soit B un groupe algébrique connexe résoluble et
T un tore maximal de B. Alors B = T nRu(B).

Il en résulte que si
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Lemme 1.2. S est un sous-tore de B alors NB(S) = CB(S).

Démonstration. En effet si n ∈ NB(S) et s ∈ S alors [n, s] ∈ [B,B] ∩ S ⊂
Ru(B) ∩ S = 1.

Proposition 1.3 (Admise). Dans un sous-groupe algébrique connexe G, les
sous-groupes de Borel sont tous conjugués et si B est un sous-groupe de Borel
alors NG(B) = B ; tout élément est dans un sous-groupe de Borel.

Le radical étant dans au moins un sous-groupe de Borel est donc dans tous
et est la composante neutre de l’intersection des sous-groupes de Borel.

Proposition 1.4. Définissons un sous-groupe parabolique P comme un sous-
groupe contenant un sous-groupe de Borel ; alors

— P est connexe et NG(P) = P.
— Deux sous-groupes paraboliques distincts contenant le même sous-groupe
de Borel ne sont pas conjugués.

Démonstration. Si P est parabolique, comme les sous-groupes de Borel sont
connexes, P0 contient un sous-groupe de Borel B. On a NG(P0) = P0 car
ses sous-groupes de Borel sont conjugués donc NG(P0) = P0NG(B). Comme
P ⊂ NG(P0) on a P = P0. Enfin, en utilisant le fait que tous les sous-groupes
de Borel d’un sous-groupe parabolique sont conjugués, on voit que deux sous-
groupes paraboliques conjugués contenant le même sous-groupe de Borel B sont
conjugués par NG(B) = B, donc sont égaux.

Proposition 1.5 (Admise). Pour un tore T, on a CG(T) = NG(T)0. Les
sous-groupes de Borel de CG(T) sont les B ∩ CG(T) où B est un sous-groupe
de Borel de G contenant T.

Le groupe de Weyl WG(T) = NG(T)/CG(T) est donc fini et s’identifie à un
sous-groupe de GL(X(T)).

Proposition 1.6 (Admise). Tous les tores maximaux sont conjugués. Si T est
maximal, CG(T) est nilpotent.

Donc si T est maximal, par 1.5 et 1.6, CG(T) est dans l’intersection des sous-
groupes de Borel contenant T. Il résulte de ceci et de 1.2 que pour T maximal,
WG(T) est en bijection avec les sous-groupes de Borel contenant T.

Exemples de groupes réductifs

— GLn(k) = Spec k[ti,j ,det(ti,j)
−1], i, j ∈ [1 . . . n]. un tore maximal est

formé des matrices diagonales diag(t1, . . . , tn). Les matrices triangulaires
supérieures forment un sous-groupe de Borel. Comme l’intersection des
Borels supérieurs et inférieurs est un tore, G est réductif.

— SLn(k) = Spec k[ti,j ]/(det(ti,j) − 1). Les matrices diagonales (resp. tri-
angulaires supérieures) forment toujours un tore maximal (resp. sous-
groupe de Borel).
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— PGLn(k). Pour voir que c’est une variété affine, on remarque que c’est le
sous-groupe de GL(Mn(k)) formé des automorphismes d’algèbres i.e., tels
que g(Ei,j)g(Ek,l) = δj,kg(Ei,l) où Ei,j est nulle sauf un coefficient 1 en
position i, j. Vu comme quotient de GLn, l’image des matrices diagonales
(resp. triangulaires supérieures) est un tore maximal (resp. sous-groupe
de Borel).
�

Le centre de SLp en caractéristique p est Spec k[t]/(tp−1) = Spec k[t]/(t−
1)p qui a un seul point donc comme variété est le groupe trivial, mais
pas comme schéma ! Ici SLp et PGLp ont les mêmes points mais ne sont
pas isomorphes comme schémas en groupes.

— Sp2n(k). Soit V = k2n avec base (e1, . . . , en, e
′
n, . . . , e

′
1), muni de la forme

bilinéaire symplectique 〈ei, ej〉 = 〈e′i, e′j〉 = 0, 〈ei, e′j〉 = −〈e′j , ei〉 = δi,j .
Le groupe Sp2n est formé des éléments de GL2n préservant cette forme.

Si j =

 1
. .

.

1

 et J =

(
j

−j

)
, la forme est donnée par 〈v, v′〉 =

tvJv′ et la condition pour une matrice symplectique est tMJM = J .
Un tore maximal est formé de diag(t1, . . . , tn, t

−1
1 , . . . , t−1

n ). Un sous-
groupe de Borel B est formé des matrices triangulaires supérieures sym-

plectiques ; elles sont de la forme

(
B BjS
0 j tB−1j

)
où B est triangulaire

supérieure et S est symétrique. Il est connexe car isomorphe à la variété
des matrices triangulaire × celle des matrices symétriques ; résoluble car
intersection d’un résoluble avec Sp ; maximal car contenu dans un seul
Borel de GL (il stabilise un seul drapeau complet).

2 Groupes de Coxeter

Soit W un groupe engendré par un ensemble S d’involutions. Tout élément
de w est l’image dans W d’un mot du monöıde libre S∗ sur S. On dit que
s1 . . . sk ∈ S∗ est une décomposition réduite de w ∈ W si c’est un mot de
longueur minimum d’image w, et on pose alors l(w) = k.

Si s, s′ ∈ S, et que le produit ss′ est d’ordre fini m, on note ∆s,s′ le mot
ss′ss′ · · ·︸ ︷︷ ︸
m termes

. Dans W , on a la relation ∆s,s′ = ∆s′,s dite relation de tresse liant s

et s′ (la raison de cette terminologie apparâıtra plus tard) et les deux membres
sont des décompositions réduites du même élément de W . Si l’ordre de ss′ est
infini, on dit que ∆s,s′ n’existe pas.

Définition 2.1. On dit que (W,S) où S est un ensemble d’involutions engen-
drant le groupe W est un système de Coxeter si

〈s ∈ S | s2 = 1,∆s,s′ = ∆s′,s quand ∆s,s′ existe〉

est une présentation de W .
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Une telle présentation ne définit un système de Coxeter que si la longueur
du mot ∆s,s′ est l’ordre de ss′ ; il se trouve que c’est toujours le cas, mais ce
n’est pas évident. On le prouve en construisant une représentation fidèle d’un
tel groupe comme groupe linéaire engendré par des réflexions.

Cette représentation de réflexion amène au vocabulaire traditionnel : les
éléments de S sont appelés les réflexions élémentaires de W , les éléments de
l’ensemble R des éléments de W conjugués à un élément de S sont appelés les
réflexions de W .

Si W possède un ensemble S d’involutions telles que (W,S) soit un système
de Coxeter, on dit que W est un groupe de Coxeter, et que S est un ensemble
de générateurs de Coxeter de W .

Théorème 2.2. Soit S un ensemble d’involutions engendrant le groupe W . Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (W,S) est un système de Coxeter.

(ii) (Condition d’échange) Si s1 . . . sk est une décomposition réduite de w et
s ∈ S est tel que l(sw) ≤ l(w), alors il existe i tel que sw = s1 . . . ŝi . . . sk.

Et sous ces conditions on a :

(iii) (Lemme de Matsumoto) Deux décompositions réduites d’un même mot sont
équivalentes par relations de tresses. En d’autres termes, toute application de
f : S → M dans un monöıde (induisant donc une application encore notée
f : S∗ → M) telle que f(∆s,s′) = f(∆s′,s) quand ∆s,s′ existe est constante sur
l’ensemble des décompositions réduites d’un élément donné de W .

Sous la condition additionnelle w ∈W, s ∈ S ⇒ l(ws) 6= l(w) on a (iii)⇒ (i).

Démonstration. Nous allons montrer (i)⇒(ii)⇒(iii), et que sous la condition que
l(ws) 6= l(w) pour w ∈ W, s ∈ S (qui est par exemple impliquée par (ii)), alors
(iii)⇒(i).

Lemme 2.3. Soit (W,S) un système de Coxeter, et soit N l’application de S∗

dans l’ensemble des parties de R qui associe à s1 . . . sk l’ensemble des éléments
de R qui apparaissent un nombre impair de fois dans la suite

{sk, sksk−1 . . . ,
sksk−1...s2s1}.

Alors N(s1 . . . sk) ne dépend que de l’image w de s1 . . . sk dans w (nous le
noterons N(w)) et il a l(w) éléments.

Démonstration. Pour voir que N ne dépend que de l’image d’un élément dans
W , on utilise que W est en bijection avec l’ensemble des classes de S∗ pour la
relation qui est la clôture transitive des équivalences assb = ab et a∆s,s′b =
a∆s′,sb (cela résulte de la définition d’une présentation d’un groupe dans le
cas particulier où les générateurs sont des involutions). Pour vérifier que N est
compatible avec ces équivalences, on utilise le fait qui est immédiat d’après la
définition que N(xy) = N(y)+̇y−1N(x)y où +̇ désigne la différence symétrique
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(somme modulo 2 des fonctions caractéristiques) et où y est l’image de y dans
W . En utilisant cette égalité, les relations à démontrer résultent de N(ss) = ∅
et de N(∆s,s′) = N(∆s′,s), égalités qui sont immédiates à vérifier.

Maintenant (i)⇒(ii) résulte du lemme suivant :

Lemme 2.4. Si un groupe W engendré par des involutions S possède une fonc-
tion N de W vers les parties de l’ensemble R des conjugués de S qui vérifie
N(xy) = N(y)+̇y−1N(x)y et N(s) = {s} pour s ∈ S alors pour tout w on a
|N(w)| = l(w) et (W,S) vérifie la condition d’échange.

Démonstration. En calculant de proche en proche N(s1 . . . sn) à partir des for-
mules de l’énoncé on trouve N(s1 . . . sn) = {sk}+̇{sksk−1}+̇ . . . +̇{sksk−1...s2s1}.
Si la décomposition s1 . . . sk est réduite, ces éléments sont tous distincts. En ef-
fet, s’il existe i < j tels que sk . . . si . . . sk = sk . . . sj . . . sk alors sisi+1 . . . sj =
si+1si+2 . . . sj−1 ce qui contredit le fait que la décomposition s1 . . . sk soit réduite ;
ceci montre la première assertion du lemme.

Si l(ws) ≤ l(w), alors l(ws) < l(w). En effet N(ws) = {s}+̇s−1N(w)s donc
par les propriétés de la différence symétrique l(ws) = l(w)±1. On voit aussi que
si l(ws) < l(w), alors s ∈ s−1N(w)s ou de façon équivalente s ∈ N(w). Il existe
donc i tel que s = sk . . . si . . . sk, ce qui donne ws = s1 . . . ŝi . . . sk c.q.f.d.

Montrons maintenant (ii)⇒(iii). Soit f : S∗ → M une application comme
dans l’énoncé et montrons par récurrence sur l(w) que deux décompositions
réduites de w ont même image dans M . Raisonnant par l’absurde, soient s1 . . . sk
et s′1 . . . s

′
k deux décompositions réduites d’image différente par f . Par la condi-

tion d’échange, on a s′1s1 . . . sk = s1 . . . ŝi . . . sk, i.e. s1 . . . sk = s′1s1 . . . ŝi . . . sk.
Par hypothèse de récurrence (applicable car les premières lettres sont égales),
on a f(s′1s1 . . . ŝi . . . sk) = f(s′1 . . . s

′
k) et donc on doit avoir i = k sinon toujours

par hypothèse de récurrence on aurait f(s′1s1 . . . ŝi . . . sk) = f(s1 . . . sk). On ar-
rive donc à la conclusion que s′1s1 . . . sk−1 est une autre décomposition réduite
de w telle que f(s′1s1 . . . sk−1) 6= f(s1 . . . sk).

Reprenant le même raisonnement à partir de ces deux dernières décompositions,
on trouve que s1s

′
1s1 . . . sk−2 est une décomposition réduite de w telle que

f(s1s
′
1s1 . . . sk−2) 6= f(s′1s1 . . . sk−1);

continuant ainsi de proche en proche, on trouve que w = ∆s1,s′1
= ∆s′1,s1

et
f(∆s1,s′1

) 6= f(∆s′1,s1
), ce qui contredit l’hypothèse.

Montrons maintenant (iii)⇒ (i) sous la condition que l(ws) 6= l(w) quand
s ∈ S. (i) est équivalent au fait que toute application f : S → G de S dans
un groupe G (induisant donc une application encore notée f : S∗ → G) telle
f(s2) = 1 et f(∆s,s′) = f(∆s′,s) induit un homomorphisme W → G. On sait
déjà, d’après le lemme de Matsumoto, que f induit une application bien définie
f : W → G. Il reste à voir que f(w)f(w′) = f(ww′) et, puisque S engendre
W , il suffit de voir que f(s)f(w) = f(sw). Si l(sw) > l(w) alors puisque f est
définie en faisant le produit suivant une décomposition réduite le résultat est
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clair. Si l(sw) < l(w), alors l’égalité f(s)2 = 1 permet de réécrire l’équation à
démontrer f(w) = f(s)f(sw) et le même raisonnement s’applique.

On représente un groupe de Coxeter par un graphe de sommets S où on lie
s et s′ par une arête si l’ordre de ss′ est > 2. On indique sur cette arête l’ordre
de ss′. On omet toute indication si cet ordre est 3, et on met une double arête
si c’est 4 et un triple arête si c’est 6.

Les groupes de Coxeter finis sont :

An :©
s1

©
s2

· · ·©
sn

Bn/Cn :©
s1

©
s2

· · · ©
sn−1

©
sn

Dn :©
s1

©s2

©
s3

©
s4

· · ·©
sn

E6 :©
1

©
3

©2

©
4

©
5

©
6

E7 :©
1

©
3

©2

©
4

©
5

©
6

©
7

E8 :©
1

©
3

©2

©
4

©
5

©
6

©
7

©
8

F4 :©
1

©
2
©
3

©
4

H3 :©
1

5 ©
2

©
3

H4 :©
1

5 ©
2

©
3

©
4

I2(e) :©
1

e ©
2

Un groupe de Coxeter fini est dit groupe de Weyl s’il a une représentation
de réflexion sur Q. C’est le cas des types A,B,D,E, F et de I2(e) pour e ∈
{2, 3, 4, 6}. On note G2 pour I2(6).

Proposition 2.5. Soit (W,S) un système de Coxeter. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes pour un élément w0 ∈W :

(i) l(w0s) < l(w0) pour tout s ∈ S.

(ii) l(w0w) = l(w0)− l(w) pour tout w ∈W .

(iii) w0 est de longueur maximum parmi les éléments de W .

De plus, si un tel élément existe, c’est une involution, il est unique, et W est
fini.
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Démonstration. Il est clair que (ii) implique (iii) et que (iii) implique (i).
Pour démontrer que (i) implique (ii), nous allons voir par récurrence sur l(w)

que w0 a une expression réduite se terminant par une expression réduite de w−1.
Écrivons w−1 = vs où l(v)+ l(s) = l(w). Par récurrence, on peut écrire w0 = yv
où l(w0) = l(y) + l(v). Par le lemme d’échange, en utilisant que l(w0s) < l(w0)
mais que vs est réduit, on voit que w0s est de la forme ŷv où ŷ représente le mot
y dont on a retiré une lettre. On en déduit que ŷvs est une expression réduite
de w0.

Un élément vérifiant (ii) est une involution car l(w2
0) = l(w0) − l(w0) = 0

et il est unique car un autre w1 est de même longueur par (iii) et l(w0w1) =
l(w0)− l(w1) = 0 donc w1 = w−1

0 = w0.
Si w0 existe alors S est fini puisque S ⊂ N(w0) donc W est fini par (iii).

Systèmes de racines

Dans cette section on fixe un espace vectoriel réel V de dimension finie ; nous
notons V ∗ le dual de V .

Notation 2.6. Une réflexion s ∈ GL(V ) est un élément tel que s2 = 1 et Ker(s−
Id) est un hyperplan. Il en résulte que s a une valeur propre −1 de multiplicité
1, et que si α ∈ V est vecteur propre pour −1 et α∨ ∈ V ∗ est une forme linéaire
de noyau Ker(s− Id), choisie telle que α∨(α) = 2, alors s(x) = x− α∨(x)α. On
appelle α racine attachée à la réflexion et α∨ coracine attachée à la réflexion.
Ils sont uniques à scalaires (inverses) près.

Définition 2.7. On appellera système de racines des ensembles finis Φ ⊂
V,Φ∨ ⊂ V ∗ en bijection α 7→ α∨, tels que Φ engendre V , et vérifiant α∨(α) = 2
et Φ est stable par la réflexion sα de racine α et coracine α∨.

Propriétés 2.8. — Le système est dit cristallographique (ou défini sur Z)
si α∨(β) ∈ Z pour tous α, β.

— Le système est dit réduit si pour tout α on a Φ ∩ Rα = {α,−α}.
Nous différons de Bourbaki en ce que nous ne supposons pas à priori le

système cristallographique. On peut attacher un tel système à tout groupe de
Coxeter fini, mais les groupes de Weyl des groupes algébriques réductifs corres-
pondent à des systèmes de racines cristallographiques.

On se fixe maintenant un système de racines et on note W le groupe engendré
par les sα. Il est fini car ses éléments sont déterminés par la permutation de Φ
qu’ils définissent. Il existe donc un produit scalaire (, ) invariant par W .

Lemme 2.9. Si on identifie V à V ∗ par (, ) alors α∨ = 2α
(α,α) .

Démonstration. Puisque le produit scalaire est invariant par sα, on a (sαα, sαv) =
(α, v) pour tout v ∈ V , c’est-à-dire (−α, v − α∨(v)α) = (α, v) ce qui s’écrit

α∨(v) = 2(α,v)
(α,α) .

Utilisant cette identification on peut travailler dans un espace V euclidien
et se dispenser de Φ∨ mais cela empêche de considérer des systèmes infinis.
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Nous supposerons toujours Φ réduit ; ce n’est pas essentiel, mais simplifie les
énoncés et les preuves (un système non réduit, BCn joue un rôle dans certains
aspects de la théorie des groupes algébriques que nous n’aborderons pas).

Théorème 2.10. Soit Φ un système de racines (réduit). Étant donné un ordre
sur V tel que toute racine soit positive ou négative (c’est-à-dire une forme
linéaire ne s’annulant pas sur Φ), ce qui donne une partition Φ = Φ+ t −Φ+,
il existe une unique base Π ⊂ Φ+ de V telle que Φ+ = Φ ∩ R≥0Π.

Démonstration. Remarquons qu’on peut obtenir une partie minimale Π de Φ+

telle que Φ+ = Φ ∩ R≥0Π, en supprimant de façon répétée les éléments combi-
naison positive d’autres éléments de Π.

Lemme 2.11. Pour Π comme ci-dessus, (α, β) ≤ 0 pour α, β ∈ Π, α 6= β.

Démonstration. Supposons au contraire (α, β) > 0. Alors sα(β) = β − cα où

c = 2(α,β)
α,α > 0. On a soit sα(β) ∈ Φ+, soit −sα(β) ∈ Φ+.

Dans le premier cas, par hypothèse sα(β) =
∑
γ∈Π cγγ avec cγ ≥ 0. Il vient∑

γ∈Π−{β} cγγ + cα + (cβ − 1)β = 0. Il serait absurde que cβ − 1 ≥ 0 car une
somme non nulle de vecteurs positifs ne peut être nulle. Mais alors on a exprimé
β comme élément de R≥0(Π− {β}) ce qui contredit la minimalité de Π.

Dans le deuxième cas, écrivant −sα(β) =
∑
γ∈Π cγγ avec cγ ≥ 0, il vient∑

γ∈Π−{α} cγγ + β + (cα − c)α = 0, et de même on doit avoir cα − c < 0 ce

qui exprime α comme élément de R≥0(Π− {α}), contredisant la minimalité de
Π.

Voyons maintenant que les éléments de Φ sont linéairement indépendants.
Sinon, on peut écrire une relation de dépendance linéaire sous la forme v =∑
α∈Π1

cαα =
∑
β∈Π2

cββ où v est un vecteur non nul, où cα, cβ ≥ 0 et où
Π = Π1 t Π2. Mais alors on a 0 < (v, v) = (

∑
α∈Π1

cαα,
∑
β∈Π2

cββ) ≤ 0, une
contradiction.

Voyons enfin que Π est unique : s’il y a 2 bases Π 6= Π′ on peut trouver
α ∈ Π−Π′ ; exprimé sur Π′ : α =

∑
β∈Π′ cββ, puis ré-exprimons chaque β dans

Π : les β étant différents de α vont faire intervenir une racine différente de α
(on utilise ici que le système est réduit) et cette racine va rester en effectuant
la somme car les coefficients sont positifs ; d’où une contradiction.

Un Φ+ comme ci-dessus est appelé un système de racines positives et un Π
comme ci-dessus un système de racines simples.

On notera que dans la base Π les coefficients de la matrice de sα sont 1 ou
−α∨(β) donc W agit par des matrices à coefficients entiers si le système est
cristallographique.

Proposition 2.12. Deux systèmes de racines positifs (resp. simples) sont conjugués
sous W .

Démonstration.
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Lemme 2.13. Soit α ∈ Π. Alors α est la seule racine positive dont sα change
le signe.

Démonstration. Si β ∈ Φ+ − {α} alors β =
∑
γ∈Π cγγ où au moins un cγ > 0

pour γ 6= α, sinon β ∈ Φ+ ∩ R≥0α = {α}. Mais alors sα(β) = β − α∨(β)α a
même coefficient sur l’élément γ de la base Π, et comme toute racine a tous ses
coefficients sur Π non nuls de même signe, sα(β) doit être positif.

Nous utilisons le lemme pour conjuguer par W un système Φ+
1 sur Φ+ en

procédant par récurrence sur |Φ+ ∩ −Φ+
1 |. Si ce cardinal est non nul, alors on

ne peut avoir Π ∩ −Φ+
1 = ∅. Soit α dans ce dernier ensemble. Alors, comme

sα(Φ+) = Φ+ − {α} + {−α}, l’ensemble sα(Φ+) est un système de racines
positif tel que |sα(Φ+) ∩ −Φ+

1 | = |Φ+ ∩ −Φ+
1 | − 1.

Du lemme 2.13 on tire le

Corollaire 2.14. Toute racine est dans l’orbite de Π sous W .

Démonstration. Il suffit de le voir pour Φ+ puisqu’une racine α change de signe
par sα. Soit α =

∑
γ∈Π cγγ ∈ Φ+ − Π ; comme 0 < (α, α) =

∑
γ∈Π cγ(α, γ) il

existe γ tel que (α, γ) > 0. Alors α′ = sγ(α) est positif par 2.13 et est obtenu
en retirant un multiple positif de γ à α. Donc si on pose h(α) =

∑
γ cγ on

a h(α′) < h(α). Tant que α′ /∈ Π, on peut continuer. Comme Φ+ est fini ce
processus doit s’arrêter, sur un élément de Π.

Il résulte de la preuve du corollaire que toute racine est conjuguée à une
racine de Π par une suite de sγ , γ ∈ Π. En particulier tout sα est dans le groupe
engendré par les {sγ}γ∈Π, donc W est engendré par les {sγ}γ∈Π.

Nous allons montrer que W est un groupe de Coxeter à l’aide du lemme
suivant :

Lemme 2.15. Soit W un groupe engendré par un ensemble d’involutions S et
soit {Ds}s∈S un ensemble de parties de W contenant 1, telles que Ds∩sDs = ∅
pour tout s ∈ S, et telles que pour s, s′ ∈ S on ait w ∈ Ds, ws

′ /∈ Ds ⇒ ws′ =
sw. Alors (W,S) est un système de Coxeter, et on a Ds = {w ∈ W | l(sw) >
l(w)}.

Démonstration. Soit s1 . . . sk une décomposition réduite de w /∈ Ds et soit i
minimal tel que s1 . . . si /∈ Ds (i > 0 puisque 1 ∈ Ds). Alors de s1 . . . si−1 ∈ Ds

et s1 . . . si /∈ Ds on tire ss1 . . . si−1 = s1 . . . si, d’où sw = s1 . . . ŝi . . . sk (et
l(sw) < l(w)). Si w ∈ Ds alors sw /∈ Ds et appliquant le même raisonnement à
sw on a l(w) < l(sw). Au total on a donc vérifié la condition d’échange, d’où le
résultat.

Proposition 2.16. (W,S) où S = {sα | α ∈ Π} est un système de Coxeter.
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Démonstration. On utilise 2.15 avec Dsα = {w ∈ W | w−1(α) > 0}. La
condition Dsα ∩ sαDsα = ∅ est claire. Supposons maintenant que w ∈ Dsα

et wsα′ /∈ Dsα , c’est-à-dire w−1(α) > 0 et sα′w
−1(α) < 0. Comme s′α ne change

le signe que de α′, on doit avoir w−1(α) = α′. Comme w préserve le produit
scalaire, il conjugue sα′ sur sα, d’où le résultat.

Lemme 2.17. (i) L’ensemble N(w) de 2.3 est {sα | α ∈ Φ+, w(α) < 0}.
(ii) L’élément w0 de 2.5 vérifie w0(Φ+) = Φ−.

Démonstration. Si on pose N ′(w) = {sα | α ∈ Φ+, w(α) < 0} et que N(w) est
comme en 2.3 on montre que N(w) = N ′(w) par récurrence sur la longueur de
w : si w = vs avec s ∈ S, l(w) > l(v) il résulte de la définition aussi bien pour
N que pour N ′ que N(w) = s ∪ sN(v)s et N ′(w) = s ∪ sN ′(v)s.

Pour (ii), si w ∈ W et N(w) 6= Φ+ il existe α ∈ Π tel que w(α) > 0. Alors
par 2.16 et 2.15 on a l(sαw) > l(w). Ce processus s’arrête quand on tombe sur
w0 tel que N(w0) = Φ+.

Exemple 2.18. Système de racines de type An−1. Soit {e1, . . . , en} une base
orthonormée de Rn. Alors Φ = {ei− ej}i,j∈[1,...n],i6=j est un système de n(n− 1)
racines dans l’espace V de dimension n−1 qu’il engendre. Les vecteurs avec i > j
sont un système positif pour la forme linéaire x 7→ (x, ne1 +(n−1)e2 + . . .+en).
On a Π = {ei − ei+1}i=1,...,n−1. Si on pose αi = ei − ei+1, on a ei − ej =
αi + αi+1 + . . .+ αj pour i < j. Le groupe W s’identifie au groupe symétrique
permutant les ei : sei−ej échange ei et ej et fixe les autres vecteurs de base. Le
graphe de Coxeter de An est©

s1

©
s2

· · · ©
sn−1

©
sn

.

Exemple 2.19. Système de racines de type Cn.
Cette fois il y a 2n2 racines dans Rn, les ±2ei et ±ei ± ej . Pour la même

forme linéaire qu’avant on a Φ+ = {2ei}i ∪ {ei ± ej}i<j et on a Π = {e1 −
e2, . . . , en−1 − en, 2en}. Ici sei−ej échange ei et ej , sei+ej échange ei et −ej et
s2ei échange ei et −ei ; le groupe W est le groupe hyperoctaédral qui permute
les ±ei. Le graphe de Coxeter de Cn est©

s1

©
s2

· · · ©
sn−1

©
sn

.

Exemple 2.20. Pour le système de type Bn on remplace 2ei par ei.

3 Structure des groupes réductifs

Propriétés 3.1 (Structure des groupes réductifs). Soit G un groupe algébrique
affine réductif connexe sur k, et soit T un tore maximal de G. Alors

(i) Les sous-groupes unipotents de G fermés normalisés par T minimaux
sont isomorphes à Ga. Pour un tel groupe à un paramètre x 7→ u(x) il
existe α ∈ X(T) tel que pour t ∈ T on a tu(x)t−1 = u(α(t)x). Les α
obtenus sont distincts ; donc si Φ est leur ensemble, α ∈ Φ détermine
Uα ' Ga.
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(ii) Pour tout α ∈ Φ, il existe un homomorphisme φα : SL2 → G d’image
〈Uα,U−α〉 et injectif ou de noyau ± Id = Z(SL2), tel que

φα

(
1 ∗
0 1

)
= Uα, φα

(
1 0
∗ 1

)
= U−α

On pose

α̌(x) = φα

(
x 0
0 x−1

)
, ṡα = φα

(
0 1
−1 0

)
.

(iii) Φ est un système de racines réduit dans X(T)⊗R. On a CG(T) = T et
l’application naturelle W := NG(T)/T→ GL(X(T)⊗R) identifie W au
groupe de réflexions défini par Φ ; sα est l’image de ṡα.

(iv) Un sous-groupe fermé connexe H de G contenant T est engendré par T
et les Uα qu’il contient.

(v) Un sous-groupe unipotent H de G normalisé par T est égal à
∏

Uα⊂H Uα

dans n’importe quel ordre.

(vi) Il y a bijection entre les sous-groupes de Borel contenant T et les ordres
sur Φ : si B correspond à l’ordre Φ+, alors Ru(B) =

∏
α∈Φ+ Uα.

(vii) Si α 6= −β alors [Uα,Uβ ] ⊂
∏
{λ,µ∈N×|λα+µβ∈Φ}Uλα+µβ .

sketch de preuve. [Springer, pages 114–141] Soit T un tore maximal de G. Pour
α ∈ X(T) on pose Gα = CG(Ker(α)0). Alors, en utilisant l’action adjointe de
T sur l’algèbre de Lie G de G, on montre :

— Il y a un nombre fini de α tels que Gα 6= CG(T) [α doit être un poids
de T agissant sur G].

— Les Gα engendrent G [le groupe engendré par les Gα a même algèbre
de Lie que G].

Ensuite, on démontre que si Gα n’est pas résoluble, alors Gα/Rad(Gα) est
isomorphe à SL2 ou PGL2, car un groupe semi-simple dont le tore maximal est
de dimension 1 est un de ces groupes (on voit immédiatement que le groupe de
Weyl de Gα est Z/2 car GL(Z) = ±1 — la preuve du reste est un peu longue).

On pose Φ = {α | Gα est non résoluble}. On démontre, ce qui n’est pas
évident, que Gα/Rad(Gα) se relève ce qui définit φα. Alors chaque Gα pour
α ∈ Φ contribue une réflexion sα ∈ W (image dans W de ṡα ∈ NG(T)), et un
groupe Uα normalisé par T et où T agit par α. On a aussi α∨ ∈ Y (T) qui est
la restriction de φα au tore.

Φ est un système de racines réduit cristallographique : la stabilité par les sα
résulte de la construction, et le système est réduit car par construction Gnα =
Gα (la composante neutre du noyau est la même pour nα et α) et Gα n’a que
2 racines ±α.

On montre que les sα engendrent W par récurrence sur le rang de G. Pour
cela on utilise que W étant fini préserve un produit scalaire sur X(T)⊗R et le
lemme :
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Lemme 3.2. Soit V un espace réel Euclidien de dimension finie et w, s deux
éléments du groupe orthogonal où w n’a pas de valeur propre 1 et où s est une
réflexion. Alors sw a une valeur propre 1.

Démonstration. Puisque w n’a pas de valeur propre 1 alors w− Id est surjectif.

Soit α une racine de s, de telle sorte que s = x 7→ x− 2(x,α)
(α,α) α (voir lemme 2.9),

et soit x tel que (w − Id)(x) = α. Alors (x, x) = (w(x), w(x)) = (x + α, x + α)

implique 2(x,α)
(α,α) = −1 d’où s(x) = x+ α = w(x).

À cause du lemme on peut supposer que w ∈ W a une valeur propre 1.
Alors w a un point fixe dans X(T) (car w − Id a un noyau dans X(T)⊗Q) et
S = Ker(t 7→ [w, t])0 est un sous-tore non-trivial centralisé par w. On peut alors
travailler dans CG(S)/S qui est de rang plus petit.

Par 1.5 les Gα résolubles sont dans l’intersection C des sous-groupes de Borel
contenant T. On démontre que Ru(C) est normal dans G d’où Ru(C) = Ru(G)
([Luna] montre à partir des seuls éléments rappelés au §1 que l’intersection des
Ru(B) où B parcourt les sous-groupes de Borel contenant T est Ru(G)). Donc
si G est réductif, il n’y a pas de Gα résolubles, CG(T) = T (voir 1.6) et les
Gα sont engendrés par Uα, U−α et T (l’image de φα est engendrée par Uα et
U−α).

On déduit (iv) de ce que H comme dans (iv) est engendré par les Gα qu’il
contient.

Pour (v) on démontre un théorème général sur un groupe résoluble T o U
où U contient des Uα isomorphes à Ga sur lesquels T agit par des caractères α
distincts qui sont tous les poids de T dans l’algèbre de Lie de U : alors U est
produit des Uα dans n’importe quel ordre.

Pour (vi) le point essentiel est qu’un sous-groupe de Borel B contenant T
définit une forme linéaire sur X(T) : on utilise une représentation rationnelle
de G où B est le stabilisateur d’une droite. Cette représentation définit un
élément χ ∈ X(T) (l’action de T sur cette droite) ; en composant avec l’action
de Uα ⊂ B on démontre que 〈χ, α〉 ≥ 0.

Pour (vii) comme α 6= −β on peut les supposer positives, i.e dans un Ru(B).
Si on note x 7→ uα(x) l’isomorphisme k+ → Uα, dans l’isomorphisme de (v) la
multiplication est donnée par des polynômes donc il existe des polynômes Pγ tels
que [uα(x),uβ(y)] =

∏
γ uγ(pγ(x, y)). Alors pour t ∈ T on a pγ(α(t)x, β(t)y) =

γ(t)pγ(x, y) ce qui vu l’indépendance linéaire des caractères force γ à être λα+µβ
et pγ = cγx

λyµ. On ne peut avoir par ex. µ = 0 car alors en prenant y = 0, x = 1
on aurait une égalité 1 = uα(cα).

On notera qu’il résulte du (i) de 3.1 que pour w ∈ W et α ∈ Φ, on a
wUα = Uw(α).

Exemple 3.3. Pour GLn et le tore des matrices diagonales, NG(T) est formé des
matrices monomiales. Les matrices de permutation sont une section (représentant
W ) du quotient NG(T)/T. On a X(T) ' Zn. L’ensemble Φ = ei − ej forme un
système de racines pour le produit scalaire naturel (qui n’engendre pas X(T)
mais seulement les vecteurs de somme nulle). Le groupe Uei−ej est formé des
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matrices de la forme Id +λEi,j . Pour l’ordre de 2.18 le sous-groupe de Borel cor-
respondant est formé des matrices triangulaires supérieures. L’image de Φei−ej
est formé d’un SL2 en lignes et colonnes i, j.

Exemple 3.4. Pour SLn les principales différences sont : Les éléments de T
vérifient t1 . . . tn = 1. Les coracines engendrent Y (T) (mais il y a toujours un
centre, noyau des racines, formé de diag(ζ, . . . , ζ) où ζn = 1). Le groupe de Weyl

n’a pas de section car

(
0 1
−1 0

)2

= − Id.

Exemple 3.5. Pour PGLn les racines engendrent X(T) ; les images de φα sont
des PGL2.

Exemple 3.6. Pour Sp2n, avec nos coordonnées 1, . . . , n, n′, . . . , 1′, il y a 3 types
de groupes Uα, correspondant aux morphismes Ga → G donnés par :

— λ 7→ Id +λEi,j − λEj′,i′ pour α = ei − ej
— λ 7→ Id +λEi,j′ + λEj,i′ pour α = ei + ej
— λ 7→ Id +λEi,i′ pour α = 2ei

4 (B,N)-paires

Définition 4.1. On dit que deux sous-groupes B et N d’un groupe G forment
une (B,N)-paire pour G (ou un système de Tits pour G) si

(i) B et N engendrent G et T := B ∩N est normal dans N .

(ii) Le groupe W := N/T est engendré par un ensemble S d’involutions.

(iii) Pour s ∈ S, w ∈W on a BsB.BwB ⊂ BwB ∪BswB.

(iv) Pour s ∈ S, on a sBs 6= B.

On verra que sous les hypothèses 4.1 on a S = {w ∈W | B∪BwB est un groupe}
donc S est défini par (B,N).

Exemple 4.2. Nous allons montrer que les propriétés 3.1 impliquent que si G
est un groupe algébrique linéaire réductif connexe et que T ⊂ B est un couple
formé d’un sous-groupe de Borel inclus dans un tore maximal, alors (B, NG(T))
est une (B,N)-paire pour G.

Montrons d’abord que B ∩ NG(T) = T. Par 1.2 on a NB(T) = CB(T) ⊂
CG(T) = T.

Montrons que G est engendré par B et NG(T). L’élément sα conjugue Uα

sur Usα(α) = U−α. Donc le groupe engendré par B et NG(T) contenant T et
Uα(α ∈ Φ+) par 3.1 (vi), et sα, contient tous les Uα et par 3.1 (iv) engendre
G.

Le (ii) des axiomes des (B,N)-paires vient de ce que les sα engendrent W
et le (iv) de ce que sUα = U−α n’est pas dans B.

Pour le (iii), si s = sα, comme B = T
∏
β∈Φ+ Uβ , que s normalise T et que

sUβ = Usα(β) et que sα ∈ Φ+ si β ∈ Φ+ − {α}, on a BsBwB = BsUαwB. Si
w−1(α) ∈ Φ+ c’est égal à BswB. Sinon on écrit BsUαsswB où (sw)−1(α) ∈ Φ+

et, si Gα = 〈T,Uα,U−α〉 et Bα = TUα = Gα∩B, on utilise la “décomposition
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de Bruhat dans Gα” : Gα = BαsBα ∪Bα (la preuve est un calcul dans SL2 ou
PGL2). On en déduit sUαs ⊂ BαsUα ∪ Bα d’où BsUαsswB ⊂ BsUαswB ∪
BswB où le premier terme est égal à BwB.

Théorème 4.3. Si G admet une (B,N)-paire, alors

(i) G =
∐
w∈W BwB (“décomposition de Bruhat”).

(ii) (W,S) est un groupe de Coxeter.

(iii) La condition (iii) de 4.1 peut être raffinée en

BsB.BwB =

{
BswB si l(sw) = l(w) + 1

BswB ∪BwB sinon
.

(iv) Pour tout t ∈ N(w) (cf. 2.3), on a BtB ⊂ Bw−1BwB.

(v) S = {w ∈W | B ∪BwB est un groupe}.
(vi) On a NG(B) = B.

Démonstration. Montrons (i). PuisqueB etN engendrentB, on aG = ∪i(BNB)i,
et BNB = BWB. Si w = s1 . . . sk avec si ∈ S, on a BwB ⊂ Bs1Bs2B . . . BskB,
et par 4.1(iii) on a BsiB · BWB ⊂ BWB d’où BwB · BWB ⊂ BWB d’où
(BWB)2 = BWB d’où G = BWB. Il reste à voir que BwB 6= Bw′B si
w 6= w′. Montrons le résultat par récurrence sur inf(l(w), l(w′)) et supposons
par exemple l(w) ≤ l(w′). Le point de départ est l(w) = 0 et le résultat vient de
w′ 6∈ B. Sinon, prenant s ∈ S tel que l(sw) < l(w), par l’hypothèse de récurrence
BswB ne peut être égal à Bw′B ni à Bsw′B donc BswB ∩ BsB.Bw′B = ∅ ;
comme on a par ailleurs BswB ⊂ BsB.BwB on doit avoir BwB 6= Bw′B.

Pour montrer (ii), nous utilisons le Lemme 2.15 ; on prend Ds = {w ∈ W |
BsBBwB = BswB} (notons que la seule autre possibilité est BsBBwB =
BswB

∐
BwB). La condition Ds 3 1 est claire.

Si on avait à la fois w ∈ Ds et sw ∈ Ds, alors de BsB.BwB = BswB et
BsB.BswB = BwB on tire BsB.BsB.BwB = BwB ce qui est absurde car
BsB.BsB = BsB

∐
B (sinon, si BsB.BsB = B, on aurait sB ⊂ B ce qui

contredit 4.1(iv)).
Il reste à voir w ∈ Ds, ws

′ /∈ Ds ⇒ ws′ = sw. L’hypothèse ws′ /∈ Ds

implique BsB.Bws′B = Bsws′B
∐
Bws′B ; en particulier BsBws′ rencontre

Bws′B ; en multipliant par s′B à droite on en déduit que BsBwB rencontre
Bws′Bs′B ⊂ (BwB

∐
Bws′B) (pour cette dernière inclusion, on se sert de

4.1 (iii) “à l’envers” ce qui s’obtient en prenant les inverses des éléments dans
4.1(iii)). Donc BswB = BsBwB (puisque w ∈ Ds) est égal à soit Bws′B, soit
à BwB. Cette dernière possibilité étant exclue puisque w 6= sw, on en déduit le
résultat sw = ws′.

On a aussi démontré (iii) au passage.
Démontrons (iv). Si w = s1 . . . sk est une décomposition réduite, pour tout

i par (iii) on a BwB = Bs1 . . . si−1BsiBsi+1 . . . skB et de même pour Bw−1B
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d’où

Bw−1B.BwB = Bsk . . . si+1BsiBsi−1 . . . s1Bs1 . . . si−1BsiBsi+1 . . . skB

⊃ Bsk . . . si+1BsiBsiBsi+1 . . . skB

⊃ Bsk . . . si+1BsiBsi+1 . . . skB

⊃ Bsk . . . si+1sisi+1 . . . skB

d’où le résultat.
(v) Résulte immédiatement de (iv), qui implique que B ∪BwB ne peut être

un groupe que si |N(w)| = 1.
(vi) en résulte aussi. Si g ∈ BwB, on a gB = B ⇔ wB = B ⇔ BwBw−1B =

B ce qui par (iv) ne se produit que pour w = 1.

Remarque 4.4. Dans un groupe muni d’une (B,N)-paire, on appelle sous-groupes
de Borel les conjugués de B. Un autre façon d’exprimer la décomposition de Bru-
hat est de dire que toute paire de sous-groupes de Borel est conjuguée à une
paire (B, wB) pour w ∈W . On dit que la paire est en position relative w.

Il en résulte que, si on appelle tores les conjugués de T , l’intersection de
deux sous-groupes de Borel contient toujours un tore (car la paire (B, wB) en
contient un).

Exemple 4.5. Dans le cas de GLn une matrice m est dans BwB si et seulement
si elle a les mêmes rangs de mineurs que la matrice de permutation w parmi les
mineurs “en bas à gauche”, c’est-à-dire les rangs des sous-matrices mi,j données
par les lignes i, . . . , n et les colonnes 1, . . . , j. En effet, on voit :

— Les rangs des mi,j sont invariants par multiplication à droite ou à
gauche de m par une matrice triangulaire supérieure.

— La matrice m d’une permutation w est caractérisée par les rangs des
mi,j qui sont égaux à |{k <= j | w(k) ≥ i}|.

Si {Fi} et {F ′i} sont deux drapeaux complets, mi,j = dim
Fi∩F ′j

Fi−1∩F ′j+Fi∩F ′j−1

est une matrice de permutation qui donne leur position relative.

Exemple 4.6. Une (B,N)-paire “exotique” : G = GLn(Qp) ; N=matrices mono-
miales, B=matrices à coefficients dans Zp dans la partie triangulaire supérieure
(incluant la diagonale) et à coefficients sous la diagonale dans pZp (B est un
sous-groupe d’Iwahori : un sous-groupe dans GLn(Zp) qui tombe en réduction

dans un sous-groupe de Borel de GLn(Fp)). Alors W est de type Ãn (“affine”
An). Pour n = 2, W est le groupe diédral infini, de diagramme de Coxeter

©
s

∞ ©
t
, engendré par s =

(
0 1
−1 0

)
et t =

(
0 p
−p−1 0

)
.

5 Sous-groupes Paraboliques

Soit G un groupe muni d’une (B,N)-paire, et soit T = B ∩N et (W,S) le
système de Coxeter de 4.3(ii). On appelle sous-groupes paraboliques les sous-
groupes contenant un sous-groupe de Borel, et tores les conjugués de T .
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Dans un système de Coxeter (W,S), pour I ⊂ S, on note WI le sous-groupe
de W engendré par I — par la condition d’échange (ii) du théorème 2.1 il est
clair que (WI , I) est un système de Coxeter.

Proposition 5.1. (i) Les sous-groupes paraboliques contenant B sont les
PI := BWIB pour I ⊂ S.

(ii) Si g ∈ G est tel que gB ⊂ PI alors g ∈ PI .

Il résulte de (ii) que deux sous-groupes paraboliques différents contenant B
ne sont pas conjugués, et que NG(PI) = PI .

Démonstration. Soit P un groupe contenant B et soit w ∈ W tel que BwB ⊂
P . Alors Bw−1BwB ⊂ B donc par 4.3 (iv), on a BtB ⊂ P pour tout t ∈
N(w). Si s1 . . . sk est une décomposition réduite de W , on a donc BskB ⊂ P ,
Bsksk−1sk ⊂ P, . . . ce qui implique de proche en proche BsiB ⊂ P pour tout
i ; d’où P ⊃ BWIB où I = {s1, . . . , sk} ; d’où (i).

Démontrons (ii). Supposons gB ⊂ PI et soit w ∈ W tel que g ∈ Bw−1B.
Alors PI ⊃ BgBg−1B = BwBw−1B d’où par le raisonnement de (i) w ∈ WI

donc g ∈ PI .

Nous aurons besoin des notions suivantes dans un système de Coxeter (W,S)
avec I ⊂ S :

Lemme-Définition 5.2. w ∈W est dit I-réduit s’il vérifie une des conditions
équivalentes suivantes :

(i) Pour tout v ∈WI , on a l(vw) = l(v) + l(w).

(ii) Pour tout s ∈ I, on a l(sw) > l(w).

(iii) w est de longueur minimum dans WIw.
Il y a un seul élément I-réduit dans WIw.

Démonstration. Il est clair que (iii)⇒(ii) car (iii) implique que l(sw) ≥ l(w).
Montrons que non (iii)⇒ non (ii). Si w′ n’est pas de longueur minimum dans
WIw

′, c’est-à-dire que w′ = vw avec v ∈WI et l(w) < l(w′), en ajoutant un à un
les termes d’une décomposition réduite de v à w et en appliquant à chaque fois
le lemme d’échange, on trouve une décomposition réduite v̂ŵ(= vw = w′) où
on a noté v̂ (resp. ŵ) le produit d’une suite extraite stricte d’une décomposition
réduite de v (resp. w). Comme l(ŵ) ≤ l(w) < l(w′), on a l(v̂) > 0, donc il existe
une décomposition réduite de w′ commençant par un élément de I, donc w′ ne
vérifie pas (ii).

Il est clair que (i)⇒(iii). On a non (i)⇒ non (iii) car si l(vw) < l(v) + l(w)
alors une décomposition réduite de vw est de la forme v̂ŵ où l(ŵ) < l(w). Donc
ŵ ∈WIw et est de longueur inférieure à celle de w.

Enfin un élément vérifiant (i) est clairement unique dans WIw.

On a évidemment la notion de réduit-I qui vérifie le lemme symétrique.

Corollaire 5.3. On a PI\G/B 'WI\W ' {w ∈W | w est I-réduit}.
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Démonstration. C’est clair : la classe PIgB pour g ∈ BvB est PIwB où w est
l’élément de longueur minimale de WIv.

Lemme-Définition 5.4. Soient I et J deux parties de S. Un élément w ∈W
est dit I-réduit-J s’il vérifie une des propriétés équivalentes suivantes :

(i) w est à la fois I-réduit et réduit-J .

(ii) w est de longueur minimale dans WIwWJ .

(iii) Tout élément de WIwWJ s’écrit de façon unique sous la forme xwy avec
x ∈WI , y ∈WJ , l(x) + l(w) + l(y) = l(xwy) et xw réduit-J .

Par (iii) il y a un unique élément I-réduit-J dans une double classe, qui est
de longueur minimum ; par symétrie on a l’énoncé analogue en remplaçant dans
(iii) la condition que xw est réduit-J par celle que wy est I-réduit.

Démonstration. Montrons d’abord que deux éléments w et w′ d’une même
double classe et vérifiant (i) sont de même longueur. Écrivons w′ = xwy avec
x ∈ WI et y ∈ WJ ; on a donc w′y−1 = xw et x−1w′ = wy ; en utilisant les
définitions de I-réduit et réduit-J et l(y−1) = l(y), l(x−1) = l(x) on en déduit
l(w′) + l(y) = l(x) + l(w) et l(x) + l(w′) = l(w) + l(y), d’où l(x) = l(y) et
l(w) = l(w′). Comme clairement (ii)⇒(i) cette longueur unique doit être la
longueur minimale, donc (i)⇔(ii).

Montrons maintenant (ii)⇒(iii). Soit w vérifiant (ii) ; Soit xwy une écriture
de v ∈WIwWJ où on a choisi l(x) minimal. En appliquant le lemme d’échange
on peut écrire une décomposition réduite de xwy sous la forme x̂ŵŷ où x̂
(resp. ŵ, ŷ) est extrait d’une décomposition réduite de x (resp. w, y). On a
nécessairement ŵ = w sinon w ne serait pas de longueur minimum dans sa
double classe. Mais alors on a nécessairement x̂ = x vu l’hypothèse de mini-
malité de l(x), d’où ŷ = y et donc l(x) + l(w) + l(y) = l(xwy). L’élément xw
est réduit sinon on peut écrire xw = v′y′ où v′ ∈ WIwWJ , y′ ∈ WJ − {1} et
l(v′)+l(y′) = l(xw). En appliquant ce qu’on vient de démontrer on a v′ = x′′wy′′

avec l(x′′)+ l(w)+ l(y′′)+ l(y′) = l(x)+ l(w) ce qui implique l(x′′) < l(x) contre-
disant la minimalité de l(x). On a unicité puisque xw est unique comme élément
J-réduit.

Enfin on a clairement (iii)⇒(ii).

�

Il est à noter que toute écriture xwy ne satisfait pas (iii) ; considérer par
exemple le cas w = 1 et I = J ; la situation est moins bonne de ce point de vue
que dans le cas I-réduit.

Corollaire 5.5. On a PI\G/PJ ' WI\W/WJ ' {w ∈ W | w est I-réduit-J}
par les applications naturelles entre ces ensembles.

Démonstration. Considérons une double classe PIgPJ . D’après la décomposition
de Bruhat, on a g ∈ BwB pour un certain w ∈ W , et donc PIgPJ = PIwPJ .
Comme les représentants de WI et WJ sont respectivement dans PI et PJ , on
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a finalement PIgPJ = PIWIwWJPJ , d’où une application bien définie surjec-
tive de WI\W/WJ sur PI\G/PJ . Pour montrer qu’elle est injective, il suffit de
démontrer que PIwPJ = BWIwWJB. A priori, on a PIwPJ = BWIBwBWJB
où on peut choisir w de longueur minimum dans sa double classe. Alors w
est I-réduit donc BWIBwBWJB = BWIwBWJB par 4.3(iii). Par application
répétée du symétrique de 4.1(iii) on voit que pour y ∈ WJ on a BWIwByB ⊂
BWIwWJB.

La deuxième bijection de l’énoncé est le lemme 5.4.

6 Parties closes

Nous avons besoin de quelques rappels supplémentaires sur les systèmes de
racines cristallographiques. Soit Φ un système de racines réduit cristallogra-
phique, Π une base des racines, et (W,S) le système de Coxeter correspondant,
où S = {sα}α∈Π.

Pour I ⊂ Φ nous noterons WI le sous-groupe engendré par {sα}α∈I . Si
I ⊂ Π, c’est le groupe de Coxeter associé au système ΦI = Φ∩ 〈I〉 ; en effet, ΦI
est clairement un sous-système ; et I en est une base, car l’écriture d’une racine
de ΦI sur Π ne fait intervenir que des éléments de I.

On dit que Ψ ⊂ Φ est clos si α, β ∈ Ψ, α+β ∈ Φ⇒ α+β ∈ Ψ ; l’intersection
de deux parties closes est clairement close.

On dit que Ψ est symétrique si Ψ = −Ψ.

Lemme 6.1. Les systèmes de racines cristallographiques de rang 2 sont A1×A1,
A2, C2 = B2 et G2.

α

β

α

β + αβ

α

β + 2αβ + αβ

α

3α+ β2α+ β

2β + 3α

β + αβ

Démonstration. Pour 2 racines α, β on a α∨(β)β∨(α) = 4 (α,β)2

(α,α)(β,β) = 4 cos(θ)2

où θ est l’angle entre α et β. Si nous choisissons des vecteurs voisins l’angle est
≤ π/2 et l’intégralité de ce cosinus force un des angles π/2, π/3, π/4 ou π/6. Le
rapport entre les longueurs des racines est donné par le fait que si par exemple
α∨(β)β∨(α) = 2 où α, β ∈ Π à symétrie près la solution unique est α∨(β) = −1
et β∨(α) = −2 d’où 2(β, β) = (α, α). Pour A1×A1 le rapport des longueurs est
arbitraire, nous l’avons choisi égal à 1.

Un corollaire de 6.1 est

Corollaire 6.2. (i) Si α, β ∈ Φ, α 6= −β et (α, β) < 0 alors α+ β ∈ Φ.

(ii) Si α, β ∈ Φ et α+nβ ∈ Φ pour n ∈ N, alors α+mβ ∈ Φ aussi pour tout
entier 0 ≤ m ≤ n.
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(iii) Soient α1, . . . , αk ∈ Φ+ telles que α = α1 + . . .+αk ∈ Φ+. Alors si k > 1
il existe i tel que α− αi ∈ Φ+.

Démonstration. Pour (i) et (ii) : α et β engendrent un sous-système de rang 2.
On vérifie les propriétés de l’énoncé sur les systèmes de rang 2.

Pour (iii) comme (α, α) > 0 un des (α, αi) > 0 donc par (i) α− αi ∈ Φ.

Corollaire 6.3. Si Ψ est clos et symétrique c’est un sous-système de racines
de groupe de Coxeter WΨ.

Démonstration. Si on prend deux racines α et β, par 6.2 (ii) on voit de proche
en proche (commençant par α + β, α + 2β, etc. . .) que Ψ clos et symétrique
contenant α et β contient α + nβ pour tout n tel que ce soit une racine, en
particulier contient sα(β) et est donc un sous-système.

Pour I ⊂ Π il est clair que ΦI est clos et symétrique, et que Φ+ − ΦI et
Φ+ ∪ ΦI sont clos.

Exemple 6.4. Des exemples de parties closes et symétriques qui ne sont pas de
la forme ΦI sont données par les racines de longues de B2 (un système de type
A1 ×A1) ou celles de G2 (un sous-système de type A2).

Proposition 6.5. Si Ψ est clos et Ψ ∩ −Ψ = ∅, alors il existe un ordre sur Φ
tel que Ψ ⊃ Φ+.

Démonstration. Montrons par récurrence sur k que toute somme de k ≥ 1
éléments de Ψ est non nulle. C’est clair pour k = 1. Si 0 = α1 + . . . + αk alors
(−α1, α2 + . . .+ αk) est le carré scalaire de α1 donc est positif et il existe i 6= 1
tel que (α1, αi) < 0. Comme α1 6= −αi car −αi /∈ Ψ par 6.2(i) on a α1 + αi
racine donc dans Ψ et la somme est somme de k − 1 éléments.

Considérons maintenant γk ∈ Ψ qui est somme de k éléments de Ψ. S’il
existe α ∈ Ψ tel que (γk, α) < 0 alors γk+1 = α+ γk ∈ Ψ. La suite γk a tous ses
termes distincts (car sinon on aurait une somme nulle d’éléments de Ψ) donc
par finitude de Ψ doit s’arrêter sur un élément γk tel que (γk, α) ≥ 0 pour tout
α ∈ P . La forme linéaire (γk,−) définit presque un ordre : il faut la modifier sur
γ⊥k . Mais γ⊥k ∩Ψ vérifie les mêmes hypothèses sur un sous-espace et on procède
par récurrence.

On dit que Ψ est parabolique si Ψ est clos et Ψ ∪ −Ψ = Φ ; alors

Proposition 6.6. Si Ψ est parabolique il existe un ordre sur Φ tel que Ψ ⊂ Φ+

Démonstration. Soit Φ+ un ordre qui maximise |Ψ∩Φ+|. Montrons par l’absurde
que Φ+ ⊂ Ψ. Sinon, il existe un élément α de la base Π associée telle α /∈ Ψ,
donc −α ∈ Ψ. Puisque α 6∈ Ψ on a sα(Ψ ∩ Φ+) ⊂ Φ+ ; en appliquent sα à
nouveau on a Ψ ∩ Φ+ ⊂ sα(Φ+). Mais alors pour l’ordre sα(Φ+) qui contient
−α le cardinal |Ψ ∩ sα(Φ+)| a grandi, une contradiction.

Proposition 6.7. Si Ψ est parabolique il est de la forme Φ+ ∪ ΦI pour un
certain I.
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Démonstration. On fixe un ordre Φ+ de base Π tel que Ψ ⊃ Φ+. On pose
I = −{−Π∩Ψ}. Montrons que Ψ∩Φ− = Φ−I . Notons que par 2.14 toute racine
positive est somme d’un nombre fini de racines de Π ; de même toute racine de
Φ−I est somme de racines de −I. Montrons par récurrence sur k qu’une racine
de Φ−I somme de k racines de −I est dans Ψ. C’est vrai par hypothèse si k=1 ;
sinon par 6.2(iii) la somme est α+ β où α ∈ −I et β ∈ Φ−I est somme de k − 1
racines de −I ; par récurrence on a β ∈ Ψ et comme α ∈ Ψ on a α+ β ∈ Ψ.

Pour la réciproque on procède de même par récurrence : un γ ∈ Ψ ∩Φ− est
somme de k racines de −Π. On écrit γ = α + β où α ∈ −Π et β ∈ Φ somme
de k − 1 racines de −Π. Comme −β ∈ Φ+ ⊂ Ψ on a α = γ + (−β) ∈ Ψ. Donc
α ∈ −I, d’où −α ∈ Ψ et d’où β ∈ Ψ et on continue...

Il résulte en particulier de cette proposition que le complémentaire d’une
partie parabolique est clos.

7 Sous-groupes de rang maximum, parties quasi-
closes

Si Ψ ⊂ Φ on pose G∗Ψ = 〈Uα | α ∈ Ψ〉 et GΨ = 〈T,Uα | α ∈ Ψ〉. Ces
groupes sont connexes comme produit de groupes connexes, et par 3.1(iv), tout
sous-groupe fermé connexe contenant T est de la forme GΨ.

Définition 7.1. Une partie Ψ ⊂ Φ est dite quasi-close si G∗Ψ ne contient pas
de Uα avec α /∈ Ψ.

Notons qu’il est équivalent que GΨ ne contienne pas de Uα avec α /∈ Ψ,
car GΨ/G

∗
Ψ est quotient de T, donc un tore, donc tout Uα est dans le noyau

de ce quotient, donc dans G∗Ψ. L’intersection de deux parties quasi-closes est
quasi-close (clair par l’absurde), et (GΨ ∩GΨ′)

0 = GΨ∩Ψ′ .
On dit qu’un groupe algébrique P possède une décomposition de Levi s’il

existe un sous-groupe fermé L ⊂ P (dit sous-groupe de Levi) tel que P =
Ru(P) o L (L est donc réductif).

Proposition 7.2. Soit Ψ ⊂ Φ une partie quasi-close. Alors Ψs = {α ∈ Ψ |
−α ∈ Ψ} et Ψu = {α ∈ Ψ | −α /∈ Ψ} sont quasi-closes, et GΨ possède une
décomposition de Levi GΨ = G∗Ψu o GΨs (où G∗Ψu = Ru(GΨ)).

Démonstration. Commençons par montrer que Ψs est quasi-clos L’intersection
de deux parties quasi-closes étant quasi-close, il suffit de voir que −Ψ est quasi-
clos. Mais ceci est conséquence de l’existence de l’automorphisme d’opposition
de G (qui induit −1 sur X(T) et dont l’existence est garantie par 8.1).

Étant unipotent normalisé par T, le groupe Ru(GΨ) est de la forme G∗Ψ′
pour une certaine partie Ψ′ ⊂ Ψ que nous supposerons maximale donc quasi-
close. Montrons que Ψ′ ⊂ Ψu. Si α ∈ Ψs ∩ Ψ′, comme U−α ∈ GΨ, le groupe
U−α normalise Ru(GΨ) donc [U−α,Uα] ⊂ Ru(Gψ) ce qui est absurde car cet
ensemble contient des éléments non unipotents.
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Réciproquement il suffit de voir Ψ − Ψ′ ⊂ Ψs. Si α ∈ Ψ − Ψ′ alors Uα ∩
Ru(GΨ) = 1 car cette intersection étant normalisée par T contient Uα si elle
en contient un élément. Donc Uα s’envoie injectivement sur un groupe radiciel
du groupe GΨ/Ru(GΨ) ; ce groupe étant réductif a un ensemble de racines
symétriques et son groupe U−α se remonte (l’image réciproque de U−α est un
groupe unipotent normalisé par T donc produit des Uβ qu’il contient et U−α
doit être l’un d’entre eux). Donc α ∈ Ψs.

On a vu que GΨs est un complément de Levi de Ru(GΨ).

Proposition 7.3. Une partie close est quasi-close.

Démonstration. Soit Ψ ⊂ Φ close et définissons Ψs et Ψu comme dans la preuve
de 7.2. Il est clair que Ψs est clos. Remarquons aussi que si α ∈ Ψ, β ∈ Ψu

et α + β ∈ Φ alors α + β ∈ Ψu (sinon α + β ∈ Ψs d’où −α − β ∈ Ψs donc
α + (−α − β) = −β ∈ Ψ ce qui contredit β ∈ Ψu). On en déduit que Ψu est
clos. Il existe donc un ordre tel que Ψu ⊂ Φ+. Il est claire qu’une partie positive
close (ici Ψu) est quasi-close. En effet par 3.1(vii) il est clair que

∏
α∈Ψu

Uα

est un groupe, donc égal à G∗Ψu . De plus la propriété α ∈ Ψs, β ∈ Ψu et
α+ β ∈ Φ⇒ α+ β ∈ Ψu montre que G∗Ψu est normalisé par GΨs (on voit par
6.2(iii) que nα+mβ ∈ Ψu pour n,m ≥ 1).

Remarquons maintenant que GΨs est déjà engendré par T, et les Uα tels que
±α soit une racine simple de Ψs (pour l’ordre Φ+ choisi) ; en effet 〈Uα,U−α〉
contient sα donc ce groupe contient WΨs , et toute racine de Ψs est conjuguée à
une racine simple par WΨs , d’où le résultat par 3.1(iii). Montrons maintenant
que GΨs = UΨ+

s
WΨsTUΨ+

s
(pour n’importe quel ordre sur Φ). Pour cela, il suf-

fit de voir que le membre de droite est un groupe ; comme il est stable par trans-
lation à gauche par T et Uα où α ∈ Ψ+

s il suffit de voir qu’il est stable par un
élément de U−α où α ∈ Ψ+

s est simple. Écrivant UΨ+
s

= UΨ+
s −{α}Uα, puisque

α est simple par 3.1(vii) U−α normalise le groupe UΨ+
s −{α}, donc il suffit de

voir que UαWΨsTUΨ+
s

est stable par translation par U−α. La décomposition
de Bruhat 〈T,Uα,U−α〉 = UαT ∪UαsαTUα montre que U−αUα ⊂ UαT ∪
UαsαTUα. Il suffit d’étudier le deuxième terme

UαsαTUαWΨsTUΨ+
s

=
⋃
w∈Ψs

UαsαUαwTUΨ+
s
.

Si w−1(α) ∈ Ψ+ alors Uαw = wUw−1(α) et on obtient un terme cherché. Sinon,
posant β = −w−1(α) ∈ Ψ+

s on obtient

UαsαwTUw−1(α)UΨ+
s

= UαsαwTU−βUβUΨ+
s −{β}

⊂ UαsαwT(Uβ ∪UβsβUβ)UΨ+
s −{β} = UαsαwTUΨ+

s
∪UαsαwTUβsβUΨ+

s

il suffit de considérer le terme de droite mais sαwUβ = sαU−αw = Uαsαw d’où
le résultat.

Montrons maintenant que Ψs est quasi-clos. Soit γ tel que Uγ ⊂ GΨs , et
choisissons un ordre tel que γ ∈ Φ+ donc Uγ ⊂ U. Comme chaque terme
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UΨ+
s
wTUΨ+

s
rencontre une seule cellule de Bruhat de G on doit avoir Uγ ⊂

TUΨ+
s

. Par la remarque du début de la preuve sur Ψu (une partie positive close

est quasi-close) on doit avoir γ ∈ Ψ+
s .

Le groupe GΨ a donc une décomposition en produit semi-direct G∗Ψu o
GΨs . Enfin Ψ est quasi-clos car si α /∈ Ψu et Uα ⊂ GΨ alors Uα s’envoie
isomorphiquement dans le quotient GΨs donc α ∈ Ψs.

Remarque 7.4. Sauf en caractéristique 2 ou 3 la réciproque de 7.3 a lieu : une
partie quasi-close est close ; cela résulte de ce que pour les autres caractéristiques
le groupe engendré par Uα et Uβ contient tous les Unα+mβ pour n,m ∈ N tels
que nα + mβ soit une racine, par les valeurs explicites des coefficients (voir la
preuve de 3.1(vii)).

Exemple 7.5. Le sous-groupe réductif de Sp4 correspondant au sous-système

clos de type A1 × A1 est


a 0 0 b
0 a′ b′ 0
0 c′ d′ 0
c 0 0 d

 où chacune des matrices données

par a, b, c, d ou a′, b′, c′, d′ est dans SL2. C’est le centralisateur de l’élément
−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


Proposition 7.6. Le groupe PI possède une décomposition de Levi PI =
Ru(P)oLI où Ru(PI) =

∏
α∈Φ+−ΦI

Uα et où LI = 〈T, {Uα}α∈ΦI 〉 est réductif.

Démonstration. Ψ = Φ+∪ΦI est quasi-clos car clos. La proposition résulte alors
de 7.2 si nous montrons que PI = GΨ. On a PI ⊃ GΨ car PI contient T, Uα

pour α ∈ Ψ ; et Gψ contient PI car 〈Uα,U−α〉 3 sα.

Proposition 7.7. Soit P un sous-groupe parabolique de G contenant T. Il y a
un unique sous-groupe de Levi de P contenant T. Deux sous-groupes de Levi de
P sont conjugués par un unique élément de Ru(P).

Démonstration. Soit B un sous-groupe de Borel de P (donc de G) contenant
T. Alors, par 5.1 P est de la forme PI pour ce Borel et 7.6 donne l’existence
de LI ⊃ T. Réciproquement, un sous-groupe de Levi contenant T est engendré
par T et les Uα qu’il contient. Comme tous les Uα où α ∈ Φ+ − ΦI sont dans
Ru(P), il ne contient que des Uα où α ∈ ΦI , donc il est inclus dans LI donc
doit lui être égal.

Deux sous-groupes de Levi de P sont conjugués, car un élément qui conjugue
un tore maximal de l’un sur un tore maximal de l’autre les conjugue. Modulo
un de ces Levis, on peut choisir l’élément dans Ru(P). L’unicité de l’élément
qui les conjugue équivaut à Ru(P) ∩ NG(L) = 1 ; ceci résulte de ce que si
v ∈ Ru(P) ∩ NG(L) alors pour tout l ∈ L on a [v, l] ∈ Ru(P) ∩ L = 1 ; donc
v ∈ CG(L). Mais CG(L) ⊂ L (par ex. puisque CG(T) = T) d’où v = 1.
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Proposition 7.8. Un sous-groupe fermé P ⊃ T de G est parabolique si et
seulement si pour tout α ∈ Φ, on a Uα ⊂ P ou U−α ⊂ P.

Démonstration. Un sous-groupe parabolique vérifie cette condition. Récipro-
quement, soit un groupe P comme dans l’énoncé ; alors P0 est de la forme
GΨ où Ψ est une partie quasi-close telle que Ψ ∪ −Ψ = Φ. Montrons que P0

contient un sous-groupe de Borel. Par 7.2 il existe un ordre Φ+ tel que Φ+ ⊃ Ψu.
Soit α ∈ Φ+ ; alors α ∈ Ψ sinon −α ∈ Ψu ⊂ Φ+, une contradiction. Donc
Φ+ ⊂ Ψ.

Lemme 7.9. Soient T ⊂ B une tore maximal et un sous-groupe de Borel de
G. Une cellule de Bruhat BwB est égale au produit direct UTwUw où Uw =∏
{α∈Φ+|w(α)<0}Uα.

Démonstration. Remarquons d’abord que Uw est un groupe car {α ∈ Φ+ |
w(α) < 0} est clos. D’autre part si U = Ru(B) on a U = U′Uw où U′ =∏
{α∈Φ+|w(α)>0}Uα, donc wU′ ⊂ U ; donc BwB = UTwU′Uw = UTwU′wUw =

UTwUw. Il reste à voir que la décomposition est unique, ce qui revient à voir
que si uTwu′ = Tw avec u ∈ U, u′ ∈ Uw alors u = u′ = 1. La condition se
réécrit u · wu′ ∈ T ; en particulier wu′ ∈ B. Mais wUw ∩ B = 1 car ce groupe
unipotent normalisé par T ne contient pas de Uα. Donc u′ = 1, d’où u = 1.

Proposition 7.10. Pour s ∈ T posons Ψs = {α ∈ Φ | α(s) = 1}. Alors

(i) CG(s)0 = GΨs .

(ii) CG(s) est engendré par CG(s)0 et {n ∈ NG(T) | ns = s}.

Démonstration. Appliquons le lemme 7.9 pour voir quand un élément uwtu′ ∈
BwB avec u ∈ U, u′ ∈ Uw et t ∈ T centralise s. Comme s normalise U,
Uw et wT il faut que chacun des 3 termes centralise s. De plus, écrivant u =∏
α∈Φ+ uα(xα) cette décomposition étant unique on doit avoir xα = 0 si α(s) 6=

1. Finalement on trouve u, u′ ∈ GΨs et ws = s. Donc GΨs ⊂ CG(s) et CG(s)
est engendré par GΨ et W (s) si on pose W (s) = {w ∈ W | ws = s}. De
plus GΨs est normal dans CG(s) car si w ∈ W (s) et α(s) = 1 alors wα(s) =

α(w
−1s) = α(s) = 1. Donc étant d’indice fini le groupe connexe GΨs doit être

la composante neutre.

Exemple 7.11. Les centralisateurs de tous les éléments de GLn sont connexes,
donc les classes géométriques ne se scindent pas. En effet, le centralisateur
d’une matrice dans Mn est un espace affine ; et un ouvert d’un espace affine
est connexe.

Par contre le centralisateur de

(
−1 0
0 1

)
n’est pas connexe dans PGL2 car

il contient

(
0 1
1 0

)
∈W .

Rappelons (voir 4.4) que deux sous-groupes de Borel (donc deux sous-groupes
paraboliques) ont toujours un tore maximal en commun.
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Proposition 7.12. Soient P et P′ deux sous-groupes paraboliques de G et
soient L et L′ des sous-groupes de Levi respectifs de P et P′ contenant un même
tore maximal T de G. On pose U = Ru(P) et U′ = Ru(P′). Alors (P ∩P′).U
est un sous-groupe parabolique de G inclus dans P ayant même intersection
que P′ avec L et dont L ∩ L′ est un sous-groupe de Levi. P ∩ P′ est connexe
ainsi que L ∩ L′ et on a la décomposition de Levi P ∩ P′ = (L ∩ L′) n ((L ∩
U′).(L′ ∩U).(U ∩U′)) ; c’est une décomposition comme produit de 4 variétés
(la décomposition correspondante d’un élément de P∩P′ suivant ce produit est
unique).

Démonstration. Soit Φ l’ensemble des racines de G par rapport à T et soit
Ψ ⊂ Φ (resp. Ψ′ ⊂ Φ) tel que P = GΨ (resp P′ = GΨ′). Montrons que pour
tout α ⊂ Φ, soit Uα soit U−α est inclus dans le groupe (P ∩ P′) ·U (c’est un
groupe car P normalise U). On a (P ∩P′)0 ·U = GΨ∩Ψ′ ·G∗Ψu . Si α et −α ne
sont pas dans Ψu alors α et −α sont tous les deux dans Ψ. Comme l’un des deux
est dans Ψ′, l’un des deux est dans Ψ∩Ψ′. La proposition 7.8 montre alors que
(P ∩ P′).U est un sous-groupe parabolique de G, d’où la première assertion,
et (P ∩P′).U = G(Ψ∩Ψ′)∪Ψu (cet ensemble est clos car la somme d’une racine
de Ψ et d’une racine de Ψu qui est une racine est dans Ψu, cf. preuve de 7.3).
Maintenant, Ψu−Ψ′ est clos comme intersection de deux parties closes (qui sont
Ψu et le complémentaire −Ψ′u de Ψ′), donc on a (P∩P′).U = (P∩P′).G∗Ψu−Ψ′ .
Le produit est un produit direct de variétés car l’intersection est un groupe
unipotent normalisé par T (donc connexe) et ne contient aucun Uα. Le produit
étant connexe, chacun des termes l’est donc P ∩ P′ l’est et est égal à GΨ∩Ψ′ .
Les groupes (P ∩ P′).U et P ∩ P′ admettent tous deux pour groupe de Levi
(L ∩L′)0 car ((Ψ ∩Ψ′) ∪Ψu)s = (Ψ ∩Ψ′)s = Ψs ∩Ψ′s (c’est clair car si α ∈ Ψu

alors −α /∈ Ψ donc −α /∈ (Ψ ∩Ψ′) ∪Ψu).
La décomposition Ψ ∩Ψ′ = (Ψs ∩Ψ′s)

∐
(Ψs ∩Ψ′u)

∐
(Ψu ∩Ψ′s)

∐
(Ψu ∩Ψ′u)

montre que P∩P′ = 〈L∩L′,L∩U′,L′ ∩U,U∩U′〉. Utilisant que U∩U′ est
normal dans P ∩P′, puis que L ∩ L′ normalise L ∩U′ et L′ ∩U, on a

P ∩P′ = (L ∩ L′).〈L ∩U′,L′ ∩U〉.(U ∩U′).

De plus le commutateur d’un élément de L ∩U′ avec un élément de L′ ∩U est
dans U ∩U′. Donc on a

P ∩P′ = (L ∩ L′).(L ∩U′).(L′ ∩U).(U ∩U′),

Supposons maintenant que x = lu′uv ∈ P ∩ P′, où l ∈ L ∩ L′, u′ ∈ L ∩ U′,
u ∈ L′ ∩ U, v ∈ U ∩ U′. Alors lu′ est l’image de x par la projection P → L
et l (resp. u) est l’image de lu′ (resp. uv) par le morphisme P′ → L′. Donc la
décomposition de x est unique, et l’application produit (L ∩ L′) × (L ∩U′) ×
(L′ ∩U)× (U∩U′)→ P∩P′ est un isomorphisme de variétés ; et les 4 termes
sont connexes puisque le produit l’est donc L ∩ L′ est bien connexe.

Proposition 7.13. (i) Soient P′ et P deux sous-groupes paraboliques de G
tels que P′ ⊂ P, alors Ru(P′) ⊃ Ru(P) et pour tout sous-groupe de Levi
L′ de P′, il existe un unique sous-groupe de Levi L de P tel que L ⊃ L′.
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(ii) Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique P de G. Alors
on a équivalence entre
(a) L′ est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de L.
(b) L′ est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G, et

L′ ⊂ L.

Démonstration. Démontrons (i) ; soit T un tore maximal de L′ et soit L l’unique
sous-groupe de Levi de P contenant T (c.f. 7.7). Alors 7.12 dit que L′∩L est un
sous-groupe de de Levi de P′ = P ∩ P′ donc L ∩ L′ = L′. D’autre part Ru(P)
est dans tout sous-groupe de Borel de P , donc dans P′ d’où Ru(P) ⊂ Ru(P′).

Démontrons (ii) ; si L′ est un sous-groupe de Levi de PL, sous-groupe pa-
rabolique de L, alors PLRu(P) est un sous-groupe parabolique de G (c’est un
groupe car L, donc PL, normalise Ru(P) et il contient clairement Uα ou U−α
pour tout α ∈ Φ) dont L′ est un sous-groupe de Levi (car Ru(PL).Ru(P) est uni-
potent normal dans PL.Ru(P)). Donc (a) implique (b). Pour voir la réciproque,
soit P′ un sous-groupe parabolique de G dont L′ est un sous-groupe de Levi ; par
7.12 on a P∩P′ = L′.(L∩U′).(U∩U′) donc L′o(L∩U′) est une décomposition
de Levi de L ∩P′ et ce dernier groupe est parabolique par 7.8.

8 Isogénies ; présentation de G

Si G est un groupe réductif connexe avec un tore maximal T, on appelle
donnée radicielle de G le quadruplet (X,Y,Φ,Φ∨) où X = X(T), Y = Y (T)
et Φ (resp. Φ∨) sont les racines (resp. coracines) relatives à ce tore. Nous allons
voire que cette donnée détermine G à isomorphisme près.

Isogénies

On appelle isogénie un morphisme surjectif de groupes algébriques, de noyau
fini. Le noyau de f étant fini et normal est central dans G (la conjugaison par
G est continue donc triviale sur un groupe fini), donc sous-groupe de T.

On appelle p-morphisme (où p = car k) entre les données radicielles (X,Y,Φ,Φ∨)

et (X1, Y1,Φ1,Φ
∨
1 ) un morphisme X1

f−→ X de conoyau fini associé à une bijec-

tion Φ
τ−→ Φ1 telle que f(τ(α)) = qαα et f∨(α∨) = qατ(α)∨ où qα est une

puissance de p (qα = 1 si k est de caractéristique 0) — et où f∨ : Y → Y1 est la
transposée de f .

Théorème 8.1. Pour toute isogénie φ : G→ G1 si on pose T1 = φ(T) alors φ
induit un p-morphisme entre (X(T), Y (T),Φ,Φ∨) et (X1(T1), Y1(T1),Φ1,Φ

∨
1 )

associé à la bijection τ et les facteurs qα définis par la formule φ(uα(ξ)) =
uτ(α)(ξ

qα). Réciproquement, tout p-morphisme entre les données radicielles est
induit par une isogénie (déterminée uniquement à conjugaison par T près).

preuve de la partie directe, sketch de la réciproque. L’isogénie φ induit un mor-

phisme X(T1)
f−→ X(T) donné par α 7→ α ◦ φ et de même Y (T)

f∨−−→ Y (T1)
donné par α∨ 7→ φ ◦ α∨. Si uα est un sous-groupe radiciel, alors φ(uα) en est
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un autre uτ(α) pour une certaine bijection τ . On a φ(uα(ξ)) = uτ(α)(p(ξ)) pour
un certain polynôme p ; la compatibilité avec l’action de T donne p(α(t)ξ) =
τ(α)(φ(t))p(ξ) donc p doit être un monôme ; de plus, pour être compatible à la
loi de Ga, on a p(x+y) = p(x)+p(y). La seule possibilité est λξqα où qα est une
puissance de p = car k et λ une constante (qα = 1 si k de caractéristique 0). Ces
constantes λ reflètent le fait que le p-morphisme définit l’isogénie à ad T près.

La réciproque est plus compliquée : classiquement, on utilise la présentation
de la sous-section suivante pour montrer que la formule de l’isogénie est bien
un morphisme de groupes algébriques. [Steinberg] donne une preuve utilisant
seulement les propriétés de 3.1, qui commence par le cas des groupes de rang
semi-simple 1, et en déduit le cas général.

Exemple 8.2. Automorphisme d’opposition : on choisit qα = 1 et τ(α) = −α
pour tout α.

Exemple 8.3. Automorphisme du système de racines τ . On choisit qα = 1.

Exemple 8.4. Frobenius déployé : on choisit qα = q une puissance de p = car k

et τ(α) = α pour tout α. Si k = Fp, ceci définit une isogénie G
F−→ G tel que

GF = G(Fq).
Exemple 8.5. Pour un système de type C2, avec base des racines {α = e1 −
e2, β = 2e2}, en caractéristique 2 les formules φ(uα(x)) = uβ(x2), φ(uα+β(x)) =
u2α+β(x2)), φ(uβ(x)) = uα(x), φ(u2α+β(x)) = uα+β(x) définissent une isogénie.

Pour t = diag(t1, t2, t
−1
2 , t−1

1 ) ∈ T on a φ(t) = diag(t1t2, t1t
−1
2 , t−1

1 t2, t
−1
1 t−1

2 ).
On vérifie que φ2 élève toutes les coordonnées au carré : c’est le Frobenius F
sur le corps F2. Alors φ ◦F r a 22r+1− 1 points fixes sur le tore. Les points fixes
Gφ sont le groupe de Suzuki.

Le théorème montre que des groupes qui ont des données radicielles iso-
morphes sont isomorphes, d’où la classification — Il manque l’existence qui se
montre d’abord en rang 2, et est obtenue ensuite en recollant les sous-groupes
de rang 2.

Présentation de G

Nous allons donner une présentation de G à partir de la donnée radicielle
(X,Y,Φ,Φ∨) et du corps k. On pose d’abord T = Hom(X, k×) (α(t) est l’image
de α par t). Un α∨ ∈ Y définit α∨ : k× → T par α∨(x)(β) = xα

∨(β). Pour
chaque α ∈ Φ on se donne un groupe Uα avec un isomorphisme fixé k+ →
Uα : x 7→ uα(x). Les générateurs sont {t ∈ T}, {uα(x)}α∈Φ,x∈k. Si on pose
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sα = uα(1)u−α(1)−1uα(1), les relations sont

uα(x)uα(y) = uα(x+ y)

sαuα(x)s−1
α = u−α(x)−1

uα(x)u−α(x−1)−1uα(x) = α∨(x)sα

tuα(x)t−1 = uα(α(t)x)

s2
α ∈ T, β(s2

α) = (−1)α
∨(β)

sαsβ . . . = sβsα . . .

[uα(x),uβ(y)] =
∏

iα+jβ∈Φ,i,j>0

uiα+jβ(cα,β,i,jx
iyj)

où les constantes cα,β,i,j sont entières ; elles dépendent d’un choix (d’une partie
de Φ+×Φ+) qui peut faire varier leur signe mais à part ça dépendent uniquement
de Φ.

9 Rationalité

Soit k0 un sous-corps de k.

Définition 9.1. Une variété algébrique V sur k est dite définie sur k0, ou
munie d’une k0-structure V(k0), s’il existe une variété V(k0) sur k0 telle que
V = V(k0)⊗k0 k.

Explicitons cette définition en termes d’anneaux des fonctions pour une
variété affine ou projective. Une variété affine (resp. projective) sur k est définie
par un k-algèbre de type fini (resp. une k-algèbre graduée réduite engendrée par
ses éléments de degré 1). Une sous-variété fermée correspond à un idéal (resp.
un idéal homogène).

Une k0-structure sur un espace vectoriel V est un sous-k0-espace V (k0) tel
que V = V (k0) ⊗k0 k. Une k0-structure sur une k-algèbre si et seulement si
la k-algèbre correspondante est de la forme A = A(k0) ⊗k0 k où A(k0) est
une k0-algèbre de type fini. On dit que A(k0) est une k0-structure sur A. Une
variété V affine ou projective est définie sur k0 si et seulement si la k-algèbre
correspondante a une k0-structure.

Si k/k0 est Galoisienne, par exemple si k est la clôture séparable de k0,
un élément de σ ∈ Gal(k/k0) agit alors sur V par x ⊗ λ 7→ x ⊗ σ(λ). On
peut retrouver V (k0) comme les points fixes de l’action de Gal(k/k0). Plus
généralement, on peut démontrer

Proposition 9.2. Si on se donne une k-algèbre A ou un k-espace vectoriel
et une action continue de Gal(k/k0) (comme groupe profini, ce qui veut dire
que A = ∪UAU où U parcourt les sous-groupes d’indice fini) compatible à la
structure d’algèbre, les points fixes de cette action définissent une k0-structure.

Démonstration. Voir [Springer, 11.1.6] ; [Digne-Michel, 3.5] quand k = Fq.
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Proposition 9.3. Une sous-variété (sous-algèbre, sous-espace vectoriel) est
définie sur k0 (possède une k0-structure qui est une sous-variété (resp. sous-
algèbre, sous-espace)) si elle est fixe par l’action de Gal(k/k0).

Démonstration. Voir [Springer, 11.1.4].

Exemple 9.4. La droite affine sur k est la variété définie par la k-algèbre k[T ]. La
droite affine sur k0, variété définie par la k0-algèbre k0[T ], est une k0-structure
puisque k[T ] = k0[T ] ⊗k0 k. Un élément σ ∈ Gal(k/k0) envoie

∑
i aiT

i sur∑
i σ(ai)T

i. Un point de la droite affine sur k correspond à un élément a ∈ k
(l’idéal correspondant est le noyau du morphisme P 7→ P (a) : k[T ] → k) ; le
point est défini sur k0 si a ∈ k0

Endomorphisme de Frobenius

Nous considérons maintenant le cas de k = Fq, une clôture algébrique de

Fp. On a Gal(Fq/Fq) = Ẑ ; en effet un élément de ce groupe agit sur Fqn par

x 7→ xq
kn

où la suite d’entiers kn est soumise à la seule condition kn ≡ km
(mod m) si m divise n. On a Ẑ '

∏
p Zp.

Définition 9.5. Soit V une variété algébrique sur Fq qui possède une Fq-
structure V(Fq). L’ endomorphisme de Frobenius géométrique F : V → V
associé à cette Fq-structure est F0⊗ Id où F0 est l’endomorphisme de V(Fq) qui
élève les fonctions sur V(Fq) à la puissance q.

L’endomorphisme Φ de V induit par l’élément λ 7→ λq de Gal(Fq/Fq) est
appelé l’endomorphisme de Frobenius arithmétique.

Sur une algèbre A = A(Fq) ⊗Fq Fq l’endomorphisme de Frobenius corres-
pond à un morphisme F ∗ : a ⊗ λ 7→ aq ⊗ λ (dans un système de coordonnées
pour la variété, le morphisme de Frobenius se traduit par l’élévation de chaque
coordonnée à la puissance q). L’endomorphisme de Frobenius arithmétique est
donné par Φ : a⊗ λ 7→ a⊗ λq. Le composé F ∗ ⊗Φ élève chaque élément de A à
la puissance q-ième, ce qui induit l’identité sur les points sur Fq de SpecA.

Exemple 9.6. Sur la droite affine, l’endomorphisme de Frobenius géométrique est
donné par F ∗ : P (T ) 7→ P (T q) ; donc F ∗◦Φ envoie P (T ) sur P (T )q. Considérons
un point donné par a ∈ Fq ; l’image du point a par F ∗ ◦Φ est défini par le noyau
de P 7→ P (a)q qui est le même que celui de P 7→ P (a).

Notons que l’endomorphisme de Frobenius géométrique est un endomor-
phisme de Fq-variétés, mais que l’endomorphisme de Frobenius arithmétique
n’est qu’un endomorphisme de Fq-variétés. Dans la suite nous ne considérerons
que l’endomorphisme géométrique que nous appellerons “l’endomorphisme de
Frobenius”.

Proposition 9.7. Soit V une variété affine ou projective sur Fq, et soit A son
algèbre.
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(i) Un morphisme surjectif de A
F∗−−→ Aq est l’endomorphisme de Frobenius

associé à une Fq-structure sur V si et seulement si pour tout x ∈ A il existe n
tel que F ∗n(x) = xq

n

.
Dans la suite de l’énoncé, nous supposons que A est munie d’une Fq-structure

A(Fq) et que F est l’endomorphisme de Frobenius correspondant.

(ii) On a A(Fq) = {x ∈ A | xq = F ∗(x)}.
(iii)Une sous-variété de V est définie sur Fq si et seulement si elle est F -stable ;
l’endomorphisme de Frobenius correspondant est la restriction de F .

(iv)Soit ϕ un automorphisme de V tel que (ϕF )n = Fn pour un entier n po-
sitif ; alors ϕF est l’endomorphisme de Frobenius correspondant à une autre
Fq-structure sur V.

(v)Si F ′ est un endomorphisme de Frobenius correspondant à une autre Fq-
structure sur V, alors il existe un entier n > 0 tel que Fn = F ′n.

(vi) Fn est l’endomorphisme de Frobenius correspondant à une Fqn-structure
sur V.

(vii)Toute sous-variété fermée d’une variété définie sur Fq est définie sur une
extension finie de Fq. Tout morphisme entre variétés définies sur Fq est défini
sur une extension finie de Fq.
(viii) Les orbites de F sur l’ensemble des points de V sont finies, ainsi que
l’ensemble VF (encore noté V(Fq), formé des points rationnels de V).

Démonstration. Pour (i) : si F est un Frobenius et A = A(Fq ⊗Fq Fq) 3 x =∑
i xi⊗λi alors xq

n

=
∑
i x

qn

i ⊗λ
qn

i donc xq
n

= F ∗n(x) si tous les λi sont dans
Fqn . Réciproquement comme x 7→ xq

n

est injectif F ∗n doit l’être aussi, donc F ∗

est bijectif et on peut définir φ par φ(x) = F ∗−1(xq) ; alors si on fait agir le
générateur de Gal(Fq/Fq) par φ on est dans la situation de 9.2. On a aussi (ii)
par la même proposition.

(iii) vient de 9.3.
(iv) vient de ce que ϕF vérifie encore (i).
(v) vient de ce que A étant de type fini, il existe n tel que F ∗n(x) = F ′∗n(x) =

xq
n

pour tout générateur de A.
(vi) résulte encore de (i).
(vii) vient d’un raisonnement analogue à (v) : il existe n tel que pour tout

élément a d’un ensemble fini de générateurs de l’idéal (resp. tout coefficient a
d’une équation du morphisme) on ait F ∗na = aq

n

.
Prouvons (vii). Soient {a1, . . . , an} des générateurs de A(Fq). Un point x ∈ V

est un morphisme x : A→ Fq. Il est fixe par F ∗n si pour tout i on x(ai) ∈ Fqn ce
qui est possible pour n assez grand. Il est fixe par F ∗ si x(ai) ∈ Fq, c’est à-dire
qu’on a un morphisme A(Fq)→ Fq ; il y a un nombre fini de tels morphismes.

Proposition 9.8. Soit V ' An un espace affine de dimension n sur Fq. Alors
|VF | = qn pour toute Fq-structure sur V.
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Démonstration. Voir [Geck, 4.2.4] pour une preuve élémentaire compliquée dans
le cas des groupes unipotents. C’est une conséquence immédiate des propriétés
de la cohomologie l-adique.

10 Théorème de Lang-Steinberg

Un groupe algébrique est dit défini sur Fq s’il est muni d’un endomorphisme
de Frobenius qui est un morphisme de groupe.

Soit G un groupe algébrique réductif sur Fq, et soit F : G→ G une isogénie
dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius (un endomorphisme
de Frobenius étant bijectif et de noyau trivial est une isogénie ; mais pas un
isomorphisme : il n’est pas inversible comme morphisme de variétés). Alors le
groupe des points fixes GF est ce qu’on appelle un groupe fini de type de Lie.
Le théorème fondamental pour l’étude des groupes de type de Lie est le

Théorème 10.1. (Lang-Steinberg) Soit G un groupe algébrique affine connexe,
et F une isogénie dont une puissance est un endomorphisme de Frobenius. Alors
l’application (dite application de Lang) L : g 7→ g−1.Fg de G sur lui-même est
surjective.

Démonstration. L’application L a toutes ses fibres isomorphes à GF donc finies,
donc la dimension de son image est celle de G, et comme G est irréductible elle
est dominante (G est l’adhérence de son image), donc son image contient un
ouvert non vide de G.

Pour x fixé, l’application g 7→ g−1.x.Fg a aussi des fibres finies car une
fibre a même cardinal que les solutions de g−1xFg = x, c’est-à-dire g = xFg ;
or xF a une puissance égale à une puissance de F : on a (xF )n = yFn où

y = xFx . . . F
n−1

x ; si on choisit n tel que x soit Fn-stable alors y l’est aussi
et si e est l’ordre de y alors (xF )ne = Fne. Donc l’image de g 7→ g−1.x.Fg
contient aussi un ouvert, donc rencontre celle de L, donc il existe g et h tels que
g−1.Fg = h−1.x.Fh, donc x = L(gh−1).

[Steinberg68] montre ce théorème sous la seule hypothèse que F est un en-
domorphisme surjectif tel que GF soit fini.

Suite exacte de cohomologie Galoisienne.

En général [Serre, §5] si F est un groupe profini opérant continûment sur un
ensemble E on définit H0(F,E) = EF et si E est un groupe (sur lequel F opère
de façon compatible avec l’opération de groupe) on définit H1(F,E). Si A ⊂ B
est une inclusion de groupes on a la “suite exacte de cohomologie Galoisienne”

1→ H0(F,A)→ H0(F,B)→ H0(F,B/A)
p−→ H1(F,A)

i−→ H1(F,B) (∗)

Si le groupe est Ẑ de générateur F , on notera Hi(F,E) pour Hi(Ẑ, E). Alors
H1(F,E) est formé des F -classes de E, égales aux E-orbites pour la conjugaison
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dans E.F , ou encore aux orbites de E sur lui-même pour la “conjugaison tordue”
e 7→ e′eF (e′−1). Les applications dans (*) sont évidentes sauf p qui associe à
une classe F -stable bA la F -classe de b−1F (b) (un élément de A puisque bA
est stable) ; noter que H0(F,B) = BF agit naturellement sur H0(F,B/A) =
(B/A)F et les éléments d’une même orbite ont même image dans H1(F,A).
Pour les ensembles qui interviennent qui ne sont pas des groupes, on a affaire à
une “suite exactes d’ensembles pointés” : l’image d’une application est égale à
l’image réciproque par l’application suivante de l’élément neutre.

Le théorème de Lang peut se reformuler :

Proposition 10.2. Si G, F sont comme en 10.1, on a H1(F,G) = 1.

Proposition 10.3. Soient G, F comme en 10.1 et soit V une variété munie
d’une action de F sur laquelle G agit transitivement, de façon compatible à F .
Alors VF est non vide.

Démonstration. Pour v ∈ V, il existe g ∈ G tel que Fv = gv. Écrivons g−1 =
h−1Fh. Alors F(hv) = Fhgv = hg−1gv = hv.

Lemme 10.4. Soient A ⊂ B deux sous-groupes fermés F -stables de G où A
est connexe. Alors

(i) On a (B/A)F = BF /AF .

(ii) Si de plus A est normal dans B, le passage au quotient induit une bijec-
tion H1(F,B)→ H1(F,A/B).

Démonstration. (i) est la suite exacte (*) puisque H1(F,A) = 1 mais prouvons-
le. Par 10.3, toute classe F -stable bA contient un élément F -stable, donc l’ap-
plication naturelle BF /AF → (B/A)F est surjective. Elle est injective car si
x, y ∈ BF sont dans la même classe de A, alors x−1y ∈ AF .

Prouvons (ii). La surjectivité est claire. Réciproquement, si b, b′ ∈ B sont
F -conjugués modulo A, on a ab = xb′Fx−1, avec x ∈ B et a ∈ A. Il faut voir que
ab est F -conjugué à b, c’est-à-dire qu’il existe y tel que yabFy−1 = b ou encore
a = y−1bFy. Cela résulte de ce que, comme remarqué dans la preuve de 10.1,
ad bF est encore une isogénie sur A dont une puissance est un Frobenius.

Proposition 10.5. Soient G, F,V comme en 10.3. Alors

(i) Soient x ∈ VF et g ∈ G ; on a gx ∈ VF si et seulement si g−1Fg ∈ CG(x).

(ii) Étant donné x ∈ VF , l’application qui à l’orbite sous GF de gx ∈ VF

associe la classe de F -conjugaison de l’image de g−1Fg dans CG(x)/CG(x)0 est
bien définie et est bijective.

Démonstration. La proposition traduit la suite exacte (*) pour l’inclusion CG(x) ⊂
G, qui donne 1 → CG(x)F → GF → VF → H1(F,CG(x)) → 1 en tenant
compte de H1(F,CG(x)) = H1(F,CG(x)/CG(x)0) donné par 10.4(ii). Mais
nous allons le démontrer explicitement.

(i) résulte d’un calcul immédiat. Prouvons (ii). Pour x ∈ VF soient h, g ∈ G
tels que hx, gx ∈ VF . Remarquons que hx = gx si et seulement si h et g diffèrent
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d’un élément de CG(x), et alors h−1Fh et g−1Fg sont F -conjugués dans CG(x).
On a donc une application bien définie de l’ensemble VF sur les F -classes de
CG(x). D’autre part si h est un élément de GF , les éléments gx et hgx donnent
le même élément g−1Fg = (hg)−1F(hg). Donc l’application est bien définie des
orbites sous GF dans VF dans les F -classes de CG(x). Supposons que g−1Fg
et h−1Fh soient des éléments F -conjugués par n ∈ CG(x), alors gnh−1 est un
élément de GF qui envoie hx sur gx. L’application est donc injective. Comme,
G étant connexe, un élément de CG(x) s’écrit g−1Fg avec g ∈ G, on voit que
l’application est surjective. On termine par 10.4(ii).

Corollaire 10.6.

(i) Les sous-groupes de Borel F -stables forment une seule orbite non vide sous
la GF -conjugaison.

(ii) Supposons G réductif, et soit P un sous-groupe parabolique F -stable. Alors
les sous-groupes de Levi F -stable de P forment une seule orbite non-vide sous
la (Ru(P))F -conjugaison.

(iii)On appelle classe de conjugaison géométrique l’intersection avec GF d’une
classe de conjugaison F -stable de G. Une classe géométrique C est non vide
et se scinde sous GF en classes paramétrées par H1(F,CG(x)/CG(x)0) pour
x ∈ C.

Démonstration. (i) résulte de 10.5 en prenant pour V la variété des sous-groupes
de Borel, et utilisant que pour un tel sous-groupe NG(B) = B est connexe.

De même, pour (ii), par 7.7 on peut identifier les sous-groupes de Levi de P
à Ru(P), avec des stabilisateurs triviaux.

Pour (iii) il suffit d’appliquer 10.5 en prenant pour V la classe, sur laquelle
G agit par conjugaison.

Exemple 10.7.

Soit s =

(
1 0
0 −1

)
∈ PGL2(Fq) ; par 7.11, si q 6≡ 0 (mod 2) alors CPGL2(s)

a deux composantes connexes et

(
0 1
1 0

)
∈ CPGL2(s) − CPGL2(s)0. Si λ ∈

Fq2 , λq−1 = −1 alors m =

(
0 λ−1

λ 0

)
vérifie Fm = −m dans GL2 donc

m ∈ PGLF2 et si x =

(
1 1
λ −λ

)
alors xsx−1 = m et x−1Fx =

(
0 1
1 0

)
donc m

est conjugué géométriquement mais non rationnellement à s.

On voit d’après (i) et (ii) que les tores maximaux F -stables des sous-groupes
de Borel F -stables existent et sont conjugués sous GF . On peut trouver donc
un couple T ⊂ B qui sont F -stables.

Il y a une Fq-structure naturelle sur X(T) = Hom(T,Gm) donnée par la
Fq-structure F (x) = xq sur Gm (la seule compatible à la structure de groupe) :
pour cette Fq-structure F induit une permutation τ des racines telle que pour
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α ∈ X(T) on a (τα)(Ft) = (α(t))q. On en déduit que F (uα(x)) = uτ(α)(λx
q)

donc F est une isogénie associée à τ et telle que qα = q pour tout α.
Notons que par le théorème de Lang, si g ∈ G, l’isogénie ad gF définit un

groupe Gad gF isomorphe à GF . En effet, si on écrit g = h−1F (h) alors x est
ad gF -fixe si et seulement si hx est F -fixe.

Exemple 10.8. Considérons le groupe GLn sur Fq. Il est défini sur Fq car son
algèbre est égale à Fq[Ti,j ,det(Ti,j)

−1], qui est isomorphe à Fq[Ti,j ,det(Ti,j)
−1]⊗

Fq. Ses points sur Fq forment le groupe GLn(Fq). On peut faire le même raison-
nement avec SLn, les groupes symplectiques, orthogonaux, etc... On obtient le
Frobenius déployé sur Fq où τ = 1. Ce Frobenius élève tous les coefficients d’une
matrice à la puissance q. Un exemple de Frobenius non déployé est le groupe uni-

taire GLF
′

n où F ′ est l’endomorphisme de Frobenius défini par F ′(x) = F (tx−1),
où F est l’endomorphisme de Frobenius déployé. Ici τ(α) = −α.

La permutation τ stabilise l’ordre défini par le sous-groupe de Borel F -
stable B et la donnée radicielle (X(T), Y (T),Φ, Φ̌) plus la donnée de de q et de
τ détermine le couple (G, F ) (donc GF ) à isomorphisme près. Les possibilités
pour τ sont classifiées par les automorphismes du diagramme de Dynkin associé
à la donnée radicielle.

De tels automorphismes non-triviaux τ sur un système de racines irréductible
sont 2An(n ≥ 2), 2Dn, 3D4 et 2E6 où l’exposant à gauche indique l’ordre de τ .
On obtient donc la liste suivante pour les couples (G, F ) à isomorphisme près
où G est un groupe algébrique simple (adjoint) sur Fq, et F un endomorphisme
de Frobenius associé à une Fq-structure (alors GF est un groupe fini simple sauf
indication contraire) :

Dans le cas déployé (τ = 1) :
— An(n ≥ 1) — le groupe algébrique simple est le groupe projectif spécial

linéaire PSLn ' PGLn

Remarque 10.9.
�

Le groupe fini simple est SLFn /Z(SLFn ), qui n’est pas
égal à PSLFn mais est son dérivé. Considérons le groupe PSLn sur Fq,
c’est-à-dire le quotient de SLn par son centre. Ce groupe est défini sur
Fq, mais si n n’est pas premier à q−1, PSLFn n’est pas le quotient de SLFn
par son centre (on a fait le quotient par un sous-groupe non connexe).
En effet, le centre de SLn s’identifie au groupe µn des racines n-ième
de l’unité. La suite exacte (*) appliquée à l’inclusion µn ⊂ SLn donne
1 → µFn → SLFn → PSLFn → H1(F, µn) → 1 où H1(F, µn) = µn/µ

q−1
n

d’où un défaut de surjectivité si µq−1
n 6= µn.

Notons aussi que pour q = 2 (resp. 3) on a SLFn /Z(SLFn ) = S3 (resp.
A4) et n’est pas simple.

— Cn(n ≥ 2) — Groupe projectif symplectique PSp2n.
— B2(n ≥ 2) — Groupe orthogonal SO2n+1 (B2 et C2 donnent des groupes

isomorphes ; le groupe ainsi obtenu est isomorphe à S6 pour q = 2 et
n’est donc pas simple dans ce cas).

— Dn (resp. 2Dn)(n ≥ 4) — Groupe projectif orthogonal PSO+
2n (resp.

PSO−2n).
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— G2 (pour q = 2 le groupe obtenu n’est pas simple ; son dérivé, qui est
d’indice 2, l’est).

— F4, E6, E7, E8.
Dans le cas non déployé :

— 2An(n ≥ 2) — Groupe projectif spécial unitaire PSUn ' PUn (même
remarque sur PSUF

n que sur PSLFn ) ; de plus pour q = 2 le groupe obtenu
n’est pas simple) ;

— 2Dn)(n ≥ 4) — Groupe projectif orthogonal PSO−2n.
— 3D4 — Groupe de la trialité.
— 2E6.

De plus il y a des isogénies exceptionnelles correspondant à des automorphismes
du système de racines “à homothéthie près par

√
2” (resp.

√
3) dont le carré est

un Frobenius sur un corps de caractéristique 2 (resp. 3). Cela donne les groupes
de Suzuki et de Ree, de type 2B2, 2F4 (resp. 2G2) en caractéristique 2 (resp. 3).
Le groupe GF obtenu est simple sauf 2B2 pour q = 2 (qui est résoluble), 2G2

pour q = 3 (dont le dérivé est le groupe simple SL2(F8)), et 2F4 pour q = 2 dont
le dérivé, d’indice 2, est simple. En ajoutant aux groupes décrits ci-dessus ces
groupes et les groupes alternés, on obtient toutes les séries infinies de groupes
simples finis.

Proposition 10.10.

(i) Les éléments semi-simples de G sont les p′-éléments de G et les éléments
unipotents sont les p-éléments de G, où p est la caractéristique de Fq.
(ii) Tout élément semi-simple F -stable est dans un tore maximal F -stable de G.

Démonstration. (i) s’obtient immédiatement en plongeant G dans un GLn conve-
nable.

Soit s un élément semi-simple ; on a s ∈ C0
G(s), et y étant central il est dans

tous les tores maximaux de C0
G(s), donc en particulier dans les tores maximaux

F -stables de C0
G(s) qui sont aussi des tores maximaux F -stables de G.

Proposition 10.11. Supposons G réductif.

(i)Soit T un tore maximal F -stable de G, l’endomorphisme F agit sur le groupe
de Weyl W de T, et l’on a WF = NG(T)F /TF .

Soient maintenant T ⊂ B un tore maximal et un sous-groupe de Borel F -
stables de G. Alors

(ii) On a la décomposition de Bruhat associée à la (B,N)-paire relative de GF

(voir 10.14 ci-dessous) : GF =
∐
w∈WF BFwBF .

(iii) |GF | = ql(w0)|TF |(
∑
w∈WF ql(w)) où q ∈ R>0 est défini par le fait qu’il

existe a ∈ N tel que F a soit un Frobenius associé à une Fqa-structure.

(iv) Ru(B)F est un p-sous-groupe de Sylow de GF .

Démonstration. (i) vient de 10.4(i).

34



Soit B = U o T une décomposition de Levi F -stable d’un sous-groupe
de Borel F -stable de G. Le (ii) vient de la “décomposition de Bruhat uni-
que” BwB = UTwUw, qui implique qu’un élément F -stable de BwB est dans
BFnBF = BFnUF

w où n ∈ NG(T)F a pour image w dans W .
Montrons (iii). Par ce qui précède |GF /BF | =

∑
w∈WF |UF

w | où UF
w , et

utilisant |BF | = |TF ||UF | on en déduit la formule annoncée si on montre que
|Uw| = ql(w) (car U = Uw0). Comme Uw est un espace affine de dimension
l(w), si F est un Frobenius sur Fq par 9.8 on a |UF

w | = ql(w). On admettra la
formule dans les autres cas — elle résulte de ce que |UF

w | =
∏
{α∈Φ+|w(α)<0} qα

et de la description de WF donnée en 10.12 ci-dessous.
Comme |GF /UF | = |TF |(

∑
w∈WF ql(w)) est premier à p (car T est un p′-

groupe, et
∑
w∈WF ql(w) ≡ 1 mod. q) on voit que UF est un p-sous groupe de

Sylow de GF (on peut voir que NGF (UF ) = BF , donc
∑
w∈WF ql(w) est le

nombre de p-sous-groupes de Sylow de GF ).

Remarquons que le fait que Ru(B)F est un p-sous-groupe de Sylow de GF

s’étend aux groupes non réductifs, car Ru(G) est un p-groupe d’après 10.10(i), il
est inclus dans tous les radicaux unipotents des sous-groupes de Borel, et Ru(G)
étant connexe |GF | = |(G/Ru(G))F ||Ru(G)F |.

La proposition suivante nous permettra de décrire la (B,N)-paire relative
de GF :

Proposition 10.12. Soit σ un automorphisme du système de Coxeter (W,S),
c’est-à-dire un automorphisme de W qui stabilise S. Soit (S/σ)<∞ l’ensemble
des orbites I de σ dans S telles que le sous-groupe parabolique WI soit fini. Alors
(Wσ, {wI}I∈(S/σ)<∞), est un système de Coxeter, où Wσ est le sous-groupe des
points fixes de σ, et où wI est l’élément de plus grande longueur de WI (cf.
2.5). De plus, si wI1 . . . wIk est la décomposition réduite d’un élément w dans

le système de Coxeter ci-dessus, on a l(w) =
∑i=k
i=1 l(wIi) (où l est la fonction

longueur du système (W,S)).

Démonstration. Commençons par démontrer que Wσ est engendré par les wI .
Puisque σ est un automorphisme de (W,S), pour w ∈Wσ l’ensemble des s ∈ S
tels que l(sw) < l(w) est une union d’orbites. Si I est l’une d’entre elles, écrivons
w = vw′ où w′ est I-réduit et v ∈ WI . Alors l(sv) < l(s) pour tout s ∈ I n’est
possible que si WI est fini et v = wI (voir 2.5). De proche en proche on trouve

w = wI1 . . . wIk où l(w) =
∑i=k
i=1 l(wIi).

Soit Sσ l’ensemble des wI pour I ∈ (S/σ)<∞ et Rσ l’ensemble de leurs
conjugués dans Wσ. Nous allons utiliser le critère 2.15 pour voir que (Wσ, Sσ)
est un système de Coxeter, mais en retournant la gauche et la droite. Pour
wI ∈ Sσ, on pose DwI = {w ∈ Wσ | w est réduit-I}. On a manifestement
DwI 3 1 et DwI ∩DwIwI = ∅. Étudions le cas où w ∈ DwI et wJw /∈ DwI . Il
faut montrer que wJw = wwI . On a N(wJw) = N(wJ)w+̇N(w). Nous aurons
besoin du lemme :

Lemme 10.13. Sous les hypothèses de 2.4, pour r ∈ R la condition r ∈ N(w)
implique l(wr) < l(w).
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Démonstration. En effet si w = s1 . . . sn est une expression réduite il existe i tel
que r = sn . . . si . . . sn d’où wr = s1 . . . ŝi . . . sn.

On déduit du lemme que si r ∈ WI et pour w ∈ Wσ on a r ∈ N(w), alors
N(wI) ⊂ N(w). En effet si l(wr) < l(w) alors w ne peut être I-réduit et il a
donc une décomposition wI1 . . . wIk où les longueurs s’ajoutent et Ik = I.

Comme par hypothèse dans notre situation on a N(w) ∩ N(wI) = ∅ et
N(wJw) ⊃ N(wI), on en déduit N(wJ)w ⊃ N(wI). Il faut en déduire wwJ = wI .
Si w n’est pas J-réduit on peut le remplacer par wJw, les prémisses et conclu-
sions étant équivalents pour w et wJw. On écrit alors N(wIw

−1) = wN(wI) +
N(w−1). Comme w est J-réduit, N(w−1)∩N(wJ) = ∅, et comme wN(wI) ren-
contre N(wJ), alors tout N(wJ) doit être dans N(wIw

−1) donc dans wN(wI).
De l’égalité N(wI) = x−1N(wJ)x on déduit WI = x−1WJx d’où wI = x−1wJx
car x−1wJx est un élément σ-stable non trivial de wI .

Notons au passage que 1 et wI sont les seuls éléments σ-stables de WI .

Corollaire 10.14. Supposons G réductif. Soit T ⊂ B un couple formé d’un
tore maximal F -stable inclus dans un sous-groupe de Borel F -stable de G. Alors
(BF , NG(T)F ) est une (B,N)-paire pour GF de groupe de Weyl WF . L’en-
semble de réflexions élémentaires de WF est formé des wI où I parcourt les
orbites de F dans S et où wI est l’élément de plus grande longueur de WI .

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la définition des (B,N)-
paires, de 10.11(ii) et de 10.12. Il faut voir que si I est une orbite de F dans S,
et w ∈ WF , on a BFwBFwIB

F ⊂ BFwBF ∪ BFwwIB
F . On utilise que soit

l(w) + l(wI) = l(wwI), auquel cas BFwBFwIB
F = BFwwIB

F , soit w = w′wI
où l(w′) + l(wI) = l(w′wI) auquel cas BFwBFwIB

F ⊂ BFw′BFwIB
FwIB

F ,
et BFwIB

FwIB
F ⊂ BF ∪BFwIB

F car 1 et wI sont les seuls éléments F -stables
de WI .

Proposition 10.15. Soit T un tore maximal F -stable fixé de G, groupe algébrique
réductif connexe défini sur Fq. Les classes de conjugaison sous GF de tores F -
stables sont paramétrées par les H1(F,WG(T)) — on appelle type du tore
gT par rapport au tore T la F -classe de w, image dans WG(T) de l’élément
g−1Fg ∈ NG(T).

Démonstration. On applique 10.5 en prenant pour V l’ensemble des tores maxi-
maux de G sur lequel G agit par conjugaison.

Remarquons que le tore gT, muni de l’action de F est identifié par conju-
gaison par g−1 au tore T muni de wF , si w est le type de gT.

Proposition 10.16. Soit Tw un tore de type w par rapport au tore T. Alors
|TF

w | = det(wF − 1 | X(T)).

Démonstration. Il suffit de démontrer cette formule pour T. En appliquant

Hom(−,Gm) à la suite exacte 1 → TF → T
F−1−−−→ T → 1 (où la surjectivité

provient du théorème de Lang) on obtient 1→ X(T)
F−1−−−→ X(T)

p−→ Irr(TF ) où
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on a posé Irr(TF ) = Hom(TF ,Gm) et il faut voir la surjectivité de la restriction
des caractères p. Cela résulte de ce que l’application duale Hom(Irr(TF ) →
Hom(X(T),Gm) est l’injection TF ↪→ T (peut identifier l’algèbre de T à
Fq(X(T)). Cela résulte par produit du cas où T est de dimension 1).

11 Induction parabolique ; formule de Mackey

Pour construire des représentations irréductibles d’un groupe fini G, une heu-
ristique qui marche “souvent” est de considérer une famille F de sous-groupes
de G “de même type que G” et de construire des représentations de G “par
récurrence” à partir de celles de H ∈ F (par exemple en utilisant IndGH ; un
exemple typique est la construction des représentations des groupes symétriques
Sn comme combinaison de IndSn

Sn1
×...×Snk

quand n1 + . . .+ nk = n).

Dans le cas d’un groupe de type de Lie, une famille F convenable de sous-
groupes de GF est constituée des groupes LF où L est un sous-groupe de Levi F -

stable d’un sous-groupe parabolique F -stable de G. Mais ici IndGF

LF ne convient
pas, ayant une décomposition en irréductibles “trop compliquée” ; il faut utiliser
“l’induction parabolique” appelée aussi “l’induction de Harish-Chandra”, définie
comme induction généralisée associée à un bimodule.

Soient G et L deux groupes finis et M un G-module-L. On définit RGL : λ 7→
M ⊗CL λ de la catégorie des CL-modules à gauche dans celle des CG-modules à
gauche, où G opère par son action sur M . Le foncteur ∗RGL : γ 7→M∗⊗CG γ est
adjoint, où M∗ = Hom(M,C) est le module dual, car HomCL(M∗ ⊗CG γ, λ) '
γ∗ ⊗CGM ⊗CL λ ' HomCG(γ,M ⊗CL λ).

L’associativité du produit tensoriel donne :

Proposition 11.1. (Transitivité) Soient G, H, et K des groupes finis ; soit M
un G-module-H et N un H-module-K, alors le foncteur composé RGH ◦ RHK est
égal au foncteur RGK défini par M ⊗CH N considéré comme G-module-K.

Dans la suite, les modules considérés seront toujours des C-espaces vectoriels
de dimension finie. Sous ces hypothèses on a

Proposition 11.2. Pour g ∈ G on a

Trace(g | RGLλ) = |L|−1
∑
l∈L

Trace((g, l−1) |M) Trace(l | λ).

Démonstration. L’idempotent p = |L|−1
∑
l l
−1⊗ l est un projecteur de M ⊗C λ

sur M ⊗CL λ. La trace de g ∈ G sur RGLλ est donc la trace sur M ⊗C λ de gp,
d’où la formule de l’énoncé.

Exemple 11.3. Induction et restriction. On suppose L sous-groupe de G et l’on
prend M = CG où G opère à gauche et L à droite, par translations ; alors RGL
est l’induction et son adjoint la restriction.
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Exemple 11.4. Induction et restriction de Harish-Chandra. Soit G un groupe
de type de Lie et soit L ⊂ P un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe
parabolique F -stable de G. On note RG

L⊂P l’induction associée à C[GF /UF ]
où U = Ru(P), un GF -module-LF sur lequel GF opère par translation à
gauche et LF opère par translation à droite. L’adjoint noté ∗RG

L⊂P correspond
à C[UF \GF ], un LF -module-GF où GF opère à droite et LF à gauche. La for-
mule du caractère 11.2 donne pour χ le caractère d’une représentation de GF

et l ∈ LF :

∗RG
L⊂P(χ)(l) = |GF |−1

∑
g∈GF

#{UFx ∈ UF \GF | UFx = lUFxg}χ(g−1)

= |GF |−1
∑
g∈GF

#{UFx ∈ UF \GF | xg−1x−1 ∈ lUF }χ(g−1)

= |UF |−1
∑
u∈UF

χ(lu),

cette dernière égalité car χ étant une fonction centrale sur GF vérifie χ(g−1) =
χ(xg−1x−1).

RG
L⊂P admet aussi comme description “l’extension triviale” de L à P à tra-

vers le quotient P/U = L suivie de l’induction IndGF

PF . De même, ∗RG
L⊂P est la

restriction ResG
F

PF suivie de la prise des co-invariants sous UF .

Remarque 11.5. Nous verrons que RG
L⊂P ne dépend pas de P, ce qui nous per-

mettra de noter RG
L . Nous n’avons ici défini un tel foncteur que quand L est

un sous-groupe de Levi F -stable d’un sous-groupe parabolique F -stable P de
G ; l’induction de Deligne-Lusztig est une généralisation définie même si P n’est
pas F -stable.

Les propriétés fondamentales de l’induction de Harish-Chandra sont ana-
logues à celles de l’induction ordinaire :

Proposition 11.6. (Transitivité de RG
L ) Soit G un groupe réductif défini sur

Fq, soit P un sous-groupe parabolique F -stable de G, soit P′ un sous-groupe
parabolique F -stable inclus dans P. On note L un sous-groupe de Levi F -stable
de P et L′ un sous-groupe de Levi F -stable de P′ inclus dans L. Alors on a
RG

L⊂P ◦RL
L′⊂L∩P′ = RG

L′⊂P′ .

Démonstration. On pose U = Ru(P),U′ = Ru(P′). D’après 11.1, pour montrer
la proposition il faut montrer que

C[GF /UF ]⊗CLF C[LF /(L ∩U′)F ] ' C[GF /U′F ]

en tant que GF -module-MF . Cela résulte de l’isomorphisme de GF -ensembles-
MF de GF /UF×LF LF /(L∩U′)F vers GF /U′F donné par (gUF , l(L∩U′)F ) 7→
glU′F ; cette application est bien définie car U′ = U(L∩U′) par 7.12 et 7.13(i)
et la propriété d’unicité dans cette décomposition montre que U′F = UF (LF ∩
U′F ) ; donc gUF l(L ∩ U′)F = glUF (L ∩ U′)F = glU′F où dans la première
égalité on a utilisé que l normalise UF . Il est clair que cette application se
factorise par le produit amalgamé, fournissant un isomorphisme.
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Nous allons maintenant démontrer la propriété la plus importante de l’in-
duction de Harish-Chandra, qui est un analogue de la formule de Mackey sur la
composition d’une restriction et d’une induction.

Théorème 11.7. Soit L (resp. M) un sous-groupe de Levi F -stable du sous-
groupe parabolique F -stable P (resp. Q) de G. Alors, si adx dénote l’action de
x par conjugaison sur les représentations, on a :

∗RG
L⊂P ◦RG

M⊂Q =
∑

x∈LF \S(L,M)F /MF

RL
L∩xM⊂L∩xQ ◦ ∗R

xM
L∩xM⊂P∩xM ◦ adx,

où S(L,M) = {x ∈ G | L ∩ xM contient un tore maximal de G }.

Démonstration. Donnons d’abord une conséquence de 5.5.

Lemme 11.8. Avec les notations de 11.7,

(i) L’inclusion S(L,M) ↪→ G induit un isomorphisme L\S(L,M)/M
∼−→ P\G/Q.

(ii) PF \GF /QF = (P\G/Q)F , et LF \S(L,M)F /MF = (L\S(L,M)/M)F .

Démonstration. Montrons d’abord (ii). D’après 10.5 comme P × Q ainsi que
par 7.12 le stabilisateur P ∩ xQ d’un point x ∈ G sous l’action de P×Q sont
connexes, les orbites PF \GF /QF sous PF × QF s’identifient aux orbites F -
stables (P\G/Q)F . De même, comme L ∩ xM contient un tore maximal, il est
connexe par 7.12, donc les orbites LF \S(L,M)F /MF sous LF×MF s’identifient
aux orbites F -stables (L\S(L,M)/M)F .

Montrons(i). Il existe g ∈ G tel que P et gQ aient un sous-groupe de Borel
F -stable commun et que L et gM aient un tore maximal commun. La for-
mule PxQ = (Pxg−1gQ)g montre que les doubles P\G/Q sont translatées
des doubles classes P\G/gQ. De même S(L,M) = S(L, gM)g. Ceci permet,
pour démontrer (i), de se placer dans le cas “standard” où P = PI , Q = QJ ,
L = LI , et M = LJ . D’après le lemme 5.5, on peut choisir des représentants de
PI\G/PJ dans N(T), donc dans S(LI ,MJ). Donc l’application (i) est surjec-
tive. Réciproquement, si L∩xM contient un tore maximal, alors ce tore est de la
forme lT et aussi xmT, avec l ∈ L et m ∈M. Mais alors w = l−1xm ∈ NG(T)
est dans la même double classe L\S(L,M)/M que x. On peut encore mo-
difier y par WI à gauche et WJ à droite pour qu’il soit I, J-réduit. Donc
|L\S(L,M)/M| ≤ |WI\W/WJ | et par 5.5, l’application (i) est injective.

Posons U = Ru(P) et V = Ru(Q). Le premier membre de la formule de
Mackey correspond au LF -module-MF

C[UF \GF ]⊗CGF C[GF /VF ] ' C[UF \GF /VF ].

Combinant (i) et (ii) du lemme on a

UF \GF /VF =
∐

x∈LF \S(L,M)F /MF

UF \PFxQF /VF .
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Lemme 11.9. Pour tout x ∈ S(L,M)F on a un isomorphisme

LF /(L ∩ xV)F ×(L∩xM)F (xM ∩U)F \xMF ∼−→ UF \PFxQF /VF

donné par (l(L ∩ xV)F , (xM ∩U)F .xm) 7→ UF lxmVF .

Démonstration. On voit facilement que l’application est bien définie. Comme le
stabilisateur U∩ xV de tout x ∈ G sous l’action de U×V est connexe (c.f. 3.1
(v)), et que le stabilisateur d’un point de LF /(L∩xV)F ×(xM∩U)F \xMF sous
l’action diagonale de L∩ xM est réduit à 1 donc connexe, il suffit de démontrer
que l(L∩ xV)× (xM∩U).xm 7→ UlxmV induit un isomorphisme au niveau des
algébriques. Cette application est clairement surjective. Montrons l’injectivité.
Si UlxmV = Ul′xm′V, alors lxm = l′uxvm′ pour certains u ∈ U, v ∈ V. Donc

u−1l′
−1
l = x(vm′m−1) ∈ P ∩ xQ = (L ∩ xM).(L ∩ xV).(xM ∩U).(U ∩ xV).

L’unicité de cette décomposition force l’existence de y ∈ L ∩ xM tel que y ∈
l′
−1
l(L ∩ xV) et y ∈ x(m′m−1)(xM ∩U). Cela donne l’égalité

l(L ∩ xV)×L∩xM (xM ∩U)xm = l′(L ∩ xV)×L∩xM (xM ∩U)xm′

car elle équivaut à

l′
−1
l(L ∩ xV)×L∩xM (xM ∩U) = (L ∩ xV)×L∩xM (xM ∩U)x(m′m−1),

ce qui s’écrit encore (L∩ xV)y×L∩xM (xM∩U) = (L∩ xV)×L∩xM y(xM∩U),
d’où l’injectivité.

Par le lemme, on obtient donc un isomorphisme de LF -modules-MF

UF \GF /VF '
∐

x∈LF \S(L,M)F /MF

LF /(L ∩ xV)F ×(L∩xM)F (xM ∩U)F \xMF ,

où LF agit par multiplication à gauche sur les deux membres et MF agit par
multiplication à droite dans le premier membre et par le composé de la multi-
plication à droite et de adx sur le terme indexé par x dans le second membre.
On a donc un isomorphisme de LF -modules-MF :

C[UF \GF /VF ] '
⊕

x∈LF \S(L,M)F /MF

C[LF /(L∩xV)F ]⊗C[(L∩xM)F ]C[(xM∩U)F \xMF ],

Le membre de droite ci-dessus est exactement celui de la formule de Mackey,
d’où le théorème.

12 Théorie de Harish-Chandra

Nous exposons ici la théorie des représentations “cuspidales”, due à Harish-
Chandra. Ici G est toujours un groupe de type de Lie. Commençons par démontrer
comme promis :
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Proposition 12.1. Le foncteur RG
L⊂P ne dépend pas de P.

Démonstration. Nous procédons par récurrence sur dim G. Si L = G le résultat
est trivial, donc on peut supposer dim L < dim G. La formule de Mackey avec le
même sous-groupe de Levi L et deux sous-groupes paraboliques P et Q donne,
pour λ une fonction de classe sur LF :

〈RG
L⊂Pλ,R

G
L⊂Qλ〉GF =

∑
x∈LF \S(L,L)F /LF

〈∗R
xL
L∩xL⊂P∩xL

xλ, ∗RL
L∩xL⊂L∩xQλ〉LF∩xLF

Vu l’hypothèse de récurrence, le membre de droite ne dépend pas des para-
boliques P et Q qui y apparaissent, donc il en est de même pour le membre
de gauche ; en d’autres termes, si on pose f = RG

L⊂Pλ, f ′ = RG
L⊂Qλ, on a :

〈f, f〉GF = 〈f, f ′〉GF = 〈f ′, f ′〉GF d’où 〈f−f ′, f−f ′〉GF = 0 et donc f = f ′.

La transitivité de RG
L (c.f. 11.6) permet de définir une relation d’ordre partiel

sur l’ensemble des couples (L, λ) formés d’un sous-groupe de Levi F -stable d’un
sous-groupe parabolique F -stable de G et de λ ∈ Irr(LF ), en posant (L′, λ′) ≤
(L, λ) si L′ ⊂ L et 〈λ,RL

L′λ
′〉LF 6= 0.

Définition-Théorème 12.2. On dit que la λ ∈ Irr(LF ) est cuspidale si elle
vérifie une des conditions équivalentes :

(i) Le couple (L, λ) est minimal pour l’ordre décrit ci-dessus.

(ii) Pour tout sous-groupe de Levi F -stable L′ d’un sous-groupe parabolique
F -stable de L, on a ∗RL

L′λ = 0.

Démonstration. Le couple (L, λ) est minimal si et seulement si pour tout L′ ⊂
L et tout λ′ ∈ Irr(L′F ), on a 〈λ,RL

L′λ
′〉LF = 〈∗RL

L′λ, λ
′〉L′F = 0, ce qui est

équivalent à la condition (ii), d’où le résultat.

Théorème 12.3. Soit γ ∈ Irr(GF ) ; alors il existe un unique couple minimal
(L, λ) tel que (L, λ) ≤ (G, γ) à GF -conjugaison près.

Démonstration.

Lemme 12.4. Si λ ∈ Irr(LF ), et µ ∈ Irr(MF ) sont deux représentations cus-
pidales de sous-groupes de Levi de sous-groupes paraboliques F -stables de G,
alors :

〈RG
L λ,R

G
Mµ〉GF =

{
|WGF (L, λ)| si (L, λ) et (M, µ) sont GF -conjugués

0 sinon

où on a posé WGF (L, λ) = {w ∈ NGF (L)/LF | wλ = λ}.
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Démonstration. Par la “formule de Mackey”, on a :

〈RG
L λ,R

G
Mµ〉GF = 〈λ, ∗RG

LR
G
Mµ〉LF

= 〈λ,
∑

x∈LF \S(L,M)F /MF

RL
L∩xM

∗R
xM
L∩xM

xµ〉LF

= 〈λ,
∑

{x∈LF \S(L,M)F /MF |xM⊂L}

RL
xM

xµ〉LF (i)

=
∑

{x∈LF \S(L,M)F /MF |xM=L}

〈λ, xµ〉LF , (ii)

où (i) utilise que µ (donc xµ) est cuspidal et (ii) que λ est cuspidal.

Le théorème 12.3 est une conséquence immédiate du lemme 12.4, car si
〈γ,RG

L λ〉GF , et 〈γ,RG
Mµ〉GF sont non nuls, alors 〈RG

L λ,R
G
Mµ〉GF est évidemment

non nul.

Si λ est cuspidale, on a par 12.4 : 〈RG
L λ,R

G
L λ〉GF = |WGF (L, λ)|. En fait,

par [Howlett-Lehrer1980] l’algèbre EndGF (RG
L (λ)) est une algèbre de Hecke

associée au groupe WGF (L, λ) (le résultat initial de [Howlett-Lehrer1980] ob-
tenait une telle algèbre tordue par un cocycle ; [Lusztig1984, 8.6] quand G est
à centre connexe, puis [Geck1993] dans le cas général ont montré que ce co-
cycle est trivial). Donc les composantes irréductibles de RG

L λ sont paramétrées
par Irr(WGF (L, λ)), et si ρχ est la composante associée à χ ∈ Irr(WGF (L, λ)),
on a 〈ρχ, RG

L λ〉GF = dimχ. La théorie des algèbres de Hecke fournit aussi une
formule pour dim ρχ comme “degré générique” déterminé par l’algèbre de Hecke.

Les résultats qui précèdent donnent une première approche pour classifier
Irr(GF ), due initialement à Harish-Chandra (qui travaillait dans le cadre des
groupes de Lie p-adiques). La classification de Irr(GF ) est ramenée à celle des
représentations cuspidales ; l’ensemble E(L, λ) = {γ ∈ Irr(GF ) | 〈γ,RG

L (λ)〉GF 6=
0} est appelé la série de Harish-Chandra associée à (L, λ). On appelle série
de Harish-Chandra associée à L l’union des E(L, λ) quand λ parcourt l’en-
semble des représentations cuspidales de LF . Quand L = T, un tore maximal
inclus dans un sous-groupe de Borel F -stable, toutes les représentations de TF

sont évidemment cuspidales ; la série associée à T est appelée la série princi-
pale. L’ensemble des représentations cuspidales de GF cöıncident avec la série
associée à G, qu’on appelle la série discrète. Ainsi le premier problème de la
théorie est l’étude de la série discrète.
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