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TD 4 : Corrigé partiel

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme orthogonal ou autoadjoint. Dans la suite on utilisera
souvent le fait suivant :
Si V est un sous-espace et u(V) C V alors u(V+1) C V*.
En voici la preuve (triviale) pour u othogonal : si z € V,y € F et (y,z) = 0 pour tout z € V il vient

(u(y),z) = {y,u™ (2)) =0
donc y € V+ implique u(y) € V*.

EXERCICE 1

(i)- On note 2n = dim(E). On rappelle que si A € R est une valeur propre de u, alors son conjugué \ est
aussi une valeur propre de u avec la méme multiplicité (une racine d’un polynome réel et son conjugué ont
la méme multiplicité). On peut donc écrire ’ensemble des valeurs propres de u (comptées avec multiplicités)
comme :

Sp(u) = >\17 ceey )\T17)\7‘1+17 A’r‘1~‘rla ey >\T’1+T27 )\7‘1+’l"27

oll A1,..., A, € R.1Il vient r1 4+ 2ry = 2n, en particulier r; est pair.

D’autre part, comme u est une isométrie ses valeurs propres réelles sont égales & +1 (si z € R™ est un
vecteur propre non nul pour la valeur propre X il vient |A|||z]| = ||u(z)|| = ||z|| d’olt suit |A| = 1). On note s
la multiplicité de 1 comme valeur propre, il vient :

1472
—1=det(u) = (-1)"* [ N>
i=r1+1
r1—s

Le signe du terme de droite est le méme que celui de (—1) , ce qui force 71 — s a étre impair. Comme 7
est pair, il suit que s doit étre impair, en particulier non nul, et donc que u a un vecteur fixe non nul.

(ii). On peut faire une preuve exactement semblable & celle ci-dessus ou le déduire directement de la premiere
question, ce que je fais ici. Comme F est de dimension impaire, u a nécéssairement une valeur propre réelle
A (parce que son polyndme caractéristique est de degré impair, donc a une racine réelle). Si A = 1 on a
fini; sinon, on a A = —1 (cf. ci-dessus) et il existe z € E non nul tel que u(r) = —z. Soit £/ = x+
Porthogonal de x; alors E’ est de dimension paire et u préserve E’. L’application restreinte ' = u|p est
une isométrie de I’espace euclidien E’' (muni de la restriction du produit scalaire de F) et elle est indirecte
(puisque 1 = det(u) = — det(u')) ; par la question (i) elle a donc un vecteur fixe non nul, donc u aussi.

EXERCICE 2
(i). Soit ue E,v=n(u) € Get w=u—v € F. On a alors o(u) = u — 2w = v —w, d’ou il suit que :
lo()]|* = [lv - w]*
= [lvl* = 2(v, w) + ]
= Jull* — 4(v, w).

Si F = Gt on a toujours (v, w) = 0 et il suit que |Jo(u)|| = |lu| pour tout u, i.e. o est une isométrie. Au
contraire, si F' # G, il existe v € F,w € G avec (v,w) # 0 et si on pose u = v + w il vient [lo(u)|| # [Jul,
donc o n’est pas une isométrie.

(ii). On a7 = 1(o+ Id) d’ot il suit que :
1 1
T=1"& (§(J+Id))* = §(U+Id) ot =o0.

On a 02 = Id, donc o* = o si et seulement si o est une isométrie, ce qui d’apres la question (i) est le cas si
et seulement si F = G+,



EXERCICE 3

On note O(FE) le groupe orthogonal de E, i.e. 'ensemble des isométries de E. Si dim(F) = 1 on a
O(E) = {xIdg} et le résultat est trivial. Avant de faire I’étape de récurrence on va traiter le cas dim(E) = 2
indépendamment, vu que le contenu géométrique de ’exercice y est particulierement visible. On remarque
tout d’abord qu’en dimension 2, toute isométrie indirecte est une réflexion : en effet, soit o € O(F), det(o) =
—1. On sait d’apres 'exercice 1 que ¢ a un vecteur fixe v # 0 dans F ; alors un vecteur u # 0 orthogonal & v
est un vecteur propre de o (par exemple & cause du fait rappelé au début) et sa valeur propre doit étre -1; o
est donc la réflexion par rapport a I'hyperplan Ru de E. D’autre part, une symétrie directe est une rotation
et donc produit de deux réflexions.

On suppose maintenant que le résultat est vrai pour les espaces de dimension au plus n et que dim(F) =
n+1. Soit o € O(F), on veut écrire comme produit de réflexions. Supposons d’abord que o a un vecteur fixe
u # 0 dans E; alors ¢ préserve son orthogonal E’. Soit ¢/ = |/ la restriction de o & E’; par I'hypothese
de récurrence, il existe des réflexions of,...,0. de E’ telles que 0/ = ofo...00.. Pour ¢ = 1,...,r
lendomorphisme o; de E = Ru @ E’ défini par (tu,v’) — (tu,ol(v’)) est une réflexion de E : c’est une
isométrie indirecte-je laisse la preuve au lecteur-et son espace de points fixes est de dimension n (si o} a pour
espace fixe F il est égal A Ru@® F’). Onaoy0...00.(u) =u et (010...00,)|g = o' dou il suit que
0 =010...00, est bien un produit de réflexions.

Si o n’a pas de point fixe, on construit une réflexion 7 telle que 7 o ¢ en ait un, ce qui rameéne au cas
précédent. Soit u # 0 € E; on a o(u) # u donc 'espace H = (u—o(u))* est un hyperplan. Soit 7 la réflexion
par rapport a H ; on va montrer que 7(o(u)) = u. On a

(u—o(u),u+ow) = |ul*~flo@)]*=0
d’ot il suit que u+o(u) € H et que la décomposition orthogonale de o(u) sur H,R(u — o(u)) est donnée par

o(u) = 3+ o(w)) — 3w~ o(w).

On a donc :
T(o(u) =0o(u) = (u—0o(u)) =u

ce qui termine la preuve.

Remarques.
— Le résultat de cet exercice se déduit immédiatement du cas n = 2 et du théoreme de structure des
isométries euclidiennes.
— La preuve ci-dessus donne une borne sur le nombre minimal de réflexions nécessaire pour décomposer
une isométrie de E : il est inférieur & dim(E) (exercice : montrer que cette borne est optimale, i.e. il
existe des isométries de F qui ne peuvent pas s’écrire comme produit de moins de dim(FE) réflexions).

EXERCICE 4

La fagon la plus naturelle de traiter cet exercice est de considérer u comme un endomorphisme du com-
plexifié E¢c de E qui préserve le produit scalaire hermitien défini par :
(x+iy, 2" + iy ) g = (z,2) e + (v, ¥ ) e +i((y,2") B — (2,9)B).

Par exemple, si £ = R"™ le produit sur C" ainsi obtenu est donné par

n
(2,2"VE. = Z ziz).
i=1

On a alors les propriétés suivantes :
(i) (.,.)E. est C-linéaire en la premieére variable;
(ii) Pour z,2' € Ec et A€ C, on a
(2,02 g = Mz, 2V s
(i)
<u(z)7 z/>EC = <Z7 U(Z/»Erc;
(iv) sizx #0on a (z,z)g. >0



La vérification de (i),(ii) et (iv) est laissée au lecteur. Pour montrer (iii) on choisit une base orthonormée de
E, dans laquelle la matrice de u est une matrice M réelle et symétrique. On vérifie alors que si Y, X sont les
vecteurs colonnes de coordonnées respectifs de z,y € E on a (z,y)g.'Y X. Il vient alors :

(u(w), ) 5. = TMX
='YMX
— {WT)X = (z, uy)) 5.
Si  est un vecteur propre non nul de valeur propre A on a alors en utilisant (i), (ii) et (iii) ci-dessus :
Mz, x)pe = (u(@), 2) B
= (z,u(z)) B
= (z,\v) 5. = M2, 2) B,

d’ou il suit en utilisant (iv) que A = A, i.e. que A est réel. Comme u a une valeur propre complexe, on en
déduit qu’il a une valeur propre réelle et la conclusion suit par récurrence en utilisant le fait rappelé au
début.

EXERCICE 5
Dans cet exercice je note ff’ la composée f o f’.

(i). La partie linéaire de 77’ est une rotation d’angle 6 + 6, si ce dernier est # 0 (mod 27) il suit que rr’
fixe un point et est donc la rotation d’angle 6 + 6’ autour de ce point.

On note r'/2 1a rotation de centre O et d’angle 8/2 et (r')~!/? la rotation de centre O’ et d’angle —6’/2.
Soit D la droite (O0Q’), Dy = r*/2(Dy) et Dg = (r')~'/2(D;) ; on note s; la réflexion de droite D;. Alors on
a:

T = 5951, ' = 51853.

C’est un fait bien connu du cours, qui se retrouve rapidement de maniere géométrique. En voici une preuve
(presque) purement algébrique, donc incompréhensible (le lecteur est encouragé a rédiger sa propre preuve
géométrique) : comme rs; est une isométrie indirecte qui fixe le point O, c’est une réflexion et il suit que
(rs1)? = Id. On a donc r = s;r~'s;, comme 7, 7/2 sont des rotations de méme centre O elle commutent
entre elles et il vient r = rl/Qslr_l/QT_l/gslr_l/Q; d’autre part on a aussi (7“‘1/251)2 = Id d’ou suit
12517712 = s et donc 7 = r'/2s;r~1/25;. On sait /25,77 1/2 est une réflexion (isométrie indirecte qui
fixe le point O...) donc il suffit de vérifier que sa droite fixe est Dy pour conclure. Ceci est immédiat : si
M € Dy il existe un M’ € Dy tel que M = r'/2(M’) pour un M’ € D et il vient alors /25,7~ 2/2(M) =
/25 (M) = rY/2(M') = M, i.e. M est fixé par r'/2s;r=1/2,

Il vient donc finalement rr’ = s»s3. Dans le cas ou les droites Do, D3 ne sont pas parallélles le centre de
rr’ est donc leur point d’intersection. On vérifie que c’est le cas si et seulement si 0 4+ 60" # 0 (mod 27).

(ii). Dans ce cas la partie linéaire est Iidentité de E et rr’ est donc bien une translation. On vérifie que si
O # O et 0 #0 (mod 27) elle n’a pas un vecteur nul (i.e. qu’elle n’est pas l'identité) en montrant qu’elle
ne fixe alors pas le point O’ : on a rr'(0’) = r(O’) qui est différent de O’ car I'unique point fixe de r est O
(laissé au lecteur).

(iii). Les parties linéaires de rt, et t,r sont toutes deux égales & r qui est une rotation vectorielle non
triviale, d’ou il suit que toutes deux sont des rotations affines.
Soit D la droite de direction v passant par O, Dy = 7'/2(D;) et D3 = t_y/2(D1). Alors :
T = 8951, ty = S153.
On a déja prouvé le premier point dans la question (i). Pour le second, on voit que s; et s3 ont méme partie
lindaire, égale & une réflexion vectorielle, donc s1s3 = Idg et s1s3 est une translation. Soit M = O —v/2, on
a M € D3 donc s3(M) = M. D’autre part :
51(M) = 51(0) + 51 (=v/2) = O +v/2

d’ou il suit que le vecteur de sys3 est égal a v, i.e. s153 = t,,.
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On a donc rt, = s983, dans le cas olt § # 7 (mod 27) le point fixe est I'intersection de Do et D3, dans le
cas restant c¢’est O —v/2 : on a rt,(0 — v/2) = r(O +v/2) =r(0) —v/2 =0 — v/2.
Je laisse au lecteur le soin de traiter ¢,r.

EXERCICE 6 (RAPPEL)

La partie linéaire de t = ft,f~! étant I’identité, il suffit pour prouver t = () de trouver un point M € £
tel que r*(r=F (M) +w) = MJr?k(w) ; on peut en fait le faire directement pour n’importe quel point M € £

FUEHM) +v) = F(FHM)) + F(0) = M+ ().
EXERCICE 7

(i). L’ensemble G est non vide, il faut montrer les deux points suivants :
(a) Pour touts v,v’ € Z? et n,n’ € Z il existe m € Z,u € Z? tels que

b ™ = b ™,
(b) Pour touts v € Z?2 et n € Z il existe m € Z,u € Z? tels que
rt_, = t,r™.
Je ne prouve que le point (a), (b) étant similaire. On rappelle que (cf. exercice 6) pour k € Z,w € R? la

transformation affine r*¢,,r =% est la translation de vecteur ?k(w) On voit donc que r*t,r=F = ik (v), d’ou
il suit que r*t, = t7k(v)rk. Il vient :

tor ™ = tvt7k(v)rnr”/
= tv+7k(v)rn+n,
Pour conclure il faut voir que v + 7% (w) € Z2 ; comme Z? est un sous-groupe de R? il suffit de montrer que

Tk (v) € 72, ce qui revient & montrer que r(Z?) C Z2. Soit u = (51> € Z2, on a bien r(u) = <_UU2> € 72
2 1

(ii). Un élément t,r" € G est une translation si et seulement si ™ = Id (ce qui se produit pour n = 0

(mod 4)), on en déduit que les translations de G sont exactement les translations dont le vecteur a des

coordonnées entieres.

(iii). Les parties linéaires des rotations non triviales de G sont des puissances de 7, donc leur angle est
dans {+7,7}. Pour chaque angle on va déterminer les centres possibles.

Angle . un élément de G est une rotation d’angle 7 (un demi-tour) si et seulement s'il est de la forme t,r"
avec k = 2 (mod 4) et v € Z?, i.e. 8'il est égal & —t_,. Soit v € Z?2, on calcule le point fixe du demi-tour
—t_, : on identifie le plan euclidien R? & C et on cherche le point z tel que —z4v = z, il vient immédiatement
z = —v/2. Le point fixe de —t_, est donc O — 5. L’ensemble des points fixes des demi-tours contenus dans
G est ainsi :

1
522 = {(x,y) € R?, 22,2y € Z}.

Angle £%. On remarque d’abord que si une rotation r € G d’angle 7/2 fixe un point M, alors son inverse
fixe aussi M. Il suit que tout point fixe pour une rotation de G de G d’angle 7/2 est aussi un point fixe
pour une rotation de G d’angle —7/2, et vice versa. Il suffit donc de traiter 'un des deux cas, disons +m/2.

Les rotations de G d’angle 7/2 sont les éléments de la forme t,7* avec v € Z2? et k = 1 (mod 4). On
cherche a déterminer le point fixe d’un tel élément, en passant en complexes on obtient I’équation iz +v = z
d’out il suit que z = “£%. Le point fixe de ¢,7* est donc (v + r(v)). Il suit que I'ensemble des points fixes
cherché est égal a :

1
(1) A:{i(v—i—r(v)),vEZz}.
On en donne dans la suite une description plus explicite ; on va montrer que :
_ (/2 _
(2) A—{<m/2),n,m€Z,n+m—O (mod 2)}.
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La description (1) se réécrit

A:{% <n_m>,n,m€Z}

n+m

si ("Z) € A on a donc bien 2z,2y € Z et 2(z +y) = 2n est bien = 0 (mod 2). Réciproquement, si <TTTLL) €2

v érifie les conditions de (2), en résolvant le systeéme
n=x—y
m=x+y
,y = "5, Par hypothese, 2 divise n + m et on a bien x € Z, et il suit que
1/n) 1 [z
z e )
2 () =2 () <

EXERCICE 8

n+m
2

on trouve la solution z =
y=x—n € Z. On a donc :

Si G est un sous-groupe de Isom™(€) on note 7g¢ = G N T le sous-groupe des translations de G. Le
but de cet exercice est de montrer que se donner 7g impose des restrictions fortes sur G lui-méme. Les cas
intéressants sont :

— Tg est trivial ;

— T # {Id} est contenu dans une droite vectorielle (on peut distinguer le cas ol Tg est constitué des

multiples entiers d’un vecteur non nul) ;

— TG est un réseau de E (i.e. le sous-groupe engendré par deux vecteurs linéairement indépendants).

(i). Comme indiqué par ’énoncé, on considére deux rotations non triviales ' € G de centres O,0’
distincts. Alors 7 = r'r(’)~! € G est une rotation de méme angle que r (puisque sa partie linéaire est la
méme) et de centre r'(O) (on a r”(r'(0)) = r'r(O) = r'(0)). Il suit (cf. Pexercice 5(ii)) que r"r € G est une
translation de vecteur non nul, ce qui contredit I’hypothese sur 7g. On conclut que toutes les rotations de
G on le méme centre.

Remarque. La conclusion implique que G est isomorphe & un sous-groupe de SO(FE), en particulier qu’il est
abélien.

(ii). Omn suppose que :

Tae CRu
pour un vecteur v € E non nul, et que t,, € Tg. Soit r une rotation non triviale de G, alors d’apres ’exercice
6 on sait que 7,7 € G est égale & t5(,y. Il suit que 7 (v) est colinéaire & v (en fait égal & £v vu que 7
est une isométrie), et donc que 7 =+1dg (les seules rotations vectorielles ayant des valeurs propres réelles
sont £1dg).

Remarque. Supposons que G contienne une rotation non triviale de centre O, alors les centres des rotations
de G sont contenus dans la droite O + R,. Si Tg = Zv, on peut voir qu’en fait les centres sont exactement
les points O 4 §v pour n € Z, de la méme maniere qu’a la question (iii) de l'eercice 7 ci-dessus. (Exercice :
montrer que le quotient de G par son sous-groupe distingué 7 est isomorphe & Z/27 x Z/27).

(iii). Soit r une rotation non triviale de G et w € Zu + Zv. D’apreés P'exercice 6 rt,,r~1 € G est égale a
t5 (- 1l suit que 7 (v) est égal & nu+ mu pour des n,m € Z. Il existe donc des entiers ny, my et ng, ms tels
que 7 (u) = nyu + mav, 7 (v) = nou + mov. Ceci signifie que la matrice de 7 dans la base u,v de E est
égale a (:::1 ;212 , en particulier sa trace est égale a n; + mo, donc entiere. Si 6 est 'angle de r on a donc
2cos(0) € Z, ce qui donne les possibilités suivantes pour les valeurs de 6 €] — 7, 7] :

—si2cos(f) =2onaf=0;
— si2cos(f) =—2onafd=m;
~si2cos(f) = —2onal==%7;
—si2cos(f) =lonaf==x%
— si2cos(d) = —1onaf==+2r.

0
0
0



Remarque. Un groupe G donné satisfaisant les hypotheéses de la question (iii) contient soit des rotations
d’angles 0,7, £7, soit des rotations d’angles 0,7, +7%, i%“ (en effet, s’il contenait une rotation d’angle 7 et
une autre d’angle % il en contiendrait une d’angle %, ce qui est impossible). L’exercice 7 montre qu'il existe

. , 1 3
un G dont les angles sont exactement 0,7, £75. Si u,v sont les vecteurs de R2 donnés par (0> et (\%) et

2
r la rotation de centre (0,0) et d’angle Z on peut vérifier de la méme maniere que ’ensemble :

{twr™, n € Z, w € Zu + Zv}

us

est un sous-groupe de Isom™ (R?) dont les angles sont exactement 0,7, 4 3 j:%’r (exercice : déterminer les
centres de ses rotations).

EXERCICE 9

L’application linéaire associée a f a pour matrice dans une certaine base othonormée de F

1/3 2/3 -2/3
2/3 1/3  2/3
2/3 —2/3 —1/3

dont on vérifie immédiatement qu’elle est orthogonale et de déterminant égal & 1, f est donc une isométrie
directe, i.e. un vissage. L’angle non signé 6 € [0, 7[ de f est déterminé par la relation tr(f) =1+ 2cosf, ce
qui donne ici § = arccos(—1/3).

Pour déterminer les éléments géométriques de f, on applique le schéma suivant :

(i) On détermine la direction D de 1’axe de f, i.e. 'espace fixe de f .

(ii) On calcule le vecteur de glissement u de f : dans notre cas on a une écriture f = ¢, o f' ol f’ a un
point fixe, et u est le projeté orthogonal de v sur D ; ceci suffit bien str pour déterminer si f a un point
fixe, i.e. f est une rotation.

(iii) On trouve un point fixe de t_,, o f, ce qui donne avec (i) l'axe.

(i). Un calcule rapide montre que la droite fixe de ? est Rw ot w = (1,1,0) (en coordonnées dans la base
de E que l'on utilise).

(ii). La projection de u sur D est le vecteur (v, w) =, qui est égal & (

Twl atb adb (). En particulier, on voit

que f est une rotation si et seulement si a + b = 0.

(iii). L’application affine ¢t_,, o f est par construction une rotation d’angle 6 autour d’un axe dirigé par D.
On va donc chercher un point fixe dans le plan O + D+, Soient e; = (0,0, 1) et ey = g(l, —1,0), ces deux
vecteurs forment une base orthonormée de P = D ; dans le repere (O;eq,e2) on a lécriture

flosp = (;\%?;3 2\/15/33) + cer + g(a — b)es.

On admet que le point fixe d’une rotation plane r + v ou r fixe un point O et a un angle € est donné par la
formule

1
O+ —————(ldp —7 ") (v).
+ 2 — 2cos(9)( P )(©)
Le point fixe M de f|o4+p est donc donné par :

M=o+ — 1 —-1/3 —2\@/3)

sz—;(ld”_<2\/§/3 -1/3 (?(5—@)

=0+ 3(20—1— (a —b))er + %(—\/ic—&— V2(a —b))es.

)

Les coordonnées de M dans le repeére de £ dans lequel on travaille sont donc :

—c+ (a—0b)
M=0+-1 c—(a—Db)
2¢+ (a—b)
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Appendice. On prouve ici les deux faits utilisés plus haut :
(a) Soit r une rotation vectorielle de E, le vecteur de glissement du vissage r + v est la projection
orthogonale de v sur I’axe de r.
(b) Soit r une rotation plane, le point fixe de r 4+ v est

1
3 O4+——— (Idp—-7"H(v).
(a). Soit u le projeté orthogonal de v sur 'axe D de r, on veut montrer que ' = r + v — u a un point fixe.
Pour cela il suffit de montrer que 7 préserve un plan P de direction P = D+ : en effet, 7’| est alors une
rotation plane puisque sa partie linéaire est égale & r|p qui est une rotation vectorielle, et elle a donc un
point fixe dans P. On nmontre que 7’ préserve O + P : soit w € P et M = O +w, on a

r'(M)=7(0)+r(w)=0+v—u+w
or v —u € P d’ou il suit que /(M) € O + P.
Il reste & voir que t,t,r = t,rt, : t, et t, commutent, et comme v € D on a r(u) = u d’ou il suit que
Tty = tyr.

(b). Ceci suit d’un simple calcul en complexes : si v € C, la résolution de ’équation ¢z + v = z donne
v 1

— _ — 1— —1i6
1—e® 2-— 2(305(9)< e

z
ce qui se traduit par (3).

EXERCICE 10

On note ¢ = ||1@||,b = ||m||et a = ||B7|| On note (z,y, %) les coordonnées barycentriques dans
(A, B,C). Dans tout I’exercice on suppose que A, B, C n’est pas rectangle, ce cas est laissé au lecteur.

(2). On a

et de méme

CA" = 2bcos(y)—
a
d’ou il suit que
— —
2ccos(B)C A" + 2bcos(B)BA' =0

-+

et que les coordonnées de A’ dans (A, B, C) sont (0,bcos(7y), ccos(5)) = (0,y1,21). De la méme maniére on
obtient que B’ = (acos(gamma),0,ccos(a)) = (22,0, 22) et C’ = (acos(f),bcos(a),0). Les équations des
droites (AA’) et (bb') sont respectivement :

21y —y12 = 0et 290 — 292 = 0.

La résolution du systeme

21y —y12=0
2o — Toz =0

donne comme solution particuliére non nulle (parce qu’on a supposé le triangle non rectangle) (2122, 22y1, 2122).
On a donc :
H = (acos(f) cos(y), bcos(a) cos(7y), ccos(a) cos(B).

(3). Soient A; = 21C By = A€ ot O = 4EE. Le triangle Ay, By, Cy est similaire & A, B,C par le

théoreme de Thales et il a donc les mémes angles. Par la question précédente on a donc :
O = acos(B) cos(y)A; + beos(a) cos(y) By + ccos(a) cos(8)Cy
et il suit que les coordonnées barycentriques de O dans (A, B, C') sont :

(bcos(a) cos(y) + ccos() cos(B), acos(B) cos(y) + ccos(a) cos(B), acos(B) cos(y) + bcos(a) cos(7)).
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(4). Le déterminant :

1 1 1
acos(f3) cos(7) bcos(a) cos(7) ccos(a) cos(B)
(bcos(a) cos(y) + ccos(a) cos(B) acos(B) cos(y) + ccos(a) cos(B) acos(B) cos(y) + beos(a) cos())

est nul vu qu’on a la relation
(acosfcosy + beosacosy + ccosacos 8)L; — Ly = Ls.

Il suit d’apres les deux questions précédentes que G, O, H sont alignés.

EXERCICE 11

La partie linéaire de r7’ est une rotation donc 77’ elle-méme est une rotation si et seulement si elle fixe
un point de €. Comme 7,1’ fixent le point O elle le fixe aussi.

Pour construire son axe on procéde comme a la question (i) de I’exercice 5, en utilisant une décomposition
de r, 7" en produits de symétries bien choisies (cf. exercice 3). On oriente arbitrairement les axes A; A’ et
on note 0,0" €] — m, 7] les angles respectifs de r, ' par rapport & cette orientation. Soit P; le plan passant
par les deux droites A et A/, P, = r'/2(P;) (ou on a noté r'/? la rotation d’axe A et d’angle 6/2) et
Ps = (r')~1/2(P;) (méme notation). Alors on peut écrire explicitement les décompositions de 7 et 7/; on a :

T = $281, ’I"/ = 5183

ou on a noté s; la réflexion de plan fixe P;. Je montre la premiere égalité, la seconde étant exactement
semblable. On voit d’abord que s5s7 fixe A puisque on a A C Pi, P, qui sont les ensembles de points fixes
respectifs de s, s2. Soit P le plan passant par O de direction orthogonale & celle de A ; alors sgs1(P) = P
par le fait rappelé au début. D’autre part, s; préserve aussi P et la restriction s1|p est la symétrie d’axe fixe
PN P en effet, c’est une isométrie de P qui est indirecte puisque :

— —
—1 = det(57) = det(s1|p) det(s1|pr)

et 51 fixe PX = A d’ot il suit que det(ksﬂj}) = 1. De plus elle fixe la droite D; = P N P; (car s; fixe
Py), donc elle doit étre égale a cette symétrie. De méme, so|p est la symétrie d’axe fixe Do = PN Py. On a
dy = r1/2(Dy), d’otr il suit (cf. cours ou exercice 5(i)) que (s251)|p est égal & 7|p (une autre fagon de le dire
est que I'angle entre D; et Do dans le plan P orienté par A est égal a —l—g, d’on il suit que (s281)|p est la
rotation d’angle 46 de ce plan orienté, i.e. r). Ceci montre que ss7 est la rotation d’axe orienté A et d’angle
0, donc sgs1 = 7.

On a ainsi 71’ = s5818153 = 283, ce qui montre que rr’ a pour axe la droite P, N P3.

EXERCICE 12

L’application r est la rotation d’axe Re; et d’angle 7. La famille By est I'image de (e1, ez, e3) par 'appli-
cation ' dont la matrice dans la base B = (eq, ez, €3) est

cosf@ —sinf O
sinf cosf O
0 0 1

On voit que " est la rotation d’angle 6 autour de I’axe Res (orientépar +e3), en particulier By est ortho-
normeée.

L’application ry est égale a r'r(r')™", c’est donc une rotation d’angle 7 autour de I'axe Rr'(e3) orienté
par +1/(esg). Comme les rotations d’un espace vectoriel euclidien forment un groupe (aussi appelé SO(FE))
Papplication rrg est une rotation. Sa matrice dans la base B est

-1

1 0 0 cosf@ —sinf O 10 0 cosf@ sinf 0
0 0 -1 sinf cosf O 0 0 -1 —sinf cosf 0
01 0 0 0 1 0 1 0 0 0 1



qui est (apres calcul) égale &
cos?f  cosfsinf  sinf
sin 6 —cosf 0
cos fsin 6 sin? 0 —cosf

dont la trace est égaled cos?0 — 2cos@. Le cosinus de I'angle ¢ de rry est donc égal & %(0030 —1)2 -2, donc
Pangle (non signé) de rry est égal a

1
arccos(é(cosﬂ —1)2-2).

Remarque. On voit que le cosinus de ¢ prend toutes les valeurs possibles entre —1 et 1 pour 8 € [0, 27[. On a
donc montré que la composée de deux rotations d’angle % peut avoir un angle arbitraire (exercice : raffiner

2
ceci en tenant compte des orientations).



