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1
Exercice 1. Mq la famille <

i+)) > est sommable ssi a0 > 2.
1+ 7)% (4,7)EN*2

Exercice 2. Soit (cn)neN une suite de réels strictement positifs.

1
Montrer que hmnHJroocn < hmnﬁ+ooL

n

En déduire que si L = lim L existe dans [0, 4+00] alors lim (cn)% =L
n——+oo Cn n—-+oo

Exercice 3. Donner le rayon de convergence de la série entiere E anz" dans les cas

n>1
. 2 2p+1 n!
suivants: ag, = a*? et agpy; = b Yl 0 <a<b a, = —; agpy1 = 0 et ag, =
n
(=1)Fp!
(p +sinp)?

Exercice 4. Mq si a, = \pby, avec A, = O(n%) (a € R) alors le rayon de convergence
de Z anz" est supérieur a celui de Z bp2".

Exercice 5.  Soit (ay)nen+ une suite de nombres complexes telle que la série Zan
n>1
n
converge. On lui associe la série de fonctions de terme général w,(z) = Gn ] ™ > 1.
—z
Mq Zun(z) converge normalement sur tout compact de D(0,1) et que Zun(z) =
n>1 n>1
Z Zanz”p pour z € D(0,1). Quelle identité peut-on en déduire lorsque a, = —
p>1n>1 n!
an = a” avec |o| <17 (ap, = (-1)", ap, = n...7)
Montrer que la série Z un, (2) est uniformément convergente sur tout compact de C\ D(0, 1)
n>1

1
(On pourra étudier (z — up(=))nen)-
z

Exercice 6.

(Transformation d’Abel) Soit (Un)nen et (Un)nen deux suites de nombres complexes. Pour
n—1

n>m €N, on pose V,» = Zvl Mq si n > m alors Zulul = Z(u —uiH)Vni1 +u, V.

En déduire le comportement sur U = {z € C, |z| = 1} des séries Z , pour a € R.

(Un théoreme de Picard) Soit (¢, )nen une suite décroissante de reelb positifs qui converge
vers 0. Mq la série chz" converge sur U \ {1}. (Indication: On pourra utiliser la
transformation d’Abel pour montrer que la série vérifie le critére de Cauchy).



11—
Exercice 7. (Un théoreme d’Abel) Soit & > 1. Notons E = {z € D(0, 1), |1|2I < k}.
— |z
+oo
Soit (¢, )nen une suite de nombres complexes telle que la série entiere chz” converge
0
+oo
en z = 1. Alors EEE chz" — ch =s
z€E neN 0
Vérifier que 1'on peut se ramener a s = 0.
Notons f la somme de la série sur D(0,1). Pour z € D(0, 1), développer lf(iz) en série

entiere.
Conclure (Utilisez le fait s = 0).
. , o = (=D
Appliquer le résultat précédent au calcul de Z -
1
Exercice 8. Donner le développement en série entieres des fonctions suivantes, et donner
le rayon de convergence de la série obtenue:

flz)= ﬁ en 0; g(z) = 35, 3; h(z) =e”en 1.
Exercice 9. Soit f(z) = Z a, 2", a, € C une série de rayon de convergence R.
n>0
1 2 .
Pour r € [0,R[, mq M(r,f) = —/ |f(re?)?do = Z lan|?r?". En déduire les
2T 0

n>0
inégalités de Cauchy |a,|r" < lmlax |f(2)|. Et montrer que 'l y a égalité pour un en-
zZ|=r
tier n alors f(z) = a,2".
En déduire que r — M(r, f) est une fonction croissante sur [0, R[ et que lim M(r, f) =

r—R~
Z |lan|> R?™ € [0, +00].

n>0

-1 n+1
Exercice 10. On considere la série entiere (de la variable z — 1) Z L(z —1)".
n
n>1
Calculer son rayon de convergence et montrer que, f, la somme de cette série sur D(1,1)
vérifie 'équation ef*) = 2.

Exercice 11.
Préciser les sous-espaces discrets de C dans la listes suivantes: N, Z, Q, R,

1 — ) .
A={=, neN}, A AUN*, ¢4 4 u{1}
n
Déterminer les sous-espaces connexes d’un espace discret.
Montrer qu’'un sous-ensemble discret et fermé de C est localement fini.

Exercice 12. L L
Déterminer les fonctions analytiques dans D(0,1) qui vérifient f(—) = —, pour n € N*.
n n

Soit f une fonction analytique dans D(0,1). On suppose qu'il existe une suite (a,),en de

réels distincts de l'intervalle [—57 5] telle que f(a,) € R.

Démontrer que Vz € D(0,1), f(Z) = f(z) (Montrez d’abord que z — f(Z) est analytique).
Soit f une fonction analytique sur D(0,1) et (ay)nen une suite strictement décroissante
de réels qui converge vers 0. On suppose que f(azp+1) = f(azp) € R. Mq f est constante
(On raisonne sur la dérivée).



