UNIVERSITE PIERRE & MARIE CURIE LICENCE DE MATHEMATIQUES L3
UE LM367 — ANALYSE COMPLEXE ANNEE 2013

TD 7.

Exercice 1.

(a) a € C.Montrer quesi f € O(A(a,r1,r2)) alors A!(f1, f2) € O(D(a,r2))xO(A(a,r1,+0))
telle que lim fo(2) =0et f = f1 + fo sur A(a,r1,72).
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(b) Soient 2 un ouvert de C, a € Q et f € O(Q\ {a}). Montrer que f = f; + fo avec
f1 € 0(Q) et fo € O(C\ {a}).

Exercice 2.

, .. 2z+1 .
(a) Donner les développements en séries de Laurent de z — P a— dans trois cou-
224z —
ronnes de centre O.

z

W=

(b) Déterminer les résidus de f(z) =

1
—_—mm = 3gi _— =
EEEEETE g(z) = z°sin ot h(z) T en

tous leurs points singuliers.
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Exercice 3. Calculer les intégrales —— et dz.
i /Z_Q T+ 20 /M_g (2 +2)3(% + 3)°
27 —+o00
dt 2 d
Exercice 4. Montrer que / — = i, / * 5= E,
0 2 + sint \/g 0 1+ 3
T cosz 7r T sina T
—dr =, doe = —.
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Exercice 5. Soient n,p € N, n < p. Montrer que / dx est convergente et cal-

oo Lt a?P
culer sa valeur en appliquant le théoreme des résidus a une fonction méromorphe adéquate
et a des demi-cercle centrés en 0.
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Exercice 6. Calculer / ——dr, / ——dx.
o r¥(x+1) o (I+a)?
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Indications : Les intégrales du type / R(z)Inzdz ou / R(z)xz“dzx (avec R une
0

fonction rationnelle sans pole réel et (()) < «a < 1) peuvent se calculer en utilisant une
détermination continue du logarithme sur C \ R" et une intégration le long du chemin
Ye,A,n définit par le bord du domaine C'(0,€, A) \ {Re(z) > 0, |Im(z)| < n}. Dans le premier
cas, on calculera une intégrale de z — R(z)Log?(2).

Exercice 7. Soit f une fonction holomorphe au voisinage de D(0,1) tel que f(C(0,1)) C
D(0,1). Montrer que 'équation f(z) = 2" admet exactement n solutions comptées avec
multiplicités.

Exercice 8. On considére la bande Q2 = {z € C,a < Imz < b}, a,b € R.
1



(a)

(b)
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Montrer que si f € O(Q) est 1—périodique alors f(z) = Z cn€*™* avec convergence
—00

uniforme sur les compacts de €.
Calculer ¢, en terme d’une intégrale de f.

Exercice 9.

(a)
(b)

Montrer que les racines de 27 — 52° 4+ 12 = 0 sont dans A(0,1,2).
Montrer que 'équation az" = e* admet n racine dans |z| < 1 lorsque a > e.

Exercice 10. Soit 2 un domaine borné de C dont le bord est une union finie de courbe
fermée de classe C! par morceaux. Soit f une fonction méromorphe sur et continue au
voisinage du bord de 2. Soit A > r%%x | f|, calculer le nombre de A—points de f dans w en

fonction du nombre de poles de f dans w.

Exercice 11.

(a)

(b)

()
(d)

()

Montrer que la fonction z — cot(rz) est méromorphe dans C. Calculer les résidus de
chacun de ses poles.
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Soit Cy, le carré de sommet (n + 5)(:&1 +4). Montrer que si z € C,

7 _/ cot(wt)dt
L aC,, t—2z

Montrer que lllf I, =0.

n——+0o0o
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En déduire que wcot(nz) = — + g ( + —) (convergence normale sur tout
z z—n n
ner*
2 1
compact d’une série de fonctions méromorphes) et que - g —.
P 8 "4ty

2
Donner le développement de Laurent de la fonction cotangente et de

sin? 7z’
utilisera le th. de Weierstrass).

Exercice 12. Pour tout entier n € N, on désigne par v, le bord orienté du carré {z =

. 1
o+ iy, max(fal, |yl) < n+ S}

(a)
(b)

LT
Montrer que |sin7z| > sinh 5 pour z € .

Dans la suite, Soit f une fonction méromorphe sur C admettant un nombre finis de
poles {a1,...,a,} n’appartenant pas a Z. On suppose qu’il existe des nombres positifs

M, R et a > 1tels que |z| > R entraine | f(z)| < ——. Montrer que pour n assez grand,

k=n

1 mf(2)
L dy = Rés .
ity [m sinz : k;n +Z e sinmz’ 4
Montrer que lim L()dz =0.
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k=400 P

En dédui —1)k .

n déduire que k_z_oo( g (s1n7rz aj>

—1)k
Calculer Z M avec a € R\ Z.

keZ



