CHAPITRE IV

COHOMOLOGIE DE DE RHAM DES WARIETES DIFFERENT 1ABLES

L'existence des cartes va permetire d'étendre aux varictes différentiables les
concepts du Chapitre [1 : la philosophie générale 25t gue les définitions se font
"localement” sur les i{mages dans 1" des ouverts de cartes, avec des cenditions des-

tinees a assurer que les morceaux "se recolient bien".

1. FORMES DIFFERENTIELLES SUR UNE VARIETE DIFFERENTIABLE,
En fait, conforimément & la "philoscphie générale”, ce n'est pas vraiment sur la

variéte que les formes différentialles sont définies, majs 8 travers Tes caries

1.1. DEFINITION : Soit M une varigté différentiable dérinie par un atlas maximal

Pour allgger les notatijons, an pose U:., = U; o U, A:. = ¢
i3 ]

Une k-forme différentielle sur M (k « N] consiste en la donngée ¢'une famille

(s ) telle que
11
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1.2. REMARQUE : Cette d2finition est naturelle, et 1’usage confirme que c'est celle
qui canvient. En tout cas, impuser comme condition de compatibilité que, pour tous

ol a8l we o]y, = wy uJIU aurait releve d'un optimisme déraisonnable
i {Y53 . by

IT en resulte cependant que, dans le cadre de 1.1, w ne définit plus d'applica-
' K T, - ’ " )
tion M = A5( R ). Parler de Ta valeur de w en un point réclame une construction
assez complexe dont voici les grandes lignes

- pour ftout couple i,j e I tel que Ui‘ £ ¥, on dispase d'une application

o)
945 ¢ ”ii . GL{ik{R }) en notant gij{x) 1'application lindaire dont la matrice dans
la base canonique | E'r Tk a pour £igments les nombres réels XKL(X) = Di(+i3)t¢jng;;
- — ity I - . At A !
atnsi (cf.11.3.2) g; e u1uy].x)) = ,5j\¢i)(¢&(x)) = ,lejkh)), et, partout ou cela
& un sens

( (%) = 95 5(x)

Sur la reéunion disjointe gF:= U (U, «{il»A"[R" }) la relation définie par

icl

(% 5,E)vilysion) ssi x=y% et n= q1j(x\,ﬁ

i " k . . .
Le guotient G~ = B°/v est Ta saurce d'une surjection

est une relation d'équivalence.
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- Qk = M induite par (x,1,5)+ x,

Soit alors w une k-Forme sur M. Pour tout x ¢ M, la classe du triplet
(x,i,mit¢{(x)}) modulo % est un &lément de Gk qgui ne déperd pas du choix de i ¢ I
tel que ¥ « Uy : on appelle wix) cette classe, d'ol 1'application w : M-+ Qk telle
que p o= ow = Idy.

Nous ne développerons pas ce puint de vue (construction des puissances exté-
rieures du fibré cotangent), renvoyant Te lecteur aux ouvrages qui traitent des
fibrés (19) en particulier).

Nous ferons seulement observer que les expressions "w{x} = 0" et "w{x) # 0",
dont nous aurons besoin (cf. 5.12), peuvent se définir sans y faire référence grice

au

1.3, LEMME : Soit x e M et i,j e 1 tels gue x ¢ Uij' Aars w1(¢itxj) = 0 551
wilig(%)) = 0.
. J we @x s d'ob wi(eg(x)) = 0
KeI¥ L J:
ss1 pour tout K e I, wey (9:(%)) = 0. O weplég (X)) = wyy o by5(30x))s a0 Te
résultat puisque les ®31 sont des combinaisons 1inéaires des i mij T, II.3.2$.

Démonstration : On derit v = §  w, dxgetw, = ]

-

1.4, REMARQUE : Du lemme résulte aussi que l1a notion de support d'une forme w peut

se définir de cette manigre : c'est |'adhérence de 1'ensemble des points x = M od
wix) # 0. On le note toujours Supp w.

an note JE{M} 1'ensemble des k-formes différentielles définies sur M @ support
compact .::k{M} Atant 1'ensemble de toutes les k-farmes.

La premidre tache est bien slir de vérifier la

1.5. PROPOSITION : Si M est un ouvert de R", 1a nouvelle définition d'une forme

difrérentielie coTncide avec !'anciznne.

Demonstration : On rappelle que 1'atlas maximal at qui definit 1a structure de varié-
té sur M est induit par T'atlas & une carte {{M.IdH,M)}.

Spit alors w < kaﬂ} une "ancienne" k-forme sur M. Pour toute carte [ui,¢i,ni}
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de o, on pose Wy = (f.'-fi)i (m'J Y. I1 est clair qu'ainsi

' i

E . (*;1)* (wiy Hap, = ((¢i‘u..)—1)* (wl,, ) et de méme

1j i e ij i

BT

la = (bely 3 7Y {w|y ). de sorte que
JlAJ'| U1J \J
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bien défini une "nouvelle" forme sur M.
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Réciproquement, la donnée d'une "nouvelle" forme comprend parmi les formes oh

de 1.1 une "ancienne" forme w sui M

Enfin la condition de compatibilité de 1.1 appliquée & (M,Id,,M) et toute

M

1
(autre)carte (Uj,¢,.A;) montre que \hgl)w (w|, ) = w; et donc que les deux procédés
17

sont inverses 1'un de 1'autre.
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En fait nous allens voir que n'importe quel atlas, pourvu qu'il soit compatible
avec 1'atlas maximal définissant la structure différentiable de M, peut servir &
définir une forme différentielle sur M : soit {{VQ,wE,BQ)}K_L un atlas compatible

avec of et. pour tout % « L, une k-forme &, e { (BL) telle que, pour tous ¢,m ¢ L,
* | " |

=Hply . Nous voulons montrer qu'il existe un k-forme wu sur M telle que
mé. im
"sur chagque Y, la restriction de w coincide avec ia forme induite & partir de 2, a

N k..

travers 1," ce qui, au point ol nous en sommes, ne peut signifier que ceci : pour

tous i e 1, Eel, (W ¢;1)* (w;{ (v ) = W o, (UaV,) (notation 1é&gérement
mLli Llat b L [ R ]

abrégée... ).

By
3=
b3
1.6, THEOREME : Une telle w existe et est unique.
Damanstration : I1 est clair que les restrictions aux ouverts ¢1(Ui nV,) des “candi-

lates” 5 sont définies de manidre unique par 1'égalité précédente. De plus cette
dafinition est cohérente puisque, sur les zones de chevauchement

*
[}

TR Shih, ; o ;
(g = #y7) (B b U5 7V Y b= (g o) o Ly ey ) (B

, Y
(U5 W 1)

S
= LY, Py & | a )
(o #37) {(m_"mkuinvlﬁvm))
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Le Temme suivant fournit alors une unique forme w; sur chaque Ui

1.7. LEMME : Soit A un ouvert de dl, (ws) une famille d¢'ouverts de A qui recou-
seS
vre A, et, pour tout s & S, ag e nk(ws) telle que, pour tous s,t ¢ §,

: . Lk
ﬁsjws”wt = utiws”wt‘ I1 existe alors une unique a « = [A) telle que, pour tout s « S,

(Démonstration ci-dessous).

Finalement, pour vérifier la condition de compatibilité, il suffit de Ta
démontrer sur toute intersection Ui n Uj o Vp, ce qui n'offre aucune difficulté :

-1. % -

A -1, »
. B s = o B o (i, =, B,
;05 )y ¢i(U1”Uj”VQ)) {#; ¢J ) (g = ;707 ( x:,JUimUijE))

-1, %
= (dyoh,") (B siw fi 3
i i g lPE(U_IHUJ\'JP)
(sic!)

= ol .
J[¢j(UiﬁanV£)

Démonstration de 1.7. : Faisant usage de la base canonigue de Vk(A), on écrit

0 X K 1 de, ot g est une application de classe CUZ définie sur A, & valeurs

Ied
n
réelles. Le lemme est donc vrai pour tout entier k ssi il 1'est pour k = 0, ce qui
est trivialement vérifié. O

Autre résultat techniguamant indispensable : Ta restriction des formes aux
ouverts d'une variéte.

Si ¥ est un ouvert de 1a varieté différentiable M {et donc Tui-riéme une varie-

1é différentiabie : cf. 111.6.2), i1 est naturel, pour toute forme w - Hk(M), de

définir w y comme suit : si ¢1 3 Ui - Ai est une carte de M, soit

*1 = ¢11U RV U1 noy o Bi la carte de V correspondante ; la donnée de w comprend
i

une forme wy € 2 (Ai) qui se restreinten Ay o= mil € nk(Bi).

v

1.8. THEOREME : Les formes A, définissent une k-forme sur V, qu'on note wi,.
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Démonstration : Bien que 1'atlas {(U; nV,b;,B;)}, | ne soit a priori pas maximal
pour V, Te Théoréme 1.6 réduit Ta démonstration a prouver que
B : iy
(s o, I P . a2 Bafe ey ce qui est trivial. [
iy L ) 3 wj(inUjﬂV)) i gf(ui.ujnV) q C
De Ta méme veine, les deux lemmes suivants sont donnés sans démontration -le

lecteur enthousiaste s'en chargera sans crainte :

1.9. LEMME : Si V et W sont des ouverts de la variété différentiable M tels que
W=V M, alors (miv)Iw = m‘w.

1.10. LEMME : Scit M une variété différentiable, {V_} un recouvrement ouyert de M
* aeA
et, pour tout w c A, w_ € gk(v ) telle gue w_| = W
&3 (63 &3
V nV
a B
I1 existe alors sur M une unique k-forme w telle que, pour tout a ¢ A, w y =@
a

g pour tous «,B ¢ A,

Vun\fB

o

Pour ce qui est de la structure algébrique, il s'en traduit au moins une partie

directement du Chapitre II :

1.11. THEOREME : L'ensemble uk(M) des k-formes différentieiles sur M est muni d'une

structure de R-espace vectoriel, et 1'espace vectoriel ﬂ*(M} = ® Qk(M), d'une
ke N

structure d'algébre graduée (en particulier, QO(M) est un anneau et (°(M) est un

HO(M)-modu]e pour tout entier k).

De plus, pour tout k, J?(M) est un sous-espace vectoriel de Qk(M), et

X

wM) = e ng(M) est un idéal (gradué) de 2°(M).
ke N

. ; . . . oK 5o it
Démonstration : Une fois remarqué que, si o « 2°(M) est définie par 1a famille

o obay e KAL), o« %) par {al) ol o) « ON(A) et B e 2%(M) par

iel iel

Byt ol &, « J'(ﬂi), alers w + o' est définie par (ai-ra%} et « Ao B par
iel iel

4 Aﬁif , les vérifications formelles sont sans surprise. ]

1.12. Exempie : en forme d'ouverture et aussi d'avertissement.

)
On regarde la sphére S™ comme EPl {cf.111.7.2 ). Elle est munie d'un atlas &
deux cartes dont les ouverts sont homéomorphes d €, avec pour changement de carte
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MN|—

1'application ¢ : z ~
Pour définir une forme sur Sz, i1 faut donc définir deux formes a et 8 sur €
telles que B = ¢*(a).

En fait on ne définit que « et on pose B = ¢*(u), a condition que ce soit
possible, toute o ne se prétant pas d 1'cpération.

Pour le voir, et pour avoir des calculs faciles, nous nous autorisons une in=
cursion parmi Tes formes & valeurs complexes, dont l1a théorie n'est pas développée
dans ce livre. Ainsi une l-forme sur € pourra s'écrire f dx + g dy en prenant pour
f et g des fonctions complexes de la variable complexe z = x + iy.

Dans ces conditions, prendre

dz

1 =
1+ |z“

écriture abrégée signifiant que w = f dx + g dy avec f(x+iy) = —————%————2 et
l+x"+y

g = if, ne conviendrait pas puisqu'alors

2 E
- dz/z 2 - de -z
p (o) = —HF———=-2—" = — @
L+ Jf T gaL ¥
2z

NN

n'est pas définie & 1'origine : en effet = = 1 - 2i —?—5¥~?, et cette derniére
ty

fraction n'est méme pas prolongeable par cortinuité & 1'origine.

2. IMAGE RECIPROQUE D'UNE FORME DIFFERENTIELLE PAR UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE.

On utilise 1es cartes, toujours les cartes.

Soit f : M > N une application de classe ¢* entre variétés différentiables,

d'atlas maximaux respectifs {(U.,d;,A;)} et {(V.,p.,B.)} ; k un entier,
SR T B ‘]J‘]jr:J

we Qk(N). On peut extraire de 1'atlas maximal de M un atlas {(U;,¢,,A;)} (o0
%el

L < 1) tel gue pour tout & ¢ L, i1 existe un j e J avec f{Up) < Vj {cf. introduction
a II1.5.11). Pour tout couple (4,j) de ce type, wj o f o ¢£1 est de classe C par

définition, de sorte que la forme wy € 9) (Bj) -tirée de 1a définition de w- induit
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une forme i e (mir f=-¢;1)i (wy) e &“{n.)<

2.1. PROPOSITION : Ces formes ¥ 4 détfinissent une forme & « ﬁk(M), qu'on notera f*(w).

Démonstration : I1 faut vérifier

(1) que la définition a un sens, c'est-a-dire gue s'i) existé un s ¢ J, s # J,

tel que f(ly) < ¥go alors 8y

05 = dn?' d'ol une forme, notée &,, sur chaque Aﬂ $

(&

(1) 1a condition de "patchwork" : pour tous 2,t ¢ L,
T e
l!-:.btfljl '\.]..J Fp r\‘t ] ('JL-!L:-. [Ul.-'U

| 1

)). Les deux egalifes sont triviales. 0
i

;.2 THEOREME : Si f : M= N, g : N » P sont des applications de classe C* entre

Vv E "

variegtes différentiables, (ge f) = e g

PDemonstration : Confiée au lecteur.

2.3 PEMARDUES © Maintepant -et maintenant seulement- nous pouvons dire qu'une k-forme

. - . ¥ s 1 . v w
définie comme en 1.1. vérifie la condition w}, = Ni(mi) et que la phrase entre

s |
o 4 - N e I = iy = R | i .
quillemets dans 1'introduction & 1.6 signifie réellement : miv =y, (8,). Mais bien
L L

sntendu ces assertions sert moins des vérités gue des tautologies. (ef. I1I1.7.7).

Peut-Etre le seul point qui vaille la peine d'étre mentionné est-il que B (M)

est bien 'anneau des fonctions de classe C , définies sur M, & valeurs reelles.

Démonstration : Il est Bquivalent de définir une fonction f : M+ R ou une famille

-],

de fonctjons f; : A; = R, i« I, telles que f W [ v by ) (Fal ¢ 1
i i ] b [ L i Vi (Uanlls
AAARE AT J |45 (Uin05)
pour tous 1,7 ¢ [ ¢ Ja correspondance se fait par 1'intermédiaire des égalités
| = G . i T,
'|L|i f'| i [l t

La condition que f soit de classe C s'exprime de toute facon 4 1'aide des fj.
[

1

2.4, Notation : S5i M est une variété différentiable et N une sous-variété, 1'inclu-

" - - il .
sign  * N = M est un plongement (111.5.20), donc de classe C . Pour toute k-forme
différentielle w e a°(M), on pose

i - I'(.uz]

N
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3. DIFFERENTIELLE EXTERIEURE, COHOMOLOGIE DE DE RHAM DES VARIETES,

Tout se fait ici encore carte par carte ; on vérifie seulement que les recolle-

merts se font bien.

Soit M une variécé diffdrentiable de dimension n, {(U1’$i’Ai)} son atlas
iel
maximal, et w ¢ ﬁk(M) une k-forme définie par les formes ws e Qk(Ai). On sait que
pour tout i ¢ I, dw, « nk+1(Ai).

3.1. THECREME : Ce procédé définit une application Tinéaire d : Q*(M) + Q*(M), de
degré 1 et telle que
k

¢

(1) pour toutes a < N(M), B ¢ 2°(M), d(aaB) = da A B+ (-1)% o A d 3

(i1) d ¢ d = 0.

Démonstration : Sur les ouverts de Rn, il est vrai que, pour tous i,j ¢ I,

dmj = d(@?i(mi)) = ”;j(dwi) (cf. Chapitre I1) ; la définition a donc un sens. Les
o

propriétés formelles se vérifient sur chaque Ai‘

On utilise alors la méme terminologie que dans le cas des ouverts de R"

ZK(M) = Mk(M) n Ker d est 1'espace vectoriel des k-formes (sur M) fermées,
Bk(M) = ﬁk(M) Imd est 1'espace vectoriel des k-formes exactes,
Bk(M) est, grice 3 (ii), un sous-espace vectoriel de Zk(M)a et

3.2. DEFINITION : Le k"™ espace vectoriel de cohemologie de De Rham de la varicté M
est Hk(N) = ZR(M)/BK(M) lci encore, pour toute w e ZE(M), on note [wl sa classe dans
M) 5 et wm) = e HKQM)

ke I

Dans ce nguveau cadre aussi, les applications différentiables se comportent

agréablement envers la cohomoiogie de De Rham :

c

3.3, THEDREME : Une application de classe ¢” entre variétés différentiables £ : M ~ N
induit un worphisme d'ADG de degré O

120
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Si g : N+ P est une autre application de classe € entre varietes,

*

" El
(g e gis
Démonstration : En wérifiant sur Tes cartes. [0

3.4, COROLLAIRE : Une application de classe L entre varigtés différentiables
FeM=N tnduit une application lingaire de degré O

£ 2 H(N) = HY (M) .

(Toujours le méme léger ahus de notation,le risque de confusion entre le niveau a*
et le niveau M restant aussi minime).

. et 1'on a aussi des homotopies (cf. Chapitre [I §5).

3.5. THEOREME : Pour toute variété différentiable M, i1 existe un opérateur
d'homotopie: de digré (-1)

K: 2 (M= R) » 2'(m)

tel que K« d +d o K=J]~dg, ol J; designe 1'inclusion xor (x,§) : M= Mx R
(d = 0,15

Demanstration @ Si {(U;.8;.A:)) est 1'atlas maximal de M,
fel
-Wixﬂ,¢1<wn.h1vmﬂ est un atlas de M = R, Uﬂafmwm'utL£HXR\ est
iel
donpee par wne famille de formes we e i {nin R) qu'on peut &crire

oy =l o oa dE, wl e qu{A Yo ! e aP*1(A.) {cf. I1.5.3). Comme en II.5.B
i i 1 i i 1 i

on pose K[mi} = (~1}k'1 { ga?} dt, et {1 n'y a plus qu'a vérifier que les morceaux
0
<8 recollent bien, ce qui est trivial.
(Remarguer qu'il est raisonpable de noter dt la l-forme définie sur M x R en
prenant dt sur chaque A1 « R. On aura alors, avec des nntat1uns ??1dentes,
w4+ A dt, W oe PR, o e aPFRomy, et ki) = (-1)¥ Jo wh dt). 1

3.56. DEFINITION . Deux appltcations de classe " entre deux variétés différentiables
fgsfy : M= N

isd
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sont dites (differentiablement) homotopes, ce gqui se note f f], ssi il existe

i
une application de classe € 7 : M= R+ N telle que f Jj = T. (4.=0,1) =¢ est-

J
a-dire gue, pour tout x ¢ M, f{x,0) = fO(x) et f{x,1) = fl(%).

3.7. THEOREME : Si fj = f;, alors fa i WM} = H* (M) et f"*l‘ : HY(N) +» H"(M) sont

ggales.
Démonstration : Semblable 3 celle de I1.5.9, en utilisant 3.5.

3.8. REMARQUE TRES IMPORTANTE : Si 1'on recopie 3.6 en supprimant les conditions de
différentiabilite, on obtient l1a notion d'homotopie continue. Celle-ci peut évidem-

ment s'appliquer & des fonctions f, et fs qui sont seulement continues.

On peut démontrer les résultats suivants, M et N étant toujours des variétés
différentiaules

(1) Si f : I = M est continue, i1 existe une application de classe Cf
g : M+ Nquiest contindment homctope & f.

{11) 31 fp,f, : 1 > N sont des applications de classe € continament homotopes

%
alors fy = f; (elles sont différentiablement homotopes)

i Pour les demonstrations, woir [ 51 I.IV. 4.6 et [.IV.4.11 ; certes il n'y est
explicitement question que de différentiabilité et non de classe C , mais on remar-
quera que les Tonctions qui y sont construites, & commencer par 1'ingrédient princi-

pal £ (cf. notre A de 5.10}, sont bel et bien de classe C .1

De cela résulte non seulement qu'il suffit en cas de besoin d'exhiber des
nomotopies continues, mais surtout qu'd toute application continue f : M > N est
y &

z o ¥ * i i
tion TinBajre ¥ : H (N) = H {M).

associée une appl

En effet, f étant donne, on trouve grice & (1) une application de classe C

L & & " A
g : M=Naqui lui soit contindment homatope. On pose f = g . Cette définition est
cohérente puisque, si gy est une autre application de classe C contindment homotope

- . - T - ¥ *
& f, g et gy sont conlinument homotopes, donc g 9 d'aprés (ii), d'ot g = 91-
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4, COHOMOLOGIE A SUPPORTS COMPACTS.

Les définitions du Chapitre II &8 restent possibles dans le cadre des variétés
différentiables :
étant donné une variété différentiable M, on note (of. 1.4) :

k i k
Ze(M) = Go(M) ~ Z5(M),
Rive oy

By = d(ag (M),

TR
M) = ZC(M)/BC(M),
Ho (M) HE (1)
= @ -
¢ ke N ¢
La Remarque I1.8.3 reste vraie en général, & ceci prés que, si M est compacte,
-

wC(M) = w*(M) et donc HE(M) = H*(M) : de 13 le rdle particulier qu'on verra que

jouent par la suite les variétés compactes (cf.p. ex. VI §83 et 4).

Le Théoréme I1.8.4 reste vrai, en remplagant "espace vectoriel" par "variété
différentiable", mais ne s'@tend pas au plongement d'une sous-variété dans une
variété (cf. [11.5.20 et V.54).

5. PARTITIONS DIFFERENTIABLES DE L'UNITE,

11 s'agit ici de forger un outil essentiel, dont les applications seront

nombreuses et capitales.

Dans tout le paragraphe, M est une variété différentiable et {(Ui.bT,Ai)}
désigne son atlas maximal. fel
5.1, DEFINITION : Soit {Vj¥ un recouvrement ouvert de M. Nous appellerons

Jed

partition de 1'unité (de classe { ) subordonnée au recouvrement {Vj) une famille

d'applications de classe C %y M->R (Jjed) telles que
{1} Supp %5 © Vj pour tout j ¢ J,
(i) aj(vj) e [0,1] pour tout j e J,

{iii) pour tout x e M, i1 existe un voisinage X de x tel que uj’ = 0 sauf
X
éventuellement pour un nombre fini d'indices,
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{iv) pour tout x « M, | aj(x) = 1.
Jjed
Noter que gréce & (iii) la somme figurant dans (iv) est en fait partout finie,
et qu'en vertu de (i), {iii) est automatiguement vérifié si {Vj} est localement

fini
MNotre but est de prouver le
5.2. THEOREME : A tout recouvrement est subordomnée une partition de 1'unité.

Demonstration . Les applications o vont &tre fabriquées a partir de restrictions
des cartes convenablement retaillées. L'étape essentielle consiste & démontrer
d'abord le théoréme pour un recouvrement localement fini (Lemme VI). Auparavant on
aura montré que tout recouvrement admet un recouvrement plus fin qui soit Jocale-
ment fini (Lemme V). Les premiers lemmes sont des préliminaires techniques.

Noter 1'emploi répété de 1'axiome du choix.

5.3. LEMME I : Etant donné x « M et V un voisinage de x, 1'atlas maximal contient
une carte (U;,¢;,A) telle que x « U; =V, ¢,(x) = 0 et Ta boule fermée B(0,2) « A,

Démonstration : Segit (Uj,¢.,Aj) une carte guelconque telle que X ¢ Uj. La carte
(uj,av,¢j U nV’¢j(Uj nY)) est évidemment compatible et figure donc dans 1'atlas maxi-
d

mal sous un certain indice k. I1 existe un & > 0 tel que la boule fermée §(¢k(x),a)
soit contenue dans Ak' Les translations et multiplications par des scalaires étant
de classe Cm, 1'atlas maximal contient aussi une carte définie par Ui = Uk’

™

¢1(y) = = ’¢k(y) -¢k(x)), Ai = ¢1(U1) qui répond aux conditions de 1'énoncé. []

¢ A

ul

5.4. LEMME II : I1 existe un recouvrement par des ouverts relativement compacts
{

wk} plus fin gue le recouvrement {Ui} . (On rappelle que "relativement compact"
keK {el
signifie que pour tout k « K 1'adhérence Nk de wk est compacte et “plus fin", que

pour tout k ¢ K i1 existe un i « I tel que wk = Ui)‘

Démonstration : Pour tout x ¢ M, on choisit i ¢ I tel que x ¢ U; et p > 0 tel que la
boule fermée E(¢1(x),p) < Ai' On note wx = ¢;1(§(qi(x),p)) 1'image réciproque de la
boule ouverte et SR ¢;I(B(¢T(X),p)). Alors W, < Fy = Ui g wx est ouvert dans U.,

donc dans M ; Fx est un compact de Ui‘ donc de M ; a fortiori 1'adhérence ﬂx de NX
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dans M est compacte (en fait ﬁy = FX). Prendre K = M pour ensemble d'indices. [J

5.5. COROLLAIRE : La topologie de M possede une base dénombrable relativement com-
pacte {R_}

QLI f\
Soit {D_: une base dénombrabie de la topologie de M (il en existe
pe N
TIT.1.1. (1)),

551 Dt est relativement compact :
dont les indices sont dans T, ce qui montre que T # @ et que M = |J Dy. On pose
teT

Démgnstration :
par définition : On définit un sous-ensemble T de N en prenant t e T
ainsi chaque W de 5.4. est réunion d'ouverts Dy

alors, pour te T, p ¢ N, Etp = Dt f Dp chaque Etp est relativement compact ;

tout Dp -et donc tout ouvert de M- peut s'Bcrire comme réunion d'ouverts Etp puisgue
Dp =Mn Dp = (] Etp : i1 existe une bijection x : N+ K x N. 11 suffit de définir
te 7

5.6, LEMME [II : Il existe une suite croissante de compacts de M :

by e €; E-ietinlt

J

telle que :

(i) pour tout r e N C < Cr+1’

’
re N

Une telle suite est dite exhaustive.

On part de la famiile {Rq} définie en 5.5.. On pose Cj = Ry :
Ry u Ry veenu Rsl et s, > 0. (En

Démonstration : donc

C, est compact. On clioisit 51 € N tel que %
général -c'est-a-dire & moins que Ry ne se trouve éfre une composante connexe de M,

ou une réunion finie de composantes connexes, auquel cas CO = RO— la condition

"s; » 0" est plécnastique). On pose Cy = QO u.-..u R_ . Alors C, est compact et
4 ! S 1 1
et CD “ Cl. On choistt Sy € N tel que Cl ‘ RO Wiy, R51 U 2 R52 et s, > $q

{remarque analogue). On pose C, = [ PR

RS , et ainsi de suite inductivement.
2

La précaution que la suite (Sr) soit strictement croissante sert § garantir

est un recouvre-

que tous les ouverts Rq sont utilisés, de telle sorte que {Cr}
re N

ment de M.

5.7. REMARQUE : 11 peut se faire, lorsque M est compacte, qu'un nombre fini de

compacts Cr suffise & couvrir M :

dans ce cas, malaré la croissance de la suite (Sr)’
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qui reste vraie, il existe un entier N tel que CN+r & CN = M pour tout r ; mais en
a aussi CN+r = EN+r+1 =M.

5.8. LEMME IV : On peut choisir un recouvrement ouvert localement fini {H} plus
fin que {Ui}_ et, pour tout k ¢ K, une application de classe ind oy

1e
l

Y oW RN tels que
(1) %, soit la restriction & W, d'une carte ¢,
(11) (W ) contienne B(0,2),

(iii) la famille {Ek} o %, = w;l(ﬁ(o,l)) soit encore un recouvrement de M.

keK
Démonstration : On part de la suite exhaustive de compacts {Cr} fabriquée en 5.6,
et on définit des compacts de M en posant LO = CO et Lr = r\cr—l = Cr\cr—l pour
2

126
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51 5.7. s'apuligue, Lr = ¥ pour r = N, mais dans tous les cas {Lrl recouvre
i"cN
M:sixeM, oubien x ¢ CU = LU. ou bien i1 existe unr « N tel que X ¢ Cr\cr—l'

o

1 ouvert de x {puisque i CF\C 1°¢ L 'Cr_z).

$1 x e L MyC. - est un voeising

! r=2 I o
En appliguant §.3. avec ¥V = MiC__p on obtient un 1(x) ¢ I tel que x « Uifx)’
_ v pr- - . - =5 p \
[ n = b )= H(BD2Y) s.A: . B AT { ) L
1ix) =i § ’l(x)t B L) i{x) 1 BRSSe = 1(x)‘B(O’1)) Sk

encore un voisinage ouvert de x.

Pour tout r tel que L # @, on note A{r.l)....,x(r,tr) un nombre fini de points
" 1 vy o Cmd g o T y 12 w7 - o i
de L, tels que L = Zy(ry1) T Zx(*.tr)' Sait K = {{r,m) ¢ N™ | L. ##, Lsm=t ke
cet ensemble est fini {dans le cas 5.7.) ou dénombrable. Dans tous les cas on pose,
aur = Irii)e S 2 W, = U, L. On rem -cela 1 D
pour K = {r.m) k x{ ) et hk J1(x(r,m)) On remarque -cela servira plus
loin- que W N C.=2s5ik=(r,m avec s =r-2.
-
Entin on pose B = iy e 8 qui remplit les conditions (i) et (ii) et assure
S L

= o 3L Ay et %

gue = = (B10,1)). Il est clair que (g st un recouvrement ouvert de M. I
. kek
en est de méme a fortiori de IW, | ; celui-ci est par definition un recouvrement plus
i o
fin gue 'Ui} ren fait c'est un sous-recouvrement). 51 x ¢« L, CP+1 est un voisinage
o R
de % qui ne peut intersecter W, que si k = {r,m) avec r = 5+2, soit un nombre fini
d'indices k : le recouvrement I'.-lk est donc Tocalement fini (il est méme fini dans
e cas: 6.7k 0O
5.9. LEMME ¥V : Pour tout recouvrement cuvert {V1- de M, on peut choisir un recou-
Y Jed
vrement ouvert Jocalement find fHkr plus fin que rUJ' et des applications u, ayant
©okek ¥

les proprigtés énoncées en 5.8.

Démonstration : Recopier la démonstration de 5.8. & un changement prés : une fois

choisi, choisir J(x) ¢ J tel gue » & V., t substituer U, AL 5
(%) choisi, choisir 3(x) d g : i(x) e, bsti i(x) ¢J(X) c#/uu
iy : al,, ., et/ou 4., . Ces nouveiles cartes appartiennent & 1'atlas
Px) | Uspoy NV sy i(x) (%)

maximal (cf

qu'on cbtiendra ainsi un recouvrement {”k? plus fin que le recouvrement {V.|.

J
5.10. LEMME VI : Etant donné un recouvrement ouvert iocalement fini ka; de M et
kek
des applic Wy Nk =0 -3 ayant les proprigtés de 6.8., i1 est possihle de

construire une partition de 1°unité subordonnee & (W]
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Démonstration : Soit A : R" » 10,11 une application de classe ¢” telle que Au) =1
sifuf €1 et Au) =0siful22:
par exemple on peut définir successivement

0 sil 0 & fg 1
g, "R, * K1 tle
B exp(-1/(t-1)2)  sit > 1,

exp(-1/(t-2)%) siGst<2

9, ¢ R+ + R: te { a T

i
. 1
g=9192,C=JO g(t) dt ¢ R,, 6 : R+ R: xe | gt) dt
(toutes ces applications sont notoirement de classe Cw) ; enfin
N L R w Glluf), qui est de classe C puisque constante sur un voisina-

= . 00 - .
ge de O et composée de fonctions de classe C sur Te complémentaire de 0.

- ey e S N I e
ﬂ;_ Gr g
e el ) /\r—!-
: 1 2 Y 1 2
1
1‘
\\\\\\ Gr g, Gr G
H 0 U " 1 >
g 1 2 L 2
Pour tout k ¢ K, soit o = Ao b wk » 0,11 : cette application est de clas-
se Cm, :k:-k) = {1}, et Supp O © w;l(é(O,Z)) e wk.

op(x) si x e W,

Si donc on définit, pour tout k, T, M= 10,11 par Tk(x) :{0 T,

. - s i o - e
on obtient une application de classe C sur M. Le recouvrement swk; étant locale-

ment fini, tout x « M a un voisinage sur lequel la somme } 7, est finie ; donc on
keK
obtient une fonction t de classe C en posant, pour tout x « M, t(x) = } Tk(X).
ke K

Puisque {Ek} est un recouvrement de M, 7{x) - 1 pour tout x ¢ M. On peut alors
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Tylx
poser, pour tous k ¢ K, x M, uk(xJ = ?%ET_’ d'oG i1 résulte que :
pour tous K ¢ K; %= M, G 35 rk{x} =1 s 1lx) d'ob 0 = A (x) 51 ; pour tout k ¢ K,
B, est de classe L7 et Supp By = Supp T, = Supp o = W ; pour tout

=

.

ceMy § ORI S b} =1, B
ke ) g

Fin de 1a démonstration de 5.2. : Efant donné le recouvrement [vj}. utiliser 5.9 pour
obtenir le recouvrement Jocalement find [Hk] plus fin que {le et les applications
I{ + ensuite 5.10 pour obtenir la partition de 1'unité {Ek] silbordonnée a {Hk}. I1 ne

reste plus gu'a "recoller” les applications f @ 1'intérieur de chaque VJ.

Pour aviter de compter plusieurs fois le méme Bis on choisit pour tout k < K un

y(k) ¢ J tel gue W = Vyfk)’ ce qui définit une fonction v : K » J. Poun tout j ¢ J,

on note /3/ = v M({3}). $1 73/ = ¥, on pose a; =0 5 s £3/ # @, on pose

= 5 Hy - Dang e deuxiéme cas, tout x ¢ M a un voisinage sur lequel la somme
ke/3/

est finie : la definition a donc un sens, et e est de classe .

Pour pouvoir véritier la condition {1), i1 nous faut un dernier
5.11. LEMME : Pour tout sous-ensemble L de K, LU Supp £, est fermée.
kel

DEmonstration : Soit x ¢ || Supp By, X un voisinage de x et kl""‘kp K tels que,
i Bnieiisn kel
pour tout k e K\ik!....,kpl. & Hk = # et a fortiori (Supp ﬁk) anl =¥

S1 7 = ly...aps gu bien k,i ¢ L., avquel cas i1 existe encore un voisinage Yi de x

tel ‘que Y. n Supp B = @, ou bien ky ¢ L, auguel cas on pose o =y

Finalemert X n vl (uTw Yu est un voisinage de x qui ne rencontre pas || Supp By -
kel
f
ARlors :
(1) 57 3 €y % ¢« M sont tels que 'ﬁ{‘: # 0, 11 existe un k = w'lt{j}) =LY
tal que @, (x) # 0 : ainsi nEI!ﬂiﬂlﬂbj- J Supp By, dlo0, v Ba1k.
2 kel3/
Supp e = U Supp 8, 3 & fortiori Supp s < | Wy clVa.
b kedi/ K b ke

{ii) 51 § e J, ou bien ag = 0, ou bien, pour tout x ¢ M, D < uifx} € . Blx) = 1.
- kel

(i) Poue tout X ¢ M, soit X un voisinage de x et k].....kp ¢« K tels que, pour
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tout k € K ’kl""’kp}’ %o Nk I R e {V(kl)""’T(kp)}’ ou bien /j/ = ¢ et
G; =0, ou bien X n Supp o, < X W, = % ; dans les deux cas, u;(x} = 0,
J J Kelid k J

(iv) Soit J' = {j « J|v 1(1q}) = /j/ # #). Mlors {/3/]j ¢ J'} est une partition

3

(au sens ensembliste ...} de K et, pour tout x « M

b
—
==

It
-1
T
*x
—
u
s

o) = L A= § (18
i Jed' ke/j/t

Les applications a5 sont définies sur M tout entier et leurs supports sont des
fermés de M. La condition 5.1.(1), garantissant que, pour tout j « J, Supp G ¢ Vj.
posséde ainsi |'intérét essentiel d'"arrondir les angles" et permet de “globaliser"

une donnée locale. Ce pouvoir repose sur le

S.12. LEMME @ Soit V un ouvert d'une variéte différentiable M, w une k-forme diffeé-
rentielle sur ¥V dont le support est fermé dans M : c'est le cas par exemple si

Supp w est compact.

Alors i1 existe une unique k-forme différentielle & sur M telle que
'=I|,. =W et (R M“.V =102 8

Démonstration : Dans le cas el M est un ouvert de Rﬂ, Te résulfat est classique,

puisque w est alors une application de classe { définie sur V & valeurs dans
AR T
)

[

i 03 K'-Hs-'
la forme définissant localement w., Soit N 1'ensemble des x M tels que w(x) # 0O,

(N U‘;) (cf.

Dans le cas général, soit, pour 1 2 I, V3 =V &» Uss By = +i\Vi) et

N_; 1'ensemble des y S_i tels que u; {y) # 0 : par définition, Ni = by

1.3), Supp w est 1'adhérence de N dans V, et Supp oy est 1'adhérence de N, dans B,.

IT suffit de montrer que Supp w. est fermé dans Aj: i1 existe alors, comme on

vient de le remarquer, une k-forme différentielle &, kU-\]-) telle gue
:H.B: = et w A B = 0, et vErifier que la famille ';i'; l {afinit bien une
l 1¢

forme w « (1"[(M) telle qu'annoncée est sans difficulte.

Or 1'hypothése assure que Ui n Supp w est un fermé Fi de Ui’ donc G_i = hi(F4)
est un fermé de A;. En fadit N = Gi E Bi puisque N Ui Py 4 Vi, i donc aussi



Tapologie Algébrique

5

un fermé de Bi’ et par conséquent Supp By = -

—

Tout se réduit donc au

5.13. SOUS-LEMME : Seit X un espace topologique, Y un ouvert de X, F un fermé de X

tal que F = ¥, G un fermé de ¥ tel que G = F.
g 3 §

Ylors 6 est ferm@ dans X.
Demonstration : Elémentaire. ([0

Soit dans ces conditions “jl un recouvrement ouvert d'une varigte
Jed
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1
différentiable M et, pour tout j « J, une k-forme différentielle Wy € Q‘(Vj). Si

i) est une partition de 1'unité subordonnée i {Vj*, alors pour tout j < J la
jed [ :
forme o e g“(vj} vérifie

Supp by Supp Ay € }J

et, comme Sumavﬁ est ferme dans M, 5.13 montre que Supp 4595 est 1ui aussi fermé
dans M. Le Lemme 5.12 prouve que k50 s'étend en une forme &?ﬁj € ﬂk(M) qui coincide
avec ow; sur Vj. La locale finitude de la partition de 1'unité permet de définir

—

la forme "globale" w = | dou

jeo =9

Par contre, sommer directement ies wj n'a en général pas de sens.

Un autre exemple de ce type de construction est Te résultat sur Teguel nous

terminons le paragraphe, ot qui se révélera essentiel.

5.14. THLOREME : Soit M une variété differentiable, U et V deux ouverts de M tels que

M=Uv VY. La suite que voici est exacte pour tout entier k

0 — ) —La Uy 0 2Ry > a* vy —=0,

o o e s T8 K
o ¥ et g sont définies par fluw) = -"“'v) pour toute w'e (M),

g(8,k) = “lHu? = >|V'U pour toutes & « 2%(U), & e ‘kLH).

Démonstration

1) Que f soit injective est trivial.

2) Que g « f =0 est trivial. Que Ker g c Im f n'est qu'un cas particulier de

3} Seit L sy} une partition de 1'unité subordonnée au racouvrement {U,V}.

Comme Supp oy est ferme dans M, U n Supp iy BSE fermé dans U.
. 4 Fra i vy e e Th Forma Ko vy ac
Pour toute forme v < °(UnV), le support de Ta forme o e (UrV) est un
farmé de U n V inclus dans U o Supp o, : alors b.13 montre que Supp(am;c) est un fer-
; y

mé de U et 5.12 fournit une forme & by
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Un construit de méme une forme i ¢ a‘-:k(V) teile que llUﬂV = -oy0 et A\V\U & 00,

Enfin Bl y - Aysy = loy+oylo=0. 0

FIGURE : Avec M = R, U = T-=,4[, V = 11,+=[ ; uU(z) = G(x - 1) {cf. 5.10}),

a2111,40)

oy = 1-gajo=1ldg 111.4[

2 gr (-3)
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G, EXEMPLES,

gn rappel]e la forme "angle" introduite en IT.2.2. ¢ pour {x,y) = R \{OJ, on
note wix,y) = '!F'_Z'( y diw+ x dy). Come 5 25T une sous-variéti de R \Vi0Y, Ta

restriction & 51 de u fournit une 1-forme différentielle w| | ¢ gl {S Yllef. 2.8).
5

G.,1. THEDREME : La farme w|

Is

Démonstratian : On peut prendre des cartes et remonter & la définition. Mais i1 va

1 &st partout non nulle (cf. 1.3).

plus vite de procéder comme suit :

soit R une rotation gquelcongue de centre O : elle induit un diffeomorphisme

1
"o Sl = 37 et on vE&rifie sans-peine gue R*[ul 1} =Wl g- 11 en résulte que, si
5

w| 4 est nulle en un point, 2lle est nulle sur tout e cercle. Or, si on note =
1application t» (cos t,sin t) : R =+ 51.

alors e"(w| ;) = dt, d'od la contradic-
5

tion & supposér que w =0 O
L
Cette propri&té est assez importante {cf. VI.1.7) pour gu'on introduise la

6.¢. BEFINITION : On appelle forme-volume sur une variété différentiable M de dimen-
sfon n une n-forme différentielle w ¢ 0"(M) qui soit partout non-nulle sur M.

Avant d'étendre 6.1. aux sphéres de toute dimension, et méme & toute variété
géfinie par des fonctﬁnns de classe f= +100 ubserve que, si 0n pose

flx,y) = 4 ¥ . 1a 2-forme df & w =0 (R yi0)). n'est autre que

{2x dx+2y dy} A (-y de+x dy) =2 d a dy. (D'od 1'on pourrait se laisser
X° Ty
aller & cunclure que, de ce point de vue, la "bonne" Equatiun du cercle est

% xz t % y %, ou encore que 1a “bonne" forme-volume est ’2’ ki

La généralisation se fait alors dans la situation suivante :

soit V un ouvert de R” st £ : V = R une application de classe C vérifiant
les hypetheéses du théoréme des fonctions implicites. Soft M = f'lﬁfﬂz). Pour tout
ouvert W de B inclus dans ¥V, M n ¥ est une variétéd différentiable de dimension
(n=1}).

134



Topologie Algdbriqua

e am Y A w soit une forme-volume de W,

6. 3. EEE“_E . S'i W &

alors w Ml

W) est telle que dF‘H

est une forme-volume de M n W.

Démons tration

1°) On se place dans le cas particulier ol Frxl,...,xn) = X1 c'est-d-dire que M
1 r - P
est {un ouvert de) 1'hyperplan de R" ‘dquation A = 0. On peut méme supposer sans
perte de général ité que W =V, ce qui simplifie Tes notations.
L'hypothése s'écriv alors
r}xl A= godiy aln dxn
ofi g : V= R est une fonction de classe (i partout non nulle. I1 en résulte que
20 S d:tl t g dx, A.soA d)l!n
a3
ol & & ¢ {¥), et donc que
iy =9 Exp AL A dx
i ﬁixj....,x ) = gl0,4g,. 0% ). qui est clairement une forme-volume de 1’hyperplan.

i

2%} Dans le caz général, on se rameéne au cas précédent grdce aux cartes fournies

]

par le théoréme des fonctions implicites : si (U,p,A) est une telle carte, A est un

. o T = > PR
ouvert de R =1 et on peut supposer sans perte de généralité que U c W n M et que
T )
s (Xypaeeea®o) # 0 pour tout {xi....,xn) & U,
-

Alors R = A est un ouvert de R", la fonction v : A= R fournie -3 ) D

dérinit une application de ‘classe o
B« p =R (¥1..,..x il (xl'Fquz""’xn)’XZ""’xn)’

-1 ’ F .
‘o, s1 T =Wn (R<A) et Z = ¥ °(T), des diffeéomorphismes réciprogues
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IT est clair que &(U} = A ; Te calcul (se rappeler gue, pour tout i = 2,...,n,

af
2 E(U-(XE,...,Xn].ﬂg,._,,xn)
)

T (xz....,xn) - 7
Wlt:--’fﬁz,.. G ,an .}(2.... ’XH)

mantre que ﬂk{dfl = dx, et, bien entendu, w'{dxin...hdxn) = dx1 b, dxn. Par consé-

quent, d'aprés 17), ¥*(w) est une forme-volume sur A, et W est une forme-volume sur U.
1

On en tire fmmadiatement les

6.4. THEOREME : Si V est un ouvert de K', f:v~+R une application de classe
gL M = F-I{ID?J la varigéte différentiable de dimension (n-1) qui s'en déduit, la

restriction & M de

[
UK oy B |

{2 f
& (=1)7 g7 9%y A..n dag ALa dX

(od, conformément & la tradition, le ™ signifie que le terme ainsi chapeaut® est omis)

ast une forme-volume sur M.

6.5. COROLLAIRE : La restriction & " de Ja forme

I‘H—]_ 1 -
iii (-1} X dxl P A R gxﬂ+1



n
est une forme-volume sur S

Démonstration de 6.4. : Du fait que

dx. A {dxqa A({ A...adx ) = "-1)1’Jrl dxX; a...a dx
; (dxqh. . adxea... o . 1A -
il résulte que, sur V,
‘ n { P ‘Z}
dfim wi=~— |4 = . %
i"i:l '\.‘A” ) L B

gqui est bien une forme-volume sur ¥, le théoréme des fonctions implicites supposant
précisément que le cecefficient de dxl AlLA dxn ne s'y annule pas. Appligquer 6.3. [1J

6.6. EXERCICE : Généraliser 6.3. au cas ol M est la (n-pj-sous-variété de R" dont

les points sont solution des p égquations

d .,fD étant des fonctions de classe C"'qui vérifient les hypothéses du théoréme
des fonctions implicites, et ol w est une {n-p)-forme différentielle sur W telle que

df1 Aoyl J!p A w soit une forme-volume sur W.

6.7. EXERCICE : Utiliser 1'isomorphisme A¥(R")" T AK(R™) de I1.10.3. et 1'isomorphis-
me de dualite AS(RM)* T A"K(R"), daduit du produit AN(R™) x A"K(RM) 5 AM(R") T R
pour construire une forme w répondant aux conditions de 6.6.

Pour 1'exemple "exotique" sur lequel nous terminons le paragraphe et le chapitre
on reprend les definitions et notaticns de I1.2.4.

La varieté différentiable of(n ; p) dont les éléments sont Tes projecteurs de "
crthogonaux et de trace p (qui est par définition difféomorphe & Ta Grassmannienne
(:‘(Mn) ef. I11.4.16 et II1.6.11) est une sous-variété deunn(EQ) (e UL 2 T8, e
restriction 4 af(n; p) d'une forme différentielle sur ﬁ@n(R) définit donc une forme

differentielle sur d(n;p).

S0it alers r un entier et oy, € wﬂn{ (¥, (R))) la matrice n x n dont les
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Elénents sont des 2r-formes différentictles sur W (R) définie par

iy = M(AH)T = M AN aM...aM

B
2r fois

Comme en I1.2.4.. on en deduit 1a forme Tr wy, ¢ uzr(yinCR)).

6.8. THEOREME - La restriction a:ﬁ(n; p) de: Tr w,. est une forme g, € ﬂz'&ﬁ(n 8
fermes pour tout r.

hemonstraticn : On note I, la matrice unité de ¥, (R). Si M« 4(n;p), la matrice
J= M - 1n vErifie JE =M -2 - 2M + 1 = [ . Un observe aussi que, J étant de

f

degré O et quel que soit le deqré k de o = ﬂ!”(nk{ﬂtn(njj),
(1 Te((da)d) = Teld(da)) = Tra.

Par ailleurz, da Mz = M on déduit que
[E) MdM+dMM=dM,
d'oil M dM - dM = dM - Z aM M
et JdM=-dM d .

De 18 HanZtL = - ay® g, dven 3@ I g = - (e et

Te(a (M) 1) = - Tr((am ),

2r+l

IV résulte alors de (1), pris avec o = (dM) . que Tr({dM}zr+1} =0.

or d(M(an®) = (4™ et, conme Tr comute 2 d, da,. = Tr((a)Z™) < 0. [

b. 9. REMAROUE < La démonstration précédente est compode =t les calculs qui s'y trou-
vent scnt évidomment Tes mieux adaptés: 4 1a situation. Elle 2 pourtant le défaut, a
priori rédhibitoire, de ne pas se référer, ou du moins pas de fagon visible, & la
dafinition 1.1 : en toute rigueur il aurait fallu prendre un atlas de (n; p), déter-
miner pour toute carte (U,d,A) de 1'atlas 1a forme ay € ﬁzr{ﬁ} gui définit g et
vériTier qua dog est nulle.

En fait i1 en est bien ainsi, et on peut s'en assurer en procédant grossoc modo
gomme SUit ;
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6.10. LEMME : Dans la situation du théoréme des fonctions implicites (cf.[11.6.8.)
avec p = 1 et f, = f, la restriction @ M de 1a forme df « Ql(m") est nulle :
df [y = 0 e al(m).

Démonstration : Soit {U,$,A) une carte de M fournie par ie théoréme des fonctions

implicites et supposons que, par exemple, ;;
n

reste non nulle sur U : alors ¢ est 1a

projection (xl,...,xn) + (xl,...,xn_l) et ¢"1 est de la forme
{(Xps-eoaXg_g) & (Xl""”‘n-l’w(x}""’xn—l)) oll & est de classe C . f?u: touti k-for-
me w = OK(RN) , Ta restriction M’M est définie localement par o = (¢ ) w e Q°(A).

Dans le cas ol w = df ¢ nl(m”), on obtient :

H ==
= z ﬂ_ d)(1 5
1=

ik axi
et
n-1 n-1 . 3
1 a¢ af aw )
o= ) =—dxs + = YoE—dy
j=1 % [j=1 Wy

-1 . n-1 -af/ox.
I of of J -
- i 3 dx: + 5 [ —5?7§§; qij =0 . [

6.11.COROLLAIRE : L'inclusion 1 : M« R" induit un homomorphisme d'A.D.G.

*

s @R - )

ol Z est 1'idéal engendré par df et f.

6.12. EXERCICE : Enoncer et démontrer la généralisation de 6.11 au cas de [11.6.8.

avec p quelconque, puis au cadre du théoréme du rang constant (cf. II1.7.5).

Observer alors que la démonstration de 6.8 consiste & prouver que d(Tr w2r)
est nulle modulo Z (au détail d'écriture pré&s qu'on garde Ta méme lettre pour une
forme et sa classe modulo Z, ou encore'qu'on Bcrit des €galités au lieu de congruences :
cf. k1), La mdthede est donc 1&gitime et c'est elle qu'on a intérét & suivre dans
tous les cas analogues.
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/. STRUCTURES MULTIPLICATIVES.
Pour toute varieté differentiable M, le produit extérieur des formes diffe-
rentielles munit (cf. 1.11) 2(M) d'une structure d'algébre différentielle graduée

L

(ADG) commutative® J et 0 (M) d'une structure d'idéal (gradué) de @*(M). Soit, pour

tous entiers 1i,j,
ATy s mIm) — 2 M) : (6B e B

Tes applications bilinéaires définissant la structure de Q*(M), qui se restreignent

donc en

L [ e i+]
Aot o RNM) x (M) s 2l (M)

r
9

Les irégies du calcul de la différentielle d'un produit extérieur de formes différen-

tielles (3.1 (1)) garantissent que, pour tous entiers i,j,
Ay < 23y e 2
Aty < oy - s a
Azt « eIy - 1
A oy« 2y = M m)

wdsion = 22y < 81

C
e o B4 s
S A BA(M)) < BL(M)

Ti)noug utilisons désormais, comme il est d'usage dans le cas des algébres graduées,
ce mot pour désigner la condition avec signe dénommée anticommutativité en 1.8.8 :

A= ® A est commutative ssi pour tous a « A, b e A, ab = (-1)P9 ba .

ne N T ’ 3
Celle-ci est en fait plus naturelie que la commutativité au sens strict (cf. [.8.12,
Voalmg el )

Tout id&al, tout module, toute application de degré 0 linéaire d gauche le
sont ausst a droite {et réciproquement) de maniére automatique.
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De 1&, pour tous entiers 1,j, les applicaticns Tinéaires
2wy e iy —s Wity

(M) — B m)

et W M) e u e

i €

Pour tous a e Hi(M), b e Hj(M), R]J(a ® b) sera simplement noté a.b ou méme ab ;

autrement dit, pour toutes w e Z’(M), o« Zj(H),

[wl.Tol = [wlle]l = [wagl .

Cn garde la méme notation si 1'une et/ou 1'autre forme est & support compact. (cf. 7.2).
Les propriétés formelles de ces applications linéaires sont résumées dans le

7.1. THEOREME : Pour toute variéte différentiable M, le produit extérieur des formes
différentielles munit H' (M) d'une structure d'algébre graduge commutative (unitaire)
et HE(M) d'une structure de H*(M)-moduie gradué.

Démonstration : Une quasi-évidence, simple affaire de vérification.

7.2. REMARQUE : En se restreignant des deux cOtés aux formes 4 supports compacts,
on obtient de méme pour tous entiers i,] une application linéaire

N 14, J 443 i+]
A s He(n) @ H(J:(Il) — W (M)
Il en résulte pour HE(M) une structure d'algébre graduée (sans unité) qui sert

peu (mais cf. VI. 3.8 et 3.9).

Guant aux morphismes, si f : M - N est une application de classe C" entre va-
riégtés différentiables, i1 est clair sur la définition (cf. 2.1} que, pour tous

entiers i,j et toutes w - :1(h). g e HJ(N), f*(mAO) = fu oA flo.

I1 en resulte Je

7.3, THEOREME : Pour toute application de classe C entre variétés différentiables
*

£ 0 M~ N V'homomorphisme £ : H (N} - H*(M) défini en 3.4 est un homomorphisme

d'algdbres graduées.
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Démonstration : Appliguer les définitions (cf. 7.1, 3.3, 3.4) afin d'écrire, pour
tous entiers i,j et toutes w ¢ Z](N), i ZJ(N), la suite d'égalités

FY(Twlfol) = T (fwacl) = [ (wro)]

= (%% n 51 = 1501 0F%

£ (tw1) . f (ro1) . .
7.4. REMARQUE : On peut, gréce a 3.8, supposer seulement f continue.

La situation est plus délicate si la cohomologie & supports compacts inter-
vient {cf. comme toujours I1.8.3). Pour la décrire, on rappelle que, étant donné
deux anneaux A, B et un homomerphisme d'anneaux ¢ : A + B, tout B-module Y devient
un A-module sous 1'action

AsY-——-=Y:iaoyes>ipla)y.

De méme, é@tant donné un A-module X et un B-module Y, des applications
s R T et g:Y¥a-X

sont A-Tinéaires ssi pour tout a ¢ A, tout x ¢ X, f(ax) = ¢{a) f(x) (resp. : pour
tout a ¢ A, y ¢ ¥, g{e(a)y) = a aly)).

Cet état de choses apparait ici dans (au meins) deux cas. D'abord si M est une
variété différentiable et U un ouvert de M, T'inclusion ¢t : U+ M induit le morphis-
me 1 Ré(U) -+ -;(H) defini {cf. 11.8.4 et ce chapitre §4 et 5.12) en étendant
une forme par O dans le complémentaire 3 M de son support, d'ol une application
R-lingéaire 1_: HE(U) > HE( Y. Par ailleurs 1% @ H(M) » H*(U) fait de HE(U), comme
on vient de le voir et d'aprés 7.1, un H*(M)vmoduTe.

7.5. THEOREME : Cette application 1 : HE(U) + HE(M) est H'(M)-linéaire, c'est-a-dire
que pour tout x e H1(M) et tout y ¢ Hé(U),
: 4]
(R ) = ke (y) e He I (m)

Démonstration : Sait £ « 21(M) tel que x = [£l, n ¢ Zg(U) tel que y = [n]. Par défi-
nition, x.v (y) = [£ a nl, "(x).y = Sy s nilet 1, (VY (x).y) = f({Tﬁxﬁ)i, ot

désigne 1'extension d'une forme & M par 0O en-dehors de son support.
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Or Supp(:&,!U A n) c Supp n est un compact de U 5 (£ A ﬁ)lsupp .= (g]U A ”)'Supp -

en-dehors de Supp n (donc de Supp(;lu A nils Eam= QIU Am=0.70

L'autre cas est celui od M,N sont deux varidtés différentiables et f : M » N
une appiication de classe g propre (c'est-d-dire telle gue pour tout compact K de
N, £ H(K) seit un compact de M) : alors une application R-linéaire fE : HE(N) 4 HE(M)
est definie. Par ailleurs on dispose toujours de 1'homomorphisme d'algébres

e

0 HY(N) - KT ().

7.6. THEOREME : L'appiication f. : HO(N) ﬁ.HE(M) est H'(N)-Tingaire, c'est-d-dire
que pour tout x ¢ H'(N) et tout y Hg(N) ,

Démonstiration @ Vérifications formelles analogues & tout ce qui précede.
7.7. REMARQUE : Le Théoreme 7.6 s'applique en particulier au cas oi f est un difféo-
morphisme, qui est toujours propre : FE est alors un isomorphisme de H*{N)-modules.

{Ne pas s'inquiéter de 1'apparente dissymétrie : comme f* est aussi un isomorphisme,

les structures de H*(M)-module et H" [N)-module coincident - cf. 7.8).
Mieux encore, 1'adjectif "propre" (ou 1'adverbe "proprement”) peuvent étre ajou-
tés partout dans les propositions 3.8 (c'est en fait sous cette forme qu'on Tes trou-

ye fnoncées et démonlrées dans [ D) ca qui assure le

B, THEOREME : Si f : M » N est un homtomorphisme entre variéteés différentiables,

: H'(N) » H*(M) est un isomorphisme d'algébres gradudes commutatives et
fo ot Hp(l) = Hi(M) est un isomorphisme de H(N) - {ou H*(M)-) modules, c'est-a-dire
ju'on a,

en termes de H (N)-modiules, pour tous X e H1(N). ¥ s H%(M), FE(xy) = f*(x)fE(y}

{en termes de H"(M)-modules, pour tous x' ¢ H'(M), v « H%(N),
PP AR i | gy
fel( i s fely)l.
Démonstration : Seit f : M+ Net g = f'l : N+ M des homéomorphismes, donc des ap-

plications propres (s7 K est un compact de M et L un compact de N, g—l(K) = f{K)



et £1(L) = g(L)). La version "propre" de 3.8 donne alors deux applications de clas-

se C, 7 :M+HNetg: N> M, qui sont propres et sont proprement et continiment
homotopes & f et g respectivement : par définition 7 = 7, fE = T =7,

gL = aE< Comme g » 7 est proprement et continQment homotope & Idy, elle est propre-
ment et différantiabiement homotope & Idy, d'ol (g s H)* = Idywrpy ot (59?)5 =
5 ;o * ! * * ( Z 5
Id . Ainsi f o g = Id | et fo o ge = Id | . De la méme manidre,
He (M) H (M) F He (M)
g" ¢ f =Id  etgiefi=Id_ .
H (N HE(N)

pr it . 2 LR =k ~%
Les propriéids formelles se vérifient avec f et g : cf. 7.7. [

7.9. REMARQUE : Aux produits "internes" définis dans ce paragraphe le Chapitre V

va ajouter une notion "externg" : celle de cup-produit (V.3.2). On vérifiera sans
peine que la 1iaison entre les deux est assurée,
dans un sens par la commutativité du diagramme suivant :

W

Wiy ey — 2 W)

T
— %
2 |

SR e
o0 & 1 M+ M=« M 1 xv (x,%) est la traditionnelle diagonale ;

dans J'autre sens, sip : MxN-Metg: M=«N > N sont les projections,

X H]‘H;, ¥ ¢ H'(M}, par la relation

™ “

y = (g'x).fqy) « dild(ﬂ1wN).



