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Toutes les affirmations et tous les calculs doivent être justifiés soigneusement.

Question de cours Soit f, g ∈ L2(]− π, π[). Rappeler la définition du produit de convolution de f et de g
et dire à quel espace il appartient.

Exercice 1. Déterminer les limites lorsque n tend vers +∞ des quantités suivantes∫ 1

−1
e−nt

2

dt,

Soit fn : [−1, 1]→ R définie par fn(t) = e−nt
2

. Clairement

∀n > 0, ∀t ∈ [−1, 1], 0 < fn(t) 6 1.

Or la fonction constante égale à 1 sur [−1, 1] est bien intégrable (c’est l’hypothèse de domination). De plus
dès que t 6= 0, −nt2 → −∞ et e−nt

2 → 0 quand n → +∞. Donc la suite de fonction (fn) converge presque
partout simplement vers 0. On en déduit avec le théorème de convergence dominée que

lim
n→+∞

∫ 1

−1
e−nt

2

dt =

∫ 1

−1
lim

n→+∞
e−nt

2

dt =

∫ 1

−1
0dt = 0.∫ ∞

0

sin(xn)

xn
dx,

On va découper ces intégrales en deux morceaux. Regardons d’abord la suite
∫ 1

0
sin(xn)
xn dx. Si 0 < x < 1 et

n > 0 on sait que 0 < xn < 1 et donc | sin(x
n)

xn | 6 1. Comme précédemment, la fonction constante égale à 1 est
intégrable sur [0, 1] (hypothèse de domination). De plus, si 0 < x < 1, alors xn → 0 quand n → +∞ et donc
sin(xn)
xn → 1. Ainsi, on déduit du théorème de convergence dominée que

lim
n→+∞

∫ 1

0

sin(xn)

xn
dx =

∫ 1

0

1dx = 1.

Considérons maintenant la suite
∫ +∞
1

sin(xn)
xn dx. Si n > 2 et x > 1 on a | sin(x

n)
xn | 6 1

xn 6 1
x2 . Or, la fonction 1

x2

est intégrable en +∞ (condition de domination). De plus, si x > 1 alors xn → +∞ et donc | sin(x
n)

xn | 6 1
xn → 0.

Ainsi, on peut appliquer le théorème de convergence dominée qui affirme que

lim
n→+∞

∫ +∞

1

sin(xn)

xn
dx =

∫ +∞

1

0dx = 0.

En conclusion,

lim
n→+∞

∫ +∞

0

sin(xn)

xn
dx = lim

n→+∞

∫ 1

0

sin(xn)

xn
dx+ lim

n→+∞

∫ +∞

1

sin(xn)

xn
dx = 1.

∫ 1

0

min(1/u, n)du.

Soit gn la fonction définie par min(1/u, n) sur ]0, 1[. La fonction gn est à valeurs positives et vaut donc 1/u
sur l’intervalle [1/n, 1[ et n sur l’intervalle ]0, 1/n[. La suite (gn) est croissante et converge simplement vers la
fonction u 7→ 1/u. On peut donc appliquer le théorème de convergence monotone pour conclure que

lim
n→+∞

∫ 1

0

min(1/u, n)du =

∫ 1

0

1

u
du = +∞.



Exercice 2. Calculer, à l’aide d’un changement de variable, l’intégrale∫∫
D

x cos(
√
x2 + y2)dxdy, où D =

{
(x, y) ∈ R2 t.q. x > y > 0 et x2 + y2 ≤ π

}
.

Il faut bien évidemment faire un changement de variable pour passer en coordonnées polaires. On rappelle
que ce changement de variable se fait grâce au difféomorphisme ϕ : (r, θ) 7→

(
x = r cos(θ), y = r sin(θ)

)
dont

la matrice jacobienne vérifie
∣∣det (Jϕ(r, θ))∣∣ = r. De plus l’image réciproque de D est

ϕ−1(D) =
{
(r, θ) ∈ ]0,

√
π]×]0, π/4[

}
.

On obtient donc avec la formule de changement de variable :∫∫
D

x cos(
√
x2 + y2)dxdy =

∫∫
ϕ−1(D)

r cos(θ) cos(r)rdrdθ =
(∫

]0,
√
π]

r2 cos(r)dr
)
×
(∫

]0,π/4]

cos(θ)dθ
)
.

Or∫
]0,
√
π]

r2 cos(r)dr =
[
r2 sin(r)

]√π
0
− 2

∫
]0,
√
π]

r sin(r)dr

= π sin(
√
π) + 2

[
r cos(r)

]√π
0
− 2

∫
]0,
√
π]

cos(r)dr

= π sin(
√
π) + 2

√
π cos(

√
π)− 2 sin(

√
(π).

La seconde intégrale valant clairement
√
2/2, on conclut que∫∫

D

x cos(
√
x2 + y2)dxdy =

√
2

2

(
π sin(

√
π) + 2

√
π cos(

√
π)− 2 sin(

√
π)
)
.

Exercice 3. Soit la fonction paire, 2π-périodique définie sur [0, π] par

f(x) =

{
1
2 si x ∈ [0, 1]
0 si x ∈]1, π].

1. Déterminer les coefficients de Fourier réels de f .

La fonction étant paire, les bn sont tous nuls. On applique ensuite les formules (en utilisant la parité de
f) :

a0 =
1

2π

∫
]−π,π[

f(t)dt =
2

2π

∫
]0,π[

f(t)dt =
1

2π
.

Pour n > 0 :

an =
1

π

∫
]−π,π[

f(t) cos(nt)dt =
2

π

∫
]0,π[

f(t) cos(nt)dt =
1

π

∫
]0,1[

cos(nt)dt =
1

π
× sin(n)

n
.

2. Montrer que
+∞∑
n=1

sin(n)

n
=

+∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=
π − 1

2
.

La fonction est bien C1 sauf en un nombre fini de points, en lesquels f et f ′ admettent des limites à
droite et à gauche. On peut donc appliquer le théorème de Dirichlet en x = 0 ce qui donne

f(0) =
1

2
= a0 +

∑
n>0

an cos(0× n) =
1

2π
+
∑
n>0

1

π
× sin(n)

n
.

On en déduit bien que ∑
n>0

sin(n)

n
=
π − 1

2
.
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Appliquons maintenant l’identité de Parseval :

‖f‖22 = |a0|2 +
1

2

∑
n>0

|an|2,

soit
1

2π

∫
]−π,π[

f(t)2dt =
1

4π
=

1

4π2
+

1

2π2

∑
n>0

sin2(n)

n2
.

On obtient bien
+∞∑
n=1

sin2(n)

n2
=
π − 1

2
.

Exercice 4. Soit α ∈]0, 1[ fixé. On définit la fonction 2π-périodique f : R→ R par

f(x) = cos(αx) pour x ∈ ]− π, π[.

1. Déterminer les coefficients de Fourier complexes de f .

Pour n = 0 on a
c0 =

1

2π

∫
]−π,π[

cos(αx)dx =
sin(απ)

απ
.

Si n ∈ Z∗ :

cn =
1

2π

∫
]−π,π[

cos(αx)e−inxdx =
1

4π

∫
]−π,π[

(eiαx + e−iαx)e−inxdx

=
1

4iπ(α− n)

[
ei(α−n)x

]π
−π

+
1

4iπ(α+ n)

[
ei(α+n)x

]π
−π

=
sin
(
(α− n)π

)
2π(α− n)

+
sin
(
(α+ n)π

)
2π(α+ n)

=
(−1)nα sin(απ)

π(α2 − n2)
.

2. Que peut-on dire de la convergence des sommes partielles de la série de Fourier ?

La fonction f (prolongée par 2π-périodicité) est C1 sauf en π (modulo 2π) mais du fait que la fonction
cosinus est paire, les limites à droite et à gauche de f en π sont égales

(
et valent cos(απ) = cos(−απ)

)
.

Ainsi, on peut conclure du cours que les sommes partielles de la série de Fourier de f converge unifor-
mément vers f .

3. En considérant la valeur de la série de Fourier correspondant à f en 0, montrer que

π

sin(απ)
=

1

α
+ 2α

+∞∑
n=1

(−1)n

α2 − n2

En appliquant ce qu’on vient de voir en x = 0 (ou d’après Dirichlet) on obtient que

f(0) = 1 = c0 +
∑
n>0

(
cne

in×0 + c−ne
−in×0

)
;

ou encore

1 =
sin(απ)

απ
+
∑
n>0

( (−1)nα sin(απ)

π(α2 − n2)
+

(−1)−nα sin(απ)

π(α2 − (−n)2)

)
=

sin(απ)

απ
+ 2α

∑
n>0

(−1)n sin(απ)
π(α2 − n2)

.

On en déduit immédiatement le résultat demandé.
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