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INTERROGATION ECRITE III : CORRIGE

Exercice 1.

Déterminer le rayon de convergence
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on peut reconnaitre dans le formule ci-dessus cos(z?) qui converge pour tout
z. Le rayon de convergence est donc infini.

—1\
Sinon on pose f(z) = >, % On applique d’Alembert. Du fait que
n>0 n).

(2n)! o 1 . .
Bt D) = G 0, f a un rayon de convergence infini. Comme notre
série entiere est f(z*) elle a aussi un rayon de convergence infini d’apres le
cours.

1

P

n=0 3n
1 n
On pose h(z) = n;o?)—nz” et on applique d’Alembert : z27r = 1/3 — 1/3.
Donc h a un rayon de convergence égal a 3. Comme la série entiere qu’on
étudie est h(z?) son rayon de convergence est v/3.
7’L2
d’erreur de calcul!

z". Ici on peut appliquer d’Alembert directement, mais sans faire
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donc ce quotient tend clairement vers +oco et le rayon de convergence est 0.

Calculer la somme des deux premieres séries entieres (pour z €] — R, R[).
On a déja dit pour la premiere, c’est cos(z?). Pour la seconde :

1 5, 2 1ovm 1
Zg—nz => (*/3) =T

n=0 n=0

Bonus : Quel est le domaine de convergence (dans R) des deux premieres
séries entieres ?



Pour la premiere, comme R = 400 le domaine de convergence est R tout
entier, il n’y a rien a faire.

Pour la seconde, on remarque que grace au carré, le calcul sera le méme en

\/5 et en _\/§ : .
Zg—n(i\@)?” => L

n=0 n>0

La série diverge grossierement, le domaine de convergence est donc |—v/3, v/3[.

Exercice 2.

. L. . . g2 o
Soit la série de fonctions go fo(z) ou fu(z) = ==z est définie sur [0, 4-00].

1. Montrer que la série > f,(z) converge simplement sur [0, +oo].

n>0

—

A z fixé, tout est positif et on a I'équivalent (quand n — +00) f,(z) = ==
nﬁ—jQ et la série converge par Riemann (3/2 > 1) et critere de comparaison.

2. Montrer que la série dérivée > f!(z) ne converge pas normalement sur
n>0
[0, +00[, mais converge normalement sur tout intervalle [0, A[ avec A > 0.

Il faut calculer cette dérivée pour commencer :

() = 2x(n® + 22)V2 — 22(n3 + 22)" 2z _ 2xn® + 2?
" n3 + (n3 + 22)3/2

On peut calculer la dérivée seconde pour calculer le sup, mais ici (sans étre
infaisable) c’est un peu pénible. On peut deviner une suite de points x,, tel que
> fr(x,) diverge. Heureusement, il y a plein de choix de x,, qui marchent :
n, v/n, n?/3, ou encore mieux, on peut remarquer que la limite de f’ en +o0
existe et vaut 1. Ainsi, sup(|f/(x)|) > 1 et la série des f’ n’a aucune chance
de converger normalement.

Si on se restreint & un intervalle [0, A alors on peut majorer f! (en majorant
le numérateur et minorant le dénominateur) :
2An® + A3 2An® 24
Ve € [0, A |f,(2)] < = =

n (n3)3/2 n9/2 n3/2"

Donc par Riemann et théoreme de comparaison, la série des f; CVN sur
[0, AL

3. Montrer que la somme Y f,(z) est de classe C' sur [0, +oo.
n=1

Comme la série des f,, converge simplement sur [0, A[ (question 1) que les f,
sont dérivables et que la série des dérivées CVN sur [0, A[, par théoreme de
dérivabilité des séries, > f,, est dérivable sur [0, A[ et (> fn) = >_ f,. De
plus comme les f! sont clairement continues, par théoreme de continuité des
séries de fonctions (appliqué a »_ /), la série Y f! est continue sur [0, A[.
Ceci étant vrai pour tout intervalle du type [0, A[, par principe de localisation,
c’est vrai sur leur réunion, a savoir R,.



Exercice 3.

On considere I'équation différentielle (E) : 4zy”(z) + 2y (x) —y(x) = 0. Soit S(x) :=
a,x" une fonction DSE de rayon R > 0 qui est solution de I’équation différentielle.
n=0

1. Montrer que pour tout n > 1, on a

G,
= Qnr)@n+2)

On rappelle qu’a I'intérieur du disque ouvert de rayon le rayon de convergence,

S est C™ et . .
S'(x) = Znanx”’l = Z(n + 1Dap 12"
n=1 n=0
et - -
S"(x) = Zn(n —1a,z" % = Zn(n + Day 2™t
n=2 n=1
Ainsi (E) devient
0 =4z Z nn+ Day2™ '+ 2 Z(n + Day 2" — Z an,x"
n=1 n=0 n=0
= Z (4n(n + ans1 + 2(n + Dager — ay)z”

n=0

Par unicité du développement en série entiere (sachant que le rayon est non
nul), on déduit que tous les coefficients doivent étre nuls ci-dessus, soit

Vn >0, 4n(n+ D)a,41 +2(n+ ayy —a, =0,

ce qui équivaut au résultat demandé.

2. En déduire une expression de a,, pour tout n > 0.

On montre facilement par récurrence que

vneN, a,=

3. Déterminer le rayon de convergence de Y a,z™. Si ay = 0 toute la suite est
n>0
nulle et le rayon de convergence est infini. Sinon, on peut appliquer d’Alem-

bert et on trouve encore que an+1/an = m — 0 et donc que R = +o00.

4. Soit ¢ la fonction définie par

cosh (/) si x>0
plr)=<1 si =0

COS (\/—x) si z<0
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Montrer que ¢ est DSE et coincide avec l'une des fonctions trouvées a la
premiere question. En déduire qu’elle est solution de I’équation différentielle

(E).

Six > 0 on calcule

(2n)! —

n=0 n=0

Comme les deux formules obtenues sont les mémes (et sont aussi valides en
0) la fonction ¢ est bien DSE. On reconnait les coefficients a,, quand ag = 1.
Ainsi, ¢ est solution de (E).

. En déduire la forme générale des solutions de I’équation différentielle (E) qui
sont DSE au voisinage de 0.
Les solutions de (E) qui sont DSE sont donc exactement de la forme age.



