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Bilan Fourier

Coefficients de Fourier

Soit f : R → C une fonction 2π-périodique continue par morceaux, on définit ses coefficients de
Fourier complexes :

∀n ∈ Z, cn(f) =

∮
f(t)e−intdt =

1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt.

On définit les coefficients de Fourier réels : a0(f) = c0(f) =
∮
f(t)dt et

∀n ∈ N∗, an(f) = 2

∮
f(t) cos(nt)dt =

1

π

∫ 2π

0

f(t) cos(nt)dt,

∀n ∈ N∗, bn(f) = 2

∮
f(t) sin(nt)dt =

1

π

∫ 2π

0

f(t) sin(nt)dt.

Quelques relations

∀n ∈ N∗, an(f) = cn(f) + c−n(f), bn(f) = i
(
cn(f)− c−n(f)

)
.

Si f est C1 par morceaux et continue alors cn(f ′) = incn(f) pour n ∈ Z.
Ce qui donne pour les coefficients réels : an(f ′) = nbn(f) et bn(f ′) = −nan(f) pour n ∈ N.

Les théorèmes

Théorème 1 (Parseval) Soit f , 2π-périodique et continue par morceaux alors∮
|f(t)|2dt =

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|2dt =
∑
n∈Z

|cn(f)|2 = |a0|2 +
1

2

∑
k>0

(|ak(f)|2 + |bk(f)|2).

Théorème 2 (Dirichlet) Soit f , 2π-périodique et C1 par morceaux, alors il y a convergence simple
des séries de Fourier :

∀x ∈ R,
1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
=
∑
n∈Z

cn(f)einx = a0(f) +
∑
k>0

(
ak(f) cos(kx) + bk(f) sin(kx)

)
.

Théorème 3 (sans nom) Soit f , 2π-périodique, C1 par morceaux et continue, alors les séries de
Fourier ∑

TG
n∈Z

cn(f)einX

et
a0(f) +

∑
TG
k>0

(
ak(f) cos(kX) + bk(f) sin(kX)

)
convergent normalement vers f .
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