1. THEORIE GENERALE DE L’INTEGRATION

1.1. Espaces mesurables

DEFINITION 1.1.1. Soit X un ensemble. On! considére M C P(X) une famille de

parties de X. On dit que M est une tribu sur X si?
(a) AeM == Ace M,
(b> (An S M)nEN = UnENAn € M7
(c) X e M.

Le couple (X, M) est appelé espace mesurable.

DEFINITION 1.1.2. Soient (X3, My), (X2, M2) deux espaces mesurables et f : X; —
X5 une application. On dit que f est mesurable si pour tout A, € My, f~1(A4z) € M.
On note cette propriété symboliquement par f~1(My) C M.

Les propriétés (a),(b) de la définition 1.1.1 impliquent immédiatement qu’une tribu
est stable par intersection dénombrable. Par ailleurs la propriété (c) est une conséquence
de (a), (b), pourvu que M soit non vide.

Dans la suite nous appellerons dénombrable tout ensemble D équipotent a une partie
de N, i.e. tel qu’il existe une injection de D dans N. Si D est fini non vide, il peut étre
mis en bijection avec (i.e. est “équipotent &”) {1,...,n} ot n est le nombre d’éléments
de D. Si D est infini (i.e. non fini) dénombrable, alors il est équipotent a N : en effet, on

peut considérer D comme une partie de N, puis définir
dy =min D, dy = min D\{d1},...,dk+1 = min D\{dy,...,dx}.

Comme l'ensemble D est infini et que N est bien ordonné (i.e. toute partie non vide
possede un plus petit élément) cette définition a un sens pour tout entier £ > 1. Main-
tenant si d € D, on peut trouver un entier k tel que dy < d < dy4+1 car la suite dj est
strictement croissante et on ne peut avoir dy < d < di41 sans contredire la définition
de di41, ce qui prouve que d = dj et que I'ensemble D est {di}ren équipotent a N.
On montre facilement que N* = N\{0}, 2N, 2N + 1,Z,N x N sont équipotents a N. Pour

obtenir cette derniere propriété, il suffit de remarquer que
(p,q) E N x N 2P(2¢+ 1) € N*

est bijective®. Comme ’ensemble des nombres rationnels Q s’injecte dans Z x Z, on déduit

des remarques précédentes que Q est dénombrable ainsi que Q¢ (d entier > 1). On verra

LOn notera P(X) I’ensemble des parties de X.
20n note ici A€ le complémentaire de A dans X : A° = {z € X, = ¢ A}.
3La démonstration est laissée au lecteur.

6 Typeset by AMS-TEX
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dans les exercices qu’en revanche ’ensemble des nombres réels R est non dénombrable
parce qu’ équipotent a l’ensemble des parties de N (on montre facilement —cf.exercice
1.2.— que pour tout ensemble X, il n’y a pas de surjection de X sur P(X)).

On peut donner quelques exemples simples de tribus. De maniere générale, si X est
un ensemble, {0, X} est une tribu sur X ainsi que P(X). En outre, si (Ax)1<k<n st une

partition de X (les Ay sont non vides, deux a deux disjoints, de réunion X), I’ensemble

M = {UresAr}icqi,..n}

est une tribu sur X ; en effet, en posant B(J) = Uge Ak, on trouve que B(J)¢ = B(J¢),
ce qui donne la stabilité par complémentarité et la stabilité par réunion est évidente.
Notons également que le cardinal de M (son nombre d’éléments) est 2™ puisque M est
en bijection avec les parties de {1,...,n}. On se reportera a l'exercice 1.7. pour le cas
d’une partition dénombrable.

11 est important de noter que si (M;);ecs est une famille de tribus sur X, M = N;e1 M;
est aussi une tribu sur X: si (A, )nen est une suite de M, donc de M; pour tout i dans [
alors U,enA, appartient a M; pour tout ¢ € I, donc a M. Le passage au complémentaire
s’écrit de la méme maniere (et X appartient & M car a tous les M;). Comme une tribu

sur X est incluse dans P(X), ceci permet de donner la définition suivante.
DEFINITION 1.1.3. Soit X un ensemble et F C P(X). On pose

MF)= [ M

M tribu sur X
contenant F

et on dit que M(F) est la tribu engendrée par F (ou bien la plus petite tribu contenant
F).

LEMME 1.1.4. Soient (X1, M1), (X2, M2) des espaces mesurables avec Ma = M(F)
et f: X1 — Xo une application. Pour que f soit mesurable, il suffit (et il faut) que
f7HF) c My.

DEMONSTRATION. On pose
N ={B € My, f1(B) € My}

qui est une tribu sur X, car si B € N, f~1(B°) = (f~1(B))" € M;. D’autre part si
(Bp)nen est une suite de N, f~H(UpenBn) = Unenf H(Bn) € M;. En outre X5 € N.
Donc N est une tribu qui contient F si f~1(F) C M. Ceci implique que

Mo=MF)CNCMy= My=N. O
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LEMME 1.1.5.  Soit (X, M) un espace mesurable et f : X — Y une application. Alors
ensemble N = {B C Y, f~1(B) € M} est une tribu sur Y.

DEMONSTRATION. Si B, B, € N, f~1(B¢) = f~1(B)¢ € M et
FHUnBy) = UnfH(B,) € M.

Comme Y € N, on obtient le résultat. Notons que N est la plus grande tribu sur Y
qui rende mesurable lapplication f : si (Y, /N) est un espace mesurable tel que f soit
mesurable, alors si B € N, la mesurabilité de f implique f~}(B) € M, dou Be N. O

LEMME 1.1.6. On considére des espaces mesurables (X, M), (Y,N), (Z,T) et

f g
X —'Y — ~Z

des applications mesurables. Alors g o f est mesurable.

DEMONSTRATION. Pour C' € 7, (go f)~}(C) = f~1(¢97(C)) € M car g7'(C) e N

(g est mesurable) et f mesurable. [

Nous avons utilisé une identité sur les images réciproques qui est simple car

(LL1) (gof)"H(C)={z € X, g(f(2) € C}
={reX flz) eg7H(O)} = f(g7(O)).

1.2. Espaces mesurables et espaces topologiques

DEFINITION 1.2.1. Soit X un ensemble. Une famille O de parties de X est une
topologie sur X si

(a) 0,0 pour ¢ € I = Uz’eIOi € O,
(b) 01,0260 — 01ﬂ02€O,
(c) 0, X €0.

Autrement dit la famille O est stable par réunion quelconque et par intersection finie?.

Le couple (X, Q) est appelé espace topologique.

On appelle fermé dans un espace topologique un ensemble dont le complémentaire
est ouvert. On définit également l'intérieur d’un sous-ensemble d’un espace topologique

comme la réunion des ouverts qu’il contient, I’adhérence d’un sous-ensemble d’un espace

40n peut remarquer que la stabilité par réunion quelconque implique pour I = @) que I’ensemble vide
est élément de O. En outre, la stabilité par intersection finie implique pour un ensemble d’indice vide
que X € O. Par suite ’axiome (c) ci-dessus est une conséquence de (a) et (b).
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topologique comme l’intersection des fermés qui le contiennent. En notant A I’adhérence
de A et A son intérieur, on a

(1.2.1) (ﬁy:{ U QT: N o= () F=A4

Q ouvert CA Q ouvert CA F fermé DAc

de sorte que si la frontiere de A est définie comme A\ A et notée JA, on a

(1.2.2) 0A=An(A)°=AnAe.

On vérifie aussi facilement a partir de la définition que

(1.2.3) intérieur(ANB) = AN B, adhérence(AUB) = AU B.

En revanche, seules les inclusions suivantes sont vérifiées en général (et non les égalités),
(1.2.4) intérieur(AU B) > AU B,  adhérence(AN B) C AN B.

On dit que V est un voisinage d’un point z, s’il contient un ouvert contenant z. On
montre facilement a partir des définitions qu’un ouvert est caractérisé par le fait qu’il est
voisinage de tous ses points, qu’'une intersection finie de voisinages d’'un point x est encore
un voisinage de z, qu'un ensemble contenant un voisinage de x est encore un voisinage
de x.

Un exemple tres important d’espace topologique est celui des espaces métriques, i.e. des
espaces sur lesquels on a défini une distance, c’est a dire une application d : X x X — R,

telle que
dz,y) =0<=x =y (séparation),
(1.2.5) d(z,y) = d(y,z) (symétrie),
d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire).
Un ouvert dans un espace métrique est alors défini comme une réunion de boules “ou-
vertes” B(x,r) = {y € X,d(y,x) < r} (x € X,r > 0 donnés). Pour montrer que

cela donne une topologie, il suffit de remarquer que si x € B(x1,71) N B(xa,7r3) alors

B(z,7) C B(z1,71) N B(x2,72) avec r = min(ry — d(z, z1),r2 — d(z, z2)) car

d(y,l'l) S d(y,(l/’) + d(l‘,l‘l) <r —|—d(1},f171) S T,
dly,z) <r= {d<y,x2> < dy.2) + d(z.35) < 7+ d(z.33) < 15,

5En prenant dans C I’intersection des demi-plans + Re z > 0, on trouve un contre-exemple 3 la seconde
égalité. Pour la premiere, il suffit de considérer en passant au complémentaire + Re z > 0.
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Par conséquent une intersection finie de boules ouvertes est réunion de boules ouvertes,
ce qui prouve que ’ensemble défini ci-dessus est une topologie.

Les espaces R? sont des espaces métriques pour la topologie définie par la distance
euclidienne. De maniere générale, tout espace vectoriel £ sur C ou R muni d’une norme,
i.e. d’une application
N(z)=0<=2z=0
N(azx) = |a|N(z), pour « € C,z € E,
N(z+y) < N(z) + N(y),

est un espace métrique pour la distance N(x — y). C’est le cas par exemple de I'espace

(1.2.6) N:E — R, telle que

C°([0,1],R) des fonctions continues définies sur [0, 1] & valeurs réelles muni de la norme
1 fllee = SuPgepo,1)|f(z)|- Rappelons que sur R?, toutes les normes sont équivalentes®.
L’espace C%([0,1],R) muni de la norme |-||  définie ci-dessus est normé et complet’: on
dit que c’est un espace de Banach. On peut remarquer que les normes sur C%([0, 1], R)
ne sont pas toutes équivalentes ; on peut considérer la norme (on vérifie facilement les

axiomes des normes)

(1.2.7) 1l = / ().

La suite f, ci-dessous & gauche est bornée pour [-||; et pas pour |-|| . Par ailleurs, la
suite de fonctions continues g,, (a droite) est de Cauchy pour ||-||, et converge pour |||

vers la fonction discontinue 1p /3 1.

1
A )

1/n 0

SUITE fp, SUITE g,

6Les normes N1 et Ny sur E sont dites équivalentes s’il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout z € E, on ait C~1Ny(z) < Na(z) < CNi(z).
“Un espace vectoriel normé est dit complet si toute suite de Cauchy converge.
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Nous pouvons remarquer qu’en général une topologie n’est pas stable par complémen-
tarité : par exemple sur la droite réelle le complémentaire de I'ouvert |0, +o00] est | — 00, 0]
qui n’est pas ouvert car ne contient pas de boule ouverte contenant 0. En fait, un espace
topologique est dit connexe (intuitivement d’un seul tenant) si les seuls ensembles a la
fois ouverts et fermés sont le vide et I'espace entier. La situation la plus intéressante
pour nous en théorie de l'intégration est donc de considérer un espace topologique et

d’examiner la tribu engendrée par sa topologie.

DEFINITION 1.2.2. Soit (X, O) un espace topologique. La tribu de Borel sur X est

la tribu engendrée par O.

Il faut se rendre compte que cette définition, bien que parfaitement claire, nous donne
peu de renseignements effectifs sur ce qu’est un borélien (élément de la tribu de Borel).
Par exemple une réunion dénombrable de fermés (qu’on appellera un F, ) est un borélien,
comme par exemple Q I’ensemble des nombres rationnels, réunion dénombrable de points.
Son complémentaire est une intersection dénombrable d’ouverts (on dit que c’est un Gs):
I’ensemble des nombres irrationnels est un Gs de la droite réelle. Certains ensembles

peuvent étre a la fois F,, et Gs comme [0, 1] qui est fermé (donc F,) et G5 car
1 1
[0, 1] = ngl] ——, 14 —[.
n n

Néanmoins I’ensemble des irrationnels (un G5 d’apres ce qui précede) n’est pas un F,
sinon on aurait pour des fermés F,, R\Q = U,F,,. Comme R\Q ne contient aucun
intervalle (car Q est dense dans R) les F), sont tous d’intérieurs vides. Finalement on
pourrait écrire R comme réunion dénombrable de fermés d’intérieur vide. Or on pourra
voir dans les exercices que le théoreme de Baire assure que dans un espace métrique
complet (comme c’est le cas pour R), une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs
vides est aussi d’intérieur vide. L’égalité précédente décrivant les irrationnels comme Fi,

est donc absurde.

PROPOSITION 1.2.3. On considére (X1,01), (X2,02) des espaces topologiques et B;

les tribus boréliennes associées. Si f : X1 — X est continue alors elle est mesurable.

DEMONSTRATION. La continuité signifie que f~1(0s) C O;. Comme B; est engendrée
par Os, que O; C By, le lemme 1.1.4 donne que f est mesurable. [

Notons que la continuité de f en un point z; signifie que pour tout V5 voisinage de
f(z1), il existe un voisinage V; de z1 tel que f(V;) C V. Comme tout voisinage d’un
point contient par définition un voisinage ouvert, on peut remplacer dans la propriété

précédente le mot “voisinage” par “voisinage ouvert”.
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La continuité sur I’ensemble X est la continuité en chaque point. Si f est continue
sur X7 et V5 est un ouvert de Xo, si 1 € f_l(Vg), il existe un ouvert V; > x1 tel que
f(V1) C Vo, dou Vi C fH(f(V1)) C f71(Va), et f1(V2) est ouvert car voisinage de
tous ses points. Réciproquement, si I'image réciproque par f de tout ouvert est ouverte,
alors f est continue : si x; € X1, 9 = f(z1) et V5 est un voisinage ouvert de o, alors
Vi = f71(V,) est un ouvert de X; qui contient x;. Il vient f(V;) = f(f*1(1/2)) C Vs,
soit la continuité de f.

Il existe des fonctions continues en un seul point comme

continue seulement en 0.

(12.8) f:R—R,

flz) = x sl x rationnel
—x sl x irrationnel ’

On peut démontrer (cf. exercices) que I’ensemble des points de discontinuité d’une fonc-
tion de R dans R est un F, et que pour tout ensemble A qui est un F,, on peut trouver
une fonction dont les points de discontinuité sont exactement A. Cela implique en parti-
culier qu’il n’existe pas de fonction de R dans R dont les points de discontinuité soient les
irrationnels. En revanche, on construit facilement (cf.exercices) une fonction discontinue
sur Q continue sur Q°:

1 six=0,
(1.2.9) flx)=<1/q sixz=p/q,peZ* qec N* fraction irréductible,

0 i« irrationnel.
On peut remarquer par ailleurs que les ouverts de R sont des F, et plus précisément des
réunions dénombrables d’intervalles fermés. Si U est un ouvert non vide de R et x € U,
il existe p > 0 tel que |x — p,z + p[C U ; comme Q est dense dans R, ceci implique qu’il
existe p,g € Qtelsque x —p < p < x < q < z+p, et donc [p,q] C U. L’ouvert U est
donc réunion d’intervalles fermés d’extrémités rationnelles. Or ’application

[p,q] — (p,q)

est injective de I’ensemble Q des intervalles fermés d’extrémités rationnelles dans Q x Q qui
est équipotent & N. Donc Q est (infini) et équipotent & une partie de N, donc équipotent

a N. Ceci donne le résultat cherché. De manieére générale on a en toute dimension le

LEMME 1.2.4. Soit d un entier. Il existe une famille dénombrable de pavés compacts
de R (produit d’intervalles compacts) telle que tout ouvert soit réunion(nécessairement
dénombrable) d’une sous-famille de ces pavés. On peut choisir ces pavés comme produit

d’intervalles compacts d’extrémités rationnelles.

DEMONSTRATION. Comme tout voisinage de = (z1,...,74) dans R? contient un

cube

R4 1.
{y € RY, max |y; — ;] < p}
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avec p > 0, on peut trouver p;,q; € Q tels que
rjp—p<p;<x;<q; <xj+p.

Par conséquent, tout voisinage de x contient un pavé compact d’extrémités rationnelles
I« i< 4Pjsq;], et par suite tout ouvert est réunion de tels pavés. De méme que dans
la discussion qui précede le lemme, en utilisant la dénombrabilité de Q?? on obtient le

résultat du lemme. 0O

La tribu des boréliens de R? est donc engendrée par les pavés compacts (M (pavés com-
pacts) contient les ouverts, donc les boréliens et les pavés compacts étant des boréliens
M (pavés compacts) C Boréliens) et comme [p,q] = Ny,>1]p — 1/n,q + 1/n], cette tribu

est aussi engendrée par les pavés ouverts. En outre, dans R, comme

[p7 Q] = [p> —f—OO[ﬂ] — 00, q] = [p7 +OO[Q]Q7 +oo[c: ﬂnZl]p - 1/”; +OO[Q]Q> +OO[C7
la tribu des boréliens sur R est engendrée par les intervalles (]a, +00[),cr et donc aussi
par les intervalles (] — 00, a])qer ou bien (comme |a, 4+o0o[= Up>1[a + 1/n, +00[) par les
intervalles ([a,+00[)qscr et donc aussi par les intervalles (] — 00, al)qcr. En utilisant le
lemme 1.1.4. pour vérifier la mesurabilité de f : X — R il suffit de vérifier la mesurabilité
des f~([a, +00]).

Par exemple si X est une partie mesurable de R et f est monotone sur X alors elle est
mesurable. En effet, si f est croissante, b € R avec A = f~1(]b, +o0[) # 0, on a

A = Uqea([a, +o0[NX)
carsi X >x>a€ Aona f(x) > f(a) > b et donc z € A. Par suite, on a
Jinf A, +o0[NX C A C [inf A, +00[NX,

car c’est vrai si inf A = —oo et siinf A > —oo, inf A est réel car A # () et pour tout € > 0

on peut trouver a. € A tel que
infA<a.<infA+e = Jinf A, +00[NX C Uesolae, +oo[NX C A.

Que inf A appartienne & A ou non, on trouve que A =|inf A, +oo[NX ou bien A =

[inf A, +00[NX, mesurable dans les deux cas.
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THEOREME 1.2.5. Soient (X, M), (Y,N) des espaces mesurables et RY muni de la
tribu des boréliens. Soient uq,...,uq des applications mesurables de X dans R et ® :

R? — Y mesurable. Alors lapplication

X — Y
z = O(w(z),...,uqz))

est mesurable. En particulier f : X — C est mesurable si (et seulement si) Re f,Im f le
sont. Alors |f| est aussi mesurable. Si f,g : X — C sont mesurables, c’est aussi le cas
de f+g, fg. En outre si A € M la fonction indicatrice de A, notée 14 (qui vaut 1 sur A

et 0 ailleurs) est mesurable.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme de composition 1.1.6, il suffit d’examiner la mesura-
bilité de V(z) = (u1(),...,uq(z)) de X dans R%. D’aprés le lemme 1.2.4. et le lemme
1.1.4, il suffit de vérifier que I'image réciproque par V d’un pavé compact de R¢ est dans

M. Pour cela on remarque

VI bl = [ w7 (fag b)) € M

1<j<d 1<j<d

par mesurabilité des u;. Les autres affirmations du théoreme sont des conséquences

immédiates de ce qui précede. [
On obtient facilement la généralisation suivante du théoreme 1.2.5.

THEOREME 1.2.5’.  Soient (X, M), (Y,N) des espaces mesurables et T un espace
métrique séparable muni de la tribu des boréliens. Soient uy,...,uq des applications
mesurables de X dans T et ® : T* — Y mesurable. Alors Uapplication

X —= Y
z = O(uw(z),...,uq(z))

est mesurable.

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme de composition 1.1.6, il suffit d’examiner la mesura-
bilité de V(z) = (u1(x),...,uq(z)) de X dans T% D’apres le lemme 1.1.4, il suffit de
vérifier que 'image réciproque par V' d’un produit de boules ouvertes de T' est dans M ;
en effet, si  est un ouvert de 7% et x = (x1,...,24) € Q, il existe rq,..., 74 strictement

positifs (que 'on peut supposer rationnels) tels que le produit de boules ouvertes

B(x1,7m1) X -+ X B(x4,7q) 2 T
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soit inclus dans €2. Si D est une partie dénombrable dense de T, on peut trouver
Yi,...,yqa € D avec dist(x;,y;) < r;/2. Alors la boule B(y;,r;/2) vérifie

Z; € B(yj,’/’j/Q) C B(.’L’j,?‘j)

car dist(z,y;) < r;/2 implique dist(z, z;) < dist(z,y;) + dist(y;,z;) < r;/2+1r;/2 d’on
z € B(xj,r;). Par suite, 'ouvert €2 est réunion de produits

B(yi,p1) X --- X B(ya,pa), y; €D,p; Q.

Il y a une surjection de D?x Q% sur ’ensemble P des ces parties et P est donc dénombrable.
Considérons
VI IT Bwie) = ) uj'(Bly;.p;) € M
1<j<d 1<j<d
par mesurabilité des u;. Les autres affirmations du théoreme sont des conséquences

immédiates de ce qui précede. [

LEMME 1.2.6. Soit (X, M) un espace mesurable. Si f : X — C est mesurable, il existe

une fonction mesurable o : X — C avec |a| = 1, telle que f = alf].

DEMONSTRATION. L’ensemble E = f~1({0}) est élément de M par mesurabilité de f
et 1z est mesurable. On remarque que f(z)+ 1g(x) est toujours non nul (et vaut 1 pour
x € E, f(x) # 0 sinon). Posons

_ f(@) + 1p()
@) + 1p@)]

a(z)

La fonction « est mesurable comme composée des fonctions mesurables

mesurable continue
X — C* — St ,
x — flx)+1g(x) =t — t/|t|

et ona f(z) +1p(z) = a(z)|f(2) + 1p(z)], dot pour z ¢ E, f(x) = a(z)|f(z)] et pour
ze B, f(z) =0=a@)|f(z)]. O

Remarquons que si (X, M) est un un espace mesurable et A C X, I’ensemble
(1.2.10) Ma={MN A} rrem

est une tribu sur M, dite tribu trace, rendant l’injection canonique mesurable. Si en
outre A e M, My ={M e M,M C A}.
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DEFINITION 1.2.7. On appelle droite achevée 'espace topologique noté R obtenu en
adjoignant a R deux éléments, notés —oo, +00. La topologie contient les ouverts de R et
les ensembles

Ja, +oo[U{+oc},  {—oojU] —00,q

(que 'on notera respectivement |a, +oc] et [~oo,a[). La relation d’ordre sur R fait de
—oo le plus petit élément et de 400 le plus grand élément. Cet ordre est compatible avec

la topologie car les ouverts sont réunions d’intervalles.

On montre facilement que R est homéomorphe & P'intervalle [0,1] (i.e. on peut trouver
une bijection bicontinue 1 de R sur [0,1]), par exemple en prolongeant par continuité la
fonction tangente & I'intervalle [—7 /2, /2] et la fonction Arctg & R (en outre les intervalles
fermés bornés de R sont trivialement homéomorphes via un homéomorphisme croissant).
Cet homéomorphisme respecte les relations d’ordre i.e. est croissant On remarque aussi
que toute suite monotone (x,) de R est convergente car (x,,) est monotone dans [0,1]
donc convergente (car croissante majorée ou décroissante minorée) et la continuité de
1~ 1 assure le résultat. Comme R est compact, toute partie non vide possede une borne

supérieure et une borne inférieure.

DEFINITION 1.2.8. Soit (x,,)nen une suite de R. Les suites

(inf o5 )nen et (SUP Tk )nen
k>n kE>n

sont monotones (croissante pour la premiere, décroissante pour 'autre). On pose

liminfz,, = nll)rfoo(lirzlaxk) :supneN(inkan ack),
limsupz, = lim (supxk) :infneN(sukan xk).

n—-+o0o kZ’I’L

PROPOSITION 1.2.9.  Soit (2, )nen une suite de R. Alors liminf z,, (resp.limsup z,,)
est la plus petite (resp. plus grande) valeur d’adhérence de la suite. On a liminfz, <

limsup z,, ) et l’égalité a lieu si et seulement si la suite converge vers cette valeur.

DEMONSTRATION. Par I’homéomorphisme strictement croissant v, on peut se ramener
au cas d’une suite (z,,)nen de [0,1]. Si y est une valeur d’adhérence de la suite, i.e. la

limite d’une suite extraite (z,, Jken (no < N1 <ng < -+ < ng < ngy1 < ...), alors

Yy —— Ty, < supx; — limsupzx,

lan

k——+o0 k—+o0,
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la seconde limite provenant de ’extraction d’une suite convergente. On obtient par pas-
sage a la limite que y < limsupz,, et de méme y > liminf x,,. En outre, limsup z,, est

une valeur d’adhérence car pour tout € > 0, N > 1 on peut trouver n. > N avec

lim sup x,, = inf(sup z) < sup zp < limsupz,, + €,
N k>n k>ne

et donc

limsup z, —n = inf(supxx) —n < sup o — 1N < Tp(e,y) < sup o < limsup z, + €.
n k>n k>ne k>ne
Ceci démontre que pour tous €,7 strictement positifs, et tout N > 1, on peut trouver
n(e,n) > ne > N avec

limsup x,, — 7 < Ty(c,y) < limsupz, + €,

ce qui donne le résultat. Si la limsup et la liminf sont égales a [ alors

Il — infop<uz, <supzr — I

k>n k>n

n—-+oo n—-4o00,

ce qui implique que z,, tend vers [. Si en revanche, liminfz, < limsupz,, la suite
possede au moins deux valeurs d’adhérence distinctes et ne peut converger. Ceci acheve

la démonstration de la proposition. [

PROPOSITION 1.2.10. L’addition et la multiplication des réels se prolongent® par conti-
nuité respectivement sur (RxR)\{(+o0o, —00), (—o0, +00)} et (RxR)\{(0, £00), (o0, 0)}.
Soient (x,,), (yn) des suites de R telles que x,, + Yy, liminf x,, + liminfy, et limsupz, +

limsupy,, aient un sens. Alors on a les inégalités®

lim inf z,, + liminf y,, < liminf (z,, + y,) < limsup (x,, + ¥») < limsup z,, + lim sup y,.

8 Autrement dit 2 +y a un sens pour z € R,y € R, pourvu que 'on évite la “forme indéterminée” +oco —
00. Idem pour le produit et 0.00. La terminologie forme indéterminée se justifie par le fait qu’il n’y a pas
de prolongement par continuité de I’addition sur R & R : si un tel prolongement existait, en considérant
Tp = —n + 1, yn, = n, on aurait pour toutes les valeurs du parametre réel [

Il =lim(zy 4+ yn) = limzy, + limyy, = +00 — co.

9Les égalités sont fausses en général: prendre par exemple z, = (—1)"/2,y, = (—1)"+1.
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DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que les suites x,, et y,, soient bornées dans
R. Pour k£ > n, on a 2 +y < sup;s,, 1 +sup;>,, ¥ et par conséquent supys,, (zx +yx) <
SUp;>,, T + Sup;>,, Y. Par suite, on a en passant a la limite pour n — +o0,

lim sup (2, + y,) < limsup z,, + limy,,.
En notant que

liminf(—z,) = sup(mf( Z)) = sup(—sup z,,) = —inf(sup x,,) == — limsup z,,
k>n n k>n n k>n

on trouve le résultat. Il reste a examiner les cas ou les suites ne sont pas bornées dans R;

cette vérification est laissée au lecteur. O
Nous aurons besoin du résultat suivant dans la suite du cours.

LEMME 1.2.11.  Soit (ak,)ken,ien une suite double de R,. Alors

Z(Z akl> = Z(Z akl). Cette somme est notée simplement Z al-

k l l k k,l

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord qu’on a vu que les séries de R convergeaient

vers leur supremum?!?. Par suite, on a pour tous K, L,

:%:(Zakl) ZSUp< Z akl) = sup > [sup< akzﬂ >

L=0 o<k<rk 20 o<i<r
> [sup< S o))z XY w]= ¥ |5 )
o<k<k 120 o<i<r 0<k<K Lo<I<L 0<i<L lo<k<k
D’ou il vient, pour tout L,
o> [z} — =Y (Y ).
o<i<L' & Ik

ce qui donne le résultat en intervertissant les roles de k et [. [

REMARQUE 1.2.12. L’addition des réels se prolonge par continuité a Ry x R, ; elle est

donc associative, commutative, avec élément neutre 0. La multiplication des réels ne se

10En particulier, cela donne un sens aux sommes de ’énoncé.
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prolonge pas par continuité & R x R, mais seulement & Ei X R:. On pourrait adopter
la convention 0 - co = 0 et'! on vérifie alors facilement que cette nouvelle multiplication
est associative, commutative, avec élément neutre 1 sur @i et distributive par rapport a

I’addition. On pourra également consulter la remarque 1.3.4 ci-dessous.

1.3. Structure des fonctions mesurables

PROPOSITION 1.3.1. Soit (X, M) un espace mesurable et (fn)nen une suite de fonc-
tions mesurables de X dans R. Alors les fonctions sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f,
sont mesurables. En particulier, la limite simple d’une suite de fonctions mesurables est

mesurable.

DEMONSTRATION. Soit en effet g = sup f,, i.e. g(z) = sup,cy fn(z). Pour a € R, on

9~ (Ja, +0]) = Unen/f, ' (Ja, +o0]).
En effet, on a puisque a € R

sup fn(x) = g(x) > a <= Ing € N, tel que f,,(z) > a.
neN

Par conséquent g~ !(Ja, +oc]) € M. En vertu du lemme 1.1.4, c’est suffisant car la tribu
des boréliens By de R est égale & 7, tribu engendrée par les ]a, +00]. Evidemment, comme

|a, +o0] est un ouvert de R, on a
T C Bﬁ.

Si w est un ouvert de R, il est réunion dénombrable d’intervalles fermés, d’apres le lemme

1.2.4 ; or on a
[, 8] = [—00, 8] N [, +-00] =B, +00]° N (Mnz1]a = 1/n, 400]).

Par suite, w € 7. Si en outre w est un ouvert de R contenant +oo (resp. —o0), il est
réunion d’'un ouvert de R et d’un ensemble ]a,+oo] (resp.[—o0,a[). Comme [—o0,a[*=
[a, +00] qui est élément de 7 d’apres ce qui précede, on trouve que w € 7, qed. Donc
g = sup f, est mesurable. En outre, les identités
inf f,, = —sup(—f,), limsup f,, =inf(sup fx), liminf f,, = sup(inf fy)
n o g>n n k>n

assurent le résultat de la proposition. [

I Cette convention souvent adoptée fait référence & une vision “potentielle” de I’infini. L’infini est
quelque chose que 'on atteint apreés un processus d’approximation ; comme par exemple le produit
On = 0 pour tout n, il est naturel d’adopter cette convention. Cette vision de l’infini s’oppose a une
conception “actuelle” de l’infini dans laquelle 'infini serait deés le départ présent. En théorie de la
mesure, la convention mentionnée se justifie également par le fait que ’'intégration d’une fonction nulle
sur un ensemble quelconque (fut-il de mesure infinie) doit donner 0.
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DEFINITION 1.3.2. Soit (X, M) un espace mesurable. Une fonction s est dite étagée

sur X si s: X — [0, 4o00[ est mesurable et ne prend qu'un nombre fini de valeurs.

Notons que si aq, ..., a,, sont les valeurs distinctes prises par s, en posant
Ay =s{a}) ={z € X,s(x) =}, noté {s=ay},

on voit que les (Ay)1<k<m forment une partition de X. Par conséquent

THEOREME 1.3.3. Soit (X, M) un espace mesurable. Soit f : X — R, = [0, +00]
une application mesurable. Il existe une suite de fonctions étagées (si)r>1 telle que
(a) 0<s1 <5<+ <5 s <--- <,
(b) Vx € X, limy si(z) = f(x),
(c) la limite est uniforme si f est bornée, i.e. sup,cx |f(x) — sp(x)| — 0, pour k — +o0.

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que 0 < f < 1. Posons'?

(1.3.1) sp(z) =27 FE(2% f(x)).
La fonction sj ne prend qu’un nombre fini de valeurs car 0 < 2¥f < 2%, En outre, on a
(1.3.2) Wsp, <2Ff< s +1=0<f—s, <27

et par conséquent si tend uniformément vers f. De plus, en multipliant (1.3.2) par 2 et

en écrivant (1.3.1) pour k + 1, on obtient
N 3 2k flg, <okfly  oktlg | = E2FHLF).
En utilisant la caractérisation de la partie entiere, il vient
2"3“51.C < 2k+13k+1, ie. sp < Skt1,

ce qui prouve que la suite s; est monotone croissante. Par ailleurs, chaque fonction s; est
mesurable, comme composée de fonctions mesurables'3. Si 0 < f < M, pour un M > 0

réel, on applique le résultat précédent a f/M. Revenons au cas 0 < f < 1. Posons

5 = sk — 27FE(f).

12 B(t) désigne la partie entiere de t, i.e. 'unique entier tel que E(t) <t < E(t) + 1.
13La fonction partie entiere est mesurable car E~!([a,+oo]) = [a,+oo[ si a est entier et sinon
E~([a, +o0]) = [E(a) + 1, +o00].
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Si f(r) <1, on a si(z) = 5,(z). Si f(z) =1, on a sp(x) —27% = 5;(x). Dans les deux

cas les suites (5;(z))ren sont croissantes de limite f(x) et 0 < §i(x) < 1. Or on peut

identifier R, & [0, 1], par exemple & 'aide de I’homéomorphisme!*

p:Ry —[0,1], o) =z/(1+z), ¢ 'y =y/(1-y)

On peut considérer
f e !

X — Ry, — [0,1] — R,.

En utilisant ce qui précede, on trouve une suite t; étagée a valeurs dans [0,1[, croissante

Lot est étagée (en particulier & valeurs finies car ¢ est

1

de limite ¢ o f. Par suite, ¢~
A valeurs < 1) et de limite f. La suite ¢! ot; est croissante car t; l'est et ¢! est

monotone croissante. Ceci acheéve la démonstration du théoréme. [

REMARQUE 1.3.4. Si f et g sont des fonctions mesurables de X dans R, alors f + g
est bien défini et mesurable. On peut utiliser le théoreme 1.2.5’ et la mesurabilité de
lapplication (continue) L -

Ry xRy — Ry
(,f) = a+p
De maniére analogue, I’application symétrique (non continue) M
R, xR, — R,
(,8) = «a-p
prolongeant par continuité sur Ei X Ei la multiplication sur R*} xR* et définissant 0.00 =
0 est Borel-mesurable. Pour a € R, 'ensemble E, = {(z,y) € Ry x Ry, M(z,y) > a}
est inclus dans Ri X Ri sur lequel M est continue. Par conséquent E, est un ouvert de
@i X Ri donc un borélien de Ry x R,. Utilisant le théoreme 1.2.5°, ceci implique que

f - g est mesurable.

1.4. Mesures positives

DEFINITION 1.4.1. Soit (X, M) un espace mesurable. Une mesure positive sur X est
une application p: M — R, telle que

(a) n(@) =0,

(b) si (Ax)ren est une suite d’éléments de M deux & deux disjoints!®

p(UkenAi) = S u(Aw)

14 Application bijective bicontinue.

Bpour k A1, A, NA; =0
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La propriété (b) s’appelle la o-additivité ou additivité dénombrable.

Donnons tout de suite quelques exemples simples.
(1.4.1) Si X est un ensemble fini, muni de la tribu P(X), on peut considérer la mesure
(o définie par
to(A) = Card A.

(1.4.2) Si X est un ensemble fini non vide, muni de la tribu P(X), on peut considérer la
probabilité'® p, définie par
p1(A) = Card A/ Card X.

(1.4.3) Si X est un ensemble quelconque, muni de la tribu P(X), on définit la mesure de

comptage sur X par
Card A si A est fini,

400 si A est infini.

u(A) = {

Pour ce dernier cas, le lecteur pourra vérifier ’axiome (b).
(1.4.4) Si X est un ensemble non vide, muni de la tribu P(X), si a € X on peut considérer

04, la mesure de Dirac en a définie par

1 siac A,
5a(A)={ sia

0 sia¢ A

On peut remarquer que formellement au moins, p = >, -y 0x. Le lecteur pourra donner
un sens a ZkeN v ou v est une suite de mesures positives définies sur une tribu M.
(1.4.5) Mesure de Borel sur R. On considere Bg la tribu de Borel sur R. On cherche a

construire une mesure positive définie sur By telle que, pour a < b on ait

u(la. b)) = b—a = p(la,b)).

Il est facile de construire p sur les réunions finies d’intervalles disjoints. Bien que Bg soit
engendré par les intervalles, le probleme de ’extension de p a By est difficile et constitue
I'un des buts du cours.

(1.4.6) Mesure avec densité v par rapport a la mesure de Borel sur R. Etant donnée une
fonction v continue positive sur R, on cherche a construire une mesure positive définie

sur Bg telle que, pour a < b on ait

b
(0, b]) = / v(t)dt,

16Une mesure positive vérifiant pi(X) = 1.
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ou l'intégrale utilisée est celle de Riemann. Il est facile de construire p, sur les réunions
finies d’intervalles disjoints. C’est la version avec densité de l’exemple précédent pour
lequel on avait v = 1.

(1.4.7) Mesure de Borel sur RZ. On considere Bga la tribu de Borel sur R?. L’un des buts

du cours est de construire une mesure positive, définie sur Bga, telle que, pour a; < b;

pC I las, o) = ] b —ap).

1<5<d 1<j<d

réels, on ait

C’est le version d-dimensionnelle de 'exemple (1.4.5).
(1.4.8) Probabilité de Cauchy sur R de parametre o« > 0. C’est la mesure positive de

densité
1 o

T2+t
+oo
On remarque en effet que [, %a%wdt = [% arctan(t/«) = 1. On définit la fonction
— 0o

de répartition F' de la probabilité u sur R comme
F(t) = ,u(—oo,t[.

On peut montrer que F est croissante (c’est donné par I’additivité), tend vers 0 en —oo,
tend vers 1 en +o0o et est continue a gauche. Dans le cas de la probabilité de Cauchy, la

fonction de répartition est

1 t 1
F(t) = —arctan(—) + —.
(t) —arc an(a)—l— 5

(1.4.9) Probabilité de Laplace-Gauss de moyenne m, d’écart-type o, de densité

On remarque en effet que

et

/ (r —m)? dx /( )2 (x —m)? dx 9
T exp — =m, x —m)°exp— =o°.
R P 202 o\2m R P 202 o\2m

(1.4.10) Probabilité de Bernoulli de parametre p € [0,1]: pdp + (1 — p)dy.
(1.4.11) Probabilité binomiale de parametres n entier > 1 et p € [0, 1],

Q= Z CFpF (1 — p)" 5.

0<k<n
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On peut par exemple considérer p comme une mesure positive sur ’ensemble {0,1,...,n—
1,n} muni de la tribu de ses parties, et telle que pu(A) =Y, ., CkpF(1 — p)=F.

(1.4.12) Probabilité de Poisson de parametre A > 0 donnée par
k
6_/\ Z %5143
On peut par exemple considérer N muni de la tribu de ses parties et poser
)\k
pA)y=e > T
keA
(1.4.13) Un exemple plus abstrait est donné par la notion de mesure image. Si (X, M, u)
est un espace mesuré, ol p est une mesure positive et f : X — Y est une application,
I’ensemble
N={BcCY,fB)e M}

est une tribu sur Y (lemme 1.1.5), en sorte que f est mesurable. On définit alors la

mesure image, f.(u) pour B € N
(1.4.14) fe(p)(B) = u(f~H(B)).

Il est facile de vérifier que f.(u) satisfait les axiomes de la définition 1.4.1. On peut

remarquer également que

(1.4.15) (go f)s =g«o fu

PROPOSITION 1.4.2. Soit (X, M, p) un espace mesuré ot p est une mesure positive.
Alors pour A, B, A, € M,
(a) A C B implique p(A) < u(B).
(b) Si (Ak)ken est une suite croissante de M, A = UgenAg, alors p(Ag) T p(A) dans
R,.
(¢) Si (Ak)ken est une suite décroissante de M, si pu(Ap) < 00, A = NkenAy, alors
1(Ax) | p(A) dans Ry.
En outre les propriétés de la définition 1.4.1 sont équivalentes a (D) = 0,(b) ci-dessus et
w(AU B) = u(A) + pu(B), pour A, B € M disjoints.

DEMONSTRATION. On a en effet la réunion disjointe B = (B\A) U A, qui implique

w(B) = u(B\A) + pu(A) > p(A), ce qui donne (a). En posant A_; = (), on trouve par

17

récurrence’’ sur k

A = Uo<<i (A N A7 ).

=Ap, car A;T

N —

17Crest vrai pour k =0 et A1 = (Agyr1 N APYU (A1 NAg) = (Agy1 NAY) U Ag.
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Par conséquent, on obtient
A = Up>0Ar = Ug>0(Ar N A5_q).
Pour k # [ (disons k > [), comme la suite A; est croissante, on a
(AxNAS_)N(ANA] ) =ArNANA,_ NA_ =ANA,_| CA,_ NA_1=0.
Par suite, en utilisant le (b) de la définition 1.4.1, il vient

p(A) =) p(An Az )= lim Y (AN AL ) = lim p(Ay),
k>0 0<k<n

soit le résultat (b). Démontrons maintenant le point (¢). On a

Ao\A =Ap N (UkzoAi) = Ug>o0 (A() N AE) .
—_——
croissant de k

En appliquant la propriété (b) que l'on vient de prouver, on obtient u(Ay N Af)
1(Aog\A). Pour chaque k, on a

+00 > p(Ao) = pu(Ar) + u(Aj N Ao),

ce qui implique que u(Aop), u(Ag), p(A§ N Ag) sont des réels'®; on a donc

1(Ax) = p(Ao) — p(Ai N Ag) N\ u(Ao) — n(Ao\A) = u(A),

ce qui donne (c). Il reste a prouver l’équivalence des propriétés mentionnées avec la
définition. Evidemment si p est une mesure positive, ces propriétés sont satisfaites, comme
on vient de le démontrer. Réciproquement, on doit démontrer le (b) de la définition 1.4.1.
Soit (Ag)ken une suite d’éléments disjoints de M. D’apres le (b) de la proposition 1.4.2,

on a en utilisant I’additivité finie?

Z w(Ar) = 1(Uo<i<nAr) /" 1(Ug>0Ayg), ie. ZN(Ak) = u(Ugp>0dg). O

0<k<n k>0

18C’est ici que 'on utilise ’hypothese u(Ag) < +oo. Celle-ci n’est pas superflue comme le montre
I’exemple de la mesure de comptage sur N (exemple (1.4.3) de ce paragraphe) et de la suite décroissante
Ag = [k, +oo[NN : on a pour chaque k, u(Ag) = 400 et u(Np>pAx) = pu(@) = 0.

19Celle-ci se démontre trivialement par récurrence & parti; de P’additivité pour 2 éléments disjoints
de M: p(Uo<k<nt+1Ak) = m(Uo<k<nAr) + #(Ant1) = 2 g<p<p B(AR) + 1(Ant1).
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REMARQUE 1.4.3. Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive,

(A )nen une suite d’éléments de M. Alors on a

(1'4'3) M(UneNAn) < Z ﬂ(An)'

neN
En effet, en considérant la suite croissante B,, = Up<k<nAg, on peut appliquer la propriété
(b) de la proposition 1.4.2; qui implique

p(UnenAn) = p(UnenBy) = sup u(By) <sup Y p(Ag) = Y p(Ay),
neN neNg 32 neN

Iinégalité (By) < Y g<p<n M(Ar) se démontrant trivialement par récurrence sur n.

1.5. Intégration de fonctions positives

Le but du lemme suivant est de définir “ I'intégrale par rapport a p 7 des fonctions
étagées définies en 1.3.2. On se convaincra aisément du caractere trés naturel de la
définition en gardant présent a l'esprit le fait que les ensembles de la tribu M peuvent étre
passablement compliqués (penser aux boréliens du type F,,Gs,Gso, Fus,...)%%. Clest
d’ailleurs un point fondamental de la théorie de Lebesgue qui pour intégrer une fonction
f définie sur X, ne cherche pas & découper I’ensemble de définition de la fonction (par
exemple en sous-intervalles si X est un intervalle de R) mais découpe ’ensemble d’arrivée
d’une maniere qui dépend de f.

LEMME 1.5.1. Soit (X, M, pu) un espace mesuré ot p est une mesure positive. Soit
s une fonction étagée (cf.déf.1.3.2), i.e. une fonction mesurable s : X — [0,4+o0[ ne
prenant qu’un nombre fini de valeurs distinctes (réelles positives) aq, ...,y ; on a ainsi

§= Z1gjgm a;la;, Aj = s ' ({a;}). On pose?! alors

(1.5.1) I(s)= ) aju(4y),

1<j<m
o >0

20Tes F,, sont les réunions dénombrables de fermés, les G5 les intersections dénombrables d’ouverts,
les G5, sont les réunions dénombrables de G, les F,s sont les intersections dénombrables de F,. C’est
Hausdorff qui a introduit cette terminologie et étudié le premier ce type de sous-ensembles. La lettre
o symbolise la réunion dénombrable, et § I'intersection dénombrable. On obtient une suite de classes,
F0507G5067-~-

2INoter que cette définition ne fait intervenir que des produits de réels strictement positifs (les o) avec
des éléments de Ry. En outre, la cohérence de la définition est assurée par le fait que la décomposition
précédente de s est canonique en ce sens que les a; et donc les A; sont fonctions de s. La condition
I(0) = 0 est en fait une conséquence de (1.5.1), puisque pour s = 0, on somme sur un ensemble vide
d’indices. Par ailleurs, on aurait pu écrire simplement I(s) = X2 1<j<m o p(A;) en utilisant la convention
0.0c0=0. Il nous a paru plus prudent d’éviter cette convention (discontinue), au prix d’un alourdissement
des notations.
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et I(0) = 0. On a, pour s,t étagées et X >0

(1.5.2) I(s) = sup. I(o), I(s+1t)=1I(s)+1(t), I(As)=A(s).

DEMONSTRATION?2. Tout d’abord si les fonctions o, s sont étagées telles que o < s

l.e. pour tout z € X, o(z) < s(x)), on a I'écriture canonique
1 tout X < I’écrit 1

o= Z Bklp,, s= Z a;la;,

1<k<n I<j<m

ot (Bk)i<k<n €t (Aj)1<j<m sont des partitions des X. D’apres la définition, on obtient

I(o)= > Buu(Bi) = > Ben(BrNAj).

1<k<n 1<k<n,1<j<m

P

By >0 Br>0,BNA;#0

En remarquant que By N A; # () implique que B < a; (car pour © € By N A;, B =
o(z) < s(x) = a;), et donc a;j > 0 si By > 0, il vient

o)< > auBenA) = Y a;u(4;)=1(s),

1<k<n,1<j<m 1<;j<m

SR, IS

aj>0 Ocj>0

ce qui prouve le premier résultat. Pour le second, on remarque tout d’abord que si s,t
sont étagées, alors la fonction s+ ¢ est mesurable comme somme de fonctions mesurables
et par suite étagée car ne prenant qu’un nombre fini de valeurs > 0. En prenant 1’écriture

canonique de s et ¢, on a

s = Z ajly, t= Z Bklp,, etdonc s+t= Z (aj + Br)la;nB,-
S 1<hsn .

Les ensembles A; N By, sont mesurables et deux & deux disjoints (A; N By NAjy N By =0
sij#j ouk#Ek), et comme

X =Uigjzmd) = Uigyem (45 0 By,

la collection (A; N By)1<j<ma<k<n forme une partition de X. Comme 13 = 0, on obtient

AjNBR#0
(1.5.3) s+t= > (+B)1lanB,
1<j<m,1<k<n
A;NBL#0

22Cette démonstration est simple mais assez fastidieuse et peut sans doute étre omise par le lecteur
abordant ces lignes pour la premiere fois.
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Si les a; + (O sont distincts, la formule (1.5.3) donne ’écriture canonique de s+t et

(1.5.4) I(s+1t) = > (aj + Be)u(Aj N By).

SJIxsm,1IsRkRS

AjNBR#0,0aj+B>0

Si les aj + B, ne sont pas distincts et prennent les valeurs distinctes strictement positives

Y1, ---,Yp, il faut rééerire (1.5.3) sous la forme
s+t= Z M Z 1a;nB,-
1<I<p 1<j<m,1<k<n

AjﬁBkiﬂaj+Bk:w

1l vient

I(s+1t) = Z %M(U 1<j<m,1<k<n (AjﬂBk)>

AjﬁBk#Q),aj+,6’k:'yl

1<i<p
= > v Y u4n0BY
1<i<p 1<j<m,1<k<n

Aj ﬁBk;é(b,aj +Br ="

- > (o + Br) (A N By),

SJ>xmM,IxR>

AjNBR#D,0aj+B>0

soit la formule (1.5.4) finalement valide dans tous les cas. En outre, on a

I(s) +1(t)= ) ayu(Aj)+ Y Bru(By)

1<j<m 1<k<n
aj>() B >0
= > ajp(A; N By) + > Brp(Aj N By)
1<j<m,1<k<n 1<j<m,1<k<n
aj>0 B >0

On remarque que, avec fj; = p(A; N By),

Z Qjfhjk + Z Btk

aj>0 Br>0

= Z Qi lhik + Z Brpjr + Z Qjfjk + Z Brbjk

a;>0,8,>0 a;>0,8,>0 a;>0,8,=0 a;=0,8;,>0

= > (Bt Y, (e Bdmm+ Y (e Br)un

a;>0,8,>0 a;>0,8,=0 a;=0,8,>0

= > (o + Be)mjn-

a;j+06,>0
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Ceci donne

I(s) +I(t) = Z (aj + Br)u(A; N By) = I(s +1).
1<j<m,1<k<n
a;+B>0, Aijk;é(D

Finalement pour A > 0 et s étagée, on a

Is) =TI > ajla) = > daju(A;) = M(s),

1<j<m 1<i<m
- aj:>0

ce qui acheve la démonstration du lemme. [

Ce lemme permet de définir 'intégrale des fonctions mesurables de X — [0, +o00] = R .

DEFINITION 1.5.2. Soit (X, M, u) un espace mesuré ou u est une mesure positive.

Soit f : X — [0, +00] une fonction mesurable. On pose?

s étagée
0<s<f

/fw=8w1®
X

Remarquons que d’apres le lemme 1.5.1, pour f étagée, on a [ fdu = I(f).

REMARQUE. On peut revenir sur les exemples du paragraphe 4 et examiner comment

se fait le passage de la mesure des ensembles a 'intégration des fonctions.
(1.5.5) Soit X = {z1,...,z,} muni de la tribu P(X) avec po(A) = Card A. On a

s = [ X @tdi = f@) +o (o).

1<j<n

(1.5.6) Soit X = {x1,...,x,} muni de la tribu P(X) avec u;(A) = Card A/ Card X. On

a
[ = Kot 100
b'e n

(1.5.7) Si X = {z1,...,2,} muni de la tribu P(X), p la mesure de densité v par rapport

/deu: > fmi)y

1<j<n

a g, on a

En particulier si les réels positifs v; satisfont ) v; = 1, la mesure p est une probabilité
sur X.

23La notation / f(x)du(z) est également utilisée ainsi que / f(@)p(dx).
X X
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(1.5.8) Soit (X = (zi)icr, P(X)) muni de la mesure de comptage. On a

[ s =Y 5w) = s 3 pla).

icl J finiCI ;o5

(1.5.9) Soit (X,P(X)) un ensemble non vide et a € X. Si p est la masse de Dirac en a

/X fdu = f(a)

(1.5.10) Pour la mesure de Borel m sur R¢, dont la construction reste & faire, on notera

I'intégrale par le méme symbole que l'intégrale de Riemann,
f(z)dx
Rd

et on verra que cette intégrale coincide avec celle de Riemann, pour f € C%(R%). Notons

également qu’on aura alors
[ te(@)dz =m(@) =0
R

(1.5.11) Si p est une mesure de densité v par rapport a la mesure de Borel,

fdp= | f(z)v(r)de
Rd Rd

de sorte que du(x) = v(x)dz et on peut considérer symboliquement que p'(z) = v(z) ce
qui est & Dorigine de la notation [ f(z)du(z) = [ f(z)v(z)dz.

(1.5.12) Si (X, M, u) est un espace mesuré ou p est une mesure positive et si ¢ : X — Y
est une application, on a vu (exemple (13), §1.4) que I'on pouvait construire un espace

mesuré (Y, N,v) ott v = ®,(u) est la mesure image de p. Si g:Y — R, est mesurable,

/YngZ/X(gO(I))du

| o= 6(B) = 3@ B)) = [ BLas e = [ 5(1n0 )y

= /X(go ®)dpu,

alors g o ® 'est aussi et

car pour g = Glp

et le résultat par linéarité.
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PROPOSITION 1.5.3.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ot p est une mesure positive.
Soient f,g: X — R, des fonctions mesurables, A, B € M et ¢ > 0 un réel. On pose

B [ f(x) siz €A,
(1.5.13) /Afd,u = /X f-ladp, avec fa(x)= { 0 sizd A
fa

Les propriétés suivantes sont vérifiées.

(a) 0S f<g= [ fdu< [yg9dup et ACB= [, fdu< [5 fdp.
(b) [xefdu=c [y fdu

(¢) w(A) =0= [, fdu =0, méme si f = +oc.

(d) Sis est une fonction étagée, E € M, on pose \s(E) = [, sdu. Alors As est une

mesure positive définie sur M.

DEMONSTRATION. (a) est une conséquence de la définition 1.5.2 et la seconde partie
vient de f4 < fp. (b) vient de la définition 1.5.2 et de (1.5.2):

/ cfdp= sup I(s)=  sup I(g) =c¢ sup I(f) = c/ fdu.
X b'e

s étagée<cf s étagée<cf (& £ étagée<f c

Pour (c), on considere s étagée < fs. On a l'inclusion A° C {s = 0}, de sorte que si
s = Zl<g<m a;1,; est I'écriture canonique de s et a; # 0, A; C A et donc pu(4;) =0,

j>0

d’ou I(s ) =0et [, fdu = 0. Pour (d) on remarque d’abord que A\(#) = [, sdu = 0
d’apres (c) et u(0) = 0. Soient (E;),>0 une suite d’éléments de M deux é deux disjoints
et s = Y cpem @kla, une fonction étagée. On a avec E = Uj>oFE;, d’apres le lemme
1.5.1, la définition 1.5.2 et le lemme 1.2.11

)\(E):/XsEdu: Z app(Ax N E) = Z ak(ZuAkﬂE )

1<k<m 1<k<m §>0
=3 > (AN Ey) = A(E)
§>01<k<m J=0

1.6. Théoremes de convergence

Dans le paragraphe précédent, nous avons pu définir [ « fdp, l'intégrale par rapport a p
d’une fonction mesurable & valeurs dans R, . Nous verrons ici que pour f mesurable de X
dans C, telle que [ + | fldu < oo, il est facile de définir 1} « fdu. Nous allons pouvoir aborder
la partie la plus intéressante de la théorie de l'intégration (élaborée par Henri Lebesgue
en 1902 dans sa these & Nancy) et en particulier quelques théoremes de convergence.
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Typiquement, nous souhaitons prouver que sous une hypothese assez faible de convergence
d’une suite de fonctions f,, vers f on obtient la convergence de [ fndu vers [, fdu (en
tout état de cause, la convergence exigée des f,, est beaucoup plus faible que la convergence
uniforme). L’un des grands mérites de la théorie de Lebesgue est de dégager un espace
fonctionnel, ’espace des fonctions intégrables, que 'on peut munir d’une norme qui en
fait un espace de Banach. Le premier théoreme de convergence que nous démontrons est

di a Beppo Levi.

THEOREME 1.6.1. THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE, DIT DE BEPPO-LEVI.
Soit (X, M, p) un espace mesuré ot pu est une mesure positive. Soit (fn)n>0 une suite de

fonctions mesurables de X — R,.. On suppose que,
Ve e X, fu(x) / f(x), e f, tend simplement en croissant vers f.

Alors f est mesurable et

i [ fudu=su [ fdu= [ sin
X X X

n—00 n>0

Remarquons que ’hypothese de convergence est réduite a la convergence simple. Bien

entendu sans 1’hypothese additionnelle de croissance, le résultat est faux.2

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 1.3.1, sup f,, est mesurable et de la propo-
sition 1.5.3 (a) il vient que la suite ([ fndi)nen est croissante et majorée par [ fdpu.
Par conséquent

(1.6.1) lim fndu = sup/ fndp < / fdpu.

n—weeJx neNJ X X
Il reste donc a prouver 'inégalité inverse. Soient 1 > € > 0 et s une fonction étagée telle
que 0 < s < f. Considérons

E,={zeX,(1-¢s(z) < fo(x)}.

L’ensemble E,, est mesurable car s et f,, sont mesurables et donc f — (1 — €)s (qui a un

sens car s prend des valeurs finies) l'est aussi : on a E, = (f, — (1 — €)s)"}(R;). De
( zn3, pour 0 <z < 1/n,
24Prendre par exemple sur [0, 1], fn(z) = { 2n? — zn3, pour 1/n < x < 2/n . Lasuite de fonctions

L0 ailleurs.

. . . ool
continues f, tend simplement vers 0, néanmoins jo fn(z)dx — oo.
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plus, la croissance des f, implique celle des F,,. On a en outre X = U,cnF), car, si xg

appartenait a E° pour tout n € N, on aurait
+00 > (1 —€)s(xzo) > ful2o)(= 0)
et donc s(zg) €]0, +00[ et
J(z0) = sup fu(z0) < (1 - €)s(wo) < s(x0) < f(z0)

ce qui est impossible. Par suite, on a d’apres la proposition 1.5.3(d)(As est une mesure),
la proposition 1.4.2(b)(convergence croissante pour les mesures d’ensembles) et la propo-
sition 1.5.3(b)(homogénéité)

(162) [ (= Gsdu=Aaou(Ba) / AaasX) = [ (1= sdu = (1= O1(5),

Or comme (1 —€)s-1g, < f,-1g, < fn, la proposition 1.5.3(a) implique les inégalités

(1.6.3) /En(l —€)sdu < /En fndu < /andu.

On déduit de (1.6.1 — 3)

(1—¢€)(s) = lim/ (1—€)sdu < Sup/ fndpu,
" JE, n JX
et par conséquent

<“QA“““‘QQWJQSW£EW?AM“

s étagée<f

ceci pour tout € > 0. En prenant le supremum sur € > 0, on obtient le résultat®>. O

COROLLAIRE 1.6.2. Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou pu est une mesure positive.

Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables de X — R,. On pose S(x) = Z fn(z).
n>0
Alors S est mesurable positive et

/X Scmznz>O /X frdps.

25Ceci est vrai méme si fX fdu = 400 car tous les termes de la derniere inégalité sont alors +oo.
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DEMONSTRATION. La mesurabilité de S est une conséquence de la proposition 1.3.1

puisque d’une part

Su(x) = fulz) / S()

0<k<n

et la mesurabilité d’une somme finie de fonctions a valeurs dans R, est assurée par la

mesurabilité (due a la continuité) de

R+ X K+ E— @Jr

(,8) = a+f

On applique alors le théoreme de Beppo Levi ci-dessus et on obtient

(1.6.4) /Sdu:sup/ Spdjr.
b's n>0.Jx
Or on a
(1.6.5) [ Sudu= [ 3 pn= 3 [ pan
X X 0<k<n 0<k<n /X

la seconde égalité étant due au lemme 1.6.3 ci-dessous. En admettant provisoirement ce

lemme, on note que (1.6.4 — 5) impliquent le résultat du corollaire.

LEMME 1.6.3.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ot pi est une mesure positive. Soient
fi,..., fn des fonctions mesurables de X — R,.. Alors f1 +---+ fn est mesurable et

Jx(fi+-+fn)dp= [y frdp+ -+ [ fndp

DEMONSTRATION. Par récurrence sur NV, il suffit de prouver cela pour N = 2. Soient

donc f1, fo satisfaisant les hypotheses du lemme et, utilisant le théoreme 1.3.3, soient

s,gl),s,?) des fonctions étagées 0 < s,(cj) /" fi» 7 = 1,2. Du théoréme de Beppo Levi, il

vient
(1.6.6) /s,(j)d,u// Fidp.
X X

Par suite, du lemme 1.5.1 et du théoreme de Beppo Levi, il vient

[ sPdu [ P~ [ 60+ [ (i g
X X X X

ce qui avec (*x*x) donne le résultat du lemme. O
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LEMME 1.6.4. LEMME DE FATOU. Soit (X, M, pn) un espace mesuré ou p est une

mesure positive. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables de X — Ry. On a alors

/ (liminf f,,)dp < liminf </ fndp> .
x " " X

DEMONSTRATION. Notons tout d’abord que 1’énoncé a bien un sens, puisque la propo-

["inégalité

sition 1.3.1 assure la mesurabilité de lim inf f,, (par ailleurs & valeurs dans R ). Rappelons
que 'on a liminf f,, = sup,,cy (infg>n fi), de sorte qu’en posant g, = infy>,, f, on trouve
que g, est mesurable et telle que 0 < g,, /" liminf f,,. On peut alors appliquer le théoreme

de Beppo Levi qui donne
(1.6.7) / gndp / (liminf f,,)dp.
X X

De la proposition 1.5.3(a), il vient [y gndp = [y (infy>n fo)dp < [y fadp, ce qui im-
plique®® liminf [y gndp < liminf [, fndu et donc d’apres (1.6.7) le résultat du lemme. O

PROPOSITION 1.6.5. Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou | est une mesure positive.
Soit v : X — Ry une application mesurable. Pour E € M, on définit A, (E) = [, vdp.

Alors N\, est une mesure positive définie sur M et si f : X — R est mesurable

/de)\:/Xfwdu

ot f-v est la fonction mesurable®” définie par la convention 0.00 = 0. On notera na-

turellement d\ = vdu et on dira que d\ est la mesure de densité v par rapport a du.

DEMONSTRATION. On a trivialement A, () = [, vdu = 0 d’aprés la propriété 1.5.3(c).
En outre si (A;);en est une suite d’éléments deux a deux disjoints de M, on a d’apres le

corollaire 1.6.2
)\U(szoAj) = / Vd,u = / Zl/ : 1Ajdu = Z/ v - ]_Ajd,u = Z)\V(Aj),
Uizo4; X j>0 j>07X >0

ce qui donne la premiere partie de la proposition. Si la fonction f est étagée, on a

f= Zlg j<m @14, et on peut supposer que les o; sont des réels > 0. Dans ces conditions,

/de)\,/: Z Oéj)\,/(Aj)Z Z O,/j/XI/-lAjd,u,

1<j<m 1<j<m

on a

26 On utilise ici que pour des suites (), (yn) de R, les inégalités Vn, x,, < yp, impliquent lim inf 2, <
liminfy,. C’est une trivialité car, pour | > n, infg>, zx < x; < y; donc infy>, zi < infg>, yi et
limn(inkan :Ek) S limn (inszn yk)~

27"Voir la remarque 1.3.4.
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et en utilisant le lemme 1.6.3, il vient

fd)\,,:/ 04~1Aj~ud,u:/ f-vduy,
/X b'e Z ’ b's

1<j<m

soit le résultat pour f étagée. Dans le cas général, on utilise le théoreme d’approximation
1.3.3 et le théoreme de Beppo Levi (théoréme 1.6.1) qui donnent avec des fonctions étagées

(sx) tendant simplement en croissant vers f

B.Levi B.Levi

sk étagée
/ fdh, = Sup/ sgdA, = sup/ Sk -vdy = / f-vdp O
X k JX k JX X

Noter que I'on a utilisé subrepticement (dernieére égalité) que supy(si - v) = (Supy sk) - v,
ce qui est évident sauf si v(z) = +00,supy, six(z) = 0 ou bien v(z) = 0, supy, sx(r) = +o0.
Dans ce dernier cas, on obtient bien 0 ainsi que dans le premier car tous les si(x) sont

nécessairement nuls.

DEFINITION 1.6.6. Soit (X, M, ) un espace mesuré ou y est une mesure positive.
Soit f : X — C une application mesurable. On dira que f appartient & £ (u) si

/ | Fldp < +oo.
X

On pose alors

[ sdn= [ ®epidn~ [ Re)-dui [ @ pyida-i [ (mp)dn

b's b's b's b's b's

ce qui a un sens car les intégrales [ (Re f)+du , [ (Im f)+dp sont majorées (proposition
1.5.3(a)) par [y |f|dp qui est finie.

PROPOSITION 1.6.7.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ot p est une mesure positive.
Alors LY (1) est un espace vectoriel sur C et f fX fdu est une forme linéaire sur cet

espace.

DEMONSTRATION. Soient f,g € L£}(u) et o, 8 € C. Alors af + g est une fonction
mesurable (th.1.2.5) et comme |af + Bg| < |a||f] + |B]|g], la proposition 1.5.3(a,b) et le
lemme 1.6.3 assurent a.f + B3g € L1 (). Si f = f1 +if2,9 = g1 +1ig2 est la décomposition

en parties réelle et imaginaire, on a

(1.6.8) Re [ (F+9)dn= [ (5t qedn= [ (5 +on)-du
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Or on a
Re(f+g)=(fi+9)+ - (fit+tag)-=Fi+g1=([1)+ = (fi)-+(91)+ — (91)-,
et par conséquent
(fi+g0)++ (f1)- + (91)- = (f1)+ + (91)+ + (1 + 91)-,

ce qui montre en appliquant le lemmel.6.3 que

J o [ o-dut [ @odu= [ (Rt [ @sdus [ (hra)-du

X

et par suite de (1.6.8) il vient

Re [ (Frodi= [ ()it [ (@n)adn= [ (0)-dus [ ()= [ Regaut | Regdp.

Comme un raisonnement analogue fournit

tw [ (eodn = [ (Fyedt [ (@)= [ ()-dot [ (go)-dp = [ 1o fae [ g,

il vient
(1.6.9) /(f—}-g)du:/ Refdp+/ Regdu+i/ Imfdp+z'/ Im gdp.
b's b's b's b's b's

Or d’apres la définition 1.6.6, on a

/deMZ/XRefdqui/XImfdu,

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu~

Par ailleurs, si &« = a7 4 ias est un nombre complexe, d’apres ce qui précede, on a

/OéfdM:/ Oélfldﬂ—/ 042f2dﬂ+/ ialfzdu‘i‘/ o frdp.
X X X X X

Or pour aq, f1 réels, la définition 1.6.6 et la proposition 1.5.3 (b) donnent (en discutant

et donc (1.6.9) implique

sur le signe de ay) [y a1fidu = oy [ fidp. Il nous reste donc & démontrer [, ifidy =
i [ fidp, ce qui est une conséquence immédiate de la définition 1.6.6. Ceci acheéve la

démonstration de la proposition 1.6.7.
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THEOREME 1.6.8. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE?S.  Soit
(X, M, 1) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit (f,)nen une suite de
fonctions mesurables de X dans C telle que les propriétés suivantes soient vérifiées.

(1) Convergence simple. Pour tout x € X, lim,,_,o fn(x) = f(x).
(2) Domination. Il existe g : X — R, mesurable, vérifiant Jx 9dp < +o0, telle que

vneNVz e X, |[fu(2)] < g(2).

Alors la fonction f est mesurable et Uon a [ |fldp < 400 et
lim / |f — fnldu =0, ce qui impligue  lim / fndp :/ fdpu.

DEMONSTRATION. La mesurabilité de f est une conséquence de la proposition 1.3.1.

En outre, la proposition 1.5.3 (a) implique

/ | fnldp S/ gdp < +o0.
X X

Le lemme de Fatou (lemme 1.6.4) fournit alors
/ ]f\d,u:/ liminf | f,|dp < liminf/ | fnldp g/ gdp < +00.
D' x " n D¢ X
Par ailleurs, I'inégalité |f,, — f| < 2g et le lemme de Fatou impliquent
/ 2gdp = / liminf(2g — [, — f|)dp < liminf/ (29 = |fn — fl)dp < / 2gdp < +00.
X x " n X X
Du lemme 1.6.3, il vient alors
| o=ttt [ 152~ fldn= [ 29dn <timint [ (2915, fl)an
X X X n X
et par suite, on obtient
imsup [ |~ fld < limint [ (29| fl)dy+limsup — U (20— |fn — fl)du| =0,
n D¢ n X n X

car la suite numérique [ (29 — | fn — f|)dp est bornée. [

280n verra plus bas une version un peu plus générale tenant compte des ensembles de mesure nulle
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1.7. Espace L'(u) et ensembles de mesure nulle

La proposition suivante introduit la notion de propriété vraie presque partout dans

une espace mesuré (X, M, u). On écrira en abrégé pu-pp pour p presque partout.

PROPOSITION 1.7.1.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ot p est une mesure positive.

Soient f,g: X — R, des applications mesurables.

(a) Alors [y fdu =0 équivaut a f =0, pu-pp, i.e. p({z € X, f(z)#0}) =0.
(b) Si f <g, u-pp i.e. u({x € X, f(x) > g(x)}) =0, alors, on a l'inégalité

/deuéfxgdu-

(c) Si f=g, p-ppice. p({x € X, f(x) # g(x)}) =0, alors [y fdu = [y gdp.
(d) Si [y fdp < +o0, alors f < 400, p-pp, i.e. ,u({a: € X, f(x)= -l—oo}) =0.

DEMONSTRATION. Pour (a), si [, fdu = 0, on pose, pour k > 1 entier, F, = {f >
1/k}. La suite F}, est croissante mesurable et Ug>1F), = {f > 0}. De la proposition 1.4.2,
il vient u(Fy) / pw({f > 0}) lorsque k — +o0. Or on a

Proliii3(a) Prop.1.5.3(b)
u(B) = [ 1tr = amde 2 [ ki 2k [ pau=0— (s > 0 o

Réciproquement, si u(E) =0 avec E = {f > 0}, comme f = f-1p, il vient
/ fdu = / f-1gduy= / fdu =0, d’apres la Proposition 1.5.3 (c).
X X E
En particulier, pour f € £1(u), on a
(1.7.1) / |fldp=0= f =0, — pp.
X

Démontrons (b). Considérons I'ensemble de mesure nulle F = {z € X, f(z) > g(z)}.
On a

(1.7.2) f=f1g+f 1g, g=¢g-1p+g-1ge,

et f-1lge <g-1lge. Compte-tenu de la proposition 1.5.3(a) et du lemme 1.6.3, il suffit

/f~1Edm:O:/g-1Edm
X X

de prouver
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ce qui est effectivement le cas car [y f-1gdm = [, fdu = 0, d’aprés la proposition
1.5.3(c). En utilisant (1.7.2) pour £ = {z € X, f(z) # g(x)}, le lemme 1.6.3 et la
proposition 1.5.3 (c), on démontre (c). Pour obtenir (d), on pose E = {f = +o0}, et I'on

remarque que u(F) > 0 implique, pour tout entier n > 1,

/deMZ/Efd,uZn/Edu:nu(E),

ce qui donne [ fdu = +oo. O

DEFINITION 1.7.2.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ol j est une mesure positive.
L’espace L!(u) est le quotient de £!(p) (cf. définition 1.6.6) par la relation d’équivalence

d’égalité p-pp (f ~ g signifie u({z € X, f(z) # g(z)}) = 0).

Remarquons que L!(p) est un espace vectoriel comme quotient de £(u) par le sous-
espace vectoriel {f € L'(u), f ~ 0}.?? Par ailleurs, l'application linéaire f — [, fdu
définie sur £1(u) passe au quotient, i.e. ne dépend que de la classe d’équivalence de f.3°

De méme, si f,g € £(n) sont & valeurs réelles et

(1.7.3) f < g p-pp, alors / fdu < / gdp.
X X
Ceci est une conséquence immédiate de la proposition 1.6.7 et du fait que
g—f~(g—f)lne =20, avec u(N)=0,

donnant le résultat (1.7.3) en utilisant la proposition 1.7.1.

THEOREME 1.7.3.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive.
(a) L’application de L'*(u) dans C définie par f — Jx fdu est une forme linéaire.
(b) L’application de L* () dans Ry définie par f — [y |fldp = [ £z, est une norme
et pour f € L' (u)

(1.7.4) ‘ / fdu‘é /. \ridn

DEMONSTRATION. Le (a) est démontré par la remarque précédente, et pour la méme

raison, P’application de (b) est bien définie sur l'espace quotient L'(u). Si f € L£1(u)

298i f1, f2 € LY (i) sont nulles respectivement sur N§,N§ ou p(Nj) = 0, alors pour a, a2 € C on a
a1f1 +azfz = 0sur (N1 U N2)¢ donc pu-pp car u(Ny U N2) = 0.

30En effet, si f ~0ona [y fdu =/ Ref)ydu—JyRef)_du+il(Im f)ydp—if(Im f)ydp=0
d’apres la proposition 1.7.1(e).
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vérifie || fll;1(,y = 0, la proposition 1.7.1(a) implique f ~ 0, ie. f = 0 dans L'(u).
La proposition 1.5.3(b) donne I’homogénéité de cette application, tandis que l'inégalité

triangulaire découle de [|f +gll 1) = [ [f +gldp < [ (If1 + lgDdp = Ifll i +
19[/z.1 () - Pour terminer, démontrons (1.7.4). Posons

z = / fdp = |z|e®.
b's
On a, en utilisant la proposition 1.6.7, la définition 1.6.6 et (1.7.3),

'/X fdu’ = Re (e_w/xfd,u> :Re/xe_wfdu:/XRe(e_wf)d,uS/X|e_i9f]du:/x

O

THEOREME 1.7.4. THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE DE LEBESGUE. Soit
(X, M, 1) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit (fn)nen une suite de
fonctions mesurables de X dans C telle que les propriétés suivantes soient vérifiées.

(1) Convergence simple. Pour p-presque tout®' z € X, lim, o fn(z) = f(2).
(2) Domination. Il existe g : X — R, mesurable, vérifiant fX gdp < 400, telle que

Vn € N, pour p-presque tout® z € X,  |fn(z)] < g(z).

Alors la fonction f est® mesurable et Uon a [y |f|dp < o0 et
lim / |f — fnldu =0, ce qui impligue  lim / fndp :/ fdpu.

DEMONSTRATION. En tenant compte des notes en bas de page, on pose
B=NUUpenM,, (onaBeMetuB)=0), f(z)=1lmf,(z)lz(x).

La suite fn = 1pcf, vérifie les hypotheses du théoreme 1.6.8. Par suite, on obtient
feLt(n) et

lim / |fn — Fldu = 0.
n—+oo [
Comme on a |f — f,| = |f— ﬁl| +|f—fallp et f= f+ f1p avec pu(B) =0, il vient de
la proposition 1.5.3(c) que f € L£L*(u) et le résultat
lim / o — fldp = 0.

b's

n——+oo

3111 existe N € M, tel que u(N) = 0 et Vz € N€ la suite (fn())neN est convergente de limite f(x).
32yn € N,3M,, € M avec u(M,) = 0 tel que Vo € MS, |fn(z)| < g(z).
330n définit f(x) = 1nec(x) limy, fn(z).

| fldp.
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REMARQUE. Ce théoreme peut s’exprimer de maniere plus élégante et synthétique en
disant simplement que si (fy,)nen est une suite de L'(u) convergeant simplement vers f
avec une condition de domination |f,,| < g € L'(u), alors f,, converge vers f dans I’espace
L'(p). En résumé, pour une suite f,, de L (),

simplement
—_—

fn f ]
(1.7.5) et implique In L), f.

|ful < g€ L' (p)
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Notes

Passons tout d’abord en revue les quelques noms de mathématiciens rencontrés au fil
de ce chapitre. Des détails supplémentaires peuvent étre obtenus sur le web, par exemple
a l’adresse

http:// www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/

Le baron Augustin Cauchy, mathématicien francais (est-il besoin de le rappeler?)
vécut de 1789 a 1857 et est 'un des fondateurs de 'analyse. Stefan Banach (1892-1945)
mathématicien polonais, est I'un des péres de I’analyse fonctionnelle. Emile Borel (1871-
1956), mathématicien et homme politique francais, est I'un des fondateurs de la théorie de
la mesure. René Baire (1874-1932) est un mathématicien francais ; le théoreme du méme
nom constitue le fondement de ’analyse fonctionnelle. Le lecteur aura noté ’orthographe
du patronyme Bernoulli, qui comporte un seul “1i”. Les freres Jacques (1654-1705) et
Jean (1667-1748) Bernoulli ainsi que Daniel (1700-1782), fils de Jean, ont vécu a Bale et
ont contribué au développement du calcul intégral (Jacques), de la mécanique (Jean) et de
la théorie cinétique des gaz (Daniel). La contribution de Jacques (qui est celui cité dans
I'exemple (10) du §1.4) au calcul des probabilités est également célebre a cause de la Loi
des grands nombres sur laquelle nous aurons l'occasion de revenir. Paul Dirac (1902-1984)
est un physicien britannique, dont les travaux sont fondateurs de la mécanique quantique.
Pierre-Simon Laplace (1749-1827) est un mathématicien et astronome frangais. Carl-
Friedrich Gauss (1777-1855) est le plus grand mathématicien allemand de son époque.
Denis Poisson (1781-1840) est un mathématicien francais. Henri Lebesgue (1875-1941)
a formulé la théorie moderne de la mesure en 1901, généralisant en particulier I'intégrale
de Riemann. Bernhard Riemann (1826-1866) est un mathématicien allemand aux con-
tributions tres variées, de la théorie des nombres a I’analyse mathématique. Felix Haus-
dorff (1869-1942) est un mathématicien allemand, fondateur de la topologie générale.
Beppo Levi (1875-1961) est un mathématicien italien, professeur a l'université de Génes
et également grand spécialiste de géométrie algébrique ; il fut contraint en 1938 a ’exil en
Argentine par les lois antisémites du fascisme mussolinien. Il y a actuellement un Institut
Beppo Levi de recherche mathématique dans la ville argentine de Rosario. Pour en savoir
plus, on pourra consulter le site (italien)

http://www.math.unifi.it/matematicaitalia

Pierre Fatou (1878-1929) est un mathématicien francais, auteur du lemme démontré

ci-dessus, qui est I'un des fondements de la théorie de la mesure.



