2. CONSTRUCTION DE LA MESURE DE LEBESGUE SUR R¢

2.1. Partitions de 'unité sur R?

Soit f : R? — C une fonction continue. On définit le support de f et on note supp f

I’ensemble
(2.1.1) supp f = {x € R%,il n’existe pas de voisinage V de z tel que fiv =0 }.
On peut remarquer que 1'on a

supp f = {z € R?, f(z) # 0}.

En effet, d’apres (2.1.1), ¢ supp f équivaut a “il existe un voisinage V' de z tel que

f =0sur V7. Par ailleurs, x ¢ {z € R?, f(z) # 0} équivaut & x est un point intérieur a
{x € RY, f(x) = 0} car (A)° = int(A°). Par suite, 'appartenance & cet ensemble équivaut
a “il existe un voisinage V' de x tel que f = 0 sur V”, qed. On vérifie donc que supp f
est un fermé car (supp f)¢ est la réunion des ouverts sur lesquels f = 0.

Le lecteur s’interrogera peut-étre sur le caractere apparemment alambiqué de notre
définition (2.1.1), mais c’est bien celle-ci qui aura un sens (en remplagant f = 0 sur V par
f =0 p-pp sur V') lorsque nous voudrons définir le support d’une fonction non continue de
L'(p). Anticipons un peu sur le déroulement du cours, et supposons construite la mesure
de Borel m sur R de I'exemple (1.5.10). Considérons f = 1 la fonction indicatrice des
rationnels. Comme les rationnels sont une réunion dénombrable de points, m(Q) = 0 et

f =0 m-pp. En définissant
(2.1.1)" suppf={ze€ R?, il n’existe pas de voisinage V de x tel que filv =0 m-pp }.

on trouve naturellement supp 1o = (). La définition (2.1.1) serait évidemment désastreuse,
car la densité de Q dans R signifie que I’adhérence de I’ensemble {z € R, 1p(z) # 0} est
R. La bonne définition du support est donc donnée par (2.1.1)’, et nous verrons que pour
les fonctions continues, elle coincide avec (2.1.1).
Nous laissons au lecteur la vérification du fait que la fonction p définie! par
exp—(1—|z*)~! pour |z| <1,
p(r) = {

(2.1.2)
0 pour |z| > 1.

Lz = (2 1<j<d x?)l/z désigne la norme euclidienne sur R%.
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est indéfiniment différentiable (nous écrirons C°) & support compact B; = B(0,1), la
boule unité euclidienne fermée de R¢. L’espace vectoriel des fonctions de R? dans C,
indéfiniment différentiables (resp. continues) et & support compact sera noté C°(R9)
(resp. C.(R?)). On peut remarquer que si f € C.(R%) on a f(R?) = f(supp f) U {0} et

comme l'image continue du compact supp f est compacte, I'image f(R?) est compacte.
PROPOSITION 2.1.1. Soit  un ouvert de R% et K un compact inclus dans Q2. Alors
il existe une fonction @ € C.(R?) telle que

0<ep<1, ¢xg=1, supppCQ.

Nous aurons besoin du lemme suivant, qui présente par ailleurs un intérét intrinseque.

LEMME 2.1.2. Soit A une partie non vide de R?. On pose, pour z € R?,

d(xz, A) = ;relg |z — al.

Alors la fonction d(-, A) est lipschitzienne de rapport <1, i.e.
|d($1,A> — d(SL’Q,A)| S |.Cl)1 — .TQ‘.

Cette propriété implique la continuité uniforme de d(-, A).

DEMONSTRATION DU LEMME. En notant d(z, A) = |z — A|, pour z1,z2 € R? et € > 0,
il existe a € A tel que
|lx1 — Al < |x1 —a| < |xr1 — A|l + e

Il vient

lzg — Al — |21 — A| < |ze —a|l — |x1 —a| + € < |z — 21| + €

et, par conséquent, |xo — A| — |z1 — A| < |22 — x1]. En échangeant les roles de z1 et xa,
on obtient
w2 — Al = 21 — A]| < |zo —an], O

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Comme K est un compact inclus dans €2, on

2.1. —  inf —yl = d(K.Q° .
(2.1.3) €0 xell<r,ly¢9|m y| = d(K,Q°) >0
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En effet, sinon on pourrait trouver des suites zx € K, et yi € Q° telles que
lilgn (xx —yx) = 0.

Comme K est un compact de R%, on peut extraire une sous-suite convergente dans K de

x. La suite yr — xj tendant vers 0, on obtient, puisque €2¢ est fermé
Q° >= lilmykl = li}n(xkl +yp, —xp) =€ K
ce qui est impossible car K C 2. On obtient par conséquent

K+%)Blcﬂ

car, si |t| < €y/2 et x € K, alors x +t € ) (sinon on aurait z +t € Q° et ¢g = d(K,Q°) <

€0/2 ce qui est impossible car ey > 0). Posons alors
4
(2.1.4) o(r) = max(0,1 — a]w — K¢y /4l)-

La fonction est a valeurs dans [0,1] et continue comme maximum de deux fonctions

continues. En outre, si p(x) # 0, alors | — K /4| < €0/4 et donc

€0 €0
J:EKSTO_f—ZBlCK_i_EBly

ce qui implique d’apres (2.1.1) que supp ¢ C K, /o C €. Par ailleurs, si x € K. /4 D K,
on a ¢(x) = 1.

REMARQUE. La fonction ¢ construite ci-dessus vaut 1 sur K. /4 qui est un voisi-
nage compact de K car K, /4 est compact comme somme de deux compacts et K, /4 D

Uzex B(x,e0/4) D K. En outre, le lemme 2.1.2 implique que ¢ est lipschitzienne de

rapport
4 4
S —=——F>F=-
T e dist(K,Q°)
THEOREME 2.1.3. Soient Q,...,Q,, des ouverts de R? et K un compact tels que

K C QU...Q,,. Alors pour tout j € {1,...,m}, il existe des fonctions ; € C.(€;;[0,1])

telles que
1= ) Vi

1<j<m
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On dira que (Vj)1<j<m est une partition de l'unité sur K, subordonnée au recouvrement
(Q;)1<j<m- En particulier, si 6 € C.(Ui<j<m;), en utilisant ce qui précéde pour K =
supp 0, il vient

0 = Z 0;, avec 0; =60y, € Co().

1<j<m

DEMONSTRATION. Remarquons que le cas m = 1 est traité par la proposition 2.1.1.
Pour tout x € K, il existe r(z) > 0 tel que K C UzerxB(z,r(x)), ou la boule fermée

B(z,7(x)) est incluse dans I'un des 2. Du lemme de Borel-Lebesgue, il vient alors
K C UlglgNB(xl,T(xl)) C U1§1§N1§<1‘Z,T’(l‘l)).

En posant

K; = U Blai,r(z),

_ 1<i<N,
B(zl,r(zl))CQj

on trouve que

K CUi<j<mKj, avec K; compact C §2;.

D’apres la proposition 2.1.1, il existe ¢; € C(€25;[0,1]) avec Pix, = L Posons alors

Y1 = 1,
P2 = (1 — p1)p2,

On a évidemment ¢; € C.(€;;[0,1]) et par récurrence sur m l'identité
(2.1.5) doodi=1- [ (t-wy).
1<j<m 1<j<m
En effet (2.1.5) est vérifiée pour m = 1 et en supposant ’hypothese vérifiée pour m, on

obtient
o i=1— J] Q=g +emn ] O-w)=1- ] Q-¢).
1<j<m+1 1<j<m 1<j<m 1<j<m+1

Par conséquent, on a

K CUicjemE; CUigem{py =1} C{ > ¢y =1},
1<j<m

ce qui acheve la démonstration du théoreme.
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2.2. Théoréme de représentation de Riesz sur R?

Dans la suite, étant donné un espace topologique localement compact séparé X, nous
appellerons mesure borélienne sur X toute mesure positive définie sur la tribu des boréliens

de X, finie sur les compacts.

THEOREME 2.2.1. Soit L : C.(R?) — C une forme linéaire positive (i.e. telle que
f >0 implique Lf > 0; on dit que L est une mesure de Radon positive sur R?). Alors,
il existe une tribu M sur R%, contenant la tribu des boréliens, et une unique mesure [
définie sur M telle que

(a) Pour tout f € C.(R%), Lf = [y fdu.

(b) Pour tout compact K C R?, pu(K) < +o0.

(c) Pour tout E € M, u(E) =inf {u(V), Vouvert > E} (régularité extérieure).

(d) Pour tout borélien E et pour tout E € M tel que p(E) < 400,

w(E) =sup{u(K), K compact C E}  (régularité intérieure).

(e) Pour tout E € M tel que n(E) = 0, A C E impliqgue E € M (la tribu M est
p-compléte).

Remarquons que (a) a bien un sens car si f € C.(RY), elle est Borel-mesurable et
donc l'image réciproque d’un borélien de C est un borélien de R? donc un élément de
M, ce qui assure la mesurabilité de f. En outre, si f est a support compact, I'inégalité
|f| < 1gsuplf| et (b) montrent que f € L1 (u).

Démontrons d’abord 'unicité. Comme p doit satisfaire (d) et que les ouverts sont
des boréliens, on a pour V ouvert, u(V') = sup {u(K), Kcompact C V'}. La propriété (c)
montre alors que p est déterminée completement par ses valeurs sur les parties compactes
de R?. Soient i,z deux mesures positives définies sur une tribu M contenant les
boréliens et vérifiant les propriétés (a,b,c,d,e). Soit K un compact de R%. De (b) et (c),

il vient que, pour tout € > 0, il existe un ouvert V. D K tel que

p2(K) < pa(Ve) < pa(K) + €

Soit ¢ € Ce(Ve; [0,1]) telle que ¢ = 1 (cf.proposition 2.1.1). Alors, on a

w1 (K) = / 1cdpis < / pdpiy = Lp = / pdyis < / Ly, dpiz = pa(V2) < pa(K) + e,
X X X X
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ce qui implique pq(K) < pa(K). On obtient donc en échangeant les roles de py et o

Nous allons maintenant construire p et M. Pour V ouvert , on pose

(2.2.1) u(V) = sup{ch, peC, (V; [0, 1]) },

et on note que comme Ly € Ry, on a u(V) € R;. Bien entendu, si Vi C V5 sont des
ouverts, I'inclusion C,.(V1) C C.(Va) implique p(V1) < (V). Pour E C RY (quelconque),

on définit sa mesure extérieure par (ceci donne la propriété (c) du théoréeme 2.2.1),
(2.2.2) w*(E) = inf{u(V), Vouvert O E}.
Pour V' ouvert, on a p(V) = p*(V) car si un ouvert W O V, on a u(V) < p(W) et

par conséquent p* (V) < u(V) < p*(V). Nous ne prouverons pas la o-additivité de p*

sur P(R?), mais? seulement sur une tribu contenant la tribu B des boréliens. On pose

également

(2.2.3) Mp={FCX, p(E) <+oo, p*(E) = sup  p(K)},
KcompactCFE

(2.2.4) M ={FE C X,VKcompact, KNE € Mp}.

L’application p* est croissante car si B D A, les ouverts qui contiennent B contiennent
aussi A. De plus, si p*(E) =0, alors E € M N Mpg ; en effet, si K C E est un compact
de X, on a p*(K) = 0 par monotonie, ce qui donne £ € Mp ; en outre £ € M car si
K est un compact p*(KNE) < p*(E) =0 et donc KN E € Mg d’apres ce qui précede.
Ceci implique (e) dans le théoreme 2.2.1 car si A C E et pu*(E) = 0, alors p*(A) = 0 et
Ae M.

Remarquons également la monotonie de L: si f < g € C.(R%;R) alors

Lg=Lg-f+f)=Lg—-f)+Lf>Lf

20n peut d’ailleurs démontrer qu’il n’existe pas de mesure positive définie sur toutes les parties de
R?, coincidant avec la mesure de volume ordinaire sur les pavés compacts. C’est la raison pour laquelle
fut introduite la notion de tribu, afin de limiter le procédé d’extension de la mesure de volume a des
ensembles d’abord dans la tribu de Borel, puis dans la tribu complétée, i.e. celle qui est engendrée par
les boréliens et les ensembles de mesure nulle.
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LEMME 2.2.2. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et u, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(RY) par (2.2.1 — 2). Alors p* est o-sous-additive, i.e.
si (Ej)jen est une suite de parties de R?, alors
(2:2.5) pr(UjenE;) <Y p(Ey).

JEN

DEMONSTRATION. Considérons d’abord des ouverts V7, V5 et posons V = V; U V5. Par

définition, on a

p(V)=  sup Lo
PEC(V;[0,1])

Si ¢ est élément de C.(V;[0,1]) et K = suppp, le théoreme 2.1.3 montre l'existence
de 0; € C.(V;;[0,1]),7 = 1,2, telles que 61 + 02 = 1 sur K. Par conséquent, il vient
@ = 01 + O et donc avec p; = 0;p

Lo =Lp1+ Lz < sup  Len+  sup  Loo = p(Vi) + p(V2),

(z)lecc(vl;[ovl]) (z)QECc(Vl;[O!]'D
ce qui implique p(V1UVa) < p(Vi)+p(Vz). Par récurrence sur n, on obtient immédiatement,
pour Vi,...,V, ouverts, 'inégalité
(2.2.6) p(Ui<e<nVi) < Y u(Va).
1<k<n

Pour démontrer le lemme, on peut supposer que pour tout j, pu*(E;) < +oo, sinon le
résultat est immédiat. De (2.2.2), il vient alors, pour tout € > 0 et pour tout j € N,

I'existence d'un ouvert V. ; O E; tel que
W) < n(Vey) < p*(Ej) +e27770

Posons V. = UjenVe,; et considérons ¢ € C.(V;[0,1]). Comme le support de ¢ est
compact, il existe n € N tel que ¢ € C.(Up<;j<nVe;;[0,1]). Par suite, de la définition et
de (2.2.6), il vient,
Lo < p(UosjenVey) < Y u(Vey) < Y (B + 277 <et+ > u*(E)),
0<j<n 0<j<n JeN
et par conséquent, comme p* est monotone et U;enE; C Ve, on a pour tout € > 0

pUjenEy) <pr (V) =p(Ve) = sup Lo <e+ Y p'(E))
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LEMME 2.2.3. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et u, u* définies respective-
ment sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1 —2). Alors tout compact de R? est élément
de Mp (ce qui implique (b) dans le théoréme 2.2.1) et plus précisément, si K est un

compact de R?,

(2.2.7) p*(K) = inf{Lp, ¢ € C.(R%;[0,1]), o =1}

DEMONSTRATION. Soit K un compact de R%, » € C.(R%;[0,1]), pr=let1>e>0.
L’ensemble V, = {z € R? ¢(z) > 1 — €} est un ouvert contenant K. Si ¢ € C.(V;;[0,1])

alors on a
l-ev<(1-ely. <p

et par conséquent, d’apres la monotonie de L, on obtient

(2.2.8) W) < (V) = p(V) = sup Ly < (-0 'L,

¢€CC(V€7[071})
Ceci implique que p*(K) < Ly < 400 et donc, comme 1" (K) = SUP}, compact cx 4 (L),
on obtient que K € Mp. Par ailleurs, de (2.2.8), il vient également

2.2.9 (K) < inf L.
( ) H ( ) o WGCC(Rdv[Ovl]% %O\Kzl 4

Pour démontrer ’égalité, on remarque, que puisque p*(K) < 400, pour tout € > 0,

il existe un ouvert W, contenant K tel que pu*(K) < pu(W.) < p*(K) + e. D’apres la
proposition 2.1.1, il existe ¢ € Cc(We; [0, 1]), o x = 1. Par suite, on a, pour tout € > 0,

Lo < p(We) < p*(K) + ¢,

ce qui implique

inf Lo < " (K ,
wGCc(Rd,[l(?l}), o x=1 P piK) e

et le résultat du lemme.
LEMME 2.2.4. Soit L une mesure de Radon positive sur R et u, u* définies respec-

tivement sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1—2). Alors tout ouvert V vérifie (d) dans

le théoreme 2.2.1, i.e.

(2.2.10) u(V) = sup w(K).
K compact CV
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En particulier, Mg contient tous les ouverts V tels que (V') < oo.

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord p(V) < 4o0o0. Pour tout € > 0, il existe
e € C.(V51]0,1]) telle que
u(V) —e < Lo < p(V).

Considérant le compact K. = suppp. C V et W un ouvert contenant K., on a ¢, €
C.(W;][0,1]) et donc

< < 1 =u* .
Lpe < p(W) = Llpd) < | inf _ p(W) = p" (Ke)

Ceci implique, en utilisant aussi la monotonie,

p(V)—e<p* (Ko< sup  p*(K)<u(V)
K compact CV
ce qui est le résultat. En outre, si V est un ouvert tel que u(V) < 400, nous avons
démontré
u(V) = sup pw(K), ie Ve Mpg.

K compact CV

Si u(V) = 400, on trouve une suite ¢ € C.(V;]0,1]) telle que Lyy > k. Considérant
le compact Kj, = supp ¢ C V et W un ouvert contenant Ky, on a ¢ € C.(W;0,1]) et
donc

< < i =u* .
Low < p(W) = L(pe) < | inf | p(W) = 7 (K5)
Ceci implique limy p*(Ky) = +o00 et (2.2.10) dans ce cas. O

LEMME 2.2.5. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et u, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(RY) par (2.2.1 — 2). Soit (E;)jen une suite d’éléments

deuz a deux disjoints de Mg, alors

(2.2.11) W (UgenEy) = 3w ().

Si de plus p*(UjenEj) < +00, alors UjenE; € Mp.

DEMONSTRATION. Remarquons tout d’abord que pour K7, Ko compacts disjoints, on

(2.2.12) p (K1 U Ks) = p (Ky) + p' (K2).
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En effet, on a Ky C K§ ouvert et on peut considérer ¢ € C.(Kg;[0,1]) telle que g, = 1.
D’apres le lemme 2.2.3, pour tout € > 0, il existe 1, € C.(R%;0,1]) telle que Ve k,0k, = 1
et vérifiant

pw (K1 UKs) < Ly < (K3 UKy) +e.

De plus, on a phe e, = 1 et (1 —¢)1/J6|K2 = 1. Par conséquent, on obtient pour tout € > 0,

lemme 2.2.3

pr(Ky) +p"(K2) < L(pe) + L((1 — @)be) = L(¥e) < p" (K1 U K3) + €
lemm§2,2.2 p (K1) + p (K2) + e,
ce qui donne (2.2.12). Revenons a la preuve du lemme. Comme le lemme 2.2.2 fournit une
inégalité, si p*(UjenE;) = 400, on obtient le résultat. Supposons donc p*(UjenE;) <
+oo et considérons € > 0. Comme E; appartient a Mg, on peut trouver des compacts
K. ; C Ej tels que
pH(Ej) — 2777 < it (Key) < p*(EBy).

Par conséquent, on a, pour tout entier n

* monotonie * réc(fffe.iizz :Er n *
p(UjenE;) > p*( Uogj<nKej; ) = > wt(Key)
—_——

compacts
deux & deux disjoints

ce qui donne le premiere partie du lemme. Montrons maintenant que £ = UjenE; € Mp.

Comme la série >, u*(Ej) = p*(E) est convergente, pour tout € > 0, il existe N tel

que
compact CE
pHE)—e< Y pi(B) <e+ Y, w(Key) =e+p (Uogjon. Kej)-
0<j<Ne. 0<j<Ne
Par conséquent, on a
monotonie

po(E) < 2e+ p"(Uogjen Kej) <2+ sup  p™(K) < 2e+p"(E),
K compact CFE

ce qui acheve la démonstration du lemme 2.2.5.
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LEMME 2.2.6. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et p, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1 —2). Soient E, Ay, Ay € Mp. Alors

(i) pour tout € > 0, il existe K. compact et V. ouvert tels que
K. CECV, et uVA\Ke) <e,
(ii)) A1\Ag2, A1 U Ay, A1 NAy € Mp.
DEMONSTRATION. Par définition de Mg, on a

*(E) < +o0, inf V)=u"(FE) = su *(K).
'u( ) V ouvert DE’u< ) M( ) Kcompgzt CEIU( )

Par suite, pour tout € > 0, il existe un compact K. C F et un ouvert V., D F tels que
pi(E) —e/3 <p(Ke) < p™(E) < p(Ve) < p'(E) +¢/3.

Comme V. \ K est un ouvert tel que pu(Ve\K,) < 400, il vient du lemme 2.2.4 que V. \ K, €
Mpg. Les lemmes 2.2.5 et 2.2.3 donnent alors

(VK + p*(Ke) = p(Ve) < p™(E) + €/3 = p* (Ve\Ke) < 2¢/3,
ce qui prouve (i). En utilisant ce résultat, on trouve pour A;, Ay € Mp
K compact C A; C Vj ouvert, pu(V;\K;) <e.
Comme A;1\As C V1\ Ko C (V1\K7) U (K1\V2) U (Vo\K3), le lemme 2.2.2 donne
pr(A1\Az) < 2e+ p* (K1\Va),

et comme K7\Vs est un compact C A;\As, on trouve que A;\Ay; € Mp. En outre,
légalité Ay U Ay = (A1\A2) U Ay et le lemme 2.2.5 donnent A; U Ay € Mp. De plus,
I'identité
A1NAs = A \(41\A2)
M~ N——
EMFp EMPp

et le début de cette preuve montrent que A; N Ay € Mp. O
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LEMME 2.2.7. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et p, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1 —2). Alors, M définie en (2.2.4) est une

tribu sur R% contenant les boréliens.

DEMONSTRATION. Soit K un compact de R% et A € M. Alors on a
A°NK =K\A=K\(ANK),

et comme K€ Mp (lemme 2.2.3) et AN Ke Mp (hypothese), il vient, d’apres le lemme
2.2.6, A°N K€ Mp ce qui implique A° € M. De plus si (4,),>1 est une suite d’éléments

de M et K est un compact, on a

(Uj=14;) N K = U;>1(4; N K)
=ANK
U(A2NK)\(4; N K)
U (A3 NK)\[(A2NK)U (4; N K)]

U (An NK)\[Ui<jcn(4; N K)]

et comme A; N K € Mp par hypothese, on déduit du lemme 2.2.6 que pour tout n,
A, N K)\[Ui<jen(A; N K)] € Mp. Or ces ensembles sont deux a deux disjoints de
réunion A N K de mesure finie car u(AN K) < p(K) < +o00. On peut donc appliquer le
lemme 2.2.5 qui donne ANK € Mg et donc A € M. En outre, si F' est un fermé, F'N K
est un compact et donc est élément de Mg, ce qui implique que F' € M. En particulier
R? appartient & M. Finalement, M est une tribu sur R? qui contient les fermés et donc

les boréliens. [

LEMME 2.2.8. Soit L une mesure de Radon positive sur R et u, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1 —2). Alors, avec Mg et M définies en
(2.23—4), on a

Mp={EeM, p"(F) < +o0}.

Ceci implique la propriété (d) du théoréme 2.2.1 pour les éléments de M de mesure finie.

DEMONSTRATION. Soit E € Mg et K un compact. Les lemmes 2.2.3-6 montrent que
K,ENK € Mg, ce qui implique que E € M. Réciproquement, si E € M et u*(E) < oo,
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il existe V ouvert O E tel que pu(V) < oo et d’apres le lemme 2.2.4, V € Mp. D’apres le
lemme 2.2.6, pour tout € > 0, il existe un compact K C V tel que u(V\K) < e. Comme
EN K € My par hypothese, il existe un compact L C E N K tel que

WH(ENK)—e< p*(L) < p*(ENK).

Comme on a F C (ENK)U (V\K), il vient du lemme 2.2.5,
EMF EMFp

p (B)<p*(ENK)+p*" (V\K) < p*(L)+2e < p*(ENK)+2e < pu*(E) 4 2¢

ce qui implique £ € Mp. 0O

LEMME 2.2.9. Soit L une mesure de Radon positive sur R? et p, u* définies respec-
tivement sur les ouverts et sur P(R?) par (2.2.1 —2). Alors, avec M définie en (2.2.4),

(i) p* est une mesure sur M,
(i) Vi € Ce(R?), Ly = [pu pdp.

DEMONSTRATION. Soit (Ej);>1 une suite d’élements de M, deux & deux disjoints.
S’il existe jo > 1 tel que p*(Ej,) = +00, on obtient le résultat pour la o-additivité car
p*(Ej,) < p*(Uj>1E;). Supposons donc que Vj > 1,p*(E;) < co. D’apres le lemme
228,Vj > 1,E; € Mp et le lemme 2.2.5 donne le résultat (i). Pour obtenir (ii), on
peut supposer ¢ réelle et se limiter a démontrer Ly < fRd pdp car nous en déduirons

—L(p) = L(—¢) < Jpa —pdp = — [5a @dp. Notons par ailleurs que,
CC(]Rd) - El(ru“)v

car pour ¢ € C.(R?),
ol < sup |¢|Lsuppy € L ()

car u(supp ) < oo, puisque supp ¢ est compact; par ailleurs ¢ est mesurable car M
contient les boréliens. Soit donc ¢ réelle € C.(R?) & support compact K telle que p(R?) C

a, b] et soit € > 0. Considérons (y;)1<;<n des réels tels que
Yji<i<
Yyo<a<yr < <y, =b, 0<y;jp1—y; <e

On pose
Ej={r e K,yj-1 <p(x) <y}, 1<j<n
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Les E; sont des boréliens deux a deux disjoints de réunion K. Par suite, il existe des
ouverts V; D E; tels que
€
pEj) < p(Vy) < pl(Ej) +

Considérons les ouverts
W; =V;n{z € R p(z) <y; +e} D F;.
On a les inclusions
€
p(W;) < u(Vy) < p(Ej) + —y K =Uigjcnc By C Uigj<nc Wi

Par conséquent du théoreme 2.1.2 sur les partitions de 1'unité, il vient l'existence de
fonctions v; € C.(Wj;[0,1]) telles que, sur K, Zl<j<n Y; = 1, ce qui implique ¢ =
> 1<j<n ¥j- Du lemme 2.2.3, il vient alors

<L) W)=Y, Ly,

1<j<n 1<j<n

et comme ;0 < (y; + €)Y, et y; —e < p(x) pour z € E;, on obtient

Lo=L( Y ) <L( Y (i+ew) = D (y+e)Liy

1<j<n 1<j<n 1<j<n
= Z (lal +y; + €) Ly — |a Z Ly,
1<5<n 1<j5<n
< > (lal+y; +)u(W;) — lalu(K)
1<j<n

€
< Y (lal+y; + o) (w(E)) + ) — lalu(K).
Il vient par conséquent

Lo < > (lal+y; +ulE) + ) —lal Y. w(E)

1<j<n 1<j<n
€
=elal+ Y (;+e) (u(E) + )
1<j<n
< €la| + Z/ (¢ + 2€)dp + €(b + €)
1<j<n

<e(\a\+b+e)+/ pdp+ > 2ep(K)

1<j<n
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et donc Ly < [y wdp. O

Pour achever la démonstration du théoreme 2.2.1, il reste a établir la propriété (d) pour

les boréliens (nous 'avons déja fait pour les ouverts et les £ € M tels que p(FE) < 00).

REMARQUES 2.2.10.

(i) Le théoreme de représentation de Riesz est vrai en remplacant R? par un espace
topologique localement compact et séparé. Il faut alors démontrer les théoremes de par-
tition de I'unité. Néanmoins, dans ce cas la propriété (d) de régularité intérieure n’est
pas vraie pour tous les boréliens, mais seulement pour les ouverts (et les E € M tels que
p(E) < 00).

(ii) Le théoreme 2.2.1 est vrai en remplacant R? par un espace topologique localement
compact, séparé et tel que tout ouvert soit o-compact (i.e. réunion dénombrable de
compacts).

(iii) Notons également qu’une forme linéaire positive sur C.(X) est nécessairement

continue car si ¢ € C.(X), supp ¢ = K compact, et si x € Cc(X;[0,1]), xjx =1, on a

L(xsup|p|) > Lo > L(—xsup |¢|)

et par conséquent |Lp| < (Ly)sup|¢| ce qui exprime la continuité de L.

Revenons a la propriété (d).

LEMME 2.2.11. Considérons pour un espace topologique X o-compact l’espace mesuré
(X, M, ) défini ci-dessus. Soit E € M et e > 0. Alors il existe

F fermé C E C Vouvert, u(V\F) <e.

DEMONSTRATION. On considére une suite de compacts telle que X = Up>1Ky. Alors

on a
K, NE < K, < 0.
IU( ) monotonie ,u( ) (b) déja

démontré

Par conséquent, d’apres (2.2.2), il existe un ouvert V,, O K,, N E tel que
p(K,NE) < (V) < w(K,NE)+e27 "2,

Par suite, comme E, V,,, K, € M, on a u(V,\(K,NE)) < e27" 2 et, avec V = Up>1V,, D
FE

Y

HV\E) = p(Unz1 (Va\E)) < p(Unza (VBN K)) ) € 37 n(Va\(B 0 K)) < /4.

n>1
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En appliquant ceci & E€, on trouve un ouvert W O E€ tel que u(W\E°) < ¢/4 et on a

finalement
F=W¢fermé C ECV, wV\E)<e/4, wu(E\F)=puW\E) <e/4

ce qui implique le résultat. [

Si F est un borélien de mesure infinie, il existe
F) fermé C E C V; ouvert, pu(Vi\F1) < 1.

Comme
p(E) = p(E\F1) 4+ p(F1) <1+ p(Fh)

on a pu(Fy) = +o0. Considérons maintenant le fermé Fy = U, >1(F1 N K,,). Alors, de la

proposition 1.4.2 (b), il vient

,u(f] N (UlngnKjZ) /" (1) = +oo,

n——4oo

Ly con:;)actCE
i.e. lim,, u(L,) = 400, ce qui donne la propriété (d) du théoreme 2.2.1, dont la démonstration
est maintenant terminée.
2.3. Rappels sur l’intégrale de Riemann

Nous ne souhaitons pas reprendre ici une construction détaillée de I'intégrale de Rie-
mann, mais simplement montrer que 'on peut “intégrer” des fonctions continues a sup-
port compact, ce qui est le seul élément utilisé dans notre construction de la mesure de

Lebesgue.

PROPOSITION 2.3.1. Soient a < b des nombres réels. On note C([a,b]) l’espace vec-
toriel des fonctions continues définies sur [a,b] a valeurs réelles. Pour f € C([a,b]), il

existe une et une seule fonction différentiable F définie sur [a,b] telle que
(2.3.1) F(a) =0, Vx € la,b], F'(z)= f(z).

On notera alors l'unique solution de (2.3.1) par

(2.3.2) F(z) = / o
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L’application définie sur C([a,b]) par f — fff(t)dt est une forme linéaire positive. De
plus en posant pour f € C([a, b)) fb = — f; f(t)dt, on trouve la relation de Chasles

b c c
/ f(t)dt+/ ft)dt = / f(t)ydt, pour f € C(I), ou I est un intervalle contenant a,b, c.
a b a

b
Si f € C.(R), avec supp f C [a,b] on pose /Rf(t)dt :/ f(t)dt

DEMONSTRATION. Remarquons que (2.3.1) implique, d’apres le théoréme des accroisse-

ments finis, que

(2.3.3) F(@)| < (b—a) sup |f(x)]

z€[a,b]

Montrons d’abord 'unicité. Si F, G sont différentiables sur [a, b] et vérifient (2.3.1), alors
(F — G) = 0 sur [a,b] et le théoreme des accroissements finis implique que Vx € [a,b],
F(x) — G(x) = F(a) — G(a) = 0. Remarquons en outre que si (f,)nen est une suite de
fonctions continues convergeant uniformément vers f telles que pour tout n € N, il existe

F,, vérifiant (2.3.1), alors les suites Fj,, ), convergent uniformément vers F, f, et F est
différentiable avec F' = f. En effet, d’apres (2.3.3), on a

sup [Foip(z) — Fu(z)| < (b—a) sup |fotp(x) — ful2)],
z€[a,b] z€[a,b]

ce qui donne la convergence uniforme de la suite F;, vers une fonction F' € C([a,b]) telle

que F(a) =0. On a, pour x,z + h € [a, b]

Fu(x +h) = Fo(@) = fa(@)h + (fol@ + 0uh) — fu(2))h,

et par conséquent

| Fn(24h) = Fo(2) = fo(2)h| < [h||fo(24-0nh) = f(240nh)+f (2+0nh) = f (2)+f (2) = fn(z)]

< IaI[21fn = Flleqam) )+ sup [f(e+ 1) = f(a)l]

ce qui donne

|Ey(z + h) — Fy(x) — fu(z)h| < |h|[en +w(h)], avec hmen =0, lim w(h) = 0.

h—0

On obtient donc |F'(x + h) — F(z) — f(x)h| < |h|w(h) et par suite la différentiabilité de

F avec F' = f. Comme (2.3.1) est trivialement vérifié pour des fonctions affines par
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morceaux et que celles-ci permettent d’approcher uniformément les fonctions continues

sur [a,b], on en déduit I’existence. On notera alors I'unique solution de (2.3.1) par

F(z) = / o

On obtient immédiatement que, pour o, 3 € R, f, g € C([a,b])

/7wwwwamﬁ:a/3mﬁ+ﬁ/ﬁmm,

car si F, G sont solutions de (2.3.1) pour f, g alors aF + SG est solution de (2.3.1) pour
af 4+ Bg. Enoutre si f > 0, alors F' = f > 0 et F(x) > F(a) = 0 pour z € [a,b]. De plus
en posant pour f € C([a,b]), [, f(t)dt = — fj f(t)dt, on trouve la relation de Chasles

b c c
/ f(t)dH—/ f(t)dt = / f(t)dt, pour f € C(I), ou I est un intervalle contenant a, b, c.
a b a

En effet si a < b < z, en posant

Fa = [ s, am=é?mw+[ﬁww

ona F'(z) = f(z) = G'(z), F(b) = G(b), dou F(x) = G(z). Pour a <z < b, on a

B = [ swd- [ s 2O =10 - 10) =0

et donc H(b) = H(z) = [ f(t)dt = F(z), qed. En particulier, si f € C.(R), avec

supp f C [a, b] on pose
b
/Rf(t)dt :/a f(t)dt

et on montre en utilisant la relation de Chasles que si supp f C [a/, V]
b /
/ F(t)dt = / F(t)dt.

Ce qui précede montre qu’il n’est pas nécessaire de développer une théorie difficile pour

OJ

intégrer les fonctions continues a support compact d’une variable réelle. Il en va de méme

pour l'intégration des fonctions continues a support compact de d variables réelles.



62 2. CONSTRUCTION DE LA MESURE DE LEBESGUE SUR R4

PROPOSITION 2.3.2. Soit m > 1 un entier naturel, et C.(R™) l’espace des fonctions
continues a support compact a valeurs complezxes. Il existe une et une seule forme linéaire
positive définie sur C.(R™) telle que, pour f(z) =11 <<, fi(z;), [; € Cc(R), on ait

(2.3.4) Lf: H /fj(x])dxj

On notera

(2.3.5) Lf= f(x)dx.
R™m

Pour tout t € R™, et tout f € C.(R™), on a

(2.3.6) [ fe—nde= [ [

DEMONSTRATION. Démontrons tout d’abord I’existence pour m > 2. 1l suffit de poser

5 (x)dx:/Rm_l (/Rf(xhx')dxl) d’

ce qui a un sens si 'on suppose définie 'intégrale des fonctions continues a support

compact en m — 1 dimensions car, en considérant

g(a') = /R f(an,')dey

on trouve que g est continue a support compact puisque f est continue a support compact

et que (2.3.3) implique
l9(z") — g(y")| < sup|f(w1,2") — f(x1,y")| diam(supp f).
1
Par ailleurs, la propriété (2.3.4) ainsi que la linéarité et la positivité sont trivialement

vérifiées. Pour 'unicité, nous utiliserons le lemme suivant.

LEMME 2.3.3. Soit m > 1 un entier naturel. Alors [’espace vectoriel engendré par
®1<j<mCe(R) est dense dans C.(R™).

DEMONSTRATION. On remarque d’abord que

1= (1—|t—j]+

JEZ
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car cette fonction est 1-périodique et pour t € [0, 1], la condition |t — j| < 1 implique
max(0,j — 1) <t <min(1,j+ 1) = 0< j < 1,

ce quidonne } .7 s (=]t —jh)+ =(1-1)+ (1—(1—1t)) = 1. De méme, en posant
p(t) = (1 — [t])+ et

Oty tm) = [[ ot)

on a

1= [ D eti—a)= > ®T—j), avec T = (t1,...tm).

1<i<m j,EZ jezm
Par suite pour € > 0, T € R™, k = ¢€j € €Z™ on a, en posant @ (T) = <I>(e_1(T — ej))

1= Y ®('T—j)= ) ®(e(T—¢€j)= Y, (D),

jezm jezm keezm
avec @, € C.(R™), supp @, = {¢, ||t — k||, < €} (icipourt € R™, ||t|| ., = maxi<j<m [t;]).
Soit f € C.(R™). Alors, comme le support de f est compact, les sommes suivantes sont

finies et 'on a

F) =Y Su@®(F@) — k) + > r(®)f(k).

keez™ keez™

Comme on a

Y eI~ FR)I< D i) sup [f(8) = f(s)| = sup [f(t) = f(s)],

keezm keezm l[t=sll<e l[t—s||<e

la continuité uniforme de f implique la convergence uniforme de », _ ,m ®x(t)f(k) vers
f. Or la fonction ®; est un produit tensoriel de fonctions continues a support compact

d’une variable, ce qui acheve la preuve du lemme.

L’unicité dans la proposition 2.3.2 est alors due a la linéarité et a la continuité de L, elle-
méme conséquence de la positivité. En effet, si f € C.(R™) avec supp f C {||z||, < R},
on a, si Y € C.(R™) est identiquement égale a 1 sur {||z||, < R}

L(f +4¢rsup|f]) 20 = Lf = —sup|f|L(¢r), et de méme L(—f) = —sup|f|L(¢r),

soit |Lf| < L(vg)sup|f|, ce qui implique la continuité. Noter que I’on peut prendre la

YR = Z Dy

k]l o <1+R

fonction
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Soient Ly, Lo des formes linéaires vérifiant les hypotheses de la proposition 2.3.2 et soit
f € C.(R™). D’apres le lemme 2.3.3, f est limite uniforme d’une suite f,, appartenant
a l'espace vectoriel engendré par les produits tensoriels sur lequel L, et Ly coincident; il

vient
(L1 = Lo)(f) = lim(L1 — Lo)(fy) = 1im 0 = 0.

La propriété (2.3.6) est une conséquence de 'unicité et de cette propriété pour m = 1,

immédiate d’apres la proposition 2.3.1.

2.4. La mesure de Lebesgue sur R?

THEOREME 2.4.1. Soit d un entier naturel > 1. Il existe une mesure mg positive
compléte régqulicre définie sur une tribu L4 sur R? stable par translation contenant les
boréliens telle que

(a) mq <H1§j§d[aj7bj]> = H1§j§d(bj —aj), pour aj < b;.

(b) VE € Lg,Vz € R, my(E + 2) = my(E).

Si p est une mesure positive définie sur les boréliens By, finie sur les compacts, invariante

par translation (i.e. vérifiant (b)) et telle que u([0,1]%) =1, alors u = mq sur By.

DEMONSTRATION. Considérons la forme linéaire positive définie sur C.(RY) par la
proposition 2.3.2: & ¢ € C,(R?), on associe son “intégrale de Riemann” notée [p, ¢(z)dz.
On peut appliquer le théoreme de représentation de Riesz (théoréeme 2.2.1) qui fournit
un espace mesuré (R?, L4, mg) vérifiant les propriétés de ce théoreme. Démontrons la
propriété (a) du théoreme 2.4.1, en supposant d’abord a; < b; pour tout 1 < j < d. Soit
e>0tel queVje{l,...,d},a; +e<bj —eet p; € C.(R;[0,1]) telle que

1 pour z; € [a; +€,b; — €,
@;(xz;) =< affine pour z; € [a;,b;]\[a; + € b; — €,
0 pour z; ¢la;,b;[.

On considere la fonction ¢ € C,.(R%;[0,1]) définie par p(z) = @1(z1)...@4(z4). On a

/Rd o(z)dr = H /Rgoj(xj)dxj = H (bj — a; — 2+ €).

1<j<d 1<j<d

2
minlSde(bj—aj) ’

1 1
Py = H[%+p@_ﬁ7
1<j<d

En posant P =[], ;. 4la;,b;] et pour k entier > ko =
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on obtient pour € = 1/k,

mpe) = [ tndm< [ pwe= [ pims< [ tpdm—m),
R4 R4 R4 R4

ce qui donne en utilisant la proposition 1.4.2(b) et P = Uk>ko P (réunion croissante)

(2.4.1) m(P) = limm(Py) < lim IT b —a; - %) = ] @t —ay) <m(P).
1<5<d 1<j<d

Ceci implique également que
(2.4.2) m({zx1 =a1})=0
car pour € > 0et M >0, on a
m ({(z1,2") e RXx R |2y — a1] < €/2, ||2||, < M/2}) < eM,
d’ou 'on déduit
m ({(z1,2") € R x R 2y = ay, [|2']|, < M}) =0,

et par réunion dénombrable m({z1 = a1}) = 0. Comme la différence P\P est incluse
dans une réunion finie d’hyperplans, la propriété (a) est une conséquence de (2.4.1-2).

En utilisant le lemme 2.2.11 on obtient le résultat suivant.

LEMME 2.4.2. On considére l’espace mesuré (R, L4, mq) fourni par le théoréme 2.2.1
a partir de la forme linéaire positive donnée par l'intégrale de Riemann des fonctions
continues & support compact. Soit E une partie de R?. Alors E appartient ¢ Lg si et
seulement s’il existe A de type F, (i.e. réunion dénombrable de fermés), B de type Gs

(i.e. intersection dénombrable d’ouverts), tels que
ACECB, et mg(B\A)=0.

Démontrons ce lemme. Soit £ € L. D’apres le lemme 2.2.11, pour tout j > 1 entier,
il existe F; fermé et V; ouvert tels que F; C E C V; et mq(V;\F;) < 1/j. On remarque
alors que

A= szle CFEC ﬂjzﬂ/j =B
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et pour tout j > 1, mg(B\A) < mq(V;\F;) < 1/j ce qui implique mg(B\A) = 0 et la

premiere partie du lemme. Réciproquement, si (2.4.1) est vérifiée, on a
E=(E\A)UA, E\ACB\A

et comme la tribu L4 est complete, E\A € L; comme sous-ensemble du borélien de
mesure nulle B\ A. Comme L, contient les boréliens, A € L, et finalement £ € £;. O

Démontrons maintenant la propriété (b) du théoreme 2.4.1. Soit Kcompact C V
ouvert de R% et x € C.(V;[0,1]) telle que x| = 1. On a

m(K) < /]Rd x(z)dr = /Rd xdm < /]Rd lydm =m(V),

et la propriété de régularité intérieure (d) du théoreme 2.2.1 implique

(2.4.3) m(V) = sup m(K) = sup / x(z)dx.
KcompactCV x€C:(V;[0,1]) JR4

Pour 6§ € R%, on note 7y la translation de vecteur @ et ’on remarque que,
(2.4.4) V4+0=1(V)=7_,4(V)

ce qui implique que 75(V') est ouvert comme image réciproque d’un ouvert par une appli-

cation continue. On a alors

m(V +0) = sup / x(z)dz
X€EC(V+65[0,1]) JR4
= sup (x4 0)dx = sup / Y(x)dr = m(V).
@DECC(V;[OJD R4 wGCc(V;[O,l}) R4

En appliquant (2.4.4) aux boréliens, on remarque que la tribu des boréliens est stable par
translation. En utilisant la régularité extérieure de la mesure de Lebesgue, on trouve,

pour E borélien et § € R?,

(2.4.5) m(E+0) = inf m(W)=_inf m(V+0)= inf m(V)=m(E).

Wouvert D E+6 VouvertDF VouvertDFE

Considérons maintenant F € L;. D’apres le lemme 2.4.2, il existe A de type F,, B de
type Gs tels que A C E C B et m(B\A) = 0. Ceci implique, pour # € R%, que

A+0CE+60C B+,
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et en outre A + 6 est de type F, car, 7y étant bijective et 7_g continue, on a

To (UTLENFn) = UnGNTO(Fn) = Unen 7:91 (Fn) .
——r

fermé

On démontre de méme que B + 6 est de type G5 et en utilisant (2.4.5), il vient
m(ra(B)\1o(4)) = m(ra(B\A)) = m(B\A) = 0,
ce qui implique (lemme 2.4.2) que E + 0 appartient & L;. On obtient de plus que
m(E +0) =m(A+0) =m(A) =m(E),

ce qui acheve la démonstration de (b).

Démontrons maintenant (c). Notons tout d’abord que

(2.4.6) p({z1 =0}) =

En effet, d’apres la proposition 1.4.2(b), on a

p({z1=0}) = f};é%u({xl = 0} N { max |z;| < m}),

J/

-

Km

et 'on remarque que, pour m € N,

{lrilaécd 2| < m} = Ujaj<m(Km + @€1) D Uneq,ja|<m(Km + aer),

ce qui implique

Z w(Ky,) = Z (K +aer) < M({1@a§d|x]| <m}) < +oo
a€Q,|al<m a€Q,lal<m
et par conséquent p(K,,) =0 = ,u({xl = O}) On démontre de méme, en utilisant (2.4.6)
et 'invariance par translation de u, que tous les hyperplans affines paralleles aux axes

sont de mesure nulle.

LEMME 2.4.3.  Soit (X, M, u) un espace mesuré ot p est une mesure positive. Soit
(Ej)jen une suite d’éléments de M telle que, pour j # k, u(E; N Ey) = 0. Alors on a

jENE Z,u

JjEN
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DEMONSTRATION. En utilisant la proposition 1.4.2(b), il suffit de démontrer, pour tout

entier n, que

p(Uosj<nEy) = Y w(E;).

0<j<n

Or ceci est immédiat par récurrence sur n car

w(Uo<j<nt1B5) = 1(Vo<j<n(B\Bnt1)) + #(Bng1) = D (B \Enga) + pu(Enga)

0<j<n
= > (WEN\Eni1) + m(Ej N Epyr)) + p(Bpyr) = > p(E;). O
0<j<n 0<j<n+1
Pour n > 1 entier, on a
pavjé\ Py
g ki kj+1
d _ J Ry
[0,1]% = Uo<k; <n H [ga T] .
1<j<d

Remarquons qu’il y a n¢ pavés P, qui se déduisent tous par translation du pavé Py =
[0,1/n]¢ et tels que Py N P; est inclus dans un hyperplan affine paralléle aux axes pour
des multi-indices k,[ distincts. En utilisant le lemme 2.4.3, les conséquences de (2.4.6)

sur la mesure des hyperplans et 'invariance par translation de u, il vient

1= pu(0,1]%) = n?u([0,1/n]"), ie. p([0,1/n)?)=n""
Considérons alors un pavé compact rationnel

ci q;
i 4G5,
—, — =b; —a;.

”
P= [ la.b5), a;,b;€Q [ajs b;] = [0, ] + =, =

1<j<d

De l'invariance par translation de u, il vient en réutilisant le lemme 2.4.3 et ce qui précede

p(P) = TT 0.97) = u(Uotycq, TT 2 550) =0 gun~ = ] (o)),

n n
1<j<d 1<j<d 1<j<d

LEMME 2.4.4. Soit Q un ouvert de R%. I existe une suite (Qy)nen de pavés rationnels

compacts tels que, pour n # m, lintersection Q,,NQy, est incluse dans un hyperplan affine

paralléle aux azes et

Q= UnENQn'
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DEMONSTRATION. On a vu au lemme 1.2.4 que 'on pouvait trouver une suite (P, )nen

de pavés rationnels compacts tels que 2 = U, ey P,. Par conséquent, en posant
(2.4.7) Ry =Py, Ry = P\Fo, ..., R, = P,\(Uo<j<nP),

il vient Q@ = UpenRy, les R, sont deux a deux disjoints. Considérons (I;)i<j<a et
(Jj)1<j<a des intervalles bornés de R d’extrémités rationnelles. Considérons les pavés
rationnels S =[], ., 1;, T = [[,<;<4Jj- L'ensemble S\T est réunion finie de pavés
rationnels deux a deux disjoints et S NT est un pavé rationnel. En effet c’est vrai pour

d =1 car I\J est réunion d’au plus 2 intervalles disjoints d’extrémités rationnelles et de

S= 11 » 7= 1] %

1<j<d-1 1<j<d-1

plus, pour d > 1, avec

on a
réunion disjointe
o\

e ™~

S\T = (S' x I)\(T" x Jg) = ((s'\T') x Id> U ((s' NT') x Id\Jd>

Par conséquent, comme par hypothése de récurrence, S’\T” est réunion disjointe de Ng_q
pavés rationnels et S’ N T’ est un pavé rationnel, on trouve que S\T est réunion de Ny

pavés rationnels disjoints avec
Ng < Ng_1+2N4_1, desorte que Ny <2 X 34-1,

En outre, comme

SNT =(5"NT") x (IaNJa),

on trouve que S N7 est un pavé rationnel. Par conséquent, en revenant a (2.4.7), Ry est
réunion finie de pavés rationnels deux a deux disjoints, et, par récurrence, c’est aussi le

cas de
Ruy1 = Pay1\(Uo<j<nPj) = <Pn+1\(U0§j<nPj))\Pn-

On a établi que R,, est réunion finie disjointe de pavés rationnels, i.e.
R, = Ui<k<m, Skn, Skn pavé rationnel, k #1 = S, NS, =10,
et de plus comme les R,, sont deux a deux disjoints, on a aussi

n#m:Sk,nﬂSl,m:Q.



70 2. CONSTRUCTION DE LA MESURE DE LEBESGUE SUR R4

Par suite on a
Q = UpenPn = UpenRn = Unen Ui<k<m,, Skn C UneN Ut<k<m,, Skn C UnenPp =,

et les pavés rationnels Sy, étant deux a deux disjoints, I'intersection de leurs adhérences

est incluse dans un hyperplan parallele aux axes. La famille dénombrable ((S k) 1<k<m., ) neN

de pavés rationnels compacts vérifie donc les propriétés demandées a la famille (@) du
lemme 2.4.4. [

Par conséquent, on obtient, pour un ouvert {2, en utilisant les lemmes 2.4.3-4,

p(Q) = u(@Qn) =D m(Qn) = m(Q),

neN neN
ce qui implique que m coincide avec p sur les ouverts. Considérons maintenant un borélien

E. D’apres la propriété de régularité extérieure donnée par le théoreme 2.2.1 (c), on a

m(E) = inf  m(Q) = inf  u(Q).

Q ouvert DF Q ouvert DF
Il nous suffit donc de prouver que u est réguliere extérieurement pour conclure. Con-

sidérons pour cela la forme linéaire positive

Alp) = /R |y

définie sur C.(R9): remarquons que u est finie sur les compacts et comme pour ¢ €
C.(RY), |¢| < sup|p|lsuppy (et ¢ est mesurable car continue), A est bien une forme
linéaire positive sur C,.(R%) C L£1(x). Le théoréme 2.2.1 donne 'existence d’une mesure

réguliere v, définie sur la tribu de Borel telle que pour ¢ € C.(R%),

(2.4.8) /gody:/ wd .
R R

Soit © un ouvert de R? ; il existe une suite de compacts (K;);>1 tels que
(2.4.9) Q=Uj>1 Kj.
Considérons

p1 € Cc(2;]0,1]) telle que p1)x, =1

w2 € C(Q;]0,1]) telle que P2 Ky Usupp 1 = 1

Y3 € CC(Q; [07 1]) telle que 903|K1UK2Usupp p1Usupp pa 1
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On a ¢, < nt1, en(x) " 1ao(z)(de (2.4.9)). Par conséquent, en utilisant le théoréme
de Beppo Levi pour la mesure v, I’égalité (2.4.8) puis le théoréeme de Beppo Levi pour la

mesure 4, on obtient

n

v(Q)=lm [ ¢,dv= lim/ ondp = p(82).
Rd n JRd

La mesure v est réguliere et coincide avec p sur les ouverts. En utilisant le lemme 2.2.11,

on trouve pour E borélien et pour tout € > 0,

F fermé C E C V ouvert, €>v(V\F)=puV\F).
——
ouvert

Par suite, on a
H(E) + € = u(B) + u(V\F) > p(E) + p(V\E) = u(V) = u(E)

et donc p(F) = infyouvertoe #(V), q.e.d. Ceci achéve la démonstration du théoréme

2.4.1.
PROPOSITION 2.4.5. COMPARAISON AVEC L'INTEGRALE DE RIEMANN. Dans cette

proposition, m désigne la mesure de Lebesque sur R et on note L*(m) par L*(R).

(a) Soit f € CYR). Alors f € L'(R) et [, f(t)dt = [; fdm, ot [ f(t)dt est
lintégrale de Riemann de f. Soit a < b des réels et f € C°([a,b]). Alors fli,y
appartient o L1 (R) et

/abf(t)dt:/[ayb] fdm:/Rfl[mb]dm.

(b) Soit f € C°(R). Pour que f appartienne ¢ L*(R), il faut et il suffit que
+00 b
(2.4.10) / |f(t)|dt = sup / |f(t)]|dt < +oo.
—o0 a,beR Ja
Si c’est le cas, on a

(2.4.11) /R fdm = /_ " oyt = i / " Foy

a— — o0

sint
c) La fonction t — —— est continue sur R et n’est pas dans L*(R). On a donc
t
+o0 +oo _: b _:
t t
/ dt = +o00. En revanche, on a/ Uit = lim =
o t a U

b—+oco
—o0 a— — oo

sint
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DEMONSTRATION. La premiére partie du (a) est obtenue par construction grace au
(a) du théoreme 2.2.1. En outre, pour f € C%(a,b]), la fonction f1j,, est mesurable
bornée et & support compact, donc dans L'(R). Considérons, pour € > 0, la fonction f.
de C?(R) coincidant avec f sur [a, b], valant 0 sur (—oo,a — €] U [b+ €, +00) et affine sur
[a — €,a] U [b,b+ ¢]. En utilisant le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on

obtient

(/flmmmn:lm{/jng:hm fe(t)dt
R e—0 R e—0 R

a b b+e
::£%<A_f—%r—a+@met+[:f@mt+A {%b+e—ﬂﬂwﬁ)
—hm</f dt—|— (f(a) ) /f t, qed.

Démontrons la partie (b). Soit f € C°(R) telle que la condition (2.4.10) soit vérifiée.
Alors f est mesurable car continue. En outre, la suite de fonctions positives mesurables

| fI1[—p n) converge simplement en croissant vers | f| et le théoreme de Beppo Levi implique

dm = o ldm = ' ai= [ d ,
[ triam = s [ 171 lam =suw [ g0kt = [ 170l <+

— 00

donc

ce qui prouve que f € L'(R). On peut alors appliquer le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue & la suite f1j_,, , et obtenir (2.4.11). Réciproquement si f € L'(R)NC°(R),
le théoreme de convergence dominée de Lebesgue appliqué aux suites f1;_, . et le (a)
donnent (2.4.10) et (2.4.11). Terminons avec (c). On a

T |sint| /7r : 1
> § — § j > E : — 4o
/ dt / —dt = / P ———dt i | sin t|dt o 400

n>0 n>0
De plus, pour R > ¢ > 0, on obtient en utlhsant ’holomorphie de z +— z71et* sur C\iR_,

sint (nt1)m |smt]

6

R it —€ it T giRe’ 0 0 gice ”
2.4.12 —dt —dt —1Re" df —iee’ df = 0.
(24.12) / t +/R : +/0 Re? " +/ﬂ ecit "

Par conséquent, comme
. i0 .
1> |etfe” | = Bsin0 0 pour 0<6<m,
R—+4o00
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée a la la partie imaginaire de (2.4.12)

et ’on obtient

R R
sint sint
lim dt -7 =0, ie  lim Gy T
R—+o0 _R t R—+o0 0

[\J

ce qui acheve la démonstration de la proposition 2.4.5.
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Notes

Frédéric Riesz (1880-1956), mathématicien hongrois, est l'un des fondateurs de
I’analyse fonctionnelle. Plusieurs versions du théoreme de représentation 2.2.1 furent
démontrées en 1907 et 1909 par F.Riesz. Son frére cadet, Marcel Riesz (1886-1969), était
également un grand mathématicien, auteur de contributions fondamentales en analyse
harmonique. Johann Radon (1887-1956), né en Bohéme (en République Tcheque) est
mort a Vienne (Autriche) apres une carriere austro-allemande. On lui doit notamment
la notion de mesure de Radon qui s’est avérée fondamentale en théorie de 'intégration et
en théorie des distributions. Walter Rudin, auteur de I’excellent ouvrage cité dans notre
bibliographie, attribue a Lebesgue le théoreme de Beppo Levi [Th.1.26], ce qui semble
incorrect sur le plan historique, car le théoreme de convergence dominée fut démontré
d’abord par Lebesgue sur des espaces de probabilité, puis Beppo Levi a démontré son
théoreme qui implique facilement le lemme de Fatou, lequel donne presque sans coup

férir le théoreme de convergence dominée dans le cas général.



