3. ESPACES DE FONCTIONS INTEGRABLES

3.1. Inégalités de convexité

EFINITION 3.1.1. NCTION NVEXE D’UNE VARIABLE REELLE. Soit [ un inter-
D ON 3.1.1. FONCTION CO ’ ARIA Soit I t

valle de R. Une fonction ¢ : I — R est dite convexe si, pour tous les zg,x1 € I et
6 €[0,1], on a

(3.1.1) P((1 = 0)xo + 021)< (1 — 0)p(x0) + O (a1).

On peut remarquer que zy = (1 — 0)xg + 0z, décrit intervalle [xg, 1] (ou bien [z1, z¢))
lorsque 6 décrit [0,1] et par conséquent xy € I ce qui donne un sens a (3.1.1). On dira

que ¢ est concave si —¢ est convexe.

La meilleure explication tient dans le dessin suivant: une fonction est convexe si les
segments joignant les points de coordonnées (x;, ¢(x;)),j = 0,1 sont situés au dessus de

la courbe représentant ¢.

0 06)]

(1-0)p(xp)+0pk1)

®(x1)

®(xg)

X0 Xg X1
:(1-G)X0+9Xl

Dans ce dessin, au dessus de ’axe des x, on n’a fait figurer que les ordonnées des
points. Noter que sur la droite d’équation x = g, Pordonnée (1 — 0)p(xg) + Op(x1) se

calcule par le théoreme de Thales.
74



3.1. INEGALITES DE CONVEXITE 75

PROPOSITION 3.1.2. Soit I un intervalle de R.

(a) Soit ¢ : I — R wune fonction différentiable. La fonction ¢ est conveze si et
seulement si la fonction ¢’ est croissante.

(b) Soit ¢ : I — R une fonction deux fois différentiable. La fonction ¢ est conveze si
et seulement si ¢ > 0.

(¢) La fonction x — e est convexe sur R.

(d) Soit ¢ : I — R une fonction convere. Alors ¢ est continue sur I.

DEMONSTRATION. Commengons par donner des propriétés équivalentes & (3.1.1). Une

fonction ¢ : I — R est convexe si et seulement si, pour tous les z,y, z € I,

z— —x
To=zx<y=x9<x1=2= ¢(y) < —ygb(x)+y—¢(z).
z— z—x
1-6 0
La propriété (3.1.1) est donc équivalente a la propriété suivante: pour tous les x,y, 2z € I,
512 neyen s G0 =0E) _6() = d) _ 02) = o)
y—x z—x z—y

car la premiére inégalité équivaut & ¢(zg) — ¢(xo) < 0(¢(z1) — ¢(20)) et la seconde a
(1—=0)(¢(z1) — ¢(x0)) < ¢(x1) — d(xg) qui sont toutes deux équivalentes & I'inégalité de
(3.1.1). On peut également illustrer (3.1.2) par le dessin suivant

o)
XZ

YZ

@y)

X y z

Par les points X (z, ¢(x)), Y (y, ¢(y)) et Z(z,$(z)) sur le graphe de ¢ passent les droites
XY, XZ YZ dont les pentes sont rangées par 'ordre lexicographique: XY x XZ Y Z.
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Démontrons maintenant (a). Soit ¢ une fonction convexe différentiable sur un intervalle

I et soient x1 < o des points de I. Pour 0 < € < (z2 —x1)/2, on a
T <xT1t+e< T2 — €< xa.

En utilisant les inégalités (3.1.2) pour les triplets z1 < x14+€ < zo—€, x1+€ < x9—€ < Ta,

il vient

(71 +€) — p(1) < P2 —€) —p(r1 +¢€) < ¢(72) — p(r2 —€)
€ - Ty — X1 — 2€ - €

Y

ce qui implique en prenant la limite lorsque € tend vers 0 par valeurs supérieures,

<,0/(3?1) < So(x;):f('rl) < (,0/(332)

et donc ¢’ est croissante. Réciproquement, soit ¢ une fonction différentiable sur un
intervalle I, de dérivée monotone croissante. Pour z < y < z points de I, il existe

y €lz,yl, Z €]y, 2] tels que

so(y; - i(x) _ ) < 9(E) = 90(22 - j(y)

ce qui implique la convexité de ¢ et acheve la preuve de (a). Le (b) résulte immédiatement

de I’équivalence, valide pour une fonction v différentiable sur un intervalle I,
1) croissante <= ¢’ > 0.

Le (c) est une conséquence de (b). Démontrons le (d). Soit ¢ une fonction convexe sur un

intervalle I (d’intérieur non vide) et soient a < b des réels tels que [a,b] C f. Considérons
a<x <x9 <b.

D’apres (3.1.2), on a

(3.1.3) p(a1) —ela) _ pla2) — v(a) p(0) —p(@1) _ ¢b) — p(a2)
o 1 —a - To — @ b—xq - b— x9 ’

ce qui implique

W(m —a) +¢(a) < p(x2) < @(b) — (b— xQ)%affxl)'
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On obtient alors en prenant la limite lorsque x2 tend vers x; par valeurs supérieures

¢(z1) = o(x1)—p(a)+e(a) < liminf p(zs) < limsup p(z2) < ©(b)—(p(b)—p(z1)) = (1),

T2—T14 To—T1 4

ce qui donne

(3.1.4) lim () = @(x1).

(EQ—>ZB1+
De méme, de (3.1.3) il vient

o) — (b ) PO 2T i) < g,y P2 2200

ce qui implique

o(x2) = @(b)—(p(b)—p(x2)) < liminf @(z1) < limsup p(z1) < @(x2)—p(a)+p(a) = (2),

T1— T2 T —Ta_
soit
(3.1.5) lim (1) = o(z2).
X1 —To _

La conjonction de la continuité a droite (3.1.4) et de la continuité a gauche (3.1.5) donne

le résultat.

THEOREME 3.1.3. INEGALITE DE JENSEN. Soit (X, M, ) un espace de probabilité (un
espace mesuré ot u est une mesure positive telle que u(X) = 1). Soient I un intervalle
ouvert non vide de R, f : X — I une fonction de L'(u) et ¢ : I — R une fonction
convere. Alors oo f =1+ g, o) € LY(u) et g est mesurable > 0. De plus fX fduel

) @(/X fdu> S/X(Wf)du,

ot l'on a posé [, (¢o f) du= +o0 si [ gdu = +o0.

DEMONSTRATION. Posons ty = fX fdu et considérons I =|a,b] ou —o0 < a < b < +00.
Montrons que tg < b. C’est vrai si b = +oo car f € L1(u) ; de plus si b < +oo, on a,

puisque f est a valeurs dans I et u est une probabilité

tO:/deug/deu:bu(X):b.
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Si ’égalité to = b était vérifiée, on aurait 0 = fX (b — f)du. Comme la fonction b — f est
positive et dans £(u), d’apres la proposition 1.7.1, cela implique b = f, u — pp, donc au
moins en un point, ce qui est exclu car f est a valeurs dans |a, b[. On démontre de méme
que to > a, ce qui donne [  fdp € I. Par suite, en utilisant la convexité de ¢ sur I, on
obtient

to) — — o(t
(3.1.6) g sup P =0() e ) —0lbo)
s<to lo—s u>to u—to
sel u

Par conséquent, on a

s € 1,5 <to=p(to) —p(s) < B(to—s), ie @(s)=p(to) — Blto — s),
et de plus (3.1.6) implique

uwel,u>to = o(u) —p(to) = Blu—to), 1e o(u)=p(to)—Bto—u),

ce qui donne
Vo € 1,¢9(0) = p(to) — B(to — o).

Par conséquent, comme f est a valeurs dans I, on obtient

Vo e X, cp(f(ac)) > p(to) — ﬁ(to - f(l“)),

qui implique

po f=plto) —Bto—f)+wof—elo)+ 6t —f),

-~

=ypeLl(p) =g mesurable >0

car p est une probabilité, f € L1(u) et ¢ o f est mesurable (¢ est continue d’apres la
proposition 3.1.2(d) et f est mesurable). Si g appartient & £(u), on obtient po f € L1 (u)
et

/ (po fldu 2/ (¢(to) — B(to — f))dp = @(to) — Bto + Pto = ¢ (/ fdu) :
b's b's X
Notons que si [, gdu = 400, on a, avec 0 < ¢4 € L (),
pofti= vy tg20= [ (pof+u)du=+o,
X

de sorte qu'’il est légitime de poser [, (¢ o f)dpu = +oo dans ce cas.
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REMARQUES 3.1.4.

(a) Soit I un intervalle de R et ¢ : I — R une fonction convexe. Alors pour tout

entier n > 1 et tout n-uplet (61,...,6,) de réels > 0 tels que Zl<j<n 6; =1, on a, pour
Ti,...,xp €1
(3.1.7) Z O;z;) Z O0(x;).

1§J§n 1<j<n

Cette propriété est équivalente a la convexité (car (3.1.1) est (3.1.7) avec n = 2) et est

également une conséquence de 'inégalité de Jensen appliquée a

f P
X:{l,...,n}, n = E Qjéj, X - I - R y
1<j<n i o)

car

(; 9j$j)=¢(<z; 9jf(j))=so(/xfdu)
S/X( = Y Oi(eo NG = Y ().

1<j<n 1<j<n

Notons que (3.1.7) se démontre facilement pour une fonction convexe par récurrence sur
n > 2.

(b) En utilisant le (a) et la convexité de 'exponentielle, on trouve I'inégalité arithmético-

éométrique: pour aq,...,a, strictement positifs et 61, ..., 0, positifs ou nuls tels que
b b b b
21<]<n =1,ona
moyenne géométrique des a; moyenne arithmétique des a;
—_—— —_—tN—
0

(3.1.8) IT < < > bja, :

1<j<n 1<j<n

0; 0;lna; Ina; __
car H1§j§n a;” = H1§j§n€ I < Z1§j§n fje" " = Z1§j§n 0ja;.

Dans la suite, nous utiliserons la notation suivante. Soit 1 < p < 400 un réel. On pose

p'= ;7 eton dit que p’ est 'exposant conjugué de p. L’exposant p’ est caractérisé par

3.1.9 -+ = =1
( ) p P

Pour p = 1 (resp. p = 4+00) nous poserons naturellement p’ = +oo (resp. p’ = 1).
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THEOREME 3.1.5.  Soit (X, M, ) un espace mesuré ot i est une mesure positive.
Soient f,g: X — C des fonctions mesurables, 1 < p < +00o et p’ son exposant conjugué.

Alors on a

1/p ) 1/p’
(a) / |fgldu < (/ |f|pd,u) (/ lg|? du) (inégalité de Holder
b'e b's b'e
1/p 1/p 1/p
(b) (/ |f+ g|pd,u) < </ |f|pdu) +(/ |g|pd,u) (inégalité de Minkowsksi).
X X b's

DEMONSTRATION. On peut supposer f, g & valeurs dans R, . De plus, on peut supposer
que fX fPdp >0 et fX gp/d,u > (. Sinon, d’apres la proposition 1.7.1 (a), on aurait f =0
w-pp ou g = 0 p-pp, soit fg = 0 u-pp, rendant (a) trivial car le membre de gauche est
nul. On peut également supposer [, fPdu < 4oo et [ g” dp < o0, sinon, comme ces
deux quantités sont strictement positives, leur produit serait 400, rendant (a) trivial car

le membre de gauche est +00. Dans ces conditions, nous poserons

1/p ) 1/p
A:(/ fpdu) , B:(/gpd,u> (ona0< A, B < +00),
X X

F:i, G=2 desorte que /de,u:/ Gp/d,uzl.
X X

et

A B
De l'inégalité arithmético-géométrique (3.1.8), il vient
1/ / 1/ ’ ]_ ]_ /
FG = (FP)YP(GP )P < —FP + =GP
p p

et par conséquent

1 1
/FGduS/ <—Fp+—,Gp>d,u:1, ie. /fgd,ugAB,
X x \P p X

ce qui donne (a). Démontrons (b), en supposant que f et g sont a valeurs dans R telles

que [ fPdu et [, gPdp soient finies. On a

(f+a)P=ff+9" " +g(f+g)P "

et en appliquant le (a), il vient

/X (f +9)Pdu

1/p 1/p’ 1/p 1/
< (/Xf”du> (/X(Hg)(p_l)pdu) +</Xg”du> (/)((f+g)(p_1)pdu) ,


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Holder.html
Lerner
¨

Lerner
de

Lerner
de

Lerner
¨

Lerner
¨

Lerner
older),

Lerner
H
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et comme (p — 1)p’ = p, ceci donne

(3.1.10) /X(f+g)pdu§ [(/X fpdu) 1/p+ (/X gpdﬂ)l/p] (/X (f+g)”du>1/p/-

L’application ¢t +— tP de R, dans lui-méme est convexe, car p > 1, ce qui implique
P
<%> < %fp + %gp, par suite le membre de gauche de (3.1.10) est fini et on obtient le

résultat cherché
= 1/p 1/p
()" ()
X X

{ / (f+g)”du]1_
3.2. Espaces LP(u)

3

DEFINITION 3.2.1.  Soit (X, M, u) un espace mesuré oll ;1 est une mesure positive.
Soient f : X — C une application mesurable et 1 < p < 400 un réel. On dira que f

appartient a LP(u) si

(3.2.1) /X fPdp < +oc,

i.e. si |f|” appartient & £!(u) (cf. définition 1.6.6). On définit également, comme dans la
définition 1.7.2, LP(pu) = LP(u)/ ~ ou ~ désigne 1’égalité p-pp. On pose pour f € LP(u)

1/p
(3.2.2) 1l = ( /X !f\pdu) .

Cette quantité ne dépend que de la classe de f dans LP(u) et LP(u) est un espace vectoriel
normé pour la norme (3.2.2). On notera LP(R?) P'espace LP(mg) ott my est la mesure

de Lebesgue sur RY et [P(N) I'espace des suites & valeurs complexes (ax)ren telles que

ZkzeN lag|P < +o00.

Démontrons tout d’abord que LP(u) est un espace vectoriel sur C. Soient f,g :
X — C des applications mesurables et «, 3 des nombres complexes. Alors, I'inégalité

de Minkowski implique

laf +59”Lp(u) < HafHLp(u) + ”59”@(“) = |a HfHLp(u) + 3] ”gHLp(m < +00,

si f,g sont dans LP(u). L’espace LP(u) est espace vectoriel quotient de L£P(u) par le
sous-espace vectoriel {f € LP(u), f ~ 0}. De plus, (3.2.2) ne dépend que de la classe
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de f (cf. proposition 1.7.1 (a)) et est une norme sur LP(u): la séparation est due a la
proposition 1.7.1(a), 'homogénéité a la proposition 1.5.3(b) et I'inégalité triangulaire au
théoreme 3.1.5 (b).

Nous souhaitons maintenant définir les espaces £>(u) et L*>(u) de fonctions essen-
tiellement bornées. Avant de donner la définition précise, examinons ’exemple suivant.

Soit
1 sizé¢Q,

R—R r) =

/  J@) {x six € Q.

Il est facile de voir que cette fonction est mesurable. De plus, bien que cette fonction soit
non bornée, elle est “essentiellement” bornée car, m; désignant la mesure de Lebesgue

sur R
ma({z € R | f(2)] > 1}) < ma(Q) =0.

DEFINITION 3.2.2. Soit (X, M, u) un espace mesuré ol p est une mesure positive.
Soient f : X — C une application mesurable. On dira que f appartient a £°°(u) (f est

essentiellement bornée) s’il existe M € R tel que
(3.2.3) p({z e X,|f(z)| > M}) =0.

L (1) est un espace vectoriel sur C. On définit L*°(u) comme le quotient de £2°(u) par
la relation d’égalité p-presque partout. Pour f € £%°(u), on a

(3.2.4) [FI <Nl oo gy » oD @vee [ fll ooy = inf{M € Ry, p(|f[ > M) = 0}

Cette quantité ne dépend que de la classe de f dans £(u) et L*(u) est un espace
vectoriel normé pour la norme (3.2.4). On notera L (R?) I'espace L>(mg) ot mq est
la mesure de Lebesgue sur R? et [°°(N) I'espace des suites & valeurs complexes (ax)ren

telles que supycy |ax| < +00.

Soit f € L%°(u). Alors il existe My > 0 tel que p({|f| > Mo}) = 0. D’apres la définition
(3.2.4), on a

V2 1, p({lf] > 1+ 1] e D) =0

et comme {[f| > [[fllpe(,y} = U1 {lf| > z+ £l e (i} il vient, puisqu’une réunion

dénombrable d’ensembles de mesure nulle est de mesure nulle,

N<{|f| > ||f||Loo(H)}> = 0.
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Soient f,g € £>°(p). En notant || f|| I'expression (3.2.4), les inclusions

{A< WA o flgl < lglly < {1 + gl < WA+ llgll}

impliquent par passage au complémentaire

US> A U lgl > Mlglly 2 A1 + gl > (£ =+ llgll3,

ce qui implique p({|f + g| > ||f|l + |lgll}) = O et par conséquent f + g € L>(u) et
If + gl < IfI+]lgll - Comme par ailleurs, pour a € C et f € L>°(u), on a immédiatement

af € L2u) et ||af] = |af ||f]|, on obtient que (3.2.4) est une norme sur ’espace vectoriel
L= ().

REMARQUE 3.2.3. Soit f € L*(u). On a

Flimg = if, (suplro).

p(Ad)=o0 \TEA

En effet, si f € L>®(u), A € M, u(A°) =0,on a f ~ fl, et par suite
1/l ooy = 1 Lall ooy < Slelg|f(93)|-

Réciproquement, si f € L°(u), on a vu que p <{|f| > ||f||Loo(“)}> = 0. En posant
A= {|f| < ||f||Loo(M)} on trouve, /L(AC) =0 et

||f||L<>o(,L) = ||f1A||Loo(u) < Slelg |f(@)] < ||f||L°°(u) :

PROPOSITION 3.2.4. Soit (X, M, i) un espace mesuré ot pi est une mesure positive.
Soient 1 < p,p’ < 400 des exposants conjugués (i.e. %—k}% =1), feLP(u)etgce L ().
Alors le produit fg appartient & L'(u) et l'on a

15921 < 1oy gl -

DEMONSTRATION. Pour 1 < p < +00, c’est 'inégalité de Holder (théoreme 3.1.5(a)).
Sip=1, alors p’ = +00 et I'on a
[f(@)g(@)] < |f (@) Ngllpeeqy 1 —pp,
ce qui donne le résultat en intégrant l'inégalité via le théoreme 1.7.3. [

N.B. Bien que les espaces LP(u) soient des quotients, et que ses éléments soient des
classes de fonctions L£P(u), on continuera de parler de fonctions de LP(u), étant entendu

qu’elles peuvent étre modifiées sur des ensembles de mesure nulle.
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THEOREME 3.2.5.  Soit (X, M, ) un espace mesuré ot i est une mesure positive.
Soit p € [1,4+00]. Alors LP(u) est un espace de Banach (espace vectoriel normé complet)

et L2(u) est un espace de Hilbert (espace préhilbertien complet).

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que 1 < p < +o0o et considérons une suite
(fn)n>1 de Cauchy de LP(u), i.e. telle que

(3.2.5) Ve >0, INe, Vn,m > Ne, ||fo = finllpoen <€
Montrons qu’il existe une suite strictement croissante d’indices
(3.2.6) 1<ny <ng < - <ng <ngyp <... telle que ank+1 - fnkH < 2k,

D’apres (3.2.5), il existe ny > 1 tel que Vp > 0, || fp1ny — fnyll < 271 Supposons construits
1 <n; <ng <--- <nyg tels que

(3.2.7) Vp>0,V5 € {1,....k},  ||[fosn, — fn, || <277
D’apres (3.2.5), il existe my, tel que Vp > 0,Ym > my, || fprm — fm|l < 27%71. Posons
ng+1 = max(1l + ng, mg).

Alors ng < ngy1 et Vp >0, prJrnkH — fresa || < 27k=1 " ce qui permet de construire une
suite strictement croissante (ny),>1 vérifiant (3.2.7) duquel on déduit (3.2.6). Considérons

alors, pour k > 1, les fonctions mesurables positives

(3.2.8) gk = Z |fnj+1 - fnj|7 g = Z |fnj+1 - fnj|'

1<j<k j>1

De (3.2.6) il vient

196l oy < D Wnser = Pl < D 279 <1

1<j<k 1<j<k

et par conséquent le lemme de Fatou (lemme 1.6.4) implique

/ (lg” = lim [gx[? = lim inf |gx|?)dp < liminf/ lgr|Pdu <1,
X k k ko )x
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ce qui donne g € LP(u) et |[g[1»(,) < 1 ainsi que 0 < g < 400 p-pp (cf. proposition 1.7.1
(d)). Par suite la série télescopique » (fn;4: (@) = fn,(z)) converge absolument y-pp,

i.e. sur un ensemble mesurable A tel que u(A°¢) = 0. Posons

F@) = [ far @) + D (Faya (@) = fo, (@) [ 1a ().

Jj=1

Comme

f’m (.’E) + Z (fnj+1 (33) - fnj (.’L‘)) = fnk+1(x)7

1<j<k

on a f(x) =limy fn,(x), p-pp. Soit € > 0 et N, un entier tel que (3.2.5) soit vérifié. Le

lemme de Fatou implique
/X<|f — fml? = lin%inf |y, — fm|p>d,u < limkinf/x |frr — fm|Pdu < €?,  pour m > N..
Par conséquent f — f,, appartient & LP(u) ainsi que f = f — fo, + fm et

1 = fmll Lo e 0, q.e.d. pourl<p< +o0.

En particulier, L?(u) est un espace complet pour la norme

1/2
(3.2.9) lull 2 = (/X uﬂdu) :

Pour u,v € L?(u), la proposition 3.2.4 implique que u? appartient & L (1) et par suite
(3.2.10) L2 (p) x L*(p) > (u,v) — / uodp = B(u,v)
X

est une forme sesquilinéaire hermitienne, i.e. pour Ay, Ay € C, u,v € L?(u),

(3.2.11) B(Auy + Aaug,v) = A\ B(u1,v) + Ao B(uz,v), B(v,u) = B(u,v).

L’espace L?(1) muni de la norme (3.2.9) est donc un espace de Hilbert. Examinons
maintenant le cas p = +00. Soit (fy,)nen une suite de Cauchy dans L*°(u). Considérons,

pour n,m entiers naturels, les ensembles (de mesure nulle d’apres (3.2.4))

A ={z € X, [fa(@)| > [ full e} Brm ={x € X [fn(2)=fm (@) > [[fo = Fnll Loe (-
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On pose E = UpenAy U Uy 1enBy,; comme E est réunion dénombrable d’ensembles de

mesure nulle, on a p(FE) =0, et pour z € E°, n, m entiers,
| fr() = fm ()] < ([ fn — fm”LOO(u) (@] < an“LOO(u) < Sl]i]p anHLOO(u) = Mo < +o0.

Le dernier point se déduit de I’hypothese (3.2.5) car, dans un espace normé, 'inégalité

triangulaire implique

[full < Wfr = fnll 1l s N fmll < M1 fo = fll + | full, et par suite
(3212) [ [Ifall = I fmll | = max (|| full = [ fnll s | fmll = 1 fall) < N fu = fmll

ce qui démontre que la suite numérique (|| fn||)nen est de Cauchy et donc bornée. Pour
z € E°, la suite numérique ( fn(x))n oy est de Cauchy et donc convergente (de limite

< Mj en valeur absolue). Posons

[ limy, fo(z) siz € ES,
f(x)_{O sixz e k.

La fonction f appartient a L°(u) (notons que f est mesurable comme limite simple de
la suite fr1ge) et || f][ () < Mo. En outre, sie >0 et n > N, (de (3.2.5)), on a

|fu(@) = f(@)1pe(2) = lim | fo(2) = fin (2)[1pe(2) < lim sup [ = Finll ooy < €

Comme 1(E) = 0, on a [[fa — fllpe < Subsene [fa(@) — F@)[1pe() < € ce qui
démontre la convergence dans L>°(u) de la suite (fy,)nen. Ceci achéve la démonstration
du théoreme 3.2.5.

Il est intéressant de noter, qu’au cours de la preuve de ce théoreme, nous avons

également prouvé le résultat suivant.

LEMME 3.2.6. Soit (X, M, u) un espace mesuré ot j est une mesure positive. Soit
p € [1,+00] et (fn)nen une suite convergente de LP(u). Alors, on peut trouver une

sous-suite (fn, )ken qui converge simplement p- pp.

On verra dans les exercices qu'une suite (f,,)nen peut converger dans L (R) et néanmoins
vérifier que, pour tout x € R, la suite ( fn(:v))n ey ©st divergente. Ceci démontre que
I’extraction d’une sous-suite est nécessaire pour déduire la convergence simple u-pp de la

convergence en moyenne (i.e. dans L').
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PROPOSITION 3.2.7. Soit (X, M, pn) un espace mesuré ou p est une mesure positive
et soit 1 < p < +00. On pose

(3.2.13) S ={s: X — C,mesurable, s(X) fini avec u({s # 0}) < 400}.
L’ensemble S est dense dans LP(j).

DEMONSTRATION. Considérons s € S et oy, ..., a,, les valeurs (distinctes) non nulles
prises par s. On a
(3.2.14) s= Y ajla, Aj=s"({a}), n(4y) < p({s #0}) < +oo.
1<j<m

Comme les A; sont deux a deux disjoints, on obtient

(3.2.15) [ Istdi= 3 lasPu(a;) < +ox,
X

1<j<m
et I'inclusion S C LP(u). Considérons maintenant une fonction f positive appartenant
a LP(u). D’apres le théoreme d’approximation 1.3.3, il existe une suite croissante de
fonctions étagées (si)ren qui converge simplement vers f. Chaque fonction sj appartient

a S car si s est une fonction étagée < f, prenant les valeurs distinctes (et positives)

Qi, ..., 0, sur les ensembles deux a deux disjoints Aq,...A,,, on a
5= Z ajla;, Z oz?u(Aj):/ spdug/ fPdp < 400,
1<j<m 1<i<m X X
aj

ce qui implique que p(A4;) < +oo lorsque a;; > 0 et donc

(s £0) = 3 plA)) < +oo,

1<j<m
g >0

ce qui donne s € S. En revenant a la suite (si)gen on a
0<(f—sp)? =|f —sxP < fP € L'(u) et (f — sp)’ — 0 simplement,

ce qui implique, d’apres le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoreme
1.6.8),

_ s P ie. li — =
/X|f sk|Pdu — 0, .. hI:an skHLp(M)—O-

On termine la preuve en décomposant f € LP(u) sous la forme

f=®Ref)y = (Ref)- +i(lm f)y —i(Im f)_. O
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3.3. Intégrales dépendant d’un parametre

THEOREME 3.3.1.  Soit (X, M,u) un espace mesuré ot p est une mesure positive.
Soit Y un espace métrique, yo € Y et f : X xY — C une application vérifiant les
propriétés suivantes.

(a) Pour touty € Y, Uapplication {)x( : ) appartient a L' (p).

f
(b) Pour p-presque tout x € X, lapplication { ) est continue en .

(c) I existe une fonction 0 < g € LY (p) telle que, pour u presque tout x € X, pour
touty €Y, |f(z,y)| < g(x).
Alors, la fonction F définie par

(3.3.1) Flo) = [ fGep)u

est continue en yo (en particulier si l'on remplace dans l’hypothése (b) “continue en yo”
par “continue sur'Y ”, on trouve que F' est continue sur'Y ). Si l’espace Y est localement
compact et si, pour tout compact K de'Y , il existe une fonction positive g € L () telle

que, pour j-presque tout x € X,

(3.3.2) sup | f(z,y)| < gk (2)
yeK

alors F' est continue sur'Y .

REMARQUES. L’hypotheése (b) signifie qu’il existe N € M tel que u(N) = 0 et pour
tout x € N€, l'application y — f(x,y) est continue en yy. De méme, 'hypothese (c)
signifie qu'il existe N € M tel que p(IN) =0 et

sup | f(z, y)[1ne(2) € L' (p).
yey

Remarquons en outre que ’hypothese (a) permet de définir F' par la formule (3.3.1).
DEMONSTRATION. Considérons une suite (y,),>1 de limite yo et
F(un) = Flun) = [ ({(o.2) = @) du(o).
X NS o

folz)

La suite f,, converge simplement vers 0 pour p-presque tout x, grace a I’hypothese (b).

En outre, I'hypothese (¢) implique que |f,| < 2g p-presque partout. Ceci nous permet
d’appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue (théoréeme 1.7.4) qui donne

le résultat lim,, oo F(yn) = F(yo). O
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THEOREME 3.3.2.  Soit (X, M, ) un espace mesuré ot j est une mesure positive.

Soit Y un ouvert de R™, et f : X xY — C une application vérifiant les propriétés

sutvantes.
L X — C .
a) Pour touty €Y, Uapplication appartient a L' ().
(a) Y pp { v o flry) PP (1)
. Y — C . .
b) Pour tout x € X, Uapplication est différentiable sur'Y .
) pp { y — flzy) i

(c) Pour tout compact K de'Y, il existe une fonction positive g € L1 (1) telle que,
pour tout x € X,

(3.3.3) sup ||dy f(z,y)|| < g ().
yeK
Alors, la fonction F définie par (3.3.1) est différentiable sur'Y, dyf(-,y) € L (n) et

(3.3.4) dF(y) = /X dy f(@,y)du(x)

REMARQUES. La différentielle d, f(z,y) est un vecteur de C™ (une forme linéaire sur
R™) dont on prend en (3.3.3) la norme euclidienne. L’appartenance & L£'(u) de ce
vecteur se définit par Pappartenance de chaque composante & £(u). Pour tout 7' € R™,
I’application de X dans C définie par = — d,, f(z,y) T appartient & £'(u) car d’une part,

on a

dyf(,y)-T = lm k(f(,y+T/k) = f(z,9))

ce qui assure la mesurabilité, et d’autre part ’hypothese (3.3.3) implique
[ty $9) - Tlduta) <+
X

DEMONSTRATION. Soit y € Y et r > 0 tel que la boule fermée B(y,r) soit incluse dans
Y. Pour h € R™ tel que ||h|| < r, on examine

Fly+h)—F(y) = /

X

(f(z,y+h) = f(z,))dp(x) = /

[ [yt @0 ht ey ) ] (),

ou

(3.3.5) lim €, (h) = €3,,/(0) = 0.
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Comme la fonction = — d, f(z,y) - h appartient & £!(u), c’est aussi le cas de €, ,(h) et

l’on obtient

Ply+h) = F) = [ dyfle.) - hdula) + [ e (bhduta) 1]
De plus, en utilisant 1’inégalité des accroissements finis, on obtient
€2,y (R)] [[]] < Sup [y f(z,y + OR) [ [[Al + lldy f (2, y) [ || 2]
€lo,

et par conséquent

(3.3.6) lery (M) <2 sup |ldsf(z,2)|| < 29k (2) € £ (1)

z€B(y,r)
avec K = B(y,r) d’apres (3.3.3). L’inégalité (3.3.6) et (3.3.5) permettent d’utiliser le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue (théoreme 1.7.4) pour montrer que, pour
toute suite (hy)ren tendant vers 0 dans R™, on a limg_. 1o [ |€2,y(hi)|dp(x) = 0. Ceci

implique

Fly+h) - F(y) = /X dy f(z,y) - hdp(x) + 0y (h) 1]

avec 1y (h) = [y €y (h)du(z), et limy,_ 1, (h) = 0. Ceci implique que I'application F est
différentiable en tout point y € Y et dF(y)-h = [ d, f(x,y)-hdu(zx), soit le résultat. [

THEOREME 3.3.3.  Soit (X, M, ) un espace mesuré ot j est une mesure positive.

Soit U un ouvert de C, et f : X xU — C une application vérifiant les propriétés suivantes.

5 . . X — C . N 1
(a) Pour tout z € U, lapplication { e f(n2) appartient a L' (u).
, L. U — C
(b) Pour tout x € X, lapplication { : = f(22) est holomorphe sur U.

(c) Pour tout compact K de U, il existe une fonction positive g € L (u) telle que,
pour tout x € X,

(3.3.7) sup | (2, 2)| < gx (@),
zeK

Alors, la fonction F' définie par (3.3.1) est holomorphe sur U, pour tout k € N

Xo>r— —
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appartient a L' (1) et

(3.3.8) F(k)(z) = ak{(a: z)dp(x).

REMARQUE. Il est important de noter que 'hypothese (3.3.7) est apparemment tres
faible, puisqu’on ne requiert que la domination locale de la fonction, et non pas comme
n (3.3.3), un controéle de la dérivée. En fait ’hypothese (b) d’holomorphie et la formule
de Cauchy permettent de retrouver une estimation pour la dérivée. De maniere générale,
les oscillations des fonctions holomorphes (e.g. les valeurs des dérivées) sont contrdlées

par les valeurs des fonctions elles-mémes.

DEMONSTRATION. Soit 29 € U et rg > 0 tels que la boule fermée Ky = B(z, 7o) soit
incluse dans U. Soit (z,,)n>1 une suite de B(zp,70/2)\{20} de limite zy. Considérons avec

Zn = 20 + hn, I'g le cercle de centre zy et de rayon rg,

Flzo + hn) — Flzo) = /X (20 + hw) — (2, 20)] dua)

Ly fo.9) ]

[ [ A ndf ) 280
1

5ir

J
foae | fffo( Eo5 1) aute)
h

1 f(z,€) 1
n/Xﬁ { r, €= 20 §—Zo—hnd£} ().

Go(a)
Montrons que, pour tout z € X, on a
. 1 f(z,§) of
3, lim G(z) = —— ¢ 208 ge = Wy oy,
3:3.9) Jim Gue) = 5 de= 5 o)

En effet, pour £ € Ty, on a |§ — zg| = 1o, | — 20 — hn| > |€ — 20| — |hn| = r0 — |hn| = 70/2,
ce qui implique, pour tout x € X,

@Ol 2Af@)

€= 20ll§ =20 —hal = 1§

et par conséquent pour & = zy + roe’?

|f(z, 20 + roe'?)]|

2
7o

lirge®®| | f(z, 2o + re®®)|
2im|  rolroe® — hn| T

% =Q(0) € L'([0, 27]).

(3.3.10)
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Comme en outre, pour 6 € [0, 27|

. irget? flx,z0 + roew) irget? flx,z0 + roeie)
lim - A A = — SeT ,
n—+oo 2im roei?(roe’ — h,) 24T rae2if
il vient de (3.3.10)
. . 1 f(x,€)
lim G,(z)= lim — d
n—+4oo0 (z) n—-+o0 207 Jp, (€ —20)(& — z0 — hy) ¢
1 27 20 ]
= lim — f(¢,z0 + roe”) iroe’?do

n—+too 2 J,  roe?(roe? — hy,)

_ L 27 f(x, 2o +Toei6)i7‘06i9d6 _ ij{ f( ,€)
ro (€= 20)?

2 Jo r3e2if 2im € — 29)?

soit (3.3.9). En outre, on a

2mrg 2
|G(@)| < 525 sup | f(x,€)] < —gm( ) € L (u).
271' TO EGFO

Le théoreme de convergence dominée, appliqué a la suite G,,, montre alors que z

9 (2, 29) appartient & L'(y) et
Jim ket (F(zo + hn) / 55 (@ 720)du(=),
ceci pour tout zp € U. On obtient alors (a),(b) pour % ainsi que (c) en utilisant la

formule de Cauchy. Une récurrence immédiate permet alors de conclure la démonstration
du théoreme 3.3.3.

QUELQUES EXEMPLES.
Terminons ce paragraphe avec quelques exemples qui seront développés dans les exer-
cices. Tout d’abord, la fonction gamma, définie a priori sur Hy = {z € C,Rez > 0} par

la formule
+oo

(3.3.11) F(z):/ t*~tetat.
0

On démontre, en utilisant le théoreme 3.3.3, que la fonction I' est holomorphe sur Hy, et

vérifie sur Hy ’équation fonctionnelle

(3.3.12) I(z+1) =z2I'(2),
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ce qui permet de prolonger cette fonction en une fonction méromorphe sur C avec des

k
poles simples en {—k}ren de résidu (7,:!) . Notons que, pour n € N, on a I'(n + 1) = n!

et que I'(1/2) = /7.

Introduisons également la fonction Zeta définie a priori sur H; = {s € C,Res > 1}

par la formule

1
(3.3.13) ((s) = —.
n>1
Le théoreme 3.3.3 permet de démontrer que cette fonction est holomorphe sur H;. On
peut également démontrer (cf. exercices) que cette fonction se prolonge en une fonction
méromorphe sur C, avec un unique pole (simple de résidu 1) au point 1. On démontre

également que, pour Res > 1,

(3.3.14) )= [[a-p",

peP
ou P désigne I’ensemble des nombres premiers. Par ailleurs, la distribution des nombres
premiers est intimement liée a la répartition des zéros de la fonction Zeta. En particulier,

le théoreme d’Hadamard

déf x
3.3.15 Card{pe P,p<z} =mn(x) ~ —
(3.3.15) pePp<a}=mnlz) ~ ),
se démontre en prouvant que la fonction ¢ ne s’annule pas sur H,. La conjecture de
Riemann, I'un des plus célebres problemes mathématiques non résolus, énoncé en 1859,
affirme que les zéros non réels de la fonction ¢ sont situés sur la droite critique {s €
C,Res = %} Notons également la fonction £, fonction entiére (i.e. holomorphe sur C)

définie par

(3.3.16) £(s) = C(S)F(S/Q)W_S/Q%s(s _,
qui vérifie ’équation fonctionnelle

(3.3.17) £(s) = £(1 — 3).

Un autre exemple intéressant est constitué par la fonction theta de Jacobi, que nous

noterons 6, définie pour Re z > 0 par

(3.3.18) 05(2) =Y e,

nez
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Le théoreme 3.3.3 permet de prouver que cette fonction est holomorphe sur Hy. En outre,
on démontre la propriété modulaire de la fonction 6,

(3.3.19) 05(1/2) = 21/26,(=).

Fonction classique également que la fonction Beta, définie pour xz,y € Hy, par la formule

(3.3.20) B(z,y) = /01 t* (1 — )yt

On démontre facilement la formule
['(x)'(y)
I(x+y)

On renvoie aux exercices pour d’autres exemples, notamment sur les fonctions d’Airy, de

(3.3.21) B(z,y) =

Bessel, les intégrales elliptiques, les intégrales de Fresnel . ..

3.4. Fonctions continues de LP(R?)
THEOREME 3.4.1. Soit 1 < p < +oo et Q un ouvert de R%. L’espace C.(Q) est dense
dans LP(Q).

DEMONSTRATION. Rappelons que la proposition 3.2.7 nous donne la densité de S,
défini par (3.2.13), dans LP(2). Il nous suffit alors de considérer un borélien A C 2 de
mesure finie et de montrer que I’on peut approcher 14 en norme LP par une fonction de
C.(Q). Soit € > 0. Du lemme 2.2.11, il vient I'existence de F' fermé et V ouvert C €2 tels
que

(3.4.1) FcAcCV, m(V\F)<e/2P,
ce qui implique en particulier
(3.4.2) /Q |14 — 1y |Pdm = /Q lg\Adm =m(V\A) < eP/2P.
De plus, on a
m(V) =m(A) + m(V\A) <m(A) + m(V\F) <m(A) + €//2P < 0.

En utilisant (2.4.3) dans la preuve du lemme 2.4.2; on trouve x € C.(V;[0, 1]) tel que

m(V) —eP /2P < / xdm <m(V) = sup / xdm < 400,
Q X€C:(V;[0,1]) JQ

et par conséquent

(3.4.3) / 1y — x|Pdm = / 11— x[Pdm < / (1= y)dm = m(V) — / xdm < 2",
Q \% |4 1%

On obtient alors de (3.4.1-2) I'inégalité |14 — X||1n(q) < € €t le résultat. O
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THEOREME 3.4.2. Soit 1 < p < +o00 et Q un ouvert de R%. L’espace C°(9) est dense
dans LP().
DEMONSTRATION. Soit x € C.(2) et pg € C°(R% Ry, supp po = B(0,1), [pa po(z)dz =

1 (il suffit de considérer la fonction (2.1.2) divisée par son intégrale). Pour e > 0, on pose

(3.4.4) Xe(z) = /R ) po((z —y)e Ve x(y)dy.

Le théoreme 3.3.2 implique que x. est une fonction C> sur R%. De plus on a
(3.4.5) supp xe C supp x + €B(0,1) C Q pour € assez petit (cf. (2.1.3)).

En outre, en utilisant un changement de variable affine, on obtient

(@) = x(@) = [ pole)(xla + e2) = x(a))dz
R
et donc, grace a la continuité uniforme de la fonction y (continue & support compact), on
a l'inégalité |x(z) — x(z)| < supj,, 4, <c [X(@1) — x(@2)] = 0(¢) = 0, de sorte que

e—0

[ ela) = x(@)de < e msupp x -+ eB0.1) =, 0.

REMARQUES 3.4.3. Pour 1 < p < +o00, 'espace LP(£2) est donc le complété de C.(2)
pour la norme LP. Nous aurions pu définir de cette maniere ’espace LP, mais nous serions
obligés de manipuler des classes de suites de Cauchy de fonctions continues, ce qui serait
a la fois inélégant et compliqué. Nous avons pu réaliser LP comme un espace de fonctions.

On verra dans les exercices que la complétion de C.(R%) pour la norme L™ n’est pas
L>°(R?) mais C(p)(R?), espace des fonctions continues qui tendent vers 0 & infini i.e.
les fonctions continues f sur RY telles que

lim {sup ]f(.r)|} = 0.

R=+00 Y jz[>R
Nous terminerons ce chapitre avec un conséquence importante du théoreme 3.4.2.

LEMME 3.4.4. LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE. Soit u € L*(R%). On pose

(3.4.6) u(§) = / e~ 2Ly (z)dx (transformée de Fourier de u).
Rd
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Alors, on a

(3.4.7) ag) — 0.

|€]—o0

DEMONSTRATION. On remarque pour commencer que (3.4.6) a un sens comme intégrale

d’une fonction L' et que

(3.48) sup [7(6)] < [[ull 1 gy -
£ERC

Soit p € C°(R4). Alors, du théoréme 3.3.2, il vient, en posant pour a = (ay,...,aq) €
Nd
(3.4.9) DY = D¢ D%, D=0 e g

4. =D ...Dy?, i = im0 =&
les identités
(3.4.10) §19(8) = Dip(§), Dp(§) = £7p(€).

Par conséquent, on en déduit

(1 + ‘§|2)@(§) = Fourier(go + Z D]2'90>

1<j<d

et donc (1+ [£)[3(&)] < |l + di<i<d D?ol| 1 (re), ce qui implique (3.4.7) pour ¢. Soit
maintenant v € L'(R?). On a

(&) < [(w—= @)+ 2] < [lu— @l L gay + |2(E)]
et donc, pour toute fonction ¢ € C°(R?),

limsup |u(§)| < ||u — ¢ = limsup |u(§)| <  inf uU— =0. O
s [6)] < 1~ Pl e = I O < _inf = 9l
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Notes

Thales de Milet a vécu de 624 av.JC a 547 av.JC. Milet est une ville d’Asie mineure
(aujourd’hui en Turquie). Thales semble étre le premier philosophe grec connu, également
scientifique et mathématicien, ingénieur de métier. Le théoreme de Thales est en fait I'un

des axiomes des espaces vectoriels et s’exprime par
Az4+y)=r-xz+ Ay

ol A est un scalaire (e.g. un réel dans le cas d’un espace vectoriel réel) et x,y sont
des vecteurs. Johan Jensen (1859-1925) est un mathématicien danois, qui a démontré
en 1906 l'inégalité fondamentale qui porte maintenant son nom. Otto Holder (1859
1937), mathématicien allemand, a établi en 1884 l'inégalité qui porte son nom. Her-
mann Minkowski (1864-1909) était professeur a I'université de Gottingen. 11 a enseigné

également a Ziirich ou Albert Einstein suivit ses cours.



