4. INTEGRATION SUR UN ESPACE PRODUIT

4.1. Produit d’espaces mesurables

DEFINITION 4.1.1. TRIBU PRODUIT. Soient (X7, M1), (X2, Msz) deux espaces mesu-
rables. On appelle tribu produit de M; et My et on note M1 ® M, la tribu sur X; x X5
engendrée par les ensembles du type A; X Ag, ou A; € M,,j = 1,2 (on dira que A; x Ay

est un rectangle).

Notons que M; ® My est la plus petite tribu (i.e. l'intersection des tribus) rendant
mesurables les projections canoniques 7; : X1 X Xo — Xj,ﬂj((xl,xQ)) =z5,j = 1,2.
En effet, d’une part m; est mesurable car, pour A; € My, 7r1_1(A1) = A; x X5 qui est
un rectangle donc appartient & M; ® My (idem pour 7). D’autre part, si 7 est une
tribu sur X; x X, telle que les 7; soient mesurables, alors, pour A; € M;, 7 contient

7r1_1(A1) =A; x Xy et 772_1(A2) = X1 X A, et par conséquent leur intersection
(Al X XQ) N (X1 X AQ) = A1 X AQ.

La tribu 7 contient donc les rectangles et par suite la tribu engendrée par les rectangles,
ie. M; ® Ma, qed.

REMARQUE 4.1.2. Considérons pour j = 1,2 des applications mesurables f; : X; — C

et posons
fl X f2 : Xl X X2 — (C

(z1,72)  —  fi(z1)f2(z2).
L’application f; ® fs est égale au produit (f1 o m1)(f20m2). Or les applications f; o
sont mesurables d’apres le lemme 1.1.6 et le théoreme 1.2.5 montre que leur produit 1’est

également; ceci démontre la mesurabilité de f; ® fs.

PROPOSITION 4.1.3. Soient (X1, M1), (X2, M2), (Y,T) des espaces mesurables et

f: X1 x Xo — Y une application mesurable. Alors

(a) Va1 € Xy, Uapplication f(x1,-) : 9 € Xo+— f(x1,22) €Y est mesurable,
Vag € Xo, Uapplication f(-,x2) : x1 € X1 — f(z1,22) € Y est mesurable.
(b) Pour A € My ® My, et (x1,22) € X1 X X3, on pose

(4.1.1) Ay, ) = {72 € Xo, (21,22) € A},  A(,72) = {71 € X1, (z1,72) € A}
L’ ensemble A(xq,-) appartient a Mo et A(-,x2) appartient a M;.
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On peut commencer par examiner le dessin suivant ol apparait la “tranche verticale”
A(z1,-). Il serait facile de dessiner une “tranche horizontale” A(-,xs), ce que nous nous

sommes abstenu de faire pour la clarté du dessin.

A(le )

X1

AEM1 ®M2, A(l‘l,-)Z{l'g GXQ,(I'l,l'Q) GA},

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soit B € 7. On a, pour z; € Xy,

f(x1,)"H(B) = {a2 € Xa, f(z1,22) € B} = {z3 € Xy, (x1,32) € f1(B)} = (f'(B)) (21, ).

La mesurabilité de f implique que f~!(B) appartient & M; ® Ma; par conséquent, il
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suffit de prouver (b) pour obtenir (a). Pour cela considérons
M= {E C Xi x Xz,vxl € Xl,VCIZ'Q € XQ,E(.CL’l, ) € M2,E(',x2) < Ml}
On remarque que si £ € M alors E€ € M: on a pour z; € X1,

(Ec)(l’l,'):{xg GXQ,(I'l,I'Q) EEC}:{.IQ GXQ,(I'l,I'Q) ¢E}: ( E(xl,-) )c
——
EMsy car EEM
qui appartient a My car M est une tribu, donc est stable par passage au complémentaire.
Comme on démontre de méme que, pour zo € X, (E°)(+, z2) appartient & My, on trouve
effectivement que E¢ € M. De plus, si (Fk)ken est une suite d’éléments de M, alors

UrenFEr € M: pour 1 € X1, on a

(UrenBr)(21,-) = {z2 € Xo, (21, 22) € UpenEr} = Upen(  Ex(21,-) )
——
€My car EpeM
qui appartient a My car My est une tribu, donc est stable par réunion dénombrable.
Comme on démontre de méme que, pour zo € Xo, (UkeNEk)('7 x9) appartient a My, on
trouve effectivement que UrenFEr € M. En outre, les rectangles sont éléments de M: si
Aj e M;,j=1,2,0n a, pour z; € Xy,

0, six ¢ A

AQ, sixy € Ay € M.

(A1 x Ag)(w1,-) = {2 € Xo, (71, 72) € Ay X Ao} = {

On démontre de méme que, pour x5 € Xo, (A1 X A2)(+, x2) € Mj. Il suit de ce qui précede
que M est une tribu sur X; x X5 qui contient les rectangles, et donc la tribu engendrée

par les rectangles M; ® Ms. Ceci acheéve la preuve de (b) et de la proposition.

REMARQUE 4.1.4. Soit d € N et By la tribu des boréliens sur R?. Alors si di,ds € N,

on a
(4.1.2) Bai,+d, = Ba, ® Bqg,.

On démontre tout d’abord que By, +4, O Ba, ® Ba,: Ba,+d, est une tribu pour laquelle
les projections sont mesurables (car elles sont continues), donc contient la plus petite
tribu rendant les projections mesurables By, ® Bg,. En outre d’apres le lemme 1.2.4,
la tribu By, +4, est engendrée par les pavés compacts [], ;4 4 4,la;,b;] qui sont aussi
des rectangles (car égaux a [[,<;<4 a7, 0] [14, 1 1<j<d,+a,1a):0;]). Par conséquent, en

utilisant la notation de la définition 1.1.3, on a

Ba, ® Ba, C By, +d, = M(pavés compacts) C M(rectangles) = By, ® Bg,. 0O
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4.2. Produit tensoriel de mesures o-finies

LEMME 4.2.1. Soient (X1, M1, p1), (X2, Mo, p2) des espaces mesurés ou les p; sont
des mesures positives et o-finies (i.e. X; = UkeNE}Z;; avec ,uj(Ei) < 4o00). Soit A €
My @ My ; on pose p1(x1) = p2(A(x1,-)), wa(we) = ui(A(,22)). Alors @; est M;

mesurable (j =1,2) et
/ p1dpy Z/ padpa.
X, X

DEMONSTRATION. Si A = A; X Ay avec Aj € M, c’est vrai car

0 i A
(A1 x Az)(z1,-) = {22 € X, (z1,72) € A1 X Ao} = {A2 :i 2 i Ai ;
ce qui implique que

. 0 si T §§ Al . o ) . )
(,01(1171) - {HQ(AQ) si 11 € Al y 1.6, @1 = H’Z(AZ) 1A17 Y2 = lul(A1> 1Aza

et donc si pu1(A;) et pa(Asz) sont finis,
/ prdpn = pa(Az)pa (A1) = / padpz,  qed.
X1 X2

Par ailleurs si ps(Ag) = +00 et u1(A1) =0, on a 1 =0, p1-pp et w2 = 0 ce qui donne
le résultat. Finalement si ps(Ag) = +00 et pi(A;) > 0, on trouve le p1dpy = oo =
fX2 padpa. Soit R = {A € M1 ® Ma, la propriété du lemme est vérifiée}. On vient de

voir que

(i) R D rectangles.

En outre

(ii) si (Aj)jen est une suite croissante de R, alors Ujeny A; € R.

En effet, posons ¢1 (1) = p2(A;(z1,+)), ©2,i(x2) = pa(A4;(-,x2)). La suite d’ensembles
Aj(z1,7) = {22 € Xo, (21, 22) € Aj}
est croissante de réunion A(zq,-). Par conséquent,

0<@ij(x1) Tei(z), et 0= aj(w2) T pa(x2).
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Du théoreme de Beppo Levi, il vient

/ P1,5dp T p1dpr, et / o jdp T wodps.
X1 X1 Xo X

Comme A; € R, on a le o1, jdp = fX2 ©2.jdpa, ce qui donne (ii). En outre, si
(iii) (A;)jen est une suite de R d’ensembles deux & deux disjoints, alors Ujeny 4 € R.

En effet, en considérant la suite croissante B,, = Up<;j<n A, et en utilisant (ii), on voit

qu’il suffit de vérifier que si A, Ao sont disjoints et dans R, alors A1 U A; € R. On a

(A1 U As)(21,) = {z2 € Xo, (x1,22) € A1 U A} = i41(331, JUAs (2, ‘)j;

VvV
réunion disjointe

ce qui donne
p2(Ar U Ag)(z1, ) = pa(Ar(w1, ) + p2(A2(z1,-)),
et

p1(z1)

/X 12 ( Ay U;b)(fﬂlfidul(flz‘l):/x Mz(Al(flflv'))dﬂl(fIfl)Jr/X p2(Az(z1,))dps (z1).

En utilisant que A; et A, sont dans R, on obtient le résultat. De plus si A; € My, A; €
Mgy avec pj(Aj) < 0o,j = 1,2, et si (Q;) est une suite décroissante d’ensembles de R

tels que A; x Ay D @, alors
(iv) Q=nN;Q; €R.
Posons
o1,5(x1) = p2(Qj(x1, ) = p2({z2 € Xo, (71, 22) € Q;}) < p2(A2) < oco.
On a alors en utilisant la proposition 1.4.2 (c)
©1,5(11) = p1(71) = pe({r2 € Xo, (71,22) € Q})
et de méme

(Q; (v, m2)) = 2 j(2) — w2(z2) = p1 ({21 € X1, (21, 22) € Q}).
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En outre, on a

0 < 15(w1) < pa({r2 € Xo, (w1,22) € A1 X A2}) = 1(21).

Or on a vu que [y ¥idur = p1(Ar)pz(Az) (qui est fini ici). On peut donc appliquer le

théoreme de convergence dominée de Lebesgue qui donne

/Sﬂl,jdﬂlﬁ prdpr et /902,de2—> padfLa.
X1 X1 Xo X5

Comme Q; € R, on a [y 1 jdu1 = [y, po,;dus et le résultat (iv). La o-finitude de X;

implique qu’il existe une suite X ; d’éléments de M; telle que
X1 = UgenX1k, p1(X1x) < 00.

On peut en outre supposer que les X ; sont deux a deux disjoints. On notera Xy
une suite ayant les propriétés correspondantes pour (Xao, Mo, o). Soit S la classe des
A e My ® M, tels que

V(k, l), A N (Xl,k: X XQJ) € R.

Alors, S est une classe monotone i.e. si (A4;) est une suite croissante d’éléments de S,

(Bj) une suite décroissante d’éléments de S,
UjAj S ijj €Ss.

Soit en effet A; € M; ® My une suite croissante telle que A; N (X5, X X2;) € R. D’apres
(ii), on obtient le résultat. De méme la propriété (iv) et le fait que pq (X1 1), p2(X2,)
soient finis impliquent la propriété sur les B;. Par suite, S est une classe monotone
incluse dans M ® M, qui contient les rectangles (propriété (i)) et les réunions disjointes

dénombrables de rectangles (d’apres (iii)).

LEMME 4.2.2. M; ® Ms est la plus petite classe monotone qui contient les réunions

finies de rectangles.

Admettons provisoirement ce lemme. Il vient alors que S = M; ® Ms. Donc si
Ae M; ® Mg, AN (X1 x Xg;) vérifie les conclusions du lemme 4.2.1. Par suite, de
(iii), il vient, comme A = U ;AN (X1 X X2,) (réunion disjointe), A € R, ce qui acheve

la preuve du lemme 4.2.1.
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DEMONSTRATION DU LEMME 4.2.2. M; ® My est une tribu, donc une classe mono-
tone ; en outre il est immédiat que si (7;);ecs est une famille de classes monotones sur X,
alors N;e17Z; est aussi une classe monotone. On peut donc considérer la classe monotone

7 définie comme
T = intersection des classes monotones contenant les réunions finies de rectangles.

Comme M; ® My est une classe monotone contenant les réunions finies de rectangles,

on obtient que

Ml ®M237.

On doit donc prouver 'autre inclusion pour obtenir le lemme 4.2.2. Notons que si nous
démontrons que 7 est une tribu, on obtient le résultat car 7 contient les rectangles , donc
la tribu engendrée par les rectangles , c’est a dire M1 ® M. Il suffit par conséquent de

prouver que 7 est une tribu. Remarquons que ’on a

(Al X AQ) N (Bl X Bg) = (Al N Bl) X (A2 N Bg),
(A1 X AQ)\(Bl X Bg) = [(Al\Bl) X AQ} U [(Al N Bl) X (AQ\BQ)}

On voit donc que la différence de deux rectangles est une réunion disjointe de deux
rectangles . Par suite la différence symétrique de deux rectangles est réunion disjointe de
quatre rectangles, la réunion de deux rectangles est réunion disjointe de cinq rectangles.
Il vient que I’ensemble £ des réunions finies disjointes de rectangles est stable par réunion,

intersection et différence symétrique. Pour P C X; x X5, on pose
QP)={Q C X1 x Xq, P\Q, Q\P, PUQ € T}.
On obtient immédiatement que
(4.2.1) Q€ QP) <~ PeQQ).
En outre si (); est une suite croissante de Q(P) et Q = U;Q;, on a
P\Q = PNQ°=PNN;Qf =n;(PNEJ),

et comme P N Q5 est décroissante et dans 7 (qui est une classe monotone), on trouve

que P\@ € 7 ; on prouve de méme que Q\P, P UQ € 7. Par suite Q(P) est une classe
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monotone. Soit P € £ : si Q € £, on a @ € Q(P) puisqu’on a vu que £ est stable par

réunion, intersection et différence symétrique. Il vient que
ECQ(P) pour Peé.
Comme Q(P) est une classe monotone, il vient par définition de 7°
T C Q(P) pour P € &.
Par conséquent, si Q € 7, on a de (4.2.1) pour P € £, P € Q(Q) d’ou
ECQQ).
Comme Q(Q) est une classe monotone, il vient
T CQQ) pour Q € 7.

Finalement, pour P,Q € 7, on a 7 C Q(Q) ce qui implique que P\Q,Q\P,PUQ € 7.

On obtient alors

XixXo€elCT,
€T
A~ N
siQeT,QC:(Xl « X2\ Q )e T
———
eT
(Q; € T)jen, P = Ui1<j<n@; € T, classe monotone, donc U, P, € 7,

ce qui démontre que 7 est une tribu, prouvant par conséquent le lemme 4.2.2.

DEFINITION 4.2.3. PRODUIT TENSORIEL DE MESURES o-FINIES. Soient (X7, M1, p1),
(X2, My, pi2) des espaces mesurés ou les p; sont des mesures positives et o-finies. Pour
A € M1 ® May, on pose, en utilisant la notation (4.1.1) et le lemme 4.2.1

(11 @ p2)(A) = /

[ oA i) = [ (Al ) i),

X2

Alors, 1 ® po est une mesure o-finie et, de la démonstration du lemme 4.2.1, on déduit
que, pour A; € M;, j =12, (p11 ® p2)(Ar x A2) = p1(A1)pa(A2) (avec la convention
0-00=0).
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En effet, si (Ag)ren est une suite d’ensembles deux a deux disjoints de M; ® Mo, si

x1 € X1, Ak(x1,-) est mesurable (proposition 4.1.3 (b)) et I'on a, en utilisant la notation
(4.1.1),

deux a deux disjoints

—
(UrenAr)(z1,-) = Uken Ag(z1,-)

et par conséquent,

(4.2.2) MQ((UkeNAk- X, - > Z,ug Ak Il,
keN

Le lemme 4.2.1 implique que les applications x1 +— o (Ak(ml, )) sont mesurables et le

corollaire 1.6.2 fournit

(11 ® p2) (UpenAg) < /X Mz((UkeNAk)(ﬂfl, '))dﬂl(ﬂﬂl)

(4.2.2)
= /X (Zuz Ak 51317 )dﬂl(ﬂfl)

1 keN
cor162 Z MZ Ak :131, )dlu,l(.’lj‘l) = Z(Nl ®:U/2)(Ak;)7qed
keN X1 keN

De plus, la mesure 1 ® pa est o-finie car si pour j = 1,2, X; = Upen Xk avec X € M;
et pj(X; k) < 400, on a

X1 % Xo = Ugenensn (X1x X Xoi), (1 ® po) (X1 p X Xoy) = pn (X1 ) p2(X2) < 400,

THEOREME 4.2.4. THEOREME DE TONELLI. Soient (X1, My, u1), (Xo, Mo, ps) des
espaces mesurés ou les p; sont des mesures positives et o-finies. Soit f: X1 x Xo — Ry
une application mesurable (le produit X1 x Xo est muni de la tribu M; @ Ms). D’aprés
la proposition 4.1.3(a), les applications Xo 3> xo — f(x1,22), X1 3 21 — f(x1,22) sont

mesurables et [’on peut définir

fi(z1) = f(wy,m)dps(w2),  folwa) = f(w1,22)dp (21).
X2 X1

Alors, les applications f; sont mesurables et

(4.2.3) fi(zy)dp (z1) = fa(wa)dpa(z2) = / (@1, w2)d(p1 @ po) (w1, 22).
X1 X2 X1xXo
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PROOF. La notation suivante est probablement plus lisible pour (4.2.3):

/)(1 ( X, f(ml’mg)dm(xg)) dpa (1) = /X2 ( . f(x1,x2)du1(m1)> dpia(z2)
~ [[ s @ e,

Supposons tout d’abord que f = 1g avec Q € M; ® My. La définition 4.2.3 donne le
résultat cherché. Par suite, on obtient également ce résultat pour les fonctions étagées
sur X7 x Xy (déf. 1.3.2). Du théoreme d’approximation 1.3.3, il vient l’existence d’une

suite de fonctions étagées (s )ren sur X1 x X telle que, pour tout (z1,z2) € X7 X X5
0 < sg(x1,22) /" f(x1,22) (" signifie tend en croissant).

Posons
Sk,1(901):/ sk(x1, x2)dps(x2), Sk,g(xz)Z/ sk(x1, z2)dp (7).
X2 Xl

Comme s est étagée, nous avons déja prouvé que

(4.2.4) / skyld,ul :/ Skygd,ug :/ Skd([tl ®,u2>.
X]_ XQ X1 XXQ

11 vient alors du théoréeme de Beppo Levi (th. 1.6.1) sur (X; X Xo, M1 @ Mo, 1 ® )
que
k X1 ><X2 Xl ><X2
Pour z; € Xi, le théoreme de Beppo Levi sur (X5, M, u2), appliqué a la suite positive
croissante si(x1,x2) donne
0< salon) = [ siConan)dia(en) /[ floradua(es) = fie)
X2 X2
Le théoreme de Beppo Levi sur (X7, My, u1), appliqué a la suite positive croissante
sk.1(z1) donne alors
(4.2.6) lim Sk’ld,ul = fldul.
k Xl Xl
On obtient donc

4.2.5) .. 4.2.4) .. 4.2.6
/ fd(p @) )hm/ sed(p @ pz) ‘2" lim skadu ' Z " R,
X1><X2 X1><X2 k Xl Xl

et on démontre de méme que [ X1 % Xo fd(pi®us) = [ X, fadps, ce qui acheve la démonstration.

REMARQUE. Le lemme 1.2.11 sur les séries doubles & termes dans R constitue une

version tres élémentaire du théoreme de Tonelli.
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THEOREME 4.2.4. THEOREME DE FUBINI. Soient (X1, My, 1), (Xo, Mo, us2) des
espaces mesurés ot les pu; sont des mesures positives et o-finies. Soit f: X1 x Xo — C

une application mesurable.

(a) Si /X </X |f(x1,x2)|d,u2(m2)> dps (1) < +oo, alors f € LM (i1 ® o).

(b) Sife L'(p ®@pa), alors f(x1,-) € L (p2) pa-pp en xy et f(-,x2) € L' (1) po-pp
en ro et

/X1 ( . f(:vl,:vz)dﬂz(asg)) dp (z1) = /X2 ( f(ifbf’«“z)dm(ld)) din(2)

// o, 22)d(i @ p) (@1, 3).
X1 XX2

DEMONSTRATION. Pour le (a), il suffit d’appliquer le théoréme de Tonelli & |f|. Pour
le (b), commengons par supposer que f est a valeurs réelles. Alors, on a f = f, — f_ avec
fr >0, fi(z) = max(f(z),0), f-(x) = max(—f(x),0). Il vient du théoreme de Tonelli
et de I’hypothese de (b)

/X1 ( . f+(a:1,x2)du2(m2)) dpp (m1) = /X2 ( . f+(a:1,x2)du1(g;1)> dpia (2)

(4.2.7) =[£  Lana)dn ® m)an, ) <+,

et la méme identité pour f_. Il vient donc que les fonctions M; mesurables (fy)1, (f-)1
appartiennent & L'(y;) (on définit comme dans le th.1.2.4 pour g : X; x Xy — R,
mesurable, g1 (1) fX g(x1,w2)duz(x2), go(x2) le g(x1,22)du1(z1)). De la propo-
sition 1.7.1(d), il vient que, u1-pp, (f+)1 < +00,(f-)1 < +oo. On obtient de méme que
t2-pp, (f1+)2 < 400, (f-)2 < +00. Comme on a en outre

|f(z1,22)| = f1 (21, 22) + f- (71, 22),

on trouve la premiére partie de (b). En appliquant les identités (4.2.7) pour fi et f_, il
vient l'identité de (b) en effectuant une combinaison linéaire de réels. Si f est a valeurs
complexes, on peut considérer séparément les parties réelles et imaginaires qui vérifient
chacune les hypotheses de (b) et auxquelles on peut par conséquent appliquer le résultat

précédent.

REMARQUE 4.2.6. Soient (X, My, p1), (X2, Ma, p2) des espaces mesurés ot les p;

sont des mesures positives et o-finies. Soient f; : X; — C,j = 1,2 des applications de
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LY (). On définit sur X; x Xo, application fi1 ® f2 par (f1 ® f2)(z1,22) = f1(z1) f2(x2).
Cette application est mesurable d’apres la remarque 4.1.2 et le théoreme 4.2.4 implique

immédiatement que f; ® fo appartient & L!(u; ® ps) et

//)(1><X2(f1 ® f2)d(p1 ® po) = </X1 fldm) (/X2 f2dM2) :

4.3. La mesure de Lebesgue sur R?

Nous avons construit dans le paragraphe 2.4 la mesure de Lebesgue sur R?. Dans
ce paragraphe, nous souhaitons comparer celle-ci au produit tensoriel des mesures de
Lebesgue sur R, ceci pour nous permettre de ramener le calcul d’intégrales multiples a

celui d’une succession d’intégrales simples.

THEOREME 4.3.1. Soient dy,ds des entiers > 1. On pose d = di + da. On désigne
par mg la mesure de Lebesque sur R (cf.§2.4) et Lq la tribu de Lebesque sur RY. Alors
LqD Ly, Ly, et mq coincide avec mq, @ mq, sur Lg, @ Lq,.

DEMONSTRATION. En utilisant les notations de la définition 1.1.3 pour la tribu en-

gendrée, il vient du lemme 1.2.4 et de la remarque 4.1.4
(4.3.1) Ba, @ B, = Bg = M(Pavés) - M(Rectangles) =Ly, @ Lyg,.

De plus, du lemme 2.4.2, il vient que si Ej € Lq;,j = 1,2, il existe A; de type F,, et B;
de type G5 tels que A; C E; C By, mq,(B;\A;) = 0. Par suite, on a

Ay xR®2 Cc By x R C B; x R% .
S——— ——

F, Gs

Il suffit alors de démontrer que
(4.3.2) ma((B1\41) x R®) =0,

car on aura alors F; x R% € £, d’apres le lemme 2.4.2, et de méme R4 x Ey € L4, de
sorte que Fy X Ey € L4, ce qui implique L4, ® Lg, = M (Rectangles) C Lg. Pour obtenir
(4.3.2), il suffit de démontrer, en utilisant la proposition 1.4.2(b), que, pour tout M > 0,

(4.3.3) ma((Bi1\A1) x {z2 € R®,|z5| < M}) = 0.
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On remarque alors que mg, ® mg, est une mesure positive définie sur By = By, ® By, et
est finie sur les compacts car, si K est un compact de R?, il est inclus dans un produit
By x B2 avec B; = {x; € R% |z;] < M} et par suite
(md1 ® mdQ)(K) < (mdl ® mdz)(ﬁl X 62) = Mg, (ﬂl)mdQ (62) < +00.
En outre, du théoreme 2.4.1(b) et de la définition 4.2.3, il vient
(ma, ©ma,)([0,1]7) = mg, ([0,1]")ma, ([0,1]%) = 1.

De plus, mg, ®my, est invariante par translation, car si E € By et t = (t1,12) € R4 xR%,

on a

(may @ ma) (B +1) = [

([, tommmtoraima ) ) dma o)
R22

[, test ozl (o) ) dm, o)
Re1

(

= /]Rd1 (/Rdz 154 (tr,0) (@1, B2)dma, (xg)) dma, (1)
(
(

/d 1e1(t,0) (21 + t1, x2)dmg, ($1)> dma, (72)
Ra1

— /R (/R 15 (21, 2)dmg, (:)31)) dmg, (z2) = (ma, @ ma,)(E).

Par suite, d’apres le théoreme 2.4.1, les mesures mq, ® mq, et my coincident sur By. Ceci

implique (4.3.3) car mg, (B1\A1) = 0. Nous avons donc démontré

By = Bdl X Bd2 - Edl X ‘Cdg C Ly,
A€ By = (mg, @ma,)(A) = mgq(A).
En outre, si Q € L4, ® L4,, comme @ € Ly, il existe A de type F,,, B de type G tels

que A C Q C B,mg(B\A) =0. On en déduit, comme A est un borélien
<mq(B\A)=0

——
ma(Q) = ma(Q\A) +ma(A) = (ma, @ ma,)(A).

En outre, comme B\ A est un borélien, on a
<(mg, ®ma, )(B\A)=mgq(B\A)=0

7 N

(mdl ® mdQ)(Q) = (mdl & mdz)(Q\A) +(md1 ® md2)(A)

et par conséquent mg coincide avec mg, ®mg, sur L4, @L4,, ce qui acheve la démonstration.
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Notes

Le lecteur attentif aura bien évidemment remarqué que le paragraphe 4.1 aurait pu
étre intégré dans le paragraphe 1.1 du chapitre 1. Toutefois, nous avons souhaité alléger
autant que possible la partie abstraite du chapitre 1 et attendre d’avoir a introduire les
intégrales “multiples” pour décrire les tribus produits.

On a vu dans le dernier paragraphe la démonstration du théoreme 4.3.1 avec en parti-
culier la preuve de 'inclusion L4, 44, O L4, ® Lg,. On peut démontrer que cette inclusion
est stricte car la tribu de Lebesgue L4 est compléte (propriété (e) du théoreme 2.2.1), ce

qui n’est pas le cas de L4, ® L4,. Néanmoins, on peut démontrer que ’espace mesuré

(Rd1+d2 ’ £d1 +dz2s TMdy +d2)
est le complété de espace mesuré (R4 x R% L, @ Lg,, Mg, @ ma,).

Guido Fubini (1879-1943) est I'un des plus grands mathématiciens italiens; chassé
d’Italie en 1938 par les lois antisémites du fascisme mussolinien, il s’exila aux USA ou
I’ Institute of Advanced Studies de Princeton lui offrit une position. Leonida Tonelli

(1885-1946) est également un mathématicien italien.



