5. DIFFEOMORPHISMES D’OUVERTS DE R? ET INTEGRATION

5.1. Différentiabilité

DEFINITION 5.1.1. Soit U un ouvert de R, 29 € U et f : U — R™. On dit que f
est différentiable en zq s’il existe une application linéaire A : R™ — R™, rq > 0 et une

application € : B(0,79) — R™ tels que, pour tout |h| < 7,

(5.1.1) f(zo +h) = f(z0) + Ah+e(R)|hl,  lim e(h) = 0.

Ici |h| désigne la norme euclidienne du vecteur h. Dans ces conditions, on dit que A est

la différentielle de f en xg et on écrit f'(z¢) = A.
Remarquons que ceci est cohérent car si, pour un ro > 0 et pour tout |h| < 7,

fzo+ 1) = flzo) + Aih +er(R)[h],  lim e (h) =0,
flzo+h) = fwo) + A2h + e2(h)[h],  lim e2(h) =0,

il vient (A1 — A2)h = (e1(h) — €2(h))|h| et donc, pour tout T € R™ tel que |T'| = 1 et

s € (=7r0,70),
<A1 — AQ)T = 61(ST) — GQ(ST) = 1111(1)(61(8T) — GQ(ST)) = O, i.e. Al = AQ.
s—
REMARQUES 5.1.2.
(a) Remarquons également que f’(xg) est une matrice m x n (avec m lignes et n
colonnes) comme application linéaire de R™ dans R™.
(b) Si f est différentiable en un point z, alors les dérivées partielles (%(w)) e de
1<5<n
[ existent, i.e. pour tout 1 < j <n, e; étant le jéme vecteur de la base canonique de R",
te;) — 0
t—0 t 8xj
teR

En effet, comme f est différentiable en z, on a f(z¢+te;) = f(zo) + A(te;) + €(te;)|t], et

par conséquent pour 0 < |t| < 1o, on a

(f(x +tej) — f(:l:))t_l = Ae; + e(tej)|t|t_1,

ce qui implique a‘%(as) = Ae; = f'(x)e; et donc
0
F@h=r@( Y he)= 3 e = Y g@n.

1<j<n 1<j<n 1<j<n
112
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La formule (5.1.1) de Taylor-Young a lordre 1 s’écrit donc pour h = (hy,...,h,) €
Rn, ‘h’ < To,

(5.1.2) fle+n)=f@)+ > %(w)hj~l—e(h)|h|.

1<j<n Y

Remarquons que f(z) = (f1 (x),..., fm(m)) appartient & R™ et que

on
M|
—\Tr) = .
3$j %

aw]‘ :

Finalement, la matrice f’(z) est la matrice m x n

on on
oxr, Oz,
Ofi
Oz,
0 fm Ofm
9 o ) 1siem

1Z5<n
(¢) Réciproquement, l’existence de dérivées partielles ne suffit pas & assurer la différen-
tiabilité comme le montre I’exemple suivant. On pose
o= { B A0 200
0 si (x,y) = (0,0).
Cette fonction est discontinue en 0 (pour € # 0, on a f(e,€) = 1/2) et par conséquent
n’est pas différentiable en 0 (la formule (5.1.1) implique en particulier la continuité en
xo). Néanmoins, on a f(x,0) =0, f(0,y) = 0, ce qui implique en particulier g—i(m,()) =
0=55(0,9).
(d) En revanche si les dérivées partielles existent et sont continues sur un ouvert U,
alors f est différentiable sur U. En effet, soit x € U; il existe » > 0 tel que la boule ouverte

B(z,r) soit incluse dans U. Pour h = (hy,...h,) € R", tel que |h| < r, considérons

fle+h)—f(x)= f(x1+h1,. .. xn + hy) — f(21,...,20)
=fx+ Y hje;) = flx+ > hje))

1<j<n 2<j<n
+flx+ > hje) = flx+ Y hje))
2<j<n 3<j<n

+ f(@ + hnen) = f(2),
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ce qui donne

Faean - f@) - S amn =

1<j<n 8%
(9f
Z (f(:c+hjej—i— Z hier) — f(z + Z hiex) ( )hJ) =
1<j<n j<k<n j<k<n
/ + N hger + Ohje;)doh; - af()h):
8% WOk / Ox; /
1<j<n j<k<n
of of
Z h; / <axjac+ Z hier + Ohje;) — a—xj(:z:)>d0
1<j<n i<k<n
Par conséquent, on a
=n(h)
|f(x+h) — fz) - Z (x)h;| < |h| Z sup ’a (@+0 > hieg) — f( )\
- 0el0,1] ax 896
1§j<n 1<j<n €l J J<k<n J

avec limy,_gn(h) = 0, grace a la continuité des dérivées partielles. Ceci démontre que f

est différentiable en z.

PROPOSITION 5.1.3. Soit U un ouvert convexe de R™ et f : U — R™ une application

différentiable sur U. Alors, pour x,y € U,
1f(y) = f@)] < |y —=2| sup |f'(z+0(y — )]
0€[0,1]

Pour une matrice m x n A, on pose |A| = suppy,, =1 |AT|gm, 0t [T|ga est la norme

euclidienne du vecteur T € R®,

DEMONSTRATION. En considérant la fonction ¢ d’une variable 6 € [0, 1] définie par

p(0) = f(z+0(y — 1))
on calcule, pour 6,0 + s € [0,1]

o0+ s) :f(m+(0+s)(y—x))
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5.2. Tranformations linéaires

PROPOSITION 5.2.1. Soit T un endomorphisme bijectif de R:. Alors, si E est un
borélien de R, T(E) Uest également. Pour E € By, on pose p(E) = mq(T(E)). Alors,
p=mq([0, 1]*)mq, i.ec.

(5.2.1) mq(T(E)) = mqa(T([0,1]))ma(E).

DEMONSTRATION. On note tout d’abord que T'(E) = (T~!)"}(E) et que comme 7!
est continue (car linéaire) elle est mesurable au sens de Borel et par suite (T—1)"1(E) € By
si B € By. En outre u est effectivement une mesure borélienne (i.e. une mesure positive
définie sur By et finie sur les compacts): p(0) = mq(T(0)) = ma(0) = 0, et si (Ex)ren
est une suite de boréliens deux a deux disjoints alors, comme T est injectif, pour k # [,
0 =T(ExNE)=T(E)NT(E), et

1(UrenEr) = ma(T(UrenEyr)) = ma(UpenT (Ey)) = Z ma(T(Ey)) = Z P(Ek).
keN keN

compact
. A . .
De plus, si K est compact, on a u(K) = md( T(K) ) < +00. De plus, p est invariante

par translation car, si z € R? et E € By,
W(E +z) =mq(T(E +2)) =ma(T(E) + Tz) = mq(T(E)) = n(E).

Remarquons également que

ouvert contenant 0

A

™~

1(10,1]%) = p([-1/2,1/2]%) = ma(T([-1/2,1/2]%)) > md(ET—l)—l(] —1/2,1/2[%))>0,

la derniere inégalité étant une conséquence du (a) du théoreme 2.4.1. Ce théoreme im-

plique donc que, pour E € By, on a

PROPOSITION 5.2.2. Soit T' un isomorphisme de R®. Alors mq(T([0,1]%)) = | det T).

2 1
1/2 1
parallélogramme P de la figure suivante

Par exemple, pour T' = ), le déterminant vaut 3/2 et est égal a la surface du
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62‘

Te\= 2e;+(1/2)e,

De maniere analogue, pour 1" =

1 0 0
3/4 3/4 1/4 |, le déterminant vaut 5/16 et est
0 1/4 1/2

égal au volume du parallépipede ) de la figure suivante

@
w

—— D

Te,

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Posons Ar = mg(T'([0,1]%)). On a vu dans la

démonstration précédente que Ap > 0 et my(T(E)) = Apm(E). Pour des isomorphismes
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Ty, T, il vient, en posant Q; = [0, 1]¢,

(5.2.2) Apr, =ma((ToT1)(Q1)) = ma(T2(T1(Q1))) = Ar,ma(T1(Q1))
= ATQATlmd(Ql) = ATZATN

et I'on a également Ajq = 1. Nous cherchons a prouver la formule
(5.2.3) A =mq(T([0,1]%)) = | det T.

pour toute matrice inversible T' (la matrice de T dans la base canonique de R?).

(i) Cette formule est vérifiée pour 7" diagonale. En effet si

a 0 0
0 0 adq

on a, si tous les a; sont strictement positifs, T(Q1) = [],<;<4[0, a;] et le (a) du théoréme
2.4.1 implique mq(T(Q1)) = [li<j<qa; = [detT|. Si certains a; sont strictement
négatifs, on doit remplacer dans T'(Q1) 'intervalle [0,a;| par [aj,0] et le résultat est
inchangé.

(ii) Cette formule est vérifiée pour T symétrique, i.e. si T = 'T. En effet, T est
alors diagonalisable dans une base orthonormée: il existe une matrice inversible P et une
matrice diagonale D telles que ‘PP = I, D = P71TP. 1l vient alors de (5.2.2) et de (i)

AT = Apr—l = APADAP—I = AD = |detD| = |detT|.

(iii) Cette formule est vérifiée si T est une isométrie, i.e. si “T'T = I (ce qui implique
|detT| = 1). En effet, en notant B; la boule unité euclidienne fermée de RY, on a
T(By) = Bj car, pour x € By, ||[Tz| = ||z|| < 1 et réciproquement z = TT 'z avec
|T—1z|| = |TT~ x| = ||z|| < 1. De la proposition 5.2.1, il vient alors

md(Bl) = md(T(Bl)) = Ade(Bl) — Ar = 1,

car mq(B1) > 0 puisque By contient un ouvert non vide.
(iv) Cette formule est vérifiée en général. Soit 7' une matrice inversible. Alors la

matrice 'T'T est définie positive, i.e. symétrique avec des valeurs propres strictement
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positives. Il existe donc une matrice P telle que PP = I, une matrice diagonale définie

positive D telles que
“TT = 'PDP (qui implique (det T)? = det D). On pose |T|=‘PD?P.
Alors |T| est inversible (produit de matrices inversibles) et T|T|™" est une isométrie car
YT YT = (Y T T = YT DTV (P) ) PD PP DY (tP) !
— piD-Y2(tp-LyppD-V2(tp)~t = pol(tp)t = I
Par conséquent, comme T = T|T| ™' |T), il vient de (iii), (i), (ii)
Ap = App-1 A = Ajpy = Apije = |det DV/?| = | det T,

la derniere égalité étant due & l'identité (detT)2 = det D = (det D'/2)2. Ceci acheve
la démonstration de la proposition 5.2.2 qui implique avec (5.2.1), pour E € By et T

isomorphisme de R?,
(5.2.4) mg(T(E)) = |det T|my(E),
ie. / 1rp)(y)dy = mq(T(E)) = | det T\/ 1p(x)dz :/ 17p)(Tx)| det T'|dz.
Rd Rd Rd

PROPOSITION 5.2.3. Soient T un isomorphisme de R? et f € L*(RY). Alors foT €
LY(RY) et

(5.2.5) f(y)dy:/ f(Tx)|det T'|dz.
R4 R4

Commencons par une remarque triviale: c’est bien la valeur absolue du déterminant
qui doit apparaitre dans la formule (5.2.5) et cela ne contredit pas ce que le lecteur sait
certainement déja sur les changements de variables dans les intégrales simples. Prenons

un exemple simple avec une fonction f € C.(R). On a bien

éf(y)dy:éf(—2x)2dx

car, en utilisant une méthode traditionnelle, on obtient

[ tway= [ " py = | e | " p(Can)ade = [ #2200

—0o0 o0 -
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Rappelons tout d’abord que, pour E € By, on
a T~Y(E) € Bq ; de plus, si mg(E) = 0, la formule (5.2.1) implique mq(T~*(E)) = 0
et par suite, si A C E, on a T71(A) C T71(FE) et donc T~(A) est aussi négligeable.
Considérons pour commencer une fonction f a valeurs positives. En utilisant le théoreme
d’approximation 1.3.3, on trouve une suite (sj)ren de fonctions étagées tendant simple-
ment en croissant vers f. Si s, = ZlSjSNk ajrla,, (on peut supposer les a;, > 0), du
lemme 1.6.3 et de (5.2.4), il vient

dy = ; 1y, dy = ; 14., (Tz)|detT|d
[oomdr= 3 o [ tautidy= 3 ai [ 1a,, (Tl dee Tl

1<j<Ng 1<j<Ng

:/R< 3 aj,klAj,k(Tx))ydetT\dx:/Rd s(T)| det T|da

1<j<Ng

Le théoreme 1.6.1 de Beppo Levi implique alors

fly)dy = lim sp(y)dy = lim si(Tx)| det T|dx :/ f(Tx)|det T|dz.
Rd k—+oco Jrd k—+oco Jrd Rd

Pour f € L'(RY), la décomposition f = (Re f); — (Re f)_ +i(Im f); —i(Im f)_ et le

cas précédent permettent de terminer la démonstration de (5.2.5). O

5.3 Formule du changement de variables

DEFINITION 5.3.1. DIFFEOMORPHISME DE CLASSE C'. Soient U, V des ouverts de R”
et k: U — V. On dit que x est un difféomorphisme de classe C! de U sur V si c’est une
bijection de classe C! ainsi que x~!. En tout point z € U, l'application linéaire bijective

k' (z) s’appelle la matrice jacobienne de k et det (/{’ (a:)) s’appelle le jacobien. Rappelons

que avec
Usz=(z1,...,3,) — k(@) = (k1(x),...,60(2)) €V,
on a
Ok 9Ky
0x1 e oxy,
(65.3.1) K(x)=1] --.. g%; . , i indice de ligne, j indice de colonne.
% . Okn
oz1 T Omn / 1<ij<n

—1

En outre, si v = k™', comme pour tout z € U, (vok)(x) =z, on a
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REMARQUE 5.3.2. Soit U un ouvert de R™, zg € U et k : U — R™ une application
de classe C! telle que det x'(zg) # 0. Alors, le théoréme d’inversion locale assure qu’il
existe un voisinage ouvert Uy de zg et un ouvert V| tels que v : Uy — Vj soit un
difféomorphisme de classe C! de Uy sur Vp. Ce résultat fondamental de calcul différentiel
permet de ramener le probleme local de I'inversibilité d’une application différentiable a
un probleme d’algebre linéaire, celui de l'inversibilité d’'une matrice n x n, la matrice

jacobienne.

PROPOSITION 5.3.3. Soit k : U — V un difféomorphisme de classe C* d’ouverts U,V
de R™. Alors si A est un borélien de U, k(A) est un borélien de V. Si E est un sous-

ensemble Lebesgue-mesurable de U, alors k(E) est un sous-ensemble Lebesgue-mesurable
de V.

DEMONSTRATION. La premiére affirmation est immédiate car x(A) = (k1) 71(A) et
v = k! est continue, donc Borel-mesurable (proposition 1.2.3). Pour vérifier la seconde

affirmation, il suffit de démontrer que
(5.3.2)  si A est un borélien de mesure nulle, alors v~ (A) est aussi de mesure nulle.

En effet, on aura alors que si E C A, A borélien de mesure nulle, v=1(E) C v=*(A) = B,
avec B borélien de mesure nulle. Comme la tribu de Lebesgue est engendrée par la tribu
de Borel et les sous-ensembles des boréliens de mesure nulle, le lemme 1.1.4 permettra de

conclure. La propriété (5.3.2) est une conséquence de la proposition suivante.

PROPOSITION 5.3.4. Soient U,V des ouverts de R? et k: U — V un difféomorphisme
de classe C1. Soit A un borélien de U. Alors r(A) est un borélien de V et, m désignant

la mesure de Lebesgue, on a

m(/a(A)):/A|det/fc'(:B)|d:E.

De maniere générale, pour f > 0 mesurable sur V

/Vf(y)dy:/Uf(/a(x))|det/<;(x)| dz.

DEMONSTRATION. Soit P un pavé compact rationnel (produit d’intervalles compacts

d’extrémités rationnelles de R) inclus dans U. Soit € > 0. Par continuité uniforme des
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applications continues sur le compact P, il existe § (dépendant de € et P) tel que'

sup |6 (z1) — K (x2)|| + | det &' (z1) — det &' (z2)] < 4.
\xl — .%'Ql S )
T1,x0 € By

On posera également

sup ||I€/($)_1H = M (< oo car P est compact).
zeP

On peut écrire P = Uj<j<ny@; ol les ; sont des pavés compacts d’aréte p < § tels
que @Q; N Qy soit inclus dans un hyperplan si j # k: comme P = [[,,., /i ol les I
sont des intervalles compacts de R, on peut écrire I; comme réunion finie :i’i_ntervalles I,
compacts de longueur? p, telle que pour r # s, I, NI ¢ soit vide ou réduit a un point.

Par suite on obtient

P = U H Il,rl

1< <Ny \1sisd

pavés Q
1<rqg<DNg

Soit a; le centre de gravité du pavé Q); égal par conséquent a {z, |z —a,;| < p/2}. Posons

(@) = K'(a;) " k(2).

Pour x € @, en utilisant 'inégalité des accroissements finis et la convexité de @; on
obtient

(@) = v(aj)] < sup [|w'(a;) 'K (@) |2 = ;.

rel;

En outre, on a £'(a;) 'k (z) — Id = #'(a;) " (k' (z) — K'(a;)) d’ott
Hlﬂ/<aj)71/€/(l')H <1+ Me.

Ceci implique que

xseug v(x) —v(as)] < (1+ Me)p/2,

1On notera |z| la norm sup d’un vecteur de R? et si A est une matrice d x d, on définit ||A| =
Sup|;|=1 |Az|.

2C’est possible car chacun des I; est de longueur rationnelle my: il faut donc trouver des entiers
Ni,...,Ng tels que mi /N1 = -+ = mg/Ng < §. Pour cela, il suffit de trouver l'entier Nj tel que pour
tous les k € {1,...,d}, Nymg/m1 € N. Comme les nombres my/m1 sont rationnels, il suffit de prendre
un multiple du produit des dénominateurs. Ceci assure ’égalité ci-dessus et ’inégalité est vérifiée pour
un multiple asez grand.
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et donc

(14 Me)p? = (1 + Me)'m(Qy).

m(y(Q;))

IN
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On a vu que pour une application linéaire T et un borélien F,
m(T(F)) = |detT| m(E).
Ceci implique que m(y(Q;)) = | det £’ (a;)| " *m(k(Q,)) et par conséquent
m(k(Qy)) < |det s’ (az)|(1 + Me)'m(Qy).
Comme par hypothese, pour z € Q;, |det &'(a;)| < € + | det &'(z)], il vient
m(k(Q;)) < (e + | det &' (z))(1 + Me)'m(Q;).

En intégrant cette inégalité sur ();, on obtient
m(s(Q)m(@:) < (m(@,) + [ Jdet (@) (1 + Me)'m(@,)

ce qui donne

m(s(@,)) < (em(@;) + /Q et (2)]d) (1 + Me)™

Comme P = Ui<;j<n@;, on a k(P) = Ui<j<nk(Q;) ; en outre on a
m(P)= Y m(Q;)
1<j<N
car m(Q; N Q) =0 si j # [. On obtient par conséquent, pout tout € > 0
mln(P) £ 3 ms(@)) < (1+ M (em(P) + [ et (a)]dr).
1<G<N P
En prenant I'infimum sur € > 0, on trouve
m(k(P)) §/ | det &' (z)|dx,
P

ceci pour tout pavé rationnel fermé.

Considérons maintenant un borélien A de U et €2 un ouvert de U contenant A. On
a vu que 'on pouvait écrire {2 comme réunion dénombrable de pavés rationnels fermés.
On peut également faire en sorte que ces pavés aient une intersection de mesure nulle

lorsqu’ils sont distincts. Si 2 = U,>1 P, on pose

Py =P, P,=P\Pi,...,Poy1 = P\ (Uicj<n P)).
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On a alors

Unlen - UnZIPn

car d’'une part P, C P, et d’autre part si x € Q on pose n(z) = inf{n,z € P,}:
sin(z) = l,a € P = P et si n(z) > 1 alors z € ]5”(93). En outre pour k& > 0,
ﬁn N Pn+1+k = @ car

Pnﬂpn+l+kcpnmpy(-i:®

Par suite (P,),>1 forme une partition de 2. Notons maintenant que si P;, P» sont des
pavés rationnels, alors P,\ P; est une réunion finie disjointe de pavés rationnels: c’est vrai
en dimension 1, et en dimension d + 1 on écrit avec Aq, As pavés rationnels en dimension

d, By, By pavés rationnels en dimension 1,

P1:A1XBl,P2:A2XBQ d’ou
P2\P1 = [(Ag\Al) X Bg] U [(A2 N Al) X (BQ\Bl)]

Par hypotheése de récurrence A5\ A; est une réunion finie disjointe de pavés rationnels, et
c’est donc le cas de (A2\A1) X By. Comme Ay N A; est un pavé rationnel en dimension
d, que B3\ Bj est une réunion finie disjointe de pavés rationnels en dimension 1, et que
la réunion ci-dessus est disjointe, on trouve que pour Pj, P, pavés rationnels, P\P;
est une réunion finie disjointe de pavés rationnels. Il vient par suite que ’ensemble
des réunions finies disjointes de pavés rationnels est stable par intersection, différence,
différence symétrique et par réunion. D’apres ce qui précede, tout ouvert Q de R? peut
s’écrire comme réunion dénombrable disjointe de pavés rationnels : on utilise d’abord les
P,, puis les P, qui forment une partition de Q, et on écrit chaque P, comme réunion finie
disjointe de pavés rationnels. Notons que I'adhérence de P, est incluse dans I'adhérence
de P, qui est fermé inclus dans Q. Comme P, est une réunion finie disjointe de pavés

rationnels R;, on a

P, = UlgjgynRj’n, et donc Q> Pn = Ulgjsynij.

Finalement on trouve une partition dénombrable de €2 constituée de pavés rationnels

d’adhérence incluse dans 2. On peut donc écrire

Q — U’I’LGNPH
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ou les P, sont des pavés rationnels fermés (I’adhérence d’un pavé rationnel est un pavé
rationnel) tels que, pour n # m, P, N P, est inclus dans un hyperplan car leurs intérieurs

sont disjoints. Donc

SZ <Z/ | det k' (z |dx—/|det/i )|dx.
N

Par régularité extérieure de la mesure |det x'(x)|dz (le théoreme de représentation de
Riesz assure que la mesure de Radon ¢ € C.(U) — [, ¢(z)|dets'(z)|dz fournit une

mesure réguliere qui est la mesure de densité |det x’(z)| par rapport & la mesure de

)S/A]det/i'(a:)\dx.

D’ot1 pour B borélien de V, avec A = k~1(B) on obtient

Lebesgue), il vient

/v 15(y)dy = m(B) < Ll(B) |det &' (x)|dx = /U 15(k(z)) |det &’ (z)|dz.

En utilisant le théoreme de Beppo Levi et I'approximation par des fonctions étagées, on

trouve pour f > 0 borélienne définie sur V'

/f dy</f ) | det ¥ (z)|da.

En échangeant les roles de U et V, il vient

/f Mmm|m</f 1)) | det &' (v(y))|] det v/ () |dy

:Aj@@

Maintenant si f est positive et Lebesgue-mesurable, elle est limite simple d’une suite de
fonctions étagées qui coincident presque partout avec des fonctions étagées boréliennes,
donc f = fy presque partout avec fy borélienne positive. Comme I'image d’un borélien de
mesure nulle par x est aussi un borélien de mesure nulle, car on a prouvé indépendamment
que m(k(A)) < [, | det &/(x)|dx, la formule de changement de variables ci-dessus est vraie

pour f dans L'(V). Ceci achéve la démonstration de la proposition 5.3.4.

En appliquant cette proposition & |f|, (Re f)+, (Im f)+ pour f € L'(V), on obtient le

résultat suivant.
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THEOREME 5.3.5. Soient U,V des ouverts de R?, k : U — V un difféomorphisme de
classe Ct et f € LY(V). Alors |det x'|f o k appartient a L1 (U) et

/Vf(y)dy = /U f (k(x))|det &' (z)| dx.

EXEMPLES 5.3.6.
(i) Considérons tout d’abord le passage en coordonnées polaires dans R?. On considere

k: ]0,4o00[x] —m [ — C\R_. =R>\R_
(r,0) +—  re? = {(rcosf,rsin)

v=r1: C\R_. — ]0,4o00[x]—m, n|
z |z|, Im(In z)

oupour z € C\R_, on définit In z = f[ %. Notons que le théoreme 3.3.3 implique que In

1,z]
est holomorphe sur C\R_, coincide avec In sur R* . De plus, sur C\R_, exp(In z) = z car
les deux membres sont holomorphes et coincident sur R . Calculons la matrice jacobienne
J de k et son déterminant jacobien .J,

% % cosf —rsinf

J = o ) - . 5 J =
9y Oy sinf rcosf
or 00

sinf@ rcosf

cosf) —rsinf ‘

Pour f € L'(R?), on a donc

(5.3.3) // f(z,y)dzdy = // f(rcosf,rsinf)rdrdd.
R2 Ry X [—m,m]

(ii) Considérons maintenant le passage en coordonnées sphériques dans R3. On con-
sidere
K- ]07+OO[ X ]Ovﬂ-[ X ] —7T,7T[ - RB\{(CE’7y,Z),x SO,yZO}

(r , o ) 0) —  (rcos@sin ¢, rsinfsin g, r cos @)

Au lieu de démontrer que k est un difféomorphisme, examinons, pour f € L'(IR3)

/// f(x,y, z)dxdydz = /// f(pcos@, psinb, z)pdzdpdf
RS z€R,p>0

0] <m

B /// 0,16 f(rsincos @, rsin ¢ sin 6, 7 cos ¢)r sin prdrdedo

0<p<m

- /// 0,10] f(rsingcos 6, rsin ¢ sin g, r cos ¢)r® sin gpdrdedo,
r>0,0|<m,

0<p<m
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rcos@=z

ISINMPCOSO =X L amcmmmmmmmmmalanammmmmmnn >

COORDONNEES SPHERIQUES: 7 > 0, (0] < m,0< ¢ <

ou la premiere égalité vient d’un passage en coordonnées polaires dans le plan (z,y) et la

deuxieme égalité vient d’un passage en coordonnées polaires dans le demi-plan (z, p).
On pourra consulter les exercices pour des calculs en coordonnées sphériques en toute

dimension. Donnons ici simplement l’expression de la mesure de Lebesgue de By(R), la

boule de rayon R dans R¢
27rd/2

dr ()

(5.3.4) mq(Ba(R)) =

ott la fonction T' est donnée par (3.3.11). L’“aire” d — 1 dimensionnelle de S?~1(R), la

sphere de rayon R de RY, est

27 /2 d—1
r(4)

On peut vérifier les formules ci-dessus en rappelant que I'(1/2) = 7'/2, pour z > 0

(5.3.5) 1IS¢HR)| =

[(z+ 1) = zI'(x), pour n > 1 entier, I'(n+ 1) = n!. Le lecteur aura remarqué que (5.3.5)

est la dérivée de (5.3.4) comme le suggere le dessin suivant.
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dr

Si V(r) est le volume de la boule de rayon r et S(r) sa surface, le volume grisé est
Vir+dr)—V(r)~ S(r)drie. V'(r)=5S(r).



