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INTEGRATION, Feuille d’exercices 1

Exercice 1.1.
Soit f : X → Y une application.
a. Montrer que pour toute famille (Bi)i∈I de parties de Y ,

f−1(
⋃
i∈I

Bi) =
⋃
i∈I

f−1(Bi), f−1(
⋂
i∈I

Bi) =
⋂
i∈I

f−1(Bi).

b. Montrer que pour toute famille (Ai)i∈I de parties de X, f(
⋃

i∈I Ai) =
⋃

i∈I f(Ai).
c. Montrer que si f est injective, f(

⋂
i∈I Ai) =

⋂
i∈I f(Ai). Montrer par un contre-exemple

que l’égalité précédente est fausse en général.

Exercice 1.2.
Soit X un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de X sur l’ensemble de
ses parties P(X). On pourra raisonner par l’absurde et considérer pour f : X → P(X)
l’ensemble A = {x ∈ X, x /∈ f(x)}.

Exercice 1.3.
Soit X un ensemble. On appelle partition de X toute famille (Ai)i∈I de parties non vides
de X, deux à deux disjointes, de réunion X. Etant donnée une partition de X, montrer que
la relation xRy définie par il existe i ∈ I tel que x ∈ Ai et y ∈ Ai est une relation
d’équivalence sur X. Montrer que toute relation d’équivalence sur X peut s’obtenir de
cette manière. Décrire les partitions de Z associées aux congruences modulo n.

Exercice 1.4.
Soit A un sous-ensemble infini de N. Montrer que A est équipotent à N. Montrer qu’un
ensemble X est dénombrable s’il existe une injection de X dans N.

Exercice 1.5.
Soit a ≤ b des réels et fn : [a, b] → R une suite de fonctions continues. On suppose
que pour tout x de [a, b], la suite fn(x) tend vers 0 en décroissant. Montrer que la suite
fn converge uniformément vers 0 (lemme de Dini). Montrer que si gn est une suite de
fonctions continues positives sur [a, b] qui tend simplement en croissant vers une fonction
continue g, alors

∫ b

a
gn(t)dt →

∫ b

a
g(t)dt.

Exercice 1.6.
On considère E = C0([0, 1],R) l’espace des fonctions continues définies sur [0,1] à valeurs
réelles.
a. Montrer que E est complet pour la norme donnée par ‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)|.
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b. Montrer que ‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(x)|dx définit une norme sur E. Montrer que cette norme n’est

pas équivalente à la précédente. Montrer que E muni de la norme ‖·‖1 n’est pas complet.

Exercice 1.7.

a. Déterminer les valeurs du paramètre réel α pour lesquelles
∫ 1

0

dx

xα
converge.

b. Déterminer les valeurs du paramètre réel α pour lesquelles
∫ +∞

1

dx

xα
converge.

c. Montrer que la série harmonique (terme général 1/n) diverge. Montrer que la suite
donnée par

1 +
1
2

+
1
3

+ · · · + 1
n − 1

+
1
n
− Logn

est convergente (Log désigne le logarithme népérien).

d. Montrer que, au sens des intégrales de Riemann impropres,
∫ +∞

0

sinx

x
dx existe.

e. Montrer que
∫ +∞

0

| sinx

x
|dx = +∞.

Exercice 1.8.
Montrer que l’ensemble des nombres réels est équipotent à celui des parties de N (on pourra
utiliser les développements dyadiques). Montrer que R est non dénombrable.

Exercice 1.9.
a. Soit X un ensemble et A1, . . . , An une partition finie de X. Décrire la tribu engendrée
par A1, . . . , An. Quel est son nombre d’éléments ?
b. Soit X un ensemble et (Ak)k∈N une partition de X. Décrire la tribu engendrée par
(Ak)k∈N. Montrer qu’elle est équipotente à P(N).

Exercice 1.10.
Soit X un ensemble et M une tribu dénombrable sur X.
a. Montrer que pour tout x ∈ X, l’intersection A(x) des éléments de M qui contiennent x
est encore élément de M.
b. Montrer que pour x, x′ ∈ X, soit A(x) ∩ A(x′) = ∅, soit A(x) = A(x′).
c. Montrer que M est la tribu engendrée par une partition dénombrable. En déduire en
utilisant l’exercice précédent que M est finie.

Exercice 1.11.
Montrer que la tribu des boréliens sur R est engendrée par les intervalles du type [a,+∞[.
Même question avec les intervalles du type ]a,+∞[. Même question avec les intervalles du
type ] −∞, a] et ceux du type ] −∞, a[.
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Exercice 1.12.
Soit (aij)i∈N,j∈N une suite double d’éléments de R+. Montrer directement que∑

i∈N

(∑
j∈N

aij

)
=

∑
j∈N

(∑
i∈N

aij

)
.

Exercice 1.13.
Donner un exemple d’une suite décroissante d’ensembles (An)n∈N tels que pour tout n, An

est infini et ∩n∈NAn = ∅.

Exercice 1.14.
Soient (an)n∈N, (bn)n∈N des suites de R telles que

(an, bn), (lim sup an, lim sup bn) /∈ {(−∞,+∞), (+∞,−∞)}.

Montrer que lim sup(an + bn) ≤ lim sup an + lim sup bn. Donner un exemple de suites
bornées pour lesquelles l’inégalité ci-dessus est stricte. Ecrire un énoncé analogue pour les
lim inf.

Exercice 1.15.
Soit (X,M) un espace mesurable et fn : X → C une suite de fonctions mesurables.
Montrer que l’ensemble

A = {x ∈ X, la suite
(
fn(x)

)
n∈N est convergente}

est élément de M.

Problème 1.1. Théorème de Schröder-Bernstein.
Soit f : X → Y , g : Y → X des applications injectives. On pose

A0 = X\g(Y ), et pour n ≥ 0, An+1 = g
(
f(An)

)
.

Soit x ∈ X. Si x est élément de
⋃

n≥0 An, on pose h(x) = f(x) ; sinon on pose h(x) =
g−1(x). Montrer que cette définition de h est cohérente et définit une bijection de X sur
Y .

Problème 1.2. Théorème de Baire.
a. Soit X un espace métrique complet (i.e. tel que toute suite de Cauchy converge).
Montrer qu’une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide.
Montrer qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.
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b. En déduire que les irrationnels ne forment pas un Fσ dans R.
c. On dit qu’un espace topologique est de première catégorie s’il est réunion dénombrable
de fermés d’intérieurs vides. Sinon on dit qu’il est de seconde catégorie. De quelle catégorie
est un espace métrique complet ?

Problème 1.3.
a. En considérant des fonctions indicatrices à valeurs dans Z/2Z, montrer que

1A�B = 1A + 1B , 1A∩B = 1A1B ,

où � désigne la différence symétrique.
b. Soit X un ensemble et R une famille non vide de parties de X. On dit que R est un
anneau booléen si A, B ∈ R =⇒ A ∪ B, A\B ∈ R. Montrer qu’un anneau booléen sur
un ensemble X est stable par réunion, intersection, différence, différence symétrique et
contient l’ensemble vide. Montrer qu’un anneau booléen est un anneau pour la différence
symétrique et l’intersection.
c. On dit qu’un anneau booléen R sur un ensemble X est une algèbre de Boole sur X si
X ∈ R. Montrer que pour qu’un anneau booléen R sur X soit une algèbre de Boole sur X,
il faut et il suffit que R soit stable par passage au complémentaire i.e. A ∈ R =⇒ Ac ∈ R.
d. Soit X un ensemble. Définir la notion d’anneau booléen (resp. algèbre de Boole)
engendré(e) par une partie non vide de P(X).
e. Soit X un ensemble et E une partie non vide dénombrable de P(X). Montrer que
l’anneau R engendré par E est dénombrable (montrer que l’on peut supposer que E con-
tient l’ensemble vide, définir E0 = E , En+1 = (En)∗, où C∗ désigne les réunions finies de
différences d’éléments de C, puis démontrer que R = ∪nEn).

Problème 1.4. Construction de l’ensemble triadique de Cantor.
On considère l’intervalle E0 = [0, 1] privé de son tiers médian ]1/3, 2/3[. On obtient
l’ensemble réunion disjointe de deux intervalles E1 = [0, 1/3]∪ [2/3, 1]. On prive chacun de
ces deux intervalles de leur tiers médian: on obtient E2 = [0, 1/9]∪ [2/9, 1/3]∪ [2/3, 7/9]∪
[8/9, 1] réunion disjointe de quatre intervalles. On suppose que En est réunion de 2n

intervalles disjoints de longueur 3−n. On construit En+1 en privant chacun des intervalles
précédents de leur tiers médian; on obtient que En+1 ⊂ En est réunion de 2n+1 intervalles
disjoints de longueur 3−n−1. L’ensemble triadique C de Cantor est défini par C = ∩n≥0En.
a. Montrer que C est compact, de mesure nulle.
b. Montrer que

C = {x ∈ [0, 1], x =
∑
k≥1

xk

3k
, xk ∈ {0, 2}}.

c. Montrer que C est équipotent à R.
d. Montrer que C est totalement discontinu, i.e. tel que la composante connexe de chaque
point est réduite à ce point (la composante connexe d’une partie d’un espace topologique
est par définition la réunion des connexes qui contiennent cette partie, ce qui est cohérent
car une réunion quelconque de connexes qui ont un point en commun est connexe).



6

INTEGRATION, Feuille d’exercices 2

Exercice 2.1.
Montrer que la fonction suivante est discontinue sur Q et continue sur Qc:

f(x) =

 1 si x = 0,
1/q si x = p/q, p ∈ Z∗, q ∈ N∗, fraction irréductible,
0 si x irrationnel.

Exercice 2.2.
Soit X un borélien de R et f : X → R monotone. Montrer que f est mesurable.

Exercice 2.3.
Soient (X,M), (Y,N ) des espaces mesurables et T un espace métrique séparable muni
de la tribu des boréliens. Soient u1, . . . , ud des applications mesurables de X dans T et
Φ : T d → Y mesurable. Montrer que l’application

X → Y
x �→ Φ

(
u1(x), . . . , ud(x)

)
est mesurable.

Exercice 2.4.
Soient (X,M) un espace mesurable et f : X → C une application mesurable. Montrer qu’
il existe une fonction mesurable α : X → C avec |α| ≡ 1, telle que f = α|f |.

Exercice 2.5.
Soient (X,M) un espace mesurable et A ⊂ X. Montrer que l’ensemble MA = {M ∩
A}M∈M est une tribu sur A, rendant l’injection canonique mesurable. Montrer que si en
outre A ∈ M, MA = {M ∈ M, M ⊂ A}.

Exercice 2.6.
Montrer que l’addition des réels se prolonge par continuité à R+ × R+. Montrer que la
multiplication des réels ne se prolonge pas par continuité à R+ × R+. Montrer que si l’on
adopte la convention 0 · ∞ = 0 cette nouvelle multiplication est associative, commutative,
avec élément neutre 1 et distributive par rapport à l’addition. Soient (X,M) un espace
mesurable, f et g des fonctions mesurables de X dans R+. Montrer que f+g est mesurable.
Montrer que f · g défini en adoptant la convention 0 · ∞ est mesurable.
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Exercice 2.7.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive, et (An)n∈N une suite de
M. Montrer que µ(∪NAn) ≤

∑
N

µ(An). Montrer que

µ(A1 ∪ A2) + µ(A1 ∩ A2) = µ(A1) + µ(A2),

et généraliser cette formule aux cas faisant intervenir un nombre fini d’ensembles

A1, . . . , An.

Exercice 2.8.
Soit X un ensemble et µ la mesure de comptage définie sur P(X) par µ(A) = CardA si A
est fini, µ(A) = +∞ sinon. Montrer que (X,P(X), µ) est un espace mesuré.

Exercice 2.9.
Soit (X,M) un espace mesurable et (µk)k∈N une suite de mesures positives définies sur
M. Montrer que

∑
k≥0 µk définit une mesure positive sur M.

Exercice 2.10.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive telle que µ(X) = 1. On
considère

T = {A ∈ M, µ(A) = 0 ou µ(A) = 1}.

Montrer que T est une tribu sur X.

Exercice 2.11.
Soit (X,M) un espace mesurable et (µj)j∈N une suite de mesures positives définies sur M.
On suppose que pour tout A ∈ M et pour tout j ∈ N, µj(A) ≤ µj+1(A). Pour A ∈ M,
on pose

µ(A) = sup
j∈N

µj(A).

a. Montrer que µ est une mesure positive définie sur M.
b. On considère l’espace mesurable (N,P(N)) et pour j ∈ N, A ⊂ N, on définit νj(A) =
Card(A ∩ [j,+∞[)(CardE désigne le nombre d’éléments de E si E est fini, +∞ sinon).
Montrer que νj est une mesure positive définie sur P(N) telle que, pour tout A ⊂ N,
νj(A) ≥ νj+1(A). On pose

ν(A) = inf
j∈N

νj(A).

Montrer que ν(N) = +∞ et que pour tout k ∈ N, ν({k}) = 0. En déduire que ν n’est pas
une mesure sur N.
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Exercice 2.12.
Soit B la tribu de Borel sur R et soit µ une mesure positive définie sur B telle que µ(K) <
+∞ pour K compact (on dira que µ est une mesure borélienne sur R). Soit

D = {a ∈ R, µ({a}) > 0}.

a. Soient n, l des entiers ≥ 1. On pose Dn,l = {a ∈ R, |a| ≤ n et µ({a}) ≥ 1/l}. Montrer
que Dn,l est fini. Montrer que D est dénombrable.
b. On pose pour E ∈ B, λ(E) = µ(D ∩ E). Montrer que cela a un sens et que λ est une
mesure borélienne sur R. Montrer que

λ =
∑
a∈D

µ({a})δa,

où δa est la masse de Dirac en a (i.e. δa(E) = 1E(a)).
c. Montrer que µ = λ + ν où ν est une mesure borélienne sur R telle que pour tout x ∈ R,
ν({x}) = 0.

Exercice 2.13.
Soit (X,M) un espace mesurable et soit (un)n∈N une suite de fonctions mesurables de X
dans R. Montrer que les ensembles suivants sont mesurables

A = {x ∈ X, lim
n→+∞

un(x) = +∞}, B = {x ∈ X, la suite (un(x))n∈N est bornée}.

Exercice 2.14.
Soient X, Y deux espaces métriques et soit f : X → Y , une application dont l’ensemble des
points de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est mesurable (X, Y sont munis
de leur tribu borélienne).

Exercice 2.15.
Soit X un ensemble non vide et M la tribu engendrée par les parties {x} où x ∈ X.
a. Montrer que A ∈ M si et seulement si A est dénombrable ou bien Ac est dénombrable.
b. Si X n’est pas dénombrable, on pose pour A ∈ M

µ(A) = 0, si A est dénombrable,
µ(A) = 1, si A n’est pas dénombrable.

Montrer que µ est une mesure positive définie sur M.
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Exercice 2.16.
Soit (X,M) un espace mesurable et f, g : X → R des applications mesurables. Montrer
que les ensembles suivants appartiennent à M.

A = {x ∈ X, f(x) ≤ g(x)}, B = {x ∈ X, f(x) < g(x)}, C = {x ∈ X, f(x) = g(x)}.

Exercice 2.17.
Un exercice de révision non nécessairement superflu. Les amateurs de formules pourront
consulter le site

http://integrals.wolfram.com/
en respectant scrupuleusement la typographie un peu étrange donnée dans

http://integrals.wolfram.com/about/input/
Donner une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant l’ensemble de
définition.

tanx cot x
1

cos x

1
sinx

arcsin x arccos x arctanx sin2 x

sin3 x cos2 x cos3 x
1

sin2 x

1
cos2 x

sinhx cosh x tanhx

coth x
1

cosh x

1
sinhx

cosh2 x

argsinhx argcoshx argtanhx argcothx

1
x2 + 1

1
x2 − 1

x

1 − x2

x

x2 + 1

1√
x2 + 1

1√
x2 − 1

1√
1 − x2

Problème 2.1.
Pour deux ensembles X, Y , on dira que CardX = CardY s’il existe une bijection de X
sur Y , et CardX ≤ CardY s’il existe une injection de X dans Y .
a. Montrer en utilisant le problème 1.1 que, pour des ensembles X, Y

{CardX ≤ CardY et CardY ≤ CardX} =⇒ CardX = CardY.
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b. Soit d un entier ≥ 1. Montrer que CardRd = CardR. On pourra construire une injection
de R2 dans R en utilisant les développements décimaux des nombres réels de l’intervalle
]0, 1[ et en considérant l’“application”

(0, x1x2 . . . xk . . . , 0, y1y2 . . . yk . . . ) �→ 0, x1y1 . . . xkyk . . .

On montrera en particulier que cette application peut être bien définie.

Problème 2.2.
a. Soit X un ensemble, n ≥ 1 un entier, et F = {Aj}1≤j≤n une partition de X. Décrire la
tribu M engendrée par F . Déterminer CardM.
b. Soit X un ensemble, et F = {Aj}j∈N une partition de X. Décrire la tribu M engendrée
par F . Montrer que CardM = CardR.
c. Soit B la tribu des boréliens de R. Montrer que CardB = CardR. En déduire qu’il
existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes. Soit d un entier ≥ 1 et Bd la tribu des
boréliens de Rd. Montrer que CardBd = CardR. En déduire qu’il existe des parties de Rd

qui ne sont pas boréliennes.
d. Montrer qu’il existe des parties de l’ensemble de Cantor C (cf.problème 1.4) qui ne sont
pas boréliennes.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 3

Exercice 3.1.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soient f : X −→ Y et
g : Y −→ Z deux applications. Montrer que

(g ◦ f)∗(µ) = g∗
(
f∗(µ)

)
.

Exercice 3.2.
On note B la tribu de Borel sur R et on considère une mesure positive µ définie sur B et
finie sur les compacts. Pour a ∈ R, on définit

Fa(t) =
{

µ([a, t[) si t > a,
−µ([t, a[) si t ≤ a.

Montrer que Fa est croissante et continue à gauche.

Exercice 3.3.
Déterminer l’ensemble des réels α, β, γ tels que

tαe−t

(1 + t1/2)
∈ L1(R+),

sin t

tβet
∈ L1(R+),

ln |t|
|t|γ ∈ L1([−1, 1]).

Exercice 3.4.

a. Calculer lim
n→∞

∫ n

0

(1 − x

n
)ndx.

b. Soit z ∈ C tel que Re z > 0. Montrer que

lim
n→∞

∫ n

0

xz−1
(
1 − x

n

)n

dx =
∫ +∞

0

xz−1e−xdx = Γ(z).

Exercice 3.5.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive et soit f : X → R+ une
fonction mesurable telle que

∫
X

fdµ < +∞. Montrer que pour tout ε > 0, il existe α > 0
tel que pour tout A ∈ M,

µ(A) < α implique
∫

A

fdµ < ε.
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Exercice 3.6.
Soit m la mesure de Borel sur R et ε > 0. Construire un ouvert Ω dense dans R tel que
m(Ω) < ε.

Exercice 3.7.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soit Φ : X −→ Y une
application. En considérant la tribu image, la mesure image Φ∗(µ) et une application
mesurable g : Y −→ R+, montrer que∫

X

(g ◦ Φ)dµ =
∫

Y

gd(Φ∗(µ))

Exercice 3.8.
Donner un exemple d’une suite (fn)n∈N de C0([0, 1],R+) convergeant simplement vers 0
telle que ∫ 1

0

fn(x)dx → +∞.

Exercice 3.9.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soit f : X → R+ une
fonction mesurable. on dit que f est essentiellement majorée s’il existe M ∈ R+ tel que

µ({x ∈ X, f(x) > M}) = 0.

On pose alors

essupf = inf
{

M ∈ R+, µ({x ∈ X, f(x) > M}) = 0
}

.

a. Montrer qu’une fonction majorée par un réel M est essentiellement majorée. Donner un
exemple de fonction essentiellement majorée à valeurs dans R+ qui ne soit pas majorée.
b. Soit f : X → R+ une fonction essentiellement majorée. Montrer que

0 ≤ f ≤ essupf, µ − presque partout.

c. Soient f, g : X → R+ des fonctions mesurables essentiellement majorées. Montrer que
f + g est essentiellement majorée et que

essup(f + g) ≤ essupf + essupg.
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Exercice 3.10.
Soit X un ensemble. On appelle mesure extérieure sur X une application µ∗ : P(X) −→
R+ telle que

µ(∅) = 0,
A ⊂ B ⊂ X implique µ∗(A) ≤ µ∗(B) (monotonie),
µ∗(∪n∈NAn) ≤

∑
n∈N µ∗(An) (sous-additivité dénombrable).

Montrer que µ∗ définie sur P(R) par

µ∗(A) = inf {
∑
j∈N

(bj − aj)}

où ∪j∈N]aj , bj [ parcourt les recouvrements ouverts de A, est une mesure extérieure sur R.

Exercice 3.11.
Trouver une suite de fonctions continues fn : [0, 1] −→ R+ telle que limn→∞

∫ 1

0
fn(x)dx = 0

et telle que la suite (fn(x))n∈N ne converge pour aucun x ∈ [0, 1].

Exercice 3.12.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive et soit fn : X → R+ une suite
de fonctions mesurables. On suppose que cette suite est croissante et que supn∈N

∫
X

fndµ <
+∞. Montrer que supn∈N fn(x) est fini µ− pp. Donner un énoncé analogue pour les séries
de fonctions mesurables à valeurs dans R+.

Exercice 3.13.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive et f : X → C une fonction
de L1(µ). On suppose que, pour tout E ∈ M,

∫
E

fdµ = 0. Montrer que f est nulle µ−pp.

Exercice 3.14.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive et f : X → C une fonction
mesurable.
a. Montrer que si f ∈ L1(µ), alors

lim
n

nµ({|f | ≥ n}) = 0.

La réciproque est-elle vraie ?
b. Montrer que si f ∈ L1(µ), alors∑

n≥1

1
n2

∫
|f |≤n

|f |2dµ < +∞.

La réciproque est-elle vraie?
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Exercice 3.15.
Déterminer la limite des suites

un =
∑
k≥1

n

nk2 + k + 1
, vn =

∑
1≤k≤2n

n2

kn2 + k2
, wn =

∑
1≤k≤n2

sin k

k2

(
k

k + 1

)n

.

Exercice 3.16.

Déterminer la limite des suites
∫ 1

0

n

1 + x2
tanh(

x

n
)dx,

∫ 1

0

ne−x

nx + 1
dx.

Problème 3.1. Un ensemble non mesurable.
On considère sur [0,1] la relation d’équivalence ∼ définie par x ∼ y si x − y ∈ Q. On
rappelle l’énoncé de l’axiome du choix. Soit I un ensemble non vide et soit (Xi)i∈I une
famille d’ensembles. Alors

∀i ∈ I, Xi $= ∅ =⇒
∏
i∈I

Xi $= ∅.

Si X ⊂ R et t ∈ R, on notera X + t l’ensemble {x + t}x∈X .
a. En utilisant l’axiome du choix, montrer qu’il existe une partie A de [0,1] formée en
prenant dans chacune des classes d’équivalence de ∼ un élément et un seul.
b. Soit ϕ : N→ Q ∩ [−1, 1] une bijection. On pose An = A + ϕ(n). Montrer que

[0, 1] ⊂ ∪n∈NAn ⊂ [−1, 2]

c. En déduire qu’il n’existe pas de mesure positive µ définie sur P(R), invariante par
translation, (i.e. telle que µ(X) = µ(X + t) pour toute partie X de R et tout réel t), et
telle que µ([a, b]) = b − a pour a ≤ b.

Problème 3.2. Théorème d’Egoroff.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive tel que µ(X) < +∞. Soit
fn : X → C une suite de fonctions mesurables qui converge simplement vers une fonction
f.
a. On définit pour k ≥ 1, n entiers, l’ensemble

Ek
n = ∩p≥n{x ∈ X, |fp(x) − f(x)| ≤ 1/k}.

Montrer que pour tout k ≥ 1, X = ∪n∈NEk
n.

b. Montrer que pour tout ε > 0, il existe une partie mesurable Aε telle que µ(Aε) < ε et
telle que (fn)n∈N converge uniformément sur X\Aε.
c. Montrer que l’hypothèse µ(X) < +∞ n’est pas superflue.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 4

Exercice 4.1.
a. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement si les
séries normalement convergentes sont convergentes (une série de terme général un est dite
normalement convergente si

∑
‖un‖ < +∞).

b. Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive et
∑

un une série
normalement convergente dans L1(µ). Montrer que

∑
un(x) est convergente µ − pp.

c. Soit (fn)n≥1 une suite de L1(µ) telle que
∑

n≥1 ‖fn+1 − fn‖L1(µ) < +∞. Montrer que
la suite fn converge dans L1(µ) et µ − pp. Comparer avec l’exercice 3.8.

Exercice 4.2.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. On dit que (X,M, µ) est
σ−fini s’il existe une suite (Xn)n∈N d’éléments de M telle que, pour tout n, µ(Xn) < +∞
et X = ∪n∈NXn. Montrer que (X,M, µ) est σ−fini si et seulement si il existe f ∈ L1(µ)
telle que pour tout x ∈ X, f(x) > 0.

Exercice 4.3.

a. Calculer la limite de la suite
∫ n

0

(
1 − t

n

)n

dt pour n → +∞.

b. Soit x > 0. Montrer que la suite

In(x) =
∫ n

0

tx
(

1 − t

n

)n
dt

t

est bien définie pour n ≥ 1 et converge lorsque n → +∞. Donner une expression intégrale
pour la limite I(x). Quelle fonction classique reconnaissez-vous ?
c. Montrer que pour x > 0 et n entier ≥ 1 on a

In(x) = nx n!∏
0≤j≤n

(x + j)
= nx n!

x(x + 1) . . . (x + n)

(on pourra faire le changement de variable t = ns dans In(x), raisonner par récurrence
sur n, et faire une intégration par parties).

Exercice 4.4.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soit f : X → C une
fonction mesurable telle que µ({x ∈ X, f(x) $= 0}) > 0. Pour p ∈ [1,+∞[, on pose

ϕ(p) =
∫

X

|f |pdµ et J = {p ∈ [1,+∞[, ϕ(p) < +∞}.
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a. Soient p0 ≤ p1 des éléments de J . Pour θ ∈ [0, 1], montrer que pθ = (1− θ)p0 + θp1 est
élément de J (on pourra utiliser l’inégalité de Hölder).
b. Montrer que ϕ est strictement positive sur J et que lnϕ est convexe sur J .
c. On suppose qu’il existe r0 ∈ [1,+∞[ tel que f ∈ Lr0(µ)∩L∞(µ). Montrer que f ∈ Lp(µ)
pour p ∈ [r0,+∞]. Montrer que

lim
p→+∞

‖f‖Lp(µ) = ‖f‖L∞(µ) .

d. On suppose qu’il existe r0 ∈ [1,+∞[ tel que f ∈ Lp(µ) pour p ∈ [r0,+∞[. Montrer que
si f /∈ L∞(µ) on a

lim
p→+∞

‖f‖Lp(µ) = +∞.

Exercice 4.5.
Soit (X,M, µ) un espace de probabilité. Soient f, g des fonctions mesurables de X à valeurs
dans ]0,+∞[ telles que, pour tout x ∈ X, f(x)g(x) ≥ 1. Montrer que

∫
X

fdµ
∫

X
gdµ ≥ 1.

Exercice 4.6.
Soit (X,M, µ) un espace de probabilité. Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables de
X à valeurs réelles. Soit f : X → R une fonction mesurable. On dit que la suite (fn)n∈N
converge en probabilité vers f si pour tout ε > 0,

lim
n

µ({|fn − f | ≥ ε}) = 0.

a. Montrer que si fn tend vers f µ − pp, alors fn tend vers f en probabilité.
b. Si p ∈ [1,+∞] et si fn, f ∈ Lp(µ) sont tels que fn tende vers f dans Lp(µ), montrer
que fn tend vers f en probabilité.

Exercice 4.7.
Soit (X,M, µ) un espace de probabilité et f ∈ L∞(µ) non nulle. On pose αn = ‖f‖n

Ln(µ).
Montrer que αn+1/αn tend vers ‖f‖L∞(µ) (on pourra utiliser l’exercice 4.4).

Exercice 4.8.
Soit p ∈ [1,+∞[ et h ∈ Rd. Pour u ∈ Lp(Rd), on pose (τhu)(x) = u(x − h). Montrer que
‖τhu‖Lp = ‖u‖Lpet que

lim
h→0

‖τhu − u‖Lp = 0.

Exercice 4.9.
Pour quelles valeurs de p ∈ [1,+∞] les fonctions suivantes sont-elles dans Lp(R+) ?
f1(t) = 1/(1 + t), f2(t) = 1/(

√
t(1 + t)), f3(t) = 1/(

√
t(ln t)2 + 1), f4(t) = t−1/2 sin(t−1).



17

Exercice 4.10.
Soit fn définie sur R par fn(x) =

nα

(|x| + n)β
, avec β > 1.

a. Pour 1 ≤ p ≤ +∞, montrer que fn ∈ Lp(R) et calculer ‖fn‖p.
b. Montrer que gn définie par gn(x) = nγe−n|x| est dans Lp(R) pour tout p ≥ 1.
c. Déduire de ce qui précède que pour 1 ≤ p < q ≤ +∞ les topologies induites sur Lp ∩Lq

par Lp et Lq ne sont pas comparables.

Exercice 4.11.
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soit p, p′ ∈]1,+∞[ tels que
1/p + 1/p′ = 1. On dit qu’une suite (fn)n∈N de Lp(µ) converge faiblement vers f ∈ Lp(µ)
si pour tout g ∈ Lp′(µ),

lim
n

∫
X

fngdµ =
∫

X

fgdµ.

a. Montrer que la convergence dans Lp implique la convergence faible.
b. Montrer à l’aide d’un exemple que la réciproque est fausse.

Exercice 4.12.
Soit µ une mesure positive définie sur la tribu des boréliens de R et telle que µ(R) < +∞.

On pose f(x) =
∫
R

eitxdµ(t). Montrer que f est continue sur R. Montrer que si

1
h2

(
2f(0) − f(h) − f(−h)

)
possède une limite lorsque h tend vers 0, alors

∫
R

t2dµ(t) < +∞ et f est de classe C2.

Exercice 4.13.
Soit ϕ : I → R une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. On désigne par J
l’intérieur de I. Soit [a, b] ⊂ J et a < x1 < x2 < b. Montrer que

ϕ(x1) − ϕ(a)
x1 − a

(x2 − a) + ϕ(a) ≤ ϕ(x2) ≤ ϕ(b) − (b − x2)
ϕ(b) − ϕ(x1)

b − x1
.

En déduire que ϕ est continue sur J . Donner un exemple de fonction convexe définie sur
[0, 1] et continue seulement sur ]0,1[.

Exercice 4.14.
a. On pose (‖x‖ désigne la norme euclidienne de x dans Rd)

ρ(x) =

{
exp−

(
1

1−‖x‖2
)

pour ‖x‖ < 1,

0 sinon.
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Montrer que ρ est indéfiniment différentiable à support égal à la boule unité fermée. Mon-
trer que ρ n’est pas analytique.
b. Soit Ω un ouvert de Rd et K un compact inclus dans Ω. Montrer qu’il existe une
fonction ϕ ∈ C∞c (Ω, [0, 1]) telle que ϕ|K = 1.

Problème 4.1
Soit B la tribu de Borel sur R et soit µ une mesure positive définie sur B telle que µ(K) <
+∞ pour K compact (on dira que µ est une mesure borélienne sur R). Soit

D = {a ∈ R, µ({a}) > 0}.

a. Soient n, l des entiers ≥ 1. On pose Dn,l = {a ∈ R, |a| ≤ n et µ({a}) ≥ 1/l}. Montrer
que Dn,l est fini. Montrer que D est dénombrable.
b. On pose pour E ∈ B, λ(E) = µ(D ∩ E). Montrer que cela a un sens et que λ est une
mesure borélienne sur R. Montrer que

λ =
∑
a∈D

µ({a})δa,

où δa est la masse de Dirac en a (i.e. δa(E) = 1E(a)).
c. Montrer que µ = λ + ν où ν est une mesure borélienne sur R telle que pour tout x ∈ R,
ν({x}) = 0.

Problème 4.2
Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Soit fn : X → C une suite
de fonctions mesurables qui converge simplement vers f .
a. Soit p un réel ≥ 1. On suppose que pour tout n ∈ N, fn ∈ Lp(µ) et que la suite∫

X

|fn|pdµ converge dans R+. Montrer que f ∈ Lp(µ).

b. On suppose en outre que lim
n→∞

∫
X

|fn|pdµ =
∫

X

|f |pdµ. Montrer que

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |pdµ = 0

(on pourra considérer les suites gn = |fn − f |p − |fn|p + |f |p, hn = |gn|1{|fn|≤λ|f |} où λ
est un paramètre positif).
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Problème 4.3
Dans cet exercice, Lp désigne l’espace Lp(µ) pour la mesure de Lebesgue sur ]0,+∞[ et
‖u‖p est la norme Lp de u.
a. Soit f :]0,+∞[−→ R, une fonction continue à support compact dans ]0,+∞[. Pour
x > 0, on pose

(Hf)(x) =
1
x

∫ x

0

f(t)dt.

Pour p > 1, montrer que Hf appartient à Lp.
b. Pour f vérifiant les hypothèses de (a), et en outre à valeurs positives, montrer

(<) ‖Hf‖p ≤ p

p − 1
‖f‖p .

On pourra remarquer que F = Hf est aussi une fonction positive et intégrer par parties
dans

∫ +∞
0

F (x)p d
dx (x)dx.

c. Pour f vérifiant les hypothèses de (a), montrer (<).
d. Montrer que l’application H : Cc(]0,+∞[) −→ Lp se prolonge par continuité de manière
unique à Lp et vérifie (<) pour tout f ∈ Lp.
e. Montrer qu’il n’est pas possible de remplacer la constante p

p−1 dans (<) par une con-
stante plus petite. On pourra considérer la fonction qui vaut x−1/p sur [1, λ], zéro ailleurs,
et faire tendre λ vers l’infini.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 5

Exercice 5.1.
a. Soit ϕ une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. Soient x1, . . . , xn ∈ I et
θ1, . . . , θn ∈ [0, 1] avec

∑
1≤j≤n θj = 1. Montrer que

ϕ(
∑

1≤j≤n

θjxj) ≤
∑

1≤j≤n

θjϕ(xj).

b. Soient x1, . . . , xn des réels > 0 et θ1, . . . , θn comme ci-dessus. Montrer l’inégalité
arithmético-géométrique ∏

1≤j≤n

x
θj

j ≤
∑

1≤j≤n

θjxj .

Exercice 5.2.
Montrer que l∞(N) et L∞(R) ne sont pas séparables (on pourra raisonner par l’absurde).

Exercice 5.3.
Soient n un entier ≥ 1 et u ∈ L1(Rn). On définit le support de u, noté suppu, par

suppu = {x ∈ Rn, il n’existe pas de voisinage ouvert V de x tel que u = 0 pp sur V }

Montrer que le support de u est un fermé et que, si u est continue

suppu = {x ∈ Rn, u(x) $= 0}.

Montrer par un exemple que cette dernière définition serait absurde pour une fonction de
L1.

Exercice 5.4. Les questions a et b ont été vues en cours.
a. Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. On considère

S = {s : X → C, mesurable, ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, µ({s $= 0}) < +∞}.

Montrer que, pour 1 ≤ p < +∞, S est dense dans Lp(µ).
b. Montrer que, pour 1 ≤ p < +∞, C0

c (Rn) est dense dans Lp(Rn).
c. Soit Ω un ouvert de Rn. Montrer que, pour 1 ≤ p < +∞, C0

c (Ω) est dense dans Lp(Ω).
d. Soit ρ ∈ C∞c (Rn),

∫
Rn ρ(x)dx = 1 (cf.exercice 4.14). Pour ε > 0, x ∈ Rn, u ∈ L1

loc(R
n),

on pose

uε(x) =
∫
Rn

u(y)ρ
(

x − y

ε

)
dy

εn
.
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Montrer que cela a un sens et que uε ∈ C∞(Rn).
e. Soit 1 ≤ p < ∞. Montrer que, pour u ∈ Lp(Rn), uε ∈ Lp(Rn) et lim

ε→0+
uε = u dans

Lp(Rn).
f. On remplace ρ dans (d) par e−π|x|2 où |x| est la norme euclidienne. Montrer que, pour
u ∈ L1(Rn), uε est analytique et lim

ε→0+
uε = u dans L1(Rn). En supposant u ∈ C0

c (Rn),

montrer que cette méthode permet de prouver le théorème de Stone-Weierstrass.

Exercice 5.5.
Une conséquence des exercices précédents est que, pour 1 ≤ p < +∞, le complété de
C0

c (Rn) pour la norme Lp est l’espace Lp(Rn). Montrer que le complété de C0
c (Rn) pour

la norme L∞ est C(0)(Rn), l’espace des fonctions continues qui tendent vers 0 à l’infini.

Exercice 5.6. Lemme de Riemann-Lebesgue.
Soit u une fonction de L1(Rn). On pose, pour ξ ∈ Rn,

û(ξ) =
∫
Rn

u(x)e−2iπx·ξ dx, avec x · ξ =
∑

1≤j≤n

xjξj .

On dira que û est la transformée de Fourier de u.
a. Montrer que, si u ∈ L1(Rn), alors û est bien définie et appartient à L∞(Rn).
b. Montrer que, si u ∈ C∞c (Rn) alors û est C∞ et vérifie pour tous les α1, . . . , αn, N
entiers naturels

sup
ξ∈Rn

|(∂α1
ξ1

. . . ∂αn

ξn
û)(ξ)|(1 + |ξ|)N < +∞.

On pourra intégrer par parties en remarquant que

(
1 − 1

4π2

∑
1≤j≤n

∂2

∂x2
j

)
(e−2iπx·ξ) = (1 + |ξ|2)e−2iπx·ξ.

c. Montrer que si u appartient à L1(Rn), alors û est uniformément continue sur Rn et
vérifie lim

|ξ|→+∞
û(ξ) = 0. On pourra remarquer que pour ϕ ∈ C∞c (Rn),

|û(ξ)| ≤ ‖u − ϕ‖L1(Rn) + |ϕ̂(ξ)|,

puis prendre la limsup lorsque |ξ| tend vers l’infini.

Exercice 5.7.
Soit L la tribu de Lebesgue sur R. En considérant un ensemble du type {a} × B, où
B ⊂ R, B /∈ L, montrer que la tribu L ⊗ L n’est pas complète.
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Exercice 5.8.
Pour t ∈ Rn et u : Rn → C, on pose (τtu)(x) = u(x − t). Montrer que pour 1 ≤ p ≤ +∞,
‖τtu‖Lp(µ) = ‖u‖Lp(µ). Montrer que pour 1 ≤ p < +∞, limt→0 ‖τtu − u‖Lp(µ) = 0.

Exercice 5.9.
On pose E = {(x1, x2) ∈ R2, x1−x2 /∈ Q}. Montrer que E ne peut contenir aucun ensemble
du type A1 × A2 avec A1, A2 mesurables et de mesure positive. On pourra raisonner par
l’absurde et considérer la fonction

ϕ(x1) =
∫
R

1A1(x1 + x2)1A2(x2)dx2,

dont on démontrera qu’elle est continue. On considérera alors un point x1 tel que ϕ(x1) >
0, puis on prouvera que x1 ∈ A1−A2. On en déduira que {ϕ > 0} ⊂ Qc, ce qui est absurde
pour une fonction continue non identiquement nulle.

Exercice 5.10.
On considère les fonctions définies sur R2 par

f1(x, y) =


x2 − y2

x2 + y2
si (x, y) $= 0

0 si (x, y) = 0
, f2(x, y) =


x − y

(x2 + y2)3/2
si (x, y) $= 0

0 si (x, y) = 0.

Calculer pour j = 1, 2,∫ 1

0

(∫ 1

0

fj(x, y)dy

)
dx,

∫ 1

0

(∫ 1

0

fj(x, y)dx

)
dy.

Quelles réflexions cela vous inspire-t-il ?

Exercice 5.11.
a. Pour z ∈ C\R−, on pose ln z =

∫
[1,z]

dξ

ξ
(intégrale curviligne). Montrer que cela a

un sens et que cette fonction cöıncide avec le logarithme népérien pour z ∈ R∗+. Montrer
que exp(ln z) = z pour z ∈ C\R−. Calculer ln(exp z), pour z tel que exp(z) /∈ R−.

b. Montrer que pour Re z > 0
∫
R

e−πzt2dt = exp−(ln z)/2 = z−1/2.

c. Montrer que ∫
R+

lnx

x2 − 1
dx =

π2

4
,

∫
R+

(
arctanx

x

)2

dx = π ln 2.

Pour le dernier calcul, on pourra utiliser l’intégrale sur [0, 1]2 × R+ de (1 + x2z2)−1(1 +
y2z2)−1.
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Exercice 5.12.
a. Soit (X,M, µ) un espace mesuré où µ est une mesure positive. Montrer que si µ(X) <
+∞, les conditions 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞ impliquent Lp(µ) ⊂ Lq(µ) avec une injection continue.
Montrer que les conditions 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞ impliquent Lp

loc(R
n) ⊂ Lq

loc(R
n).

b. Montrer que les conditions 1 < q < p < +∞ impliquent l1(N) ⊂ lq(N) ⊂ lp(N) ⊂ l∞(N)
avec des injections continues et des inclusions strictes.
c. Soient p, q ∈ [1,+∞] deux indices distincts. Montrer que Lp(Rn) n’est pas inclus dans
Lq(Rn).

Problème 5.1. Quelques propriétés des fonctions convexes. Soit I un intervalle de
R et ϕ : I → R.
a. Montrer que ϕ est convexe si et seulement si pour tout intervalle compact J ⊂ I et
toute fonction affine L,

sup
J

(ϕ − L) = sup
∂J

(ϕ − L).

b. Montrer que ϕ est convexe si et seulement si, pour tout x ∈ I, le quotient

f(x + h) − f(x)
h

est une fonction croissante de h pour h $= 0 et x + h ∈ I.
c. Si ϕ est convexe, montrer que la dérivée à gauche ϕ′g(x) et la dérivée à droite ϕ′d(x)
existent en tout point intérieur à I et sont des fonctions croissantes. Pour x1 < x2 intérieurs
à I, montrer l’inégalité

ϕ′g(x1) ≤ ϕ′d(x1) ≤
ϕ(x2) − ϕ(x1)

x2 − x1
≤ ϕ′g(x2) ≤ ϕ′d(x2).

Montrer que ϕ est lipschitzienne dans tout intervalle compact inclus dans l’intérieur de I.
d. Si ϕ est convexe, et x est dans l’intérieur de I, montrer que

ϕ′g(x) = lim
ε→0+

ϕ′g(x − ε) = lim
ε→0+

ϕ′d(x − ε),

ϕ′d(x) = lim
ε→0+

ϕ′d(x + ε) = lim
ε→0+

ϕ′g(x + ε).

e. On considère une suite (xj)j∈N de réels distincts et une suite (aj)j∈N de réels > 0 telles
que ∑

j≥0

aj(1 + |xj |) < +∞.



24

Montrer que
ϕ(x) =

∑
j≥0

aj |x − xj |

définit une fonction convexe sur R. Montrer que ϕ est différentiable sur le complémentaire
des xj et que, pour ces points

ϕ′(x) =
∑
j≥0

ajsign(x − xj).

f. Si ϕ est continue et telle que, pour tous les points x intérieurs à I;

lim sup
h→0

(
ϕ(x + h) + ϕ(x − h) − 2ϕ(x)

h2

)
≥ 0,

alors ϕ est convexe.

Problème 5.2. Quelques propriétés de la fonction Gamma.
Pour z ∈ C avec Re z > 0, on pose

Γ(z) =
∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

a. Montrer que Γ est holomorphe sur H = {z ∈ C,Re z > 0}. Montrer que, pour z ∈ H,

Γ(z + 1) = zΓ(z)

et que pour n ∈ N, Γ(n + 1) = n! et que Γ(1/2) = π1/2.
b. Montrer que Γ possède un prolongement méromorphe sur C avec des pôles simples sur
−N. Montrer que le résidu de Γ en −k, k ∈ N est

Res(Γ,−k) =
(−1)k

k!
.

c. Montrer que pour x ∈]0,+∞[,

Γ(x) > 0, Γ′(x)2 ≤ Γ(x)Γ′′(x).

En déduire que ln Γ est convexe sur R∗+. Montrer que Γ est convexe sur R∗+.
d. Montrer que Γ|R∗+ possède un unique minimum en un point de l’intervalle ]1, 2[.
e. En utilisant le prolongement défini plus haut, calculer pour k entier négatif

Γ((2k)±), Γ((2k − 1)±).

Dessiner la courbe représentative de Γ sur R.
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f. En calculant pour n ∈ N et x > 0,∫ n

0

tx−1

(
1 − t

n

)n

dt,

démontrer la formule de Gauss:

∀z ∈ C\(−N),Γ(z) = lim
n→+∞

nz n!
z(z + 1) . . . (z + n)

.

g. Montrer que la fonction 1/Γ est entière (holomorphe sur C) et que

1
Γ(z)

= zeγz
+∞∏
n=1

(1 +
z

n
)e−z/n

où γ est la constante d’Euler (cf.exercice 1.7.c). Pour la définition des produits infinis, on
pourra démontrer le lemme suivant: si (uk)k≥1 est une suite de fonctions holomorphes sur
un ouvert U de C telle que ∀K compact ⊂ U ,

∑
k≥1

sup
K

|uk| < +∞, alors, pour z ∈ U ,

lim
N→∞

∏
1≤k≤N

(1 + uk(z)) = H(z)

où H est holomorphe sur U , notée
∏+∞

k=1(1 + uk) et telle que

H(z) = 0 ⇐⇒ ∃k ≥ 1, avec uk(z) = −1.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 6

Exercice 6.1.
a. On considère une norme sur Rn, notée ‖·‖. Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur les réels α, β pour que∫

Rn

dx

(1 + ‖x‖)β
< +∞,

∫
‖x‖≤1

dx

‖x‖α < +∞.

b. On suppose que n ≥ 2 et on pose, en désignant par ‖·‖ une norme sur Rn−1, et pour
λ > 0

C1,λ = {(x1, x
′) ∈ R× Rn−1, ‖x′‖ ≤ λ|x1|}.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels α, β pour que∫
C1,λ

dx

(1 + |x1|)β
< +∞, pour tout compact K,

∫
C1,λ∩K

dx

|x1|α
< +∞.

Montrer que ceci permet de démontrer (a) sans utiliser de changement de variables.

Exercice 6.2.
Soit n un entier ≥ 2. Pour x ∈ Rn, on note ‖x‖ la norme euclidienne de x.

a. Démontrer que
∫
Rn

e−π‖x‖2dx = 1.

b. Soit R ∈ R+. On note Bn(R) la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R et |Bn(R)|
son volume. Montrer que

|Bn(R)| =
πn/2

Γ(n
2 + 1)

Rn.

c. On note Sn−1(R) la sphère de centre 0 et de rayon R (le bord de Bn(R)). En utilisant
les résultats du problème 6.1, calculer le volume n − 1 dimensionnel de Sn−1(R), noté
|Sn−1(R)|. Calculer

d

dR
|Bn(R)|

et donner une justification intuitive du résultat.
d. Calculer le volume de l’ellipsöıde

{x ∈ Rn,
∑

1≤j≤n

x2
j

a2
j

≤ 1}

(les aj sont des paramètres > 0).
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e. Soit A une matrice n × n symétrique réelle définie positive. Calculer∫
Rn

e−π〈Ax,x〉dx.

f. Soit B une matrice n × n symétrique réelle. Calculer

lim
ε→0+

∫
Rn

e−πε‖x‖2e−iπ〈Bx,x〉dx.

g. Soient A, B des matrices n×n symétriques réelles telles que det (A + iB) $= 0 et A ≥ 0
(i.e. 〈Ax, x〉 ≥ 0). Calculer

lim
ε→0+

∫
Rn

e−πε‖x‖2e−π〈(A+iB)x,x〉dx.

Exercice 6.3.
Soit ρ ∈ L1(Rd) d’intégrale 1. On pose, pour ε > 0, ρε(x) = ε−dρ(x/ε).
a. Soit p ∈ [1,+∞[ et u ∈ Lp(Rd). Montrer que u ∗ ρε converge vers u dans Lp(Rd)
lorsque ε → 0+.
b. On considère u = 1[0,1] et ρ(x) = e−π‖x‖2 . A-t-on convergence de u ∗ ρε vers u dans
L∞(R) ?

Exercice 6.4 (suite de l’exercice 5.6).
La classe de Schwartz des fonctions à décroissance rapide, est définie par

S(Rn) = {u ∈ C∞(Rn), pour tous les multi-indices α, β, sup
x∈Rn

|xα∂β
xu(x)| = pαβ(u) < ∞}

où l’on désigne par multi-indice un α ∈ Nn: α = (α1, . . . , αn) ∈ Nn, xα = xα1
1 . . . xαn

n , β ∈
Nn, ∂β

x = ∂β1
x1

. . . ∂βn
xn

.

a. Montrer que e−‖x‖
2
, (‖x‖ est la norme euclidienne de x) et plus généralement, si A est

une matrice symétrique définie positive n × n, la fonction v
A
(x) = e−π〈Ax,x〉 appartient à

S(Rn). Montrer que les pαβ sont des semi-normes et que S(Rn) est un espace de Fréchet.
b. On rappelle que la transformée de Fourier de u est définie par

û(ξ) =
∫
Rn

e−2iπx·ξu(x)dx.

Montrer que la transformation de Fourier est continue de S(Rn) dans lui-même. On pourra
remarquer que

ξα∂β
ξ û(ξ) =

∫
e−2iπxξ∂α

x (xβu)(x)dx(2iπ)|β|−|α|(−1)|β|.
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c. Montrer que
∫
R

e−2iπxξe−πx2
dx =

∫
R

e−π(x+iξ)2dxe−πξ2
= e−πξ2

( la seconde égalité

peut être obtenue en prenant la dérivée par rapport à ξ de
∫
R

e−π(x+iξ)2dx). Montrer que
pour A définie positive

v̂
A
(ξ) = (detA)−1/2e−π〈A−1ξ,ξ〉.

d. On pose pour u ∈ S(Rn) et ε > 0, uε(x) =
∫
Rn

e2iπxξû(ξ)e−πε2|ξ|2dξ. Montrer que

uε(x) =
∫
Rn

(
u(x + εy) − u(x)

)
e−π|y|2dy + u(x).

Montrer la formule d’inversion de Fourier: u(x) =
∫
Rn

e2iπxξû(ξ)dξ.

e. Montrer que la transformation de Fourier se prolonge de manière unique en une
transformation unitaire de L2(Rn).

Exercice 6.5.
En effectuant un changement de variables, calculer les intégrales suivantes∫∫

x>0, y>0, x+y<a

3y√
1 + (x + y)3

dxdy, a > 0,

∫∫
x>0, y>0,

|x4 − y4|e−(x+y)2dxdy (examiner le changement φ(x, y) = (x2 + y2, 2xy)).

Problème 6.1. Coordonnées polaires et intégration sur la sphère de Rn.

1. Montrer que, pour f ∈ L1(R2), on a∫∫
R2

f(x, y)dxdy =
∫ +∞

0

∫ π

−π

f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

2. Pour f ∈ L1(R3), démontrer en utilisant le changement de variables (x1, x2) =
(y cos θ, y sin θ) que

I =
∫∫∫

f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 =
∫
R

(∫∫
y>0,|θ|<π

f(y cos θ, y sin θ, x)ydydθ

)
dx,
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puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (x, y) = (r cos φ, r sinφ) que

I =
∫ +∞

0

∫∫
|θ|<π, 0<φ<π

f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cos φ) sinφ dθ dφ r2dr.

On pose, par exemple pour g continue sur S2 la sphère unité de R3,∫
S2

g(ω)dσ2(ω) =
∫∫
|θ|<π, 0<φ<π

g(sinφ cos θ, sinφ sin θ, cos φ) sinφ dθ dφ.

Montrer que pour f ∈ Cc(R3),∫
R3

f(x)dx =
∫ +∞

0

∫
S2

f(rω)dσ2(ω)r2dr.

3. Soit n un entier ≥ 2 et F ∈ Cc(Rn+1). On suppose définie l’intégrale d’une fonction
continue sur la sphère Sn−1 et démontrée la formule (pour f ∈ Cc(Rn))∫

Rn

f(x)dx =
∫ +∞

0

∫
Sn−1

f(rω)dσn−1(ω)rn−1dr.

Montrer que

J =
∫
Rn+1

F (x1, · · · , xn, xn+1)dx1 · · · dxndxn+1

=
∫
R

∫
ω∈Sn−1,y>0

F (yω, x)dσn−1(ω)yn−1dydx,

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (x, y) = (r cos φ, r sinφ) que

J =
∫ +∞

0

∫∫
ω∈Sn−1, 0<φ<π

f(rω sinφ, r cos φ)(sinφ)n−1 dσn−1(ω) dφ rndr.

Pour g continue sur la sphère Sn, on pose∫
Sn

g(Ω)dσn(Ω) =
∫

0<φ<π

∫
Sn−1

g(ω sinφ, cos φ)(sinφ)n−1 dσn−1(ω) dφ.

Montrer que ∫
Rn+1

F (x)dx =
∫ +∞

0

∫
Sn

F (rΩ)dσn(Ω)rndr.
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Problème 6.2.
a. Soient u, v ∈ L∞loc(R) supportées dans R+. Montrer que, pour x ∈ R, les intégrales∫
R

u(x− t)v(t)dt,
∫
R

v(x− t)u(t)dt ont un sens, sont égales et cöıncident avec u ∗ v lorsque
u, v ∈ L1(R). On notera ces intégrales (u ∗ v)(x).
b. On pose x+ = max(x, 0). Soient a > 0, b > 0. Montrer que

xa−1
+ ∗ xb−1

+ = B(a, b)xa+b−1
+ avec B(a, b) =

∫ 1

0

ta−1(1 − t)b−1dt.

c. Montrer que Γ(a)Γ(b) = B(a, b)Γ(a + b) (on pourra faire le produit scalaire avec e−t

dans la formule de convolution ci-dessus).

d. Montrer que, pour 0 < a < 1, B(a, 1 − a) =
∫ +∞
0

s−a(1 + s)−1ds (on pourra faire le
changement de variable t = 1/(1 + s)).
e. Montrer la formule des compléments: pour z ∈ C,

sinπz

π
=

1
Γ(z)Γ(1 − z)

.

on pourra utiliser les résultats du problème 5.2.


