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Exercice 1.1.
Soit f: X — Y une application.
a. Montrer que pour toute famille (B;);c; de parties de Y,

FAUYUB) =Ur s, OB =) (B

icl iel icl icl

b. Montrer que pour toute famille (A;);cr de parties de X,  f(U,c; Ai) = Ui f(4As).
c. Montrer que si f est injective, f((,c; 4i) = (;e; f(As). Montrer par un contre-exemple
que I’égalité précédente est fausse en général.

Exercice 1.2.
Soit X un ensemble. Montrer qu’il n’existe pas de surjection de X sur ’ensemble de

ses parties P(X). On pourra raisonner par l’absurde et considérer pour f : X — P(X)
I'ensemble A = {x € X,z ¢ f(z)}.

Exercice 1.3.

Soit X un ensemble. On appelle partition de X toute famille (A;);c; de parties non vides
de X, deux a deux disjointes, de réunion X. Etant donnée une partition de X, montrer que
la relation xRy définie par il existe 7 € I tel que x € A; et y € A;  est une relation
d’équivalence sur X. Montrer que toute relation d’équivalence sur X peut s’obtenir de
cette maniere. Décrire les partitions de Z associées aux congruences modulo n.

Exercice 1.4.
Soit A un sous-ensemble infini de N. Montrer que A est équipotent a N. Montrer qu’un
ensemble X est dénombrable s’il existe une injection de X dans N.

Exercice 1.5.

Soit @ < b des réels et f, : [a,b] — R une suite de fonctions continues. On suppose
que pour tout x de [a,b], la suite f,(x) tend vers 0 en décroissant. Montrer que la suite
fn converge uniformément vers 0 (lemme de Dini). Montrer que si g, est une suite de
fonctions continues positives sur [a, b] qui tend simplement en croissant vers une fonction

continue g, alors f; gn(t)dt — f;g(t)dt.

Exercice 1.6.

On considere E = C°([0,1],R) I'espace des fonctions continues définies sur [0,1] & valeurs
réelles.

a. Montrer que E est complet pour la norme donnée par || f[|,, = sup,eo,1) |f(2)]-
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b. Montrer que || f|; = fol | f(x)|dx définit une norme sur £. Montrer que cette norme n’est
pas équivalente a la précédente. Montrer que £ muni de la norme |-||; n’est pas complet.

Exercice 1.7.

T o b dae
a. Déterminer les valeurs du parametre réel o pour lesquelles — converge.
o X

x
c. Montrer que la série harmonique (terme général 1/n) diverge. Montrer que la suite
donnée par

400
b. Déterminer les valeurs du parametre réel o pour lesquelles / — converge.
1

1—|—1+1+ + L —|—1 L
— J— .. —_— ——On
2 3 n—1 n &

est convergente (Log désigne le logarithme népérien).

sinx .
dx existe.

—+o0
d. Montrer que, au sens des intégrales de Riemann impropres, /
0 x

sinx

+oo
e. Montrer que / | |dx = +o0.
0

X

Exercice 1.8.
Montrer que I’ensemble des nombres réels est équipotent a celui des parties de N (on pourra
utiliser les développements dyadiques). Montrer que R est non dénombrable.

Exercice 1.9.

a. Soit X un ensemble et Ay,..., A, une partition finie de X. Décrire la tribu engendrée
par Aq,..., A,. Quel est son nombre d’éléments ?

b. Soit X un ensemble et (Aj)reny une partition de X. Décrire la tribu engendrée par
(Ak)ken. Montrer qu’elle est équipotente a P(N).

Exercice 1.10.

Soit X un ensemble et M une tribu dénombrable sur X.

a. Montrer que pour tout x € X, 'intersection A(x) des éléments de M qui contiennent z
est encore élément de M.

b. Montrer que pour x, 2’ € X, soit A(z) N A(x’) =0, soit A(x) = A(z').

c. Montrer que M est la tribu engendrée par une partition dénombrable. En déduire en
utilisant ’exercice précédent que M est finie.

Exercice 1.11.

Montrer que la tribu des boréliens sur R est engendrée par les intervalles du type [a, +00].
Méme question avec les intervalles du type |a, +0o[. Méme question avec les intervalles du
type | — 00, a] et ceux du type | — o0, al.



Exercice 1.12. B
Soit (a;;)ien,jen une suite double d’éléments de R. Montrer directement que

Exercice 1.13.
Donner un exemple d’une suite décroissante d’ensembles (A, ),cn tels que pour tout n, A,
est infini et NyenA, = 0.

Exercice 1.14. _
Soient (an)nen, (bn)nen des suites de R telles que

(an, by), (lim sup ay,, limsup b, ) ¢ {(—o00, +00), (+00, —00)}.

Montrer que limsup(a, + b,) < limsupa, + limsupb,. Donner un exemple de suites
bornées pour lesquelles I'inégalité ci-dessus est stricte. Ecrire un énoncé analogue pour les
lim inf.

Exercice 1.15.
Soit (X, M) un espace mesurable et f, : X — C une suite de fonctions mesurables.
Montrer que ’ensemble

A = {z € X, la suite (fn(:c))n y est convergente}

S

est élément de M.

Probléme 1.1. Théoréeme de Schroder-Bernstein.
Soit f: X —Y,g:Y — X des applications injectives. On pose

Ap=X\g(Y), etpourn>0, Any1=g(f(A4n)).

Soit € X. Si z est élément de |J,,5q An, on pose h(z) = f(x) ; sinon on pose h(z) =

g~ (x). Montrer que cette définition de h est cohérente et définit une bijection de X sur
Y.

Probleme 1.2. Théoreme de Baire.

a. Soit X un espace métrique complet (i.e. tel que toute suite de Cauchy converge).
Montrer qu’une réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est d’intérieur vide.
Montrer qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.



b. En déduire que les irrationnels ne forment pas un F, dans R.

c. On dit qu'un espace topologique est de premiere catégorie s’il est réunion dénombrable
de fermés d’intérieurs vides. Sinon on dit qu’il est de seconde catégorie. De quelle catégorie
est un espace métrique complet ?

Probleme 1.3.
a. En considérant des fonctions indicatrices a valeurs dans Z /27, montrer que

laap =14+ 1B, 1anp = 14lp,

ou A désigne la différence symétrique.

b. Soit X un ensemble et R une famille non vide de parties de X. On dit que R est un
anneau booléen si A,B € R = AU B, A\B € R. Montrer qu'un anneau booléen sur
un ensemble X est stable par réunion, intersection, différence, différence symétrique et
contient ’ensemble vide. Montrer qu'un anneau booléen est un anneau pour la différence
symétrique et 'intersection.

c. On dit qu’un anneau booléen R sur un ensemble X est une algebre de Boole sur X si
X € R. Montrer que pour qu’'un anneau booléen R sur X soit une algebre de Boole sur X,
il faut et il suffit que R soit stable par passage au complémentaire i.e. A € R = A° € R.
d. Soit X un ensemble. Définir la notion d’anneau booléen (resp. algebre de Boole)
engendré(e) par une partie non vide de P(X).

e. Soit X un ensemble et £ une partie non vide dénombrable de P(X). Montrer que
I’anneau R engendré par £ est dénombrable (montrer que ’on peut supposer que £ con-
tient 'ensemble vide, définir & = &, &,41 = (E€,)*, ou C* désigne les réunions finies de
différences d’éléments de C, puis démontrer que R = U,&,).

Probleme 1.4. Construction de ’ensemble triadique de Cantor.
On considere l'intervalle Ey = [0,1] privé de son tiers médian |1/3,2/3[. On obtient
I’ensemble réunion disjointe de deux intervalles Fy = [0,1/3]U[2/3,1]. On prive chacun de
ces deux intervalles de leur tiers médian: on obtient Fy = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U
[8/9,1] réunion disjointe de quatre intervalles. On suppose que E, est réunion de 2"
intervalles disjoints de longueur 37". On construit F, 1 en privant chacun des intervalles
précédents de leur tiers médian; on obtient que E, i C E,, est réunion de 2! intervalles
disjoints de longueur 37"~!. L’ensemble triadique C' de Cantor est défini par C = N, >0 Ep.
a. Montrer que C' est compact, de mesure nulle.
b. Montrer que

C={rel0lz=) oz c{0,2}}).

k>1

c. Montrer que C est équipotent a R.

d. Montrer que C est totalement discontinu, i.e. tel que la composante connexe de chaque
point est réduite a ce point (la composante connexe d’une partie d’un espace topologique
est par définition la réunion des connexes qui contiennent cette partie, ce qui est cohérent
car une réunion quelconque de connexes qui ont un point en commun est connexe).
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Exercice 2.1.
Montrer que la fonction suivante est discontinue sur Q et continue sur Q°:

1 siz=0,
fl®)=< 1/q sixz=p/q,p€ Z* qc N* fraction irréductible,
0  six irrationnel.

Exercice 2.2.
Soit X un borélien de R et f : X — R monotone. Montrer que f est mesurable.

Exercice 2.3.

Soient (X, M), (Y,N) des espaces mesurables et T un espace métrique séparable muni
de la tribu des boréliens. Soient uq,...,uy des applications mesurables de X dans T et
® : T — Y mesurable. Montrer que I'application

X — Y
z = O(ur(x),...,u(x))

est mesurable.

Exercice 2.4.
Soient (X, M) un espace mesurable et f : X — C une application mesurable. Montrer qu’
il existe une fonction mesurable o : X — C avec |a| = 1, telle que f = o f].

Exercice 2.5.

Soient (X, M) un espace mesurable et A C X. Montrer que I'ensemble M4 = {M N
A} prem est une tribu sur A, rendant l'injection canonique mesurable. Montrer que si en
outre Ae M, My ={M e M,M C A}

Exercice 2.6.

Montrer que I’addition des réels se prolonge par continuité & R x R,. Montrer que la
multiplication des réels ne se prolonge pas par continuité & R x R,. Montrer que si 'on
adopte la convention 0 - 0o = 0 cette nouvelle multiplication est associative, commutative,
avec élément neutre 1 et distributive par rapport a I’addition. Soient (X, M) un espace
mesurable, f et g des fonctions mesurables de X dans R,.. Montrer que f+g est mesurable.
Montrer que f - g défini en adoptant la convention 0 - co est mesurable.



Exercice 2.7.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ol p est une mesure positive, et (A, )nen une suite de
M. Montrer que p(UnAy) < Y 1(Ay). Montrer que

(A1 U Az) + (A1 N Az) = p(Ar) + p(Az),
et généraliser cette formule aux cas faisant intervenir un nombre fini d’ensembles

Ar, . A,

Exercice 2.8.
Soit X un ensemble et p la mesure de comptage définie sur P(X) par u(A) = CardA si A
est fini, u(A) = +oo sinon. Montrer que (X, P(X), ) est un espace mesuré.

Exercice 2.9.
Soit (X, M) un espace mesurable et (ug)ren une suite de mesures positives définies sur
M. Montrer que ), pr définit une mesure positive sur M.

Exercice 2.10.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive telle que p(X) = 1. On
considere

T={AeM, u(A) =0ou u(A) =1}.

Montrer que 7 est une tribu sur X.

Exercice 2.11.
Soit (X, M) un espace mesurable et (1;);jen une suite de mesures positives définies sur M.
On suppose que pour tout A € M et pour tout j € N, p1;(A) < pj+1(A). Pour A € M,
on pose

p(A) = sup p;(A).

JEN

a. Montrer que u est une mesure positive définie sur M.
b. On considere 'espace mesurable (N, P(N)) et pour j € N, A C N, on définit v;(A) =
Card(A N [j, +oo[)(CardE désigne le nombre d’éléments de E si E est fini, +o0o sinon).
Montrer que v; est une mesure positive définie sur P(N) telle que, pour tout A C N,
vj(A) > v;11(A). On pose

v(A) = inf v;(A).

(4) = inf ;(4)

Montrer que v(N) = 400 et que pour tout k € N, v({k}) = 0. En déduire que v n’est pas
une mesure sur N.



Exercice 2.12.
Soit B la tribu de Borel sur R et soit © une mesure positive définie sur B telle que pu(K) <
+oo pour K compact (on dira que p est une mesure borélienne sur R). Soit

D ={a eR,pu({a}) > 0}.

a. Soient n,( des entiers > 1. On pose D,,; = {a € R,|a| < n et p({a}) > 1/I}. Montrer
que D, ; est fini. Montrer que D est dénombrable.

b. On pose pour E € B, A(E) = pu(D N E). Montrer que cela a un sens et que \ est une
mesure borélienne sur R. Montrer que

A=Y ul{a})da,

a€eD

ou d, est la masse de Dirac en a (i.e. §,(E) = 1g(a)).
c. Montrer que 4t = A+ v ol v est une mesure borélienne sur R telle que pour tout z € R,

v({z}) =0.

Exercice 2.13.

Soit (X, M) un espace mesurable et soit (u,)nen une suite de fonctions mesurables de X
dans R. Montrer que les ensembles suivants sont mesurables

A={zxeX, liax_l un(x) =400}, B ={xe€ X, lasuite (u,(x))nen est bornée}.

Exercice 2.14.

Soient X, Y deux espaces métriques et soit f : X — Y, une application dont ’ensemble des
points de discontinuité est dénombrable. Montrer que f est mesurable (X,Y sont munis
de leur tribu borélienne).

Exercice 2.15.

Soit X un ensemble non vide et M la tribu engendrée par les parties {z} ot z € X.

a. Montrer que A € M si et seulement si A est dénombrable ou bien A¢ est dénombrable.
b. Si X n’est pas dénombrable, on pose pour A € M

uw(A) =0, si A est dénombrable,
u(A) =1, si A n’est pas dénombrable.

Montrer que p est une mesure positive définie sur M.



Exercice 2.16. B
Soit (X, M) un espace mesurable et f,g: X — R des applications mesurables. Montrer
que les ensembles suivants appartiennent a M.

A={ze X flz) <g(2)}, B={zeX flx)<glx)}, C={zeX flz)=g()}

Exercice 2.17.
Un exercice de révision non nécessairement superflu. Les amateurs de formules pourront
consulter le site
http://integrals.wolfram.com/

en respectant scrupuleusement la typographie un peu étrange donnée dans

http://integrals.wolfram.com/about/input/
Donner une primitive de chacune des fonctions suivantes, en précisant 'ensemble de
définition.

1 1
tanx cotx -
COS T sinx
arcsin x arccos x arctan x sin’
.. 3 2 3 1
sin® x Ccos“ T cos® T —5
sin“ x
1 )
—— sinh z cosh z tanh x
cos? x
1 1
cothz - cosh? z
cosh x sinh z
argsinhx argcoshz argtanhx argcothz
1 1 x T
2 +1 2 —1 1 — 22 2 +1
1 1 1

2 +1 2 —1 V1 — 2

Probleme 2.1.

Pour deux ensembles X,Y, on dira que Card X = CardY ¢’il existe une bijection de X
sur Y, et Card X < CardY ¢’il existe une injection de X dans Y.

a. Montrer en utilisant le probleme 1.1 que, pour des ensembles X, Y

{Card X < CardY et CardY < Card X'} - Card X = CardY.
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b. Soit d un entier > 1. Montrer que Card R? = CardR. On pourra construire une injection
de R? dans R en utilisant les développements décimaux des nombres réels de lintervalle
10, 1[ et en considérant I’ “application”

(0, 2129 ...k . .. ;o 0,y1y2 Yk ) 0,21y - TR YR -

On montrera en particulier que cette application peut étre bien définie.

Probleme 2.2.

a. Soit X un ensemble, n > 1 un entier, et F = {A;}1<;<, une partition de X. Décrire la
tribu M engendrée par F. Déterminer Card M.

b. Soit X un ensemble, et F = {A;};cn une partition de X. Décrire la tribu M engendrée
par F. Montrer que Card M = Card R.

c. Soit B la tribu des boréliens de R. Montrer que Card B = Card R. En déduire qu’il
existe des parties de R qui ne sont pas boréliennes. Soit d un entier > 1 et By la tribu des
boréliens de R?. Montrer que Card By = CardR. En déduire qu’il existe des parties de R?
qui ne sont pas boréliennes.

d. Montrer qu'il existe des parties de I'ensemble de Cantor C' (cf.probléme 1.4) qui ne sont
pas boréliennes.
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Exercice 3.1.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soient f : X — Y et
g:Y — Z deux applications. Montrer que

(gof)*(,u) = g*(f*(:u))

Exercice 3.2.
On note B la tribu de Borel sur R et on considére une mesure positive p définie sur B et
finie sur les compacts. Pour a € R, on définit

w(la,t[)  sit>a,
—u([t,a]) sit<a.

R0 - {

Montrer que F, est croissante et continue a gauche.

Exercice 3.3.
Déterminer I'ensemble des réels a, 3, tels que

te sin t In [¢]
Gram €L ®D, Grel'®y), e L1,

Exercice 3.4. "

a. Calculer lim (1— E)"dm.
n—oo Jq n

b. Soit z € C tel que Re z > 0. Montrer que

n

n too
lim A (1 - f) dx = / r* e dr = T(2).
0

n—oo [, n

Exercice 3.5.

Soit (X, M, i) un espace mesuré oll i est une mesure positive et soit f : X — R, une
fonction mesurable telle que [ + fdp < +o00. Montrer que pour tout € > 0, il existe a > 0
tel que pour tout A € M,

u(A) <« implique / fdup < e.
A
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Exercice 3.6.
Soit m la mesure de Borel sur R et € > 0. Construire un ouvert {2 dense dans R tel que
m(Q) < e.

Exercice 3.7.

Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou j est une mesure positive. Soit ® : X — Y une
application. En considérant la tribu image, la mesure image ®.(u) et une application
mesurable g : Y — R, montrer que

[ @ow)in= [ ga@.(u)

Exercice 3.8.
Donner un exemple d'une suite (f,)nen de CY([0,1],R) convergeant simplement vers 0
telle que

1
/ fn(x)dx — +oo.
0

Exercice 3.9.
Soit (X, M, i) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit f : X — Ry une
fonction mesurable. on dit que f est essentiellement majorée s’il existe M € R tel que

p{r € X, f(x) > M}) = 0.

On pose alors
essupf = inf{M eRy,u{r e X, f(x) > M}) = 0}.

a. Montrer qu'une fonction majorée par un réel M est essentiellement majorée. Donner un
exemple de fonction essentiellement majorée a valeurs dans Ry qui ne soit pas majorée.
b. Soit f : X — R, une fonction essentiellement majorée. Montrer que

0 < f <essupf, w — presque partout.

c. Soient f,g: X — R, des fonctions mesurables essentiellement majorées. Montrer que
f + g est essentiellement majorée et que

essup(f + g) < essupf + essupg.



13

Exercice 3.10.
Soit X un ensemble. On appelle mesure extérieure sur X une application p* : P(X) —
R4 telle que

pu(®) =0,
A C B C X implique p*(A) < pu*(B) (monotonie),
P (UnenAn) <> en it (An)  (sous-additivité dénombrable).

Montrer que p* définie sur P(R) par

pH(A) =mf ) (b —ay)}

JjEN

ol Ujenla;, b;[ parcourt les recouvrements ouverts de A, est une mesure extérieure sur R.

Exercice 3.11.
Trouver une suite de fonctions continues f, : [0,1] — R telle que lim,, oo fol fn(x)dz =0
et telle que la suite (f,(2))nen ne converge pour aucun z € [0, 1].

Exercice 3.12.

Soit (X, M, ;1) un espace mesuré ol {4 est une mesure positive et soit f,, : X — R une suite
de fonctions mesurables. On suppose que cette suite est croissante et que sup,, ¢y [  fndp <
+00. Montrer que sup,,cy fn(2) est fini 4 — pp. Donner un énoncé analogue pour les séries
de fonctions mesurables & valeurs dans R

Exercice 3.13.
Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou u est une mesure positive et f : X — C une fonction
de £!(p). On suppose que, pour tout E € M, fE fdu = 0. Montrer que f est nulle u — pp.

Exercice 3.14.

Soit (X, M, i) un espace mesuré ou 4 est une mesure positive et f : X — C une fonction
mesurable.

a. Montrer que si f € £(u), alors

limnpa({|] > n}) = 0.

La réciproque est-elle vraie 7
b. Montrer que si f € £(u), alors

1
2—2/ |f1?dp < +oo0.
n>1 n= Jif1<n

La réciproque est-elle vraie?
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Exercice 3.15.
Déterminer la limite des suites

n n? sin k k "
W= ETERT T X mErE Ut X </<:+1) '

k>1 1<k<2n 1<k<n?2

Exercice 3.16.

1 R
n x ne
Déterminer la limite des suites / ——— tanh(—)dx, /
o 1+=x n 0

dx.
nr + 1 v

Probléeme 3.1. Un ensemble non mesurable.

On considere sur [0,1] la relation d’équivalence ~ définie par z ~ y si z —y € Q. On
rappelle I’énoncé de 'axiome du choix. Soit I un ensemble non vide et soit (X;);c; une
famille d’ensembles. Alors

VieLX;#0 = [[Xi#0.
iel
Si X CRetteR, onnotera X + t 'ensemble {x + t},cx.
a. En utilisant 'axiome du choix, montrer qu’il existe une partie A de [0,1] formée en

prenant dans chacune des classes d’équivalence de ~ un élément et un seul.
b. Soit ¢ : N — QN [—1, 1] une bijection. On pose A,, = A + p(n). Montrer que

[0,1] C Upen4, C [—1,2]

c. En déduire qu’il n’existe pas de mesure positive p définie sur P(R), invariante par
translation, (i.e. telle que u(X) = pu(X + t) pour toute partic X de R et tout réel t), et
telle que pu([a,b]) = b —a pour a < b.

Probleme 3.2. Théoreme d’Egoroff.

Soit (X, M, ) un espace mesuré ou p est une mesure positive tel que pu(X) < +oo. Soit
frn + X — C une suite de fonctions mesurables qui converge simplement vers une fonction
f.

a. On définit pour k > 1,n entiers, ’ensemble
E) = Nz € X, | () — f(2)] < 1/k}.

Montrer que pour tout £k > 1, X = UneNEf{.

b. Montrer que pour tout € > 0, il existe une partie mesurable A, telle que pu(A.) < € et
telle que (fy,)nen converge uniformément sur X\ A..

c. Montrer que 'hypothese u(X) < 400 n’est pas superflue.
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Exercice 4.1.

a. Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement si les
séries normalement convergentes sont convergentes (une série de terme général u,, est dite
normalement convergente si Y ||u,|| < 400).

b.  Soit (X, M, ) un espace mesuré ou p est une mesure positive et Y  wu, une série
normalement convergente dans L'(u). Montrer que > u,(x) est convergente u — pp.

c. Soit (fn)n>1 une suite de L'(u) telle que 37,5 | fa+1 — fullpi(,y < +oo. Montrer que
la suite f,, converge dans L'(u) et u — pp. Comparer avec 'exercice 3.8,

Exercice 4.2.

Soit (X, M, u) un espace mesuré ol p est une mesure positive. On dit que (X, M, p) est
o—fini 8’1l existe une suite (X,,)nen d’éléments de M telle que, pour tout n, u(X,) < +o0o
et X = UpenXn. Montrer que (X, M, 1) est o—fini si et seulement si il existe f € L£(u)
telle que pour tout x € X, f(z) > 0.

Exercice 4.3.
n t n
a. Calculer la limite de la suite / <1 — —) dt  pour n — 4o00.
0 n

b. Soit > 0. Montrer que la suite

" t\" dt
I(2) :/ . (1 _ —) dt
0 n t
est bien définie pour n > 1 et converge lorsque n — +o00. Donner une expression intégrale

pour la limite I(z). Quelle fonction classique reconnaissez-vous 7
c. Montrer que pour x > 0 et n entier > 1 on a

! !
I(x) = n® n! _ e n!

H (z + §) z(x+1)...(x+n)

0<j<n

(on pourra faire le changement de variable t = ns dans I,(x), raisonner par récurrence
sur n, et faire une intégration par parties).

Exercice 4.4.
Soit (X, M, ) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit f : X — C une
fonction mesurable telle que p({z € X, f(x) # 0}) > 0. Pour p € [1, +00[, on pose

o(p) = /X fPdu et J = {pe 1, +ool,p(p) < +oo}.
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a. Soient pg < py des éléments de J. Pour 6 € [0, 1], montrer que pg = (1 — 0)py + Op1 est
élément de J (on pourra utiliser l'inégalité de Hélder).

b. Montrer que ¢ est strictement positive sur J et que In ¢ est convexe sur J.

c. On suppose qu’il existe rg € [1,+oo[ tel que f € L™ (u)NL>®(u). Montrer que f € LP(u)
pour p € [rg, +00]. Montrer que

il = 1l -

d. On suppose qu'il existe ro € [1,+oo[ tel que f € LP(u) pour p € [rg, +oo[. Montrer que

si f ¢ L>®(u) ona

pginoo Hf”Lp(u) = +oo.

Exercice 4.5.
Soit (X, M, i) un espace de probabilité. Soient f, g des fonctions mesurables de X a valeurs
dans ]0, +oof telles que, pour tout z € X, f(x)g(x) > 1. Montrer que [, fdu [, gdp > 1.

Exercice 4.6.

Soit (X, M, pt) un espace de probabilité. Soit ( f,,),en une suite de fonctions mesurables de
X a valeurs réelles. Soit f : X — R une fonction mesurable. On dit que la suite (f,)nen
converge en probabilité vers f si pour tout € > 0,

lim pu({|fn — f| = €}) = 0.

a. Montrer que si f,, tend vers f u — pp, alors f,, tend vers f en probabilité.
b. Sip € [1,400] et si f,, f € LP(u) sont tels que f, tende vers f dans LP(u), montrer
que f, tend vers f en probabilité.

Exercice 4.7.
Soit (X, M, u) un espace de probabilité et f € L°°(u) non nulle. On pose an, = || fl|7n(,,)-
Montrer que a1/, tend vers || f|| o,y (on pourra utiliser Uezercice 4.4).

Exercice 4.8.
Soit p € [1,+o00] et h € R%. Pour u € LP(R?), on pose (7,u)(x) = u(x — h). Montrer que
Irheal e = [l et que

%ir% |Thu — u||, = 0.

Exercice 4.9.
Pour quelles valeurs de p € [1, +00] les fonctions suivantes sont-elles dans LP(Ry) 7

fi(t) =1/(L+1), f2(t) = 1/(VEHL +1)), f5(t) = 1/(VE(Int)* + 1), fa(t) =t~/ sin(t ).
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Exercice 4.10.
Soit f,, définie sur R par f,(z) =

,n/Oé

(lz[+n)°
a. Pour 1 < p < +oc, montrer que f, € LP(R) et calculer || f,]],,.

avec 5 > 1.

b. Montrer que g,, définie par g, (z) = n7e~"/*! est dans LP(R) pour tout p > 1.
c. Déduire de ce qui précede que pour 1 < p < g < 400 les topologies induites sur LP N L4
par LP et L7 ne sont pas comparables.

Exercice 4.11.
Soit (X, M, u) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Soit p, p’ €]1, +o0[ tels que
1/p+1/p’ = 1. On dit qu’une suite (fy,)nen de LP(u) converge faiblement vers f € LP(u)

si pour tout g € L (),
lim / fngdp = / fgdp.
nJX X

a. Montrer que la convergence dans LP implique la convergence faible.
b. Montrer a ’aide d’un exemple que la réciproque est fausse.

Exercice 4.12.
Soit p une mesure positive définie sur la tribu des boréliens de R et telle que p(R) < 4o0.

On pose f(z) = / e du(t). Montrer que f est continue sur R. Montrer que si
R

5 (200~ ()~ 1)

possede une limite lorsque % tend vers 0, alors [ t2du(t) < 400 et f est de classe C?.

Exercice 4.13.
Soit ¢ : I — R une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. On désigne par J
I'intérieur de I. Soit [a,b] C J et a < x1 < x5 < b. Montrer que

f%%E?@@rﬂw+ﬂ@3w@gS¢@—apwgﬂ%5§92

En déduire que ¢ est continue sur J. Donner un exemple de fonction convexe définie sur
[0, 1] et continue seulement sur ]0,1].

Exercice 4.14.
a. On pose (||z|| désigne la norme euclidienne de x dans R?)

1
exp — ( —= 2> pour ||z|| <1,
o(2) __{ e

0 sinon.
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Montrer que p est indéfiniment différentiable a support égal a la boule unité fermée. Mon-
trer que p n’est pas analytique.

b. Soit  un ouvert de R et K un compact inclus dans 2. Montrer qu’il existe une
fonction ¢ € C2°(2, [0,1]) telle que ¢k = 1.

Probléme 4.1

Soit B la tribu de Borel sur R et soit © une mesure positive définie sur B telle que u(K) <
+o0 pour K compact (on dira que p est une mesure borélienne sur R). Soit

D ={a eR,pu({a}) > 0}.

a. Soient n,! des entiers > 1. On pose D,,; = {a € R,|a| < n et pu({a}) > 1/I}. Montrer
que D, ; est fini. Montrer que D est dénombrable.

b. On pose pour E € B, A(E) = pu(D N E). Montrer que cela a un sens et que \ est une
mesure borélienne sur R. Montrer que

A= u({a})da,

aeD

ou ¢, est la masse de Dirac en a (i.e. §,(F) =1g(a)).
c. Montrer que 4 = A+ v ol v est une mesure borélienne sur R telle que pour tout z € R,

v({z}) = 0.

Probléme 4.2

Soit (X, M, i) un espace mesuré ou 4 est une mesure positive. Soit f,, : X — C une suite
de fonctions mesurables qui converge simplement vers f.

a. Soit p un réel > 1. On suppose que pour tout n € N, f, € LP(u) et que la suite
/ | fn|Pdp converge dans Ry. Montrer que f € LP(u).
X

b. On suppose en outre que lim / | fnlPdp = / | f|Pdu. Montrer que

lim [ |fo— fPdp=0
X

n—oo

(on pourra considérer les suites gn = |fu — fIP — [ful? + |fIPs hn = |gn|Lyj<rpy 00 A
est un parametre positif).
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Probleme 4.3

Dans cet exercice, LP désigne l'espace LP(u) pour la mesure de Lebesgue sur ]0,+oo[ et
|ull, est la norme L? de w.

a. Soit f :]0,4o00[— R, une fonction continue & support compact dans ]0,+oo[. Pour
x > 0, on pose

e =1 [ s

Pour p > 1, montrer que H f appartient a LP.
b. Pour f vérifiant les hypotheses de (a), et en outre a valeurs positives, montrer

p
(#) I £l < = 11l -

On pourra remarquer que F' = H f est aussi une fonction positive et intégrer par parties
+oo d
dans [, F(z)P 5 (x)dx.
c. Pour f vérifiant les hypotheses de (a), montrer ().
d. Montrer que 'application H : C.(]0,+oo[) — L? se prolonge par continuité de maniére
unique a LP et vérifie () pour tout f € LP.
2

e. Montrer qu’il n’est pas possible de remplacer la constante o1 dans (f) par une con-

stante plus petite. On pourra considérer la fonction qui vaut x= /P sur [1, ], zéro ailleurs,
et faire tendre X vers l’infini.
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INTEGRATION, Feuille d’exercices 5

Exercice 5.1.
a. Soit ¢ une fonction convexe définie sur un intervalle I de R. Soient z1,...,x, € I et
01,...,0, €0,1] avec 3, ;. 0; = 1. Montrer que

p( D b)) < D b0(x;).

1<j<n 1<j<n

b. Soient x1,...,xz, des réels > 0 et #;,...,0,, comme ci-dessus. Montrer 'inégalité

arithmético-géométrique
0;
H z; < E 0jx;.
1<j<n 1<j<n

Exercice 5.2.
Montrer que [*°(N) et L>°(R) ne sont pas séparables (on pourra raisonner par l’absurde).

Exercice 5.3.
Soient n un entier > 1 et u € L'(R™). On définit le support de u, noté supp u, par

suppu = {x € R", il n’existe pas de voisinage ouvert V' de x tel que u = 0 pp sur V'}

Montrer que le support de u est un fermé et que, si u est continue

suppu = {x € R*, u(x) # 0}.
Montrer par un exemple que cette derniere définition serait absurde pour une fonction de
L.
Exercice 5.4. Les questions a et b ont été vues en cours.
a. Soit (X, M, 1) un espace mesuré ou u est une mesure positive. On considere

S = {S X — (C, mesurable, ne prenant qu’un nombre fini de valeurs, ,U,({S 7£ 0}) < +OO}

Montrer que, pour 1 < p < 400, S est dense dans LP(pu).

b. Montrer que, pour 1 < p < 400, C)(R") est dense dans LP(R"™).

c. Soit Q un ouvert de R™. Montrer que, pour 1 < p < 400, C2(€) est dense dans LP(2).
d. Soit p € CZ(R™), [gn p(z)dz =1 (cf.exercice 4.14). Pour € > 0,z € R",u € Li, (R"™),

loc
on pose
_ z-y\dy
ue(fc)—/HU(y)p( - ) o
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Montrer que cela a un sens et que u, € C*°(R™).
e. Soit 1 < p < oo. Montrer que, pour u € LP(R"), u. € LP(R™) et lim u, = u dans

6—>0+
LP(R™).

f- On remplace p dans (d) par e ou |x| est la norme euclidienne. Montrer que, pour
u € LY(R"), u, est analytique et lim u, = u dans L'(R"). En supposant u € C?(R"),

€—>O+

—mla|?

montrer que cette méthode permet de prouver le théoreme de Stone-Weierstrass.

Exercice 5.5.

Une conséquence des exercices précédents est que, pour 1 < p < +o0, le complété de
C?(R™) pour la norme LP est I'espace LP(R™). Montrer que le complété de CO(R™) pour
la norme L est C()(R™), I'espace des fonctions continues qui tendent vers 0 & I'infini.

Exercice 5.6. Lemme de Riemann-Lebesgue.
Soit u une fonction de L*(R™). On pose, pour &£ € R™,

u(§) = /n u(z)e 27" dx, avec x-&= Z z;€;.

1<j<n

On dira que u est la transformée de Fourier de u.
a. Montrer que, si u € L'(R™), alors @ est bien définie et appartient a L (R™).
b. Montrer que, si u € C°(R™) alors 4 est C™° et vérifie pour tous les aq,...,q,, N
entiers naturels
s (027 (114 1€)" < 4o

On pourra intégrer par parties en remarquant que

(1 — L Z 8_2>(e—2im-£) =(1+ |€|2)6—217rm~§‘
472 dx3

1<i<n

c. Montrer que si u appartient & L'(R™), alors 4 est uniformément continue sur R" et

vérifie | |1im w(§) = 0. On pourra remarquer que pour ¢ € C°(R™),
§|l—+o0

(&) < llu = @l 1 gny + 1),

puis prendre la limsup lorsque |£| tend vers l'infini.

Exercice 5.7.
Soit £ la tribu de Lebesgue sur R. En considérant un ensemble du type {a} x B, ou
B C R, B ¢ L, montrer que la tribu £ ® £ n’est pas compléte.
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Exercice 5.8.
Pour t € R™ et u : R™ — C, on pose (1yu)(x) = u(xz — t). Montrer que pour 1 < p < +o0,
HTtuHLp(M) = HuHLp(u). Montrer que pour 1 < p < 400, limy_¢ ||7pu — uHLp(/_L) =0.

Exercice 5.9.

On pose E = {(z1,72) € R? ;-2 ¢ Q}. Montrer que E ne peut contenir aucun ensemble
du type A1 x A avec Ay, A; mesurables et de mesure positive. On pourra raisonner par
I’absurde et considérer la fonction

o(x1) = / 14, (21 4+ 22)1a,(22)dz2,
R

dont on démontrera qu’elle est continue. On considérera alors un point x1 tel que p(x1) >
0, puis on prouvera que x1 € A1 — As. On en déduira que {¢ > 0} C Q°, ce qui est absurde
pour une fonction continue non identiquement nulle.

Exercice 5.10.
On considere les fonctions définies sur R? par

22—y vy | 0
f1($,y) _ m S1 (xvy) 7’é 0 7 fg(ac,y) _ W S1 (x,y) +
0 si (z,y) =0 0 si (z,y) = 0.

Calculer pour j = 1,2,

/01 (/01 fj(x,y)dy> da, /01 (/01 fj(a:,y)d:c> dy.

Quelles réflexions cela vous inspire-t-il ?

Exercice 5.11.

a. Pour z € C\R_, on pose Inz = / T
[1,2]

un sens et que cette fonction coincide avec le logarithme népérien pour z € R . Montrer
que exp(ln z) = z pour z € C\R_. Calculer In(exp z), pour z tel que exp(z) ¢ R_.

(intégrale curviligne). Montrer que cela a

b. Montrer que pour Rez > 0 / e ™ dt = exp—(Inz)/2 = 271/2.
R

Inz 2 arctan 2\ 2
5 dr = —, ——— | de=mln2.
R+$ —]_ 4 R_;,_ X

Pour le dernier calcul, on pourra utiliser lintégrale sur [0,1]* x Ry de (1 4+ 2%22)71(1 +
2,21
Yy z%) "t

c. Montrer que
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Exercice 5.12.

a. Soit (X, M, ) un espace mesuré ou p est une mesure positive. Montrer que si p(X) <
+00, les conditions 1 < ¢ < p < +oo impliquent LP(u) C L%(p) avec une injection continue.
Montrer que les conditions 1 < ¢ < p < 400 impliquent L7 (R"™) C L} _(R™).

b. Montrer que les conditions 1 < ¢ < p < +oo impliquent {!(N) C [9(N) C IP(N) C I*°(N)
avec des injections continues et des inclusions strictes.

c. Soient p,q € [1,400| deux indices distincts. Montrer que LP(R™) n’est pas inclus dans
LY(R™).

Probleme 5.1. Quelques propriétés des fonctions convexes. Soit I un intervalle de
Retp:I—R.

a. Montrer que ¢ est convexe si et seulement si pour tout intervalle compact J C I et
toute fonction affine L,

sup(¢ — L) = sup (¢ — L).
J aJ
b. Montrer que ¢ est convexe si et seulement si, pour tout x € I, le quotient

flz+h) - f(z)
h

est une fonction croissante de h pour h # 0 et x +h € I.

c. Si  est convexe, montrer que la dérivée a gauche ¢ (z) et la dérivée a droite oy ()
existent en tout point intérieur a I et sont des fonctions croissantes. Pour 1 < x5 intérieurs
a I, montrer 'inégalité

o) — 1
gy(on) < ) < LT PED < ) < ().
To — X1
Montrer que ¢ est lipschitzienne dans tout intervalle compact inclus dans l'intérieur de I.
d. Si ¢ est convexe, et x est dans l'intérieur de I, montrer que

po(z) = lim ¢p(z—e€) = lim gu(z —e),

e—04 e—04

@y(r) = lim @jy(x +e€) = lim @, (x4 €).

e—04 e—04

e. On considere une suite (z;);en de réels distincts et une suite (a;),en de réels > 0 telles
que

> ai(1+|z)]) < +oo.
720
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Montrer que

p(x) = ajle — x|

j=0

définit une fonction convexe sur R. Montrer que ¢ est différentiable sur le complémentaire
des x; et que, pour ces points

¢'(x) =) ajsign(z — x;).

j=0
f.- Si ¢ est continue et telle que, pour tous les points = intérieurs a I;

(90(93 +h)+ (@ —h)— 29@(%)) >0,

lim sup

h—0 h2

alors ¢ est convexe.

Probleme 5.2. Quelques propriétés de la fonction Gamma.
Pour z € C avec Rez > 0, on pose

+oo
[(z) = / t*~te~tdt.
0

a. Montrer que I' est holomorphe sur H = {z € C,Rez > 0}. Montrer que, pour z € H,
I(z+1) =2I'(2)
et que pour n € N, I'(n + 1) = n! et que I'(1/2) = 7'/

b. Montrer que I' possede un prolongement méromorphe sur C avec des poles simples sur
—N. Montrer que le résidu de I' en —k, k € N est

_1)\k
Res(T', —k) = ( kl') :

c. Montrer que pour x €]0, +ool,
[(x) >0, I"(x)? < T(z)I(2).

En déduire que InT" est convexe sur R* . Montrer que I' est convexe sur R’ .
d. Montrer que I'|rx posséde un unique minimum en un point de Uintervalle |1, 2[.
e. En utilisant le prolongement défini plus haut, calculer pour k entier négatif

L((2k)+),  T((2k = 1)4).

Dessiner la courbe représentative de I sur R.



25

f. En calculant pour n € N et z > 0,
n t n
/ ot (1 — —) dt,
0 n

vz € C\(-N). I(z) = nEIJIrloo z(z + 17;Z n'(z +n)

démontrer la formule de Gauss:

g. Montrer que la fonction 1/I" est entiere (holomorphe sur C) et que

“+oo
1 z
— vz 1 “N,—z/n
e ze nlzll( +o Je

ou v est la constante d’Euler (cf.exercice 1.7.c). Pour la définition des produits infinis, on
pourra démontrer le lemme suivant: si (u)r>1 est une suite de fonctions holomorphes sur

un ouvert U de C telle que VK compact C U, Zsup lug| < 400, alors, pour z € U,
k>1

tim [ O +u() = ()

N1—>oo
1<k<N
ou H est holomorphe sur U, notée Hg:{(l + ug) et telle que

H(z) =0<«= 3k > 1, avec ug(z) = —1.



26

INTEGRATION, Feuille d’exercices 6

Exercice 6.1.
a. On considere une norme sur R™, notée ||-||. Trouver une condition nécessaire et suffisante
sur les réels «, 8 pour que

/ o / v |
—_— 00, — 0.
ge (14 [Jz]])? <1 =)

b. On suppose que n > 2 et on pose, en désignant par ||-|| une norme sur R"~1, et pour
A>0
Cix = {(z1,7") e Rx R*" 1 ||2/|| < A|z1]}.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, 8 pour que

dx dx
TG < 400, pour tout compact K, T < oo
cin (T [za]) ciank 21

Montrer que ceci permet de démontrer (a) sans utiliser de changement de variables.

Exercice 6.2.
Soit n un entier > 2. Pour z € R"™, on note ||z|| la norme euclidienne de z.

a. Démontrer que / e~ lel® gp = 1.

R~
b. Soit R € R4. On note B™(R) la boule euclidienne de centre 0 et de rayon R et |B"(R)|
son volume. Montrer que

B"(R ™
c. On note S" !(R) la sphere de centre 0 et de rayon R (le bord de B"(R)). En utilisant
les résultats du probleme 6.1, calculer le volume n — 1 dimensionnel de S™~!(R), noté
|S"~1(R)|. Calculer

d
—|B™
B (R)

et donner une justification intuitive du résultat.
d. Calculer le volume de l'ellipsoide

x2

er, Y S <y

1<j<n J

)

(les a; sont des parametres > 0).
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e. Soit A une matrice n X n symétrique réelle définie positive. Calculer

/ e~ ™ABT) 1o

f. Soit B une matrice n X n symétrique réelle. Calculer

. — 2 —q
lim e me||z|| e ZTF(B:E,:ZJ)dI‘
€—>O+ Rn

g. Soient A, B des matrices n x n symétriques réelles telles que det (A +iB) #0et A >0
(i.e. (Az,z) > 0). Calculer

2 .
e—=04 Jpn

Exercice 6.3.

Soit p € L'(R?) d’intégrale 1. On pose, pour € > 0, p.(x) = e~ 4p(x/e).

a. Soit p € [1,+oo[ et u € LP(R?). Montrer que u * p. converge vers u dans LP(RY)
lorsque € — 0.

—m ]|

b. On considere u = 1j1] et p(x) = e . A-t-on convergence de u * p. vers u dans

L>(R) ?

Exercice 6.4 (suite de I'exercice 5.6).
La classe de Schwartz des fonctions a décroissance rapide, est définie par

S(R™) = {u € C°°(R™), pour tous les multi-indices a, 8, sup [t u(x)| = pas(u) < 0o}
zeR”

ou l'on désigne par multi-indice un v € N": v = (g, ..., ap) € N* ¥ =z .. 2l [ €
N™, 08 =98 ... 9P
a. Montrer que e~21” (||z|| est la norme euclidienne de z) et plus généralement, si A est

une matrice symétrique définie positive n x n, la fonction v, (z) = e~ "4%®) appartient a

S(R™). Montrer que les pog sont des semi-normes et que S(R™) est un espace de Fréchet.
b. On rappelle que la transformée de Fourier de u est définie par

a(g) = / ) e 2T Ly (2)da.

Montrer que la transformation de Fourier est continue de S(R™) dans lui-méme. On pourra
remarquer que

€407 u(¢) = /e%mfag(g;%)(m)dx(zm)ﬁlla(—1)|ﬁl.
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c.  Montrer que /e_zimge_Wﬁdw = /e"r(”’”“g)Qalace_’T£2 = e "¢ ( la seconde égalité
R R
peut étre obtenue en prenant la dérivée par rapport a & de fR e‘”(x“f)Zda:). Montrer que

pour A définie positive
G(6) = (dot A) 7}/ mATIES)

d. On pose pour u € S(R") et € > 0, u.(z) = / 62”3”'512(5)6_”2|'5|2d§. Montrer que

ue(z) = /n (u(z + ey) — u(x))e_”|y|2dy + u(x).

Montrer la formule d’inversion de Fourier: u(x) = / X TEG (&) dE.

Rn
e. Montrer que la transformation de Fourier se prolonge de maniere unique en une
transformation unitaire de L?(R").

Exercice 6.5.
En effectuant un changement de variables, calculer les intégrales suivantes

3
// i dxdy, a >0,
2>0, y>0, at+y<a /1 + (v +¥)3

// |zt — y4\e_(x+y)2dacdy (examiner le changement ¢(z,y) = (22 + v, 2zy)).
>0, y>0,

Probléme 6.1. Coordonnées polaires et intégration sur la sphére de R".

1. Montrer que, pour f € L'(R?), on a

+oo pm
/ f(z,y)dxdy = / f(rcos@,rsinf)rdrdd.
R2 0

—T

2. Pour f € LYR3), démontrer en utilisant le changement de variables (z1,z2) =
(ycosf,ysinf) que

I= /// f(z1, 22, x3)dz1dTodrs :/ // f(ycos,ysin@, x)ydydd | dx,
R y>0,|0|<m
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puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (z,y) = (r cos ¢, r sin ¢) que
+oo
I= / // f(rsin¢gcosf,rsin¢sinf,rcos ¢)sin ¢ df do rdr.
0 0| <m, 0<¢p<m
On pose, par exemple pour g continue sur S? la sphere unité de R3,
/ g(w)dos(w) = // g(sin ¢ cos 0, sin ¢ sin @, cos @) sin ¢ db de.
S2 0|<m, 0<p<m

Montrer que pour f € C.(R3),

+oo
f(x)dx :/0 . f(rw)doy(w)r?dr.

R3

3. Soit n un entier > 2 et F' € C.(R™*!). On suppose définie I'intégrale d’une fonction
continue sur la spheére S"~1 et démontrée la formule (pour f € C.(R"))

+oo
f(x)dx = / / f(rw)do,_1(w)r™ tdr.
R™ 0 Jsn-1
Montrer que
J = F(xlf" ,.Tn,ﬂlfn+1)d$1"'d$ndl‘n+1

Rn+1
:// F(yw,z)do,_1(w)y" dydz,
R JweSn—1,y>0

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (z,y) = (r cos ¢, r sin ¢) que
+oo
J = / // f(rwsin ¢, rcos ¢)(sin @) ! do,_1(w) do r"™dr.
0 wesSn—1 0<p<m
Pour g continue sur la sphere S™, on pose

/ g(2)don (@) = / » /S  glwsing,cos)(sin @) dory () o,

Montrer que

/Rn+1 F(z)dxr = /0+°°/n F(rQ)do, (Q)r"dr.
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Probleme 6.2.

a. Soient u,v € LS (R) supportées dans R;. Montrer que, pour € R, les intégrales
Jg u(x —t)v(t)dt, [pv(z—t)u(t)dt ont un sens, sont égales et coincident avec u v lorsque
u,v € L'(R). On notera ces intégrales (u * v)(z).

b. On pose z; = max(x,0). Soient a > 0,b > 0. Montrer que

1
24 w2t = B(a,b)24""! avec  B(a,b) = / t2 (1 — )b ae.
0

c. Montrer que I'(a)T'(b) = B(a,b)T'(a + b) (on pourra faire le produit scalaire avec e~ !

dans la formule de convolution ci-dessus).

d. Montrer que, pour 0 < a < 1, B(a,1 —a) = f0+oo s7%1 + s)"tds (on pourra faire le

changement de variablet = 1/(1 + s)).
e. Montrer la formule des compléments: pour z € C,

sin 7z 1

7 T(I1-=2)

on pourra utiliser les résultats du probleme 5.2.



