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Chapitre 1

Préliminaires sur R

1.1 Caractérisation de R

Nous rappelons la caractérisation fondamentale de R et nous explicitons
par la suite les notions en jeu dans cet énoncé.

Théoreme 1.1. Il existe un unique corps totalement ordonné dans lequel
toute partie non vide majorée admet une borne supérieure.
Ce corps, noté R, contient le corps des nombres rationnels Q.

On dit que R a la propriété de la borne supérieure. On rappelle les nom-
breuses notions impliqués dans cet énoncé : corps, relation d’ordre, relation
d’ordre totale, ensemble majoré, et borne supérieure.

Informellement, un corps est un ensemble muni de deux lois (4, x) avec
les propriétés usuelles de I'addition et de la multiplication (cela sera vu tres
en détail dans le cours d’algebre).

Définition. Une relation d’ordre < sur un ensemble X est une relation bi-
naire, c’est-a~dire la donnée d'une partie V de X x X otz < y <= (x,y) €
V', vérifiant les axiomes suivants :

Réflexivité. Pout tout x € X, x < .
Antisymétrie. Pour tous z,y € X, siz <y ety <z alors x =y.
Transitivité. Pour tous z,y,z € X, six <y et y < z alors z < z.

L’ordre est dit total si la condition suivante est satisfaite :
Pour tous z,y € X,onaz <youy < x.

Le couple (X, <) est appelé ensemble ordonné. On dira ensemble totale-

ment ordonné si la relation < est une relation d’ordre totale; on dira par-
tialement ordonné si la relation d’ordre n’est pas totale. Par exemple, (N, <)
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4 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES SUR R

et (R, <) sont totalement ordonnés. D’autre part (X = P(E), C), 'ensemble
des parties d’un ensemble £ muni de la relation d’inclusion, est un ensemble
partialement ordonné. (Dans ce texte C et C signifient “est inclus dans”,
tandis que C signifie “est inclus strictement dans”.)

Définition. Soit A C X une parte non vide. Soit (X, <) un ensemble or-
donné. On dit que m € X est un majorant de A (resp. minorant de A)
si

(A1) Pour tout a € A, a < m (resp. m < a)
On dit que m € X est la borne supérieure (resp. inférieure) de A si c’est un
majorant (resp. minorant) de A et si de plus

(A2) Pour tout majorant m’ de A, on am < m’ (resp. pour tout minorant

m’ de A, on am' < m).

Notation. Une partie non vide A est dite majorée (resp. minorée) si elle
admet un majorant (resp. minorant). Quand elle existe, la borne supérieure
(resp. inférieure) est notée sup A (resp. inf A).

Remarques.

— Une partie majorée n’admet pas forcément de borne supérieure.

— La borne supérieure d’une partie A n’est pas forcément dans A.

— La borne supérieure est le plus petit des majorants : si M est 'ensemble
des majorants de A, alors m est la borne supérieure de A si et seule-
ment si m € M et m est un minorant de M. On voit ici que la borne
supérieur est unique.

Exemple. La partie A =] — 00, 0] n’admet pas de borne supérieure dans
(R*, <) et admet 0 comme borne supérieure dans (R, <). Il est bien connu que
(Q, <) n’a pas la propriété de la borne supérieure : il existe dans Q des parties
non vides majorées sans borne supérieure, par exemple {z € Q | 22 < 2}.

Remarque. Dans le théoréme 1.1, on suppose les opérations (+, X) compa-
tibles avec 'ordre, dans le sens suivant. On a

a<b=a+c<b+c

et
(a<bet A>0) = Xa <\

Corollaire 1.2. Toute partie non vide minorée de R admet une borne
inférieure.
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Démonstration. Si A C R est non vide et minorée, alors —A est majorée,
admet une borne supérieure m et —m convient. O

Proposition 1.3. Soit A une partie non vide majorée de R et m un majorant
de A. Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le nombre réel m est la borne supérieure de A.

1. Pour tout € > 0, il existe a € A tel que m — e < a.

Démonstration. On démontre (i) = (ii). En effet (i) revient a dire que
m’ = m — ¢ n’est pas une majorant de A. Admettons en raisonnant par
I’absurde que m’ est un majorant de A. On a m > m’ car ¢ est positif.
D’autre part, grace a (i), on a m < m’. Par conséquence m = m/, ce qui
entraine ¢ = 0, une contradiction.

On démontre (i) = (7). On raisonne par I'absurde et on admet qu’il
existe m’, majorant de A, tel que m’ < m. Soit ¢ = m —m/ > 0, alors il
existe a € A tel que m’ =m —e < a. Ainsi, A 3 a > m/, ce qui contredit le

fait que m’ est un majorant. ]

1.2 Suites

Définition. Une suite réelle est la donnée d’une fonction v : N — R. On
emploie souvent la notation (u,)nen, ou bien simplement (u,), ou encore
Up, = u(n).

Définition. Une suite réelle (u,) converge vers m si la condition suivante
est satisfaite : Ve > 0, Ing > 0 VYn > ng, u, €lm —e,m + €.
On écrit

lim u, = m.
n—oo

La proposition précédente admet une formulation en terme de suites.

Proposition 1.4 (caractérisation séquentielle de la borne supérieure). Soit
A une partie non vide majorée de R et m un majorant de A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes.

1. Le nombre réel m est la borne supérieure de A.

i’ 1l existe une suite (a,) d’éléments de A qui converge vers m.

Démonstration. Grace ala proposition précédente on peut remplacer la condi-
tion (i) par la condition suivante.

1. Pour tout € > 0, il existe a € A tel que m —e < a.
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On démontre (ii') en admettant la propriété (i4) qu’'on vient d’énoncer.
Alors, lorsqu’on fixe € = 1/n pour n € N* il existe a,, €lm — 1/n, m]. Ainsi,
en fixant agy de fagon arbitraire, on définit une suite (a,, )pen. Soit € un nombre
réel > 0 et soit np € N* un nombre naturel tel que 1/ng < . Alors Vn > ng
le terme

a, €lm —1/n,m| CJm — 1/ng,m] Clm — e, m] Clm —e,m + ¢

Réciproquement, la propriété (ii') de I’énoncé entraine (ii). En effet Ve >
0 il existe ng tel que a,, €|m—¢e, m+-¢[. Le nombre réel m étant un majorant
de A on a a,, €jm —e,m|. O

Dans cette section on rappelle le théoreme de Bolzano—Weierstrass. Son
énonceé et sa démonstration mettent en jeu au moins deux notions fondamen-
tales : celle de segments emboitées et celle valeur d’adhérence. On commence
par une corollaire du théoreme de caractérisation du corps R.

Corollaire 1.5. Toute suite réelle croissante et majorée converge.

Démonstration. Soit (x,) une suite majorée. Ceci veut dire que I'ensemble
A = {z, | n € N} est majoré. On pose m = sup A. Etant donné ¢ > 0, il
existe un élément xy € A tel que m — e < zy. Comme zy < x, < m pour
tout n > N on a |m — x,| < ¢ et donc (x,) converge vers m. O

Remarque. Toute suite réelle décroissante et minorée converge.

Théoréme 1.6 (théoreme des segments emboités). Soit a,, et b, deux suites
réelles telles que & # [ani1, bnr1] C [an, by| pour tout n. Alors

— a, converge vers a,

— b, converge vers b, et on a

= Mysolan, bu] = [a,0].
De plus, silim, (b, —a,) =0, alors

= Mnzolan, bn] = {a} = {0}

Démonstration. La suite (a,)nen est majorée par tout valeur atteint par la
suite (b )men. En effet fixons m et montrons que b, est un majorant de
A ={a, | n € N}; c-a-d, a, < by, pour tout n € N. Si n > m, alors
a, < b, <b,.Sin<m,alors a, < a,, < b,.

Donc (a,,) converge vers a < b,, pour tout entier m. Donc (b,,) est minorée
par a et converge vers b > a. Comme [a,b] C [ay,b,] pour tout n on a
[a,b] C (V,>0l@n, by]. Réciproquement si x € (), s olan, by alors z > a, pour
tout n donc x > a. De méme z < b. Donc x appartient & [a, b].

Enfin b —a < (b, — a,) — 0 implique b —a < 0 d’ou a = b. O
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Notation. Les suites (a,) et (b,) sont dites adjacentes si a,, — b, tend vers
0.

Définition. Etant donné une suite u : N — R, on appelle suite extraite (ou
sous-suite) de u toute suite uo ¢: N — R ot ¢ : N — N est une fonction
strictement croissante.

Exercice. Soit (u,) une suite réelle non bornée. Monter qu'’il existe une sous-
suite (ugmy) telle que [ugmy| = oo.

Solution. On définit ¢: N — N strictement croissante par récurrence. On
pose ¢(0) = 0. Puis, ¢(0),...,¢(n) étant définis, on choisit ¢(n + 1) > ¢(n)
tel que |ugni1)| > ¢(n+1). Un tel ¢(n + 1) existe toujours sinon u serait
bornée. Par construction |ug,)| > n donc u tend vers +oo.

Définition. On dit que ¢ € R est valeur d’adhérence d’une suite (u,) s’il
existe une sous-suite (ug(,)) convergeant vers /.

Exemple. La suite u, = (—1)" admet —1 et 1 comme valeurs d’adhérence.

Proposition 1.7 (caractérisation fondamentale). Soient (u,) une suite réelle
et £ € R. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i. Le nombre réel € est une valeur d’adhérence de (uy,).

it. Pour tout e > 0, il y a une infinité d’entiers n tel que u,, € [( —e,l+¢].
Autrement dit, on a la propriété suivante

Ve>0, Jo={neN|u, €[l —e (+e]} estinfini.

Démonstration. Considérons I'implication (i) = (4i). Soit € > 0. Soit (ug(n))
une sous-suite convergeant vers £. Il existe un entier N tel que pour tout
n >N, [ugm — € <e. Or{o(n)|ne{N,N+1,...}} =o({N,N+1,...})

est infini puisque ¢ est strictement croissante donc injective.

On démontre I'implication (i7) = (7). On observe que (i7) entraine la
propriété suivante.

(%) : Ve > 0,Vng € N,In > ng,u, € [{ —e, 0+ €.

En effet, 'ensemble J. des entiers n tel que w, € [{ — ¢, + €] est infini.
Donc pour tout ny € N, il existe n € J. tel que n > ng. Cette propriété
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permet de définir une suite extraite qui converge vers £. On définit ¢: N — N

strictement croissante par récurrence. On pose ¢(0) = 0, puis ¢(0),. .., ¢(n)
étant définis, on applique (%) avec € = n+r1 et ng = ¢(n) + 1. Cela donne un
entier ¢(n 4 1) > ¢(n) tel que (i) € [{ — 75, £ + 5. 1l est alors clair
que u o ¢ converge vers {. O

Théoréme 1.8 (Bolzano-Weirstrass). Toute suite réelle bornée admet une
valeur d’adhérence.

Démonstration. Soit u une suite bornée de R. On construit une suite d’inter-
valles emboités [a;, b;] tels que {n € N | u,, € [a;,b;]} est infini pour chaque @
et tels que a; —b; tende vers 0. On commence par choisir [ag, by] contenant tous
les w,,. Puis [ag, bo), - . ., [ai, b;] étant défini, on choisit [a;11, bi11] comme 1'une
des moitiés [a;, 2] ou [4£% b;] contenant u, pour une infinité d’entiers n.
(Au moins 'une des deux convient). On a alors N2, [a;, b;] = {a} pour un
certain nombre réel a € R. Pour tout € > 0, [a;, b;] C [a—¢, a+¢] pour ¢ assez
grand et comme {n € N | u,, € [a;,b;]} est infini, {n € N | u, € [a —e,a+¢]}
aussi. On conclut avec la caractérisation des valeurs d’adhérence 1.7. O

1.3 Développement décimal

Dans cette section on rappelle le développement décimal. A la fin de la
section on indiquera comment cet outil permet de démontrer le théoreme de
caractérisation des nombres réels.

Définition. On dit qu’'une suite (a,),en avec ag € Z et a; € {0,...,9} pour
1 > 1 est un développement décimal de x € R si

“+o0o
x:ao—i—Zan/lO”
n=1

On note alors z = ag, ajasas . ... Le développement est dit propre s’il ne finit
pas par une infinité de 9.

Remarques.
— Il n’y a pas d’unicité du développement décimal. Par exemple

0,999999 --- =1 =1,00000. ..

en utilisant Y7 7" = + pour r €]0, 1.



1.3. DEVELOPPEMENT DECIMAL 9

— Tout développement décimal donne un réel vu que n + Y a;/10°
est une suite croissante majorée donc convergente.

Définition. Pour x € R, la partie entiere de x est le plus grand entier
< x ( qui est aussi I'unique entier tel que [x] < z < [z] + 1 ou encore
sup{n € Z | n < z}).

Proposition 1.9. Tout z € R admet un unique développement décimal
propre. De plus x = [x],a1aza3 ... ot [x] est la partie entiére de x.

Démonstration. On considere 'algorithme suivant : si x € R, on définit
xr1 =z — [z] € [0, 1], puis pour n € N*,

= [10"z,] € {0,...,9} et
Tpi1 = T— Zaz/loZ =T,—a,/10" = (10”mn [10"z,]) € [0,1/10"]

La condition z,4; € [0,1/10"] implique a,+; € {0,...,9} pour n > 0.
Comme z,, tend vers 0 on a = = [2] + 3.2 a,,/10™.

Propreté : si a; = 9 pour tout i > ip on a w1 =y, 1 9/10" = 1/10%,
une contradiction.

Unicité : on suppose que = > - a;/10" = Y02 b;/10" avec ag,by € N
et (a;), (b;) propres et différents. Soit 7y € N le premier indice pour lequel
a;, 7 biy, (i, > by, par exemple) alors

0:x—x—2a1/107’ Zb/mz Gip — Jio Zb/wz

i=ig i=ig 1=i9+1
On a —b; > —9 pour tout entier i et I'inégalité est stricte pour une infinité
d’entiers i (le développement est propre). Donc on a
o0

| 111
_ 9 I S S
T2 00 Z 100 100 100

1=10+

une contradiction. O]

Proposition 1.10. Soit © un réel. Alors x € Q si et seulement si son
développement décimal propre est périodique a partir d’un certain rang,

Démonstration. On fait la division euclidienne : pour = = p/q > 0, on écrit
p = boq+1o pour by € Net rg € {0,...,qg—1}. Puis on définit par récurrence
b1 €{0,1,...,9} et riq € {0,...,q — 1} par la relation

107, = bpy1q + Tnsa (1.1)
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On a en effet b, = [107,/q] € {0,...,9} car r, < ¢. La suite (r,) étant a
valeurs entieres entre 0 et ¢ — 1, il existe n; > ng € N tel que r,, = r,,. La
relation 1.1 implique que b,,+1 = by, +1 €t que 7,41 = 7,41 Puis en l'itérant
que pour tout ¢ € Non a b,,1; = by, ;. La séquence b,,,b,y+1 - - . by, —1 S€ répete
alors a l'infini. Il reste a identifier les b; avec le développement décimal de
p/q. Ceci découle de la relation r,, /g = 10"x,, 1, qu’on obtient par récurrence
avec 'égalité

Tn-}—l/q = 10rn/q - bn+1 = 1On+1wn+1 - [10n+1l'n+1] = 1On+1l‘n+27
On voit alors que
b1 = (107, /q) = 10" 1] = apin

la n + 1-ieme décimale du développement propre de x.
Réciproque : supposons que x = ag, aas ... et qu’il existe ng € N et T' € N*
tel que pour tout n > ng, a, = a,+7. Notons a le rationnel

= Gno | Omot1 Aot 71
T Ton 10no+1 Tt 10Qro+T—1
On a alors -
O o+ +
—=a+-—+...F—=+...
10m 107 10~T
n=ng
| 1
=a) (—)=a — <€ Q.
2 ) =ai
m
Remarques.

— Tout irrationnel est limite d'une suite de rationnels et inversement.

— Soit A une partie majorée non vide de R, on peut définir sup A a partir
des développements décimaux propres des éléments de A. On pose by =
sup{[z] | x € A}, by = sup{a1 € {0,...,9} | © = by,amaza3--- €
A}. Noter que si i > 0, b, by,...,b; étant définis il existe un élément
x = bg,biby...bja; 11042 ... contenu dans A (le sup est atteint). On
peut donc poser bi+1 = sup{aiH | Tr = bo,blbg - .biai+1ai+ NS A}
(ensemble non vide). On définit m = by, b1bs . ..

Exercice. Montrer que m est la borne supérieure.

Remarque. Sur A = [0, 1] ce procédé donné sup A = 0,999 --- = 1.
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1.4 Dénombrabilité

Dans cette section on rappelle la notion de dénombrabilité et on voit
comment 'outil des segments emboités permet de démontrer aisément que R
n’est pas dénombrable.

Définition. Un ensemble X est dénombrable s’il s’injecte dans N.

Proposition 1.11. Soient X,Y deux ensembles. Il existe une injection de
X dans 'Y si et seulement si il existe une surjection de 'Y dans X.

Démonstration. Soit f: X — Y une injection. Fixons o € X. Pour y € Y,
on pose g(y) = xo si y € f(X) et g(y) = z §'il existe z € X tel que
f(z) = y (dans ce cas x est unique). Alors pour tout z € X, g(f(z)) = «
donc X = ¢(Y). Réciproquement, soit g: ¥ — X est une surjection. Pour
chaque z € X, on choisit y, € g~'({z}) et on pose f(z) = y,. Siz # 2/, on ne
peut pas avoir y, = y, car g(y,) = x et g(y,) = 2. Donc f est injective. [

— Donc X est dénombrable si et seulement si il existe une surjection de
N sur X.

— S’il existe une injection de X dans un ensemble dénombrable, X est
dénombrable. S’il existe une surjection d’un ensemble dénombrable sur
X, X est dénombrable.

Théoreme 1.12. Les propriétés suivantes sont équivalentes entre elles. Elle
peuvent étre considérées comme des définitions équivalentes de dénombrabilité.
— L’ensemble X s’injecte dans N.
— Il existe une surjection de N sur X
— L’ensemble X est fini ou en bijection avec N.

Démonstration. Nous avons déja vu ’équivalence entre les deux premieres
assertions. Il reste a montrer que si X s’injecte dans N alors il est fini ou en
bijection avec N.

Si X est fini il n’y a rien a montrer. Supposons que X soit infini et posons
A = f(X) C N. Il suffit de construire une bijection de N sur A. On définit
g: N — A récurrence. On pose g(0) = min A, puis ¢(0), g(1),...,g(n) étant
définis, on pose

g(n+1) = min (A\{g(0),9(1),...,9(n)}).

c’est-a-dire le n + 1-ieme élément de A par ordre croissant. Il est clair que g
est strictement croissante (récurrence). Si a € A, il n’y a qu'un nombre fini
n d’éléments dans A strictement inférieurs a a et a = g(n). ]
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Proposition 1.13. Nous avons les propriétés suivantes.
1) Tout produit fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.
2) Toute union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Démonstration. Pour 1) Il suffit de montrer I’énoncé pour un produit de deux
ensembles et d’itérer. En effet on a

Xpx Xox ... X = (X7 x Xg) x X3 x...x X

Si 'un des deux ensembles est fini c’est facile (s’ils sont finis tous les
deux c’est évident, et on a une injection de {0,...,p} x N dans N en posant
(k,n) — k+n(p+1)). Le cas délicat se ramene & montrer que N x N est
dénombrable. On construit une injection de N x N sur N en posant

n+m)n+m-+1
Flom) = AR ED
Sin+m =n'+m' on voit que f(n,m) = f(n',m') implique m' = m, n’ = n.
Sin+m<n +m/,ona:

(n+m)(n+m+1)
2
~(n+m+1)(n+m+2) < (' +m)(n' +m' + 1)
2 - 2
La propriété 2) est laissée comme exercice. O

f(n,m) < +m+n+1

< f(n',m').

Remarque. Ceci implique que QQ est dénombrable car on a une surjection

de Z x N* sur Q.
Lemme 1.14. L’ensemble {0, 1} n'est pas dénombrable.

Démonstration. Par contradiction. Supposons que ¢: N — {0, 1} soit une
bijection. Soit z € {0, 1} défini par x#(n) = 1 — ¢(n)(n), c’est-a-dire tel que
I'élément x,, de la suite z est différent de I’élément ¢(n),, de la suite ¢(n) ('un
vaut 0 quand l'autre vaut 1 ). Alors z # ¢(n) pour tout n donc z ¢ ¢(N). [

Théoreme 1.15. L’ensemble R n’est pas dénombrable.

Démonstration. On peut argumenter comme ci-dessus avec les développements
décimaux ou par trichotomie avec les intervalles emboités comme ceci : sup-
posons que ¢: N — R soit une bijection. Soit [ag, by] un intervalle (ag < by)
ne contenant pas ¢(0). On définit [a1, b;] C [ag, by] comme 'un des tiers de
I'intervalle [ag, bo] ne contenant pas ¢(1), puis [ag, by, - - - , [an, by] étant définis
tels que ¢(i) ¢ [a;, b;], on définit [a,41, b,y 1] comme un des tiers de [ay,, by
ne contenant pas ¢(n + 1). On voit alors que

T = ﬂ [an, bn] & ¢(N)

neN
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1.5 Fonctions réelles

L’un des themes de ce cours est application des notions de convergence
bien au dela de I’ensemble R. En effet on étendra cette notion a des espaces
fonctionnels : le premier cas est celui de ’espace des fonctions continues a
valeurs réels définies sur un intervalle fermé I C R. Rappelons tout d’abord
la notion de continuité.

Définition. Soit I C R. Soit f: I — R une fonction. Soit xy un élément de
I. On dit que f est continue en xg si

Ve > 0,36 > 0,Vx € I, |z — x| <6 = |f(z) — f(zo)| <e.

Lemme 1.16 (critere séquentiel). La fonction f est continue en xq € I si et
seulement si pour toute suite (u,) de I convergeant vers xq, la suite (f(uy))
converge vers f(xg).

Démonstration. Si f est continue en xq, alors lim,,_, u, = xo implique fa-
cilement lim,, ., f(u,) = f(zo). On laisse cette partie comme exercice et on
démontre que si f n’est pas continue en x( alors il existe une suite dans [
qui converge vers xy ayant comme image, via f, une suite qui ne converge

pas vers f(zo).
Dire que f n’est pas continue en x( revient a dire

Je>0, V6>0, Fuel, |Ju—~_ <det]|f(u)—f(z)| >e.

1 , . <12

On prend 6 = —7 et on appelle v, le u trouvé en appliquant la propriété

ci-dessus. Clairement, on a : lirf vy = ug et f(v,) - f(xg) quand n — 400
n—-+00

car on a toujours |f (v,) — f(zo)] > e. O

Théoréme 1.17 (théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f: [a,b] — R
continue et y € R compris entre f(a) et f(b). Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

fle)=y.
Démonstration. On peut supposer f(a) <y < f(b). Soit

A={zclab]| f(z) <y}

L’ensemble A est non vide, majoré donc admet une borne supérieure ¢ =
sup A. Par la caractérisation séquentielle de la borne sup, il existe une suite
(x,) de A tendant vers c. Comme f(z,) <y pour tout entier n, la continuité
de f en ¢ implique f(c¢) < y. Supposons que f(c¢) < y. On a alors ¢ < b et
pour ¢ > 0 assez petit, c+0 < b et par continuité de f en ¢, f(c+ ) <y (on
prend € = y— f(c) > 0 et § > 0 assez petit pour que f(c+0) < f(c)+e =1y).
On a alors ¢ + § € A, contredisant ¢ = sup A. On conclut que f(c) = y. Le
cas f(a) > f(b) est semblable (exercice). O
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On a une formulation a la fois plus générale et plus condensée :

Définition. Un intervalle est une partie I C R telle que
Ve,ye ILVzeR, (x<z<y=z€l).

Théoréme 1.18 (théoreme des valeurs intermédiaires bis). L image continue
d’un intervalle est un intervalle.

Démonstration. Exercice. ]

Définition. Une fonction f: I — R est bornée si f(I) est minoré et majoré.

Remarque. Une fonction f est bornée si et seulement si | f| est majorée.

Théoréme 1.19. Toute fonction f continue sur un segment [a,b] est bornée
et atteint ses bornes.

Démonstration. On montre d’abord que f est bornée, par contradiction. Si
f n’est pas bornée, |f| non majorée. Pour chaque n € N, il existe alors
x, € I tel que |f(x,)| > n. Par Bolzano-Weierstrass (BW), il existe une sous-
suite (z4(n)) convergeant vers ¢ € [a,b]. Par continuité de |f| en ¢, | f(24(n))|
converge vers | f(¢)|, une contradiction.

On pose ensuite A = f([a,b]) et m = sup A. Par la caractérisation
séquentielle de la borne sup, il existe une suite (y,) = f(x,) € A conver-
geant vers m. Par BW a nouveau, il existe une sous-suite (z4(,)) convergeant
vers { € [a,b]. Par continuité de f, la suite (y4(n)) = (f(z4(n))) converge vers
f(€) qui est donc égale & m. Le cas de la borne inférieure est similaire. [

Nous introduisons maintenant la notion de convergence uniforme. Les
données sont un intervalle I, une suite de fonctions (f,): I — R et une fonc-
tion f: I — R.

Définition. On dit que (f,,) converge simplement vers f sur [ si :

Vo € I,Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |fu(x) — f(z)] <e.

Remarque. On peut inverser le Vz et le Ve > 0 car I'ensemble |0, +oo[ ne
dépend pas de = (¢a ne marche pas pour Vo € R,Vy > x ). En général il
est dangereux d’inverser un V et un 3 (penser a Vo € R, Jy € R,y > z). Ici
ng = no(z, &) dépend des variables qui sont avant.
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Définition. On dit que (f,) converge uniformément vers f sur [ si :
Ve > 0,3ng € N,Vz € I,Vn > ng, | fu(z) — f(z)| < e.

Ici ng = no(e).

Remarque. La convergence uniforme implique la convergence simple puis-
qu’on peut prendre ng(x,e) = ng(e).

Exemple. La suite de fonctions (f,) avec f,(z) = x™ converge simplement
mais pas uniformément sur [0,1] vers f: [0,1] — R telle que f(z) = 0 si
r<let f(1)=1

Théoreme 1.20. Une limite uniforme de fonctions continues est continue.

Démonstration. On fixe g € I et € > 0. On choisit ny € N tel que |f,(z) —
f(z)] < e/3 pour tout x € I et n > ngy (avec la limite uniforme) puis § > 0
tel que | fon,(z) — fno(x0)| < €/3 81 | — 9| < & (avec la continuité de f,,).
Alors |f(z) — f(z0)| < € en coupant en trois. O

Contre-exemple. Si on ne suppose pas 'uniformité de la convergence le
contre-exemple est fourni par f,(z) = 2 comme ci-dessus.

Exemple. Il se peut qu'une limite simple et non uniforme d’une suite de
fonctions continues soit continue. On peut définir, sur [0, 1], les fonctions f,
affines par morceaux valant 0 en 0, 1 en % et 0six > %

Remarquons que lorsqu’on fixe x € [0, 1/2[ la suite a valeurs réels (f,,(x))nen
dans ’exemple ci-dessus est d’abord croissante et puis décroissante. En effet,
dans cet exemple, le manque de monotonie des suites (f,,(z))nen joue un role
crucial. Le théoreme suivant montre que lorsque (f,,())nen est décroissant
on ne peut pas construire de telles exemples de limites non uniformes.

Théoréme 1.21 (Dini). Soit I = [a,b] un intervalle fermé borné et (f,) une
suite de fonctions continues sur I convergeant simplement vers f continue.
Si fror1(x) < fu(x) pour tout x € I, alors la convergence est uniforme sur 1.

Démonstration. On se rameéne a f = 0 (en considérant g, = f,, — f et g = 0)
et on raisonne par l'absurde. La négation de la condition de convergence
uniforme donne e > 0, Vng, In > ng, Iz € I, |f.(x)| > € permet de
construire une sous-suite (fy(n)) et une suite (z,,) telle que fym)(z,) > > 0.
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Par BW, il existe une sous-suite () convergeant vers ¢ € [a,b]. Puis pour
tout entier n > m, I’hypothese de décroissance donne

€ < foovn)(Tpm)) < Foopim) (Ty(n))

L’entier m étant fixé on fait tendre n vers 400 et on utilise la continuité de
Joow(m). On trouve
€ < foopm)(£)

On fait tendre alors m vers 4+o00 et on trouve ¢ < f(¢) = 0, d’ou la contra-
diction. O

Remarque. Cest vrai si la suite f,, croit (f,+1(z) > f.(x) pour tout x € [
et tout entier n € N).

Contre-exemple. Si on ne suppose pas I fermé borné ’énoncé est faux. On
prend f, : [0, +oo[— R affines par morceaux, nulles sur [0, n|, égale a 1 sur
[n+1,00].

Question. Identifier la partie de la preuve du théoréeme de Dini ou 'hy-
pothese de continuité de f a été utilisée.



Chapitre 2

Espaces métriques

La notion d’espace métrique sert a étendre la notion de limite, une des
notions les plus importantes des mathématiques, a des espaces plus généraux
que R ou R™ Dans R on dit que x, tend vers z si |z, — z| tend vers 0
(ce qu’on précise avec des Ve > 0,3ng € N,...). Sur un ensemble F, on va
associer a chaque couple (z,y) d’éléments de E un nombre positif d(z,y) > 0
(la distance de = a y), d obéissant a certains axiomes. On dira que x,, tend vers
x si d(x,, ) tend vers 0. On appellera le couple (F,d) un espace métrique.

2.1 Espaces métriques

Soit E un ensemble.

2.1.1 Distances

Définition. On appelle distance sur E une fonction d : E' x ' — R vérifiant
les axiomes suivants : pour tout z,y,z € F

Positivité. Pour tout z,y € E on a d(x,y) > 0. On a d(z,y) = 0 si et
seulement si z = y.

Symétrie. Pour tout z,y € F on a d(z,y) = d(y, ).

Inégalité triangulaire. Pour tout z,y,2 € E on a
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
On appelle espace métrique le couple (E,d).

17
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Exemples
— sur £ = K =R ou C, on définit la distance usuelle par d(z,y) = |z —y|
(on note que | | est le module dans le cas K = C; utiliser Cauchy-

Schwarz pour I'inégalité triangulaire).

— La distance discrete est définie pour tout x,y € E par d(x,y) = 1 si
r#yetdxx)=0.

— Si d est une distance sur F, min(1,d), #‘ld et In(1 4 d) sont aussi des
distances sur E (exercice).

Définition (les distances usuelles sur £ = K"). On définit les distances
dy,dy et dy sur K" par

di(z,y) = Z |z — yil
i=1

da(z,y) = Z’xi_yiP
i=1
doo(x7y) = 1nax ’zl - yz‘

i€{l,...n}

Exercice. Montrer que ce sont des distances (pour ds on a besoin de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz).

Définition (fonctions bornées et distance uniforme). Soit (F,d) et (F,0)
sont deux espaces métriques. On définit

B(E,F)={f: E— F|3Jye F,x— d(f(x),y) est bornée}
I'ensemble des fonctions bornées de E dans F'. Alors

o(f,g) =supo(f(z),g(x))

zeE

définit une distance sur B(E, F'), appelée distance uniforme.

Lemme 2.1 (deuxiéme inégalité triangulaire). Sur tout espace métrique
(E,d) on a pour tous x,y,z € E :

d(l‘7y) > |d(£(3,2) - d(zay)|
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2.1.2 Normes

On suppose dans cette section que E est un espace vectoriel sur le corps
K (K=RouC).

Définition. On appelle norme sur E une fonction | | : £ — R vérifiant les
axiomes suivants : Soient z,y € E et A € K.

Positivité. On a |z| > 0 avec égalité si et seulement si x = 0.
Homogénéité positive. On a |Az| = |A||z].
Sous-additivité. On a |z +y| < |z]| + |y

On appelle espace vectoriel normé (EVN) le couple (E, | |).

Définition (les normes usuelles sur K™). On définit les normes | |1, | |2 et

| I sur K" par
n

el =3
=1

]2 =

n
Dl
=1

[#loo = max |z
i€{1,..n}

Définition. Plus généralement on peut définir pour tout réel p > 1 une

norme sur K" par
n 1/p
], = (Z Ixil”)
i=1

Quand p — o0, |z, = ]«
Démonstration. Exercice a faire en TD. ]
Proposition 2.2. Si (E,| |) est un EVN, alors

d(z,y) = |z -yl

définit une distance sur E, invariante par translation, non bornée si E # {0}.
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Démonstration. Evident. La distance est non bornée car pour = # 0,
d(0,nz) = n|z| — +oo
quand n — +o0. O

Remarque. Une distance bornée (par exemple de la forme min(1, d) sur E)
ne provient donc pas d’une norme.

Proposition 2.3. Pour tout x € K" on a les inégalités

2]
—= <zl < lale < Jaly < Valzls < nfz]o.

Démonstration. La seule subtilité est d’utiliser Cauchy-Schwarz :

||ZE||1 = Z |l’z| = <(|ZL’1|,...,|ZL‘n|, (17""1)>
< Q=) 1Y = Valal,.

]

Définition (norme uniforme). Soit (X, d) un espace métrique, | | une norme
sur E et B(X, E) I’ensemble des fonctions bornées de X dans F, c’est-a-dire
I'ensemble des f: X — E telles qu'il existe My > 0 tel que | f(z)] < My
pour tout z € X. Alors B(X, E) a une structure d’espace vectoriel donnée
par (f+g)(z) = f(z) +g(x) et (A\f)(x) = X- f(x) et on peut le munir d'une
norme définie par

[/l = sup | f(2)]
zeX

dite la norme uniforme.

Définition (norme LP). Soit C(I,R) I'espace vectoriel des fonctions conti-
nues d’'un intervalle fermé I = [a,b] dans R, alors pour tout réel p > 1,

= ([ 15 a) "

définit une norme, dite norme LP sur C(I,R). Quand p — oo, |f], = | f]co-

Démonstration. Exercice a faire en TD. ]
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2.1.3 Produit scalaires

On suppose dans cette section que E est un espace vectoriel sur R.
Définition. On appelle produit scalaire une application ( , ) : £ x E — R
vérifiant les axiomes suivants.

Positivité. Vo € E, (z,z) > 0; (x,z) = 0 si et seulement si x = 0.
Symétrie. Vz,y € E, (x,y) = (y,x).
Linearité. Vz,y,z € E,XA € R, (Ax + vy, 2) = Mz, 2) + (y, 2).

On appelle espace préhibertien le couple (F, ( , )). Le préfixe “pré” appa-
raissant dans le mot “préhilbertien” fait référence a I’absence d’une hypothese
particuliere : la complétude, qui se révele indispensable pour de nombreux

résultats. Cette propriété sera traitée dans le chapitre 4. Lorsque cette hy-

pothese est vérifiée, I’espace porte le nom d’espace hilbertien ou d’espace de
Hilbert.
Si E est de dimension finie on dit espace euclidien.

Exemple.
— Sur (R") le produit scalaire canonique (x,y) = Y. ;y;.
— Sur C(I,R) l'espace vectoriel des fonctions continues d’un intervalle
fermé I = [a,b] dans R, on définit un produit scalaire en posant

Vi.geC(LR), (f.g)= / f9.

Proposition 2.4 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Si ( , ) est un produit sca-
laire sur E alors

[, u)| < (o) Py, )2,
avec éqalité si et seulement si x et y sont liés.

Démonstration. Si (x,y) = 0 c’est vrai. Si (z,y) # 0, le polynéme P(t) =
(x +ty,x + ty) = (z,z) + 2t{x,y) + t*(y,y) est de degré 2 et > 0 donc de
discriminant 4(x, y)? —4(z, x){y, y) < 0. En cas d’égalité, P admet une racine
(double) et P(t) = (x + ty,x + ty) = 0 implique z + ty = 0. O

Corollaire 2.5. Si (, ) est un produit scalaire sur E alors on obtient une

norme sur E en posant
Vo € B, x| = /(z, ).
Démonstration. La sous-additivité résulte de
(#+yz+y) = (& x)+2y9) + (yv)
< lz* +2l2[lyl + IyI* = (l=] + ly1)*
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Proposition 2.6. Soit ( , ) un produit scalaire sur E et x,y € E. Alors
1) Pour tous x,y € F,

[+ yI* + Iz — yI* = 2(J=[* + |y[*)
2) Pour tous z,y € E, on a (x,y) =0 si et seulement si
o+ yI? = l1” + lyl?

La premiere identité est I'identité du parallélogramme ( ou de la médiane),
la deuxieme est le théoréme de Pythagore

Remarques.

— Pour n > 2, sur R”, les normes | ||; et | |« ne satisfont pas I'identité du
parallélogramme. En fait on peut montrer que 'identité 1) caractérise
les espaces vectoriels normés qui sont préhilbertiens. Exercice a faire
en TD.

— On a des inclusions strictes espaces préhilbertiens C espaces vectoriels
normés C espaces métriques. En effet les espaces normés qui ne satisfont
pas l'identité du parallélogramme ne sont pas préhilbertiens. De méme,
les espaces métriques ayants une distance bornée, ne peuvent pas étre
munis de la structure d’EVN.

2.2 Boules et suites dans un espace métrique

Définition. Dans (E,d) on appelle boule ouverte de centre x € E et de
rayon 7 > 0 I’ensemble

Ba(w,r) = {y € E | d(x,y) < }.
On appelle boule fermée I’ensemble
Ba(x,r) ={y € E | d(z,y) <r}.

On appelle sphere de centre x € E et de rayon r > 0

Sa(z,r)={y € E | d(z,y) =r}



2.2. BOULES ET SUITES DANS UN ESPACE METRIQUE 23

Définition. Une application h : E — E est une homothétie (affine) s’il
existe A > 0 tel que pour tout z,y € E, h(x) — h(y) = ANz — ).

Lemme 2.7. Les boules d’un EVN sont deux a deux homothétiques.
Démonstration. On envoie B(z,r) sur B(y, s) par z — *(z — ) +¥. O

Lemme 2.8. La boule unité fermée d’un espace préhilbertien est strictement
convezxe : le segment [x,y] = {tx + (1 —t)y | t € [0,1]} est inclus dans la
boule unité fermée et n’intersecte la sphére unité qu’au bord.

Démonstration. Ecrire (tx+(1—t)y, tx+(1—t)y) pour z # y ((z,y) < 1). O

Exemple. Comparer avec les normes | |; et | |oo-

Définition. Une partie A d'un métrique (FE, d) est bornée si elle est contenue
dans une boule.

Remarque. Si A C B(z,r), alors pour tout y € B, A C B(y,r + d(z,v)).
Proposition 2.9. Une union finie de parties bornées est une partie bornée.

Démonstration. Si A; C B(x;,r;) pouri € {1,...,n}, alors | J;_, A; est inclus
dans B(zy,7) pour r = maxr; + d(z1,x;). O

Définition. Si A est une partie bornée de (E,d), on appelle diamétre de A
diamA = sup{d(z,y) | z,y € A}
Exercice. Montrer que diamB(z,r) < 2r avec égalité dans un EVN (non

réduit a 0).

Définition. Une suite de F est la donnée z: N — E. Notation x(n) = z,,
la fonction x est notée (x,).
Définition. La suite (z,) converge vers a € E si et seulement si
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, d(z,,a) < ¢,
qui équivaut a

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, x,, € By(a,e).
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Théoreme 2.10. La limite est unique.

Démonstration. On raisonne par contradiction. Admettons que a et b sont
deux éléments distincts de 'espace métrique (E, d) et que (z,,) converge vers
a et vers b. Soit £ la moitié de d(a,b). A compter d’un certain rang tous
les termes de la suite appartiennent a la fois a B(a,e) et & B(b,e). Une
contradiction : §'il existe un élément = dans B(a,¢) € B(b,¢), alors

2e = d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < 2e.
[

Exemple. Soit (f,,) une suite dans B(I,R), I’espace des fonctions bornées de
I C R dans R. La suite converge par rapport a la norme || | si et seulement
si (f,) converge uniformément. On voit ici que la norme uniforme | | est la
norme de la convergence uniforme.

Proposition 2.11. Une suite convergente est bornée.

Définition. Une sous-suite de x c’est x o ¢ ou ¢: N — N est strictement
croissante. On dit que a € E est valeur d’adhérence d’une suite (x,) de F
s'il existe une sous-suite (z4(,)) qui converge vers a dans (F, d).

Proposition 2.12. Soit (x,,) une suite de (E,d) et a € E. Les assertions
suivantes sont équivalentes

— a € F est une valeur d’adhérence de x.

~-Ve>0, Jo.={neN]|uz, € Bla,e)} est infini .

Démonstration. Exercice, méme preuve que dans R. O
Le résultat fondamental de cette partie :

Théoréme 2.13 (Bolzano-Weierstrass dans R"). Toute suite bornée de [’es-
pace (R™,|| |) admet une valeur d’adhérence (au moins).

Démonstration. Soit © = (x1,...,z,): N — R"™ une suite bornée pour la
norme | |o. En particulier chaque x; est une suite réelle bornée. Le théoreme
de BW appliqué a la suite x; donne une sous-suite x; o ¢; convergeant vers
A1 € R. En appliquant BW a x5 o ¢1, on trouve une sous-suite x, o ¢ 0 ¢9
de x5 o ¢ convergeant vers Ay € R. En itérant on définit pour chaque i €

{2,...,n} une sous-suite fo x; 0 ¢ 0 g0 - 0 p; de x;0 P 0Py o0+ 0P 4
convergeant vers A\; € R. On montre alors que z o ¢ o --- 0 ¢,, converge vers
(A, ..., A\n) dans (R™, || [s)- O

Remarques.
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— Le théoreme de Bolzano-Weierstrass est vrai dans R" muni de | |,
ou | |2 car 'encadrement des normes (proposition 2.3) montre que les
suites bornées coincident ainsi que les suites convergentes.

— On va voir un peu plus loin que le théoreme est vrai dans tout EVN
de dimension finie : d’une part parce qu'un espace vectoriel (réel) de
dimension finie est isomorphe a R™ ; d’autre part parce toute norme est
comparable & la norme | |, comme ci-dessus.

— On verra beaucoup plus loin que ce théoreme caractérise parmi les es-
paces vectoriels normés ceux qui sont de dimension finie.

Contre-exemple. On considere F = C([0,1],R) qui est un espace vecto-
riel de dimension infinie mini de la norme uniforme | |.. On considére les
fonctions f,, affines par morceaux, égales & 1 en 0 et 0 si z > 1/n. Si une
sous-suite converge, la limite est la fonction f qui vaut 1 en 0 et 0 sur |0, 1].
Or elle n’est pas continue. Il est donc impossible que (f,) admette une suite
extraite convergente par rapport a | . Si ¢’était le cas la limite serait f,
qui n’est pas continue, tandis que la convergence uniforme (la convergence
dans la norme | |« ) préserve la continuité.

Exercice. Montrer que C([0,1],R) est de dimension infinie.
Donner des contre-exemples & BW dans C([0, 1], R) muni de || |; ou de | |-

2.3 Fonctions continues

Définition. La fonction f: (E,d) — (F,d) est continue en zy € E si et
seulement si

Ve > OJ EIT] > 0,d<$,$0) <N = (5<f(l’), f(.fC())) <e.
ce qui équivaut a
Ve > 07 377 > O,l’ € Bd<x0777) = f(.il?) € Bé(f($0)7€)'

et aussi a
Ve > 0,3n > 0, Ba(zo, 1) C £~ (Bs(f (o), €)).
La derniere écriture, peu intuitive, est cependant tres efficace en certaines
occasions.
Théoréme 2.14 (Critere séquentiel). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La fonction f est continue en xy.
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ii. Pour toute suite (x,) de (E,d) convergeant vers xg, la suite (f(z,))
converge dans (F,6) vers f(x).

iii. Pour toute suite (x,) de (E,d) convergeant vers xo, la suite (f(z,))
converge dans (F,0).

Démonstration. L’'implication (i) = (i7) est classique. L’'implcation (i7) =
(ii) est évidente. Enfin non (i) implique non (7i¢). On trouve € > 0 et une
suite (x,) convergeant vers xg telle que 0(f(xo), f(x,)) > . Il se pourrait que
(f(xy)) converge. On définit alors (y,,) en posant y(2n) = x, et y(2n+1) = .
Cette suite converge vers xy mais (f(y,)) ne converge pas : la sous-suite
(f(y2ns1) converge vers f(xg), qui est donc la seule limite possible pour la
suite; or (f(y2,)) ne converge pas vers f(xg). O

Définition. Une fonction f: (E,d) — (F,0) est continue sur A C E si elle
est continue en tout point xg € A .

On mentionne au passage une condition plus de continuité plus forte : la
continuité uniforme.

Définition. La fonction f: (E,d) — (F,J) est uniformément continue sur
A C E si et seulement si

Ve > 0,3 > 0,V € A, By(xo,n) C f 1 (Bs(f(x0),¢)).

Autrement dit n ne dépend pas de z(. Clairement, la continuité uniforme
sur A entraine la continuité sur A.

Définition. Soit & un nombre réel positif. On dit que f: (E,d) — (F,0) est
lipschitzienne de constante k£ € R (ou k-lipschitz) si pour tout z,y € E,

0(f(x), f(y)) <k d(z,y)

Remarque. Les fonction k-lipschitziennes sont uniformément continues (si
k = 0 elles sont constantes. Sinon on pose n = ¢/k). En particulier, elle sont
évidemment continues.

Exemples.
— Les applications constantes de (F,d) dans (F,d), application identité
de (E,d) dans (E,d).
— La norme d’'un EVN dans R est 1-lipschitz.
— Pour tout y € E, application x — d(z,y) est 1-lipschitz de (E, d) dans
R.
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— Pour toute partie A C E non vide, 'application
x> d(z, A) = inf{d(x,y)|ly € A}

est 1-lipschitz.
— La fonction évaluation : pour a € [0, 1],

€a: (C([0, 1], R), | o) = (R, us)
[ fla)

est 1-lipschitz.

— Toute f: (R",| |) = (F,| |F) linéaire est lipschitzienne donc conti-
nue. On verra plus tard que c’est vrai si (E, | |z) est de dimension finie
et faux en général sinon.

Proposition 2.15. Si f,g: (E,d) — (F,0) sont continues en xg, alors on a
les propriétés suivantes.

i. St F est un EVN, f+ g et \g sont continues en x.

ii. Si (F,0) = (K,||), fg en continue en xy. Si de plus g(xo) # 0 alors
f/g est continue en xq.

iii. Sih:(F,0) — (G,p) est continue en f(xq) alors ho f: (E,d) — (G, p)
est continue en xg.

Démonstration. Evident avec des suites. O]

Voici deux applications :

—si P € K[Xy,---,X,] est un polynéme a n variables a coefficients dans
K, alors P est continu de (K", | ) dans (K, | |).

~ L’application déterminant de (M,(K) = K", | |.) dans (K,| |) est
continue.

Rappel : si M = (m;;) € M,(K), alors

det(M) = Z e(0)Mig(1) ** * Mg (n)

O'GSTL

ou o décrit les permutations de {1,--- ,n} et (o) € {—1,1} est la
signature de o.

Soit A une partie d'un espace métrique (£, d).
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Définition. On appelle distance induite par d sur A 1 ’application
dAZ Ax A— R,
(z,y) = d(z,y)
Remarque. Pour x € A, By, (z,¢) = Ba(z,e) N A.

Exemple. Pour A = [0,1), B4,(0,1/2) = [0,1/2) est une boule ouverte de
(A,dy).

Remarque. L’inclusion
1A (A, dA) — (E, d)
T =T
est 1-lipschitz.

Proposition 2.16 (restriction a la source et au but). Soit f: (E,d) — (F,0)
continue, A C E et B C F tel que f(E) C B. Alors

1) La restriction fia : (A,da) — (F,6) est continue.

2) L’application f: (E,d) — (B,dp) est continue.

Démonstration. Pour 1) on écrit fia = fois. pour 2) on écrit que f(Bg(x,n)) C
Bs(f(x),e) N B = Bs,(f(x),e) avec les V et les 3 au bon endroit. O

Remarque. Si f et A sont choisis arbitrairement la continuité de f|4 ne dit
rien sur la continuité de f, y compris en un point x € A.

Exemple. La fonction indicatrice de Q, f = Ig, qui vaut 1 sur les rationnels
et 0 ailleurs, est continue de Q dans R (fg est continue car constante) mais
n’admet aucun point de continuité sur R.

2.4 Parties denses

Définition. Une partie A de (E,d) est dense si tout € E est limite d'une
suite de A.

Exemple. Q et R\Q sont denses dans R. Z n’est pas dense dans R.

Exercice. Les fonctions nulles en 0 forment une partie dense dans (C([0, 1], R)
muni de la norme | ||; mais pas pour la norme | | .
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Proposition 2.17. Soit f: (E,d) — (F,0) continue et surjective. Soit A C
(E,d) une partie dense. Alors f(A) est dense dans (F, ).

Théoréme 2.18 (fondamental). Soit f,g: (E,d) — (F, ) continues. Si f =
g sur une partie dense de E alors f = g sur E.

Démonstration. On prend des suites et cela marche tout seul. O

Corollaire 2.19. Toute application f: (R,us) — (R, us) continue, telle que
flx+y) = f(z)+ f(y) pour tout z,y € R, est linéaire.

Démonstration. On montre que f(—z) = —f(x) puis par récurrence que
f(pxr) = pf(x) pour tout p € Z. On a alors pour rationnel p/q, f(p) =
f(2q) = f(B)gdon f(E) = @ = 2f(1). On conclut en utilisant la continuité
de f et de z — xf(1) et la densité de Q dans R que f(z) = = f(1) pour tout
r € R. [

Exercice. Montrer que '’ensemble des matrices inversibles est dense dans

(M (R), | floc)-

2.5 Espaces produits

Dans cette section, (Eq,d,),...,(E,,d,) sont des espaces métriques, et
E=F x---x E, le produit cartésien.

Définition. On appelle distance produit sur E = F; x --- X E, la distance
définie par
d(z,y) = max{d;(z;,y:) | i € {1,...,n}}

Remarque. Y7 d;(zi,y:) et /> i, di(z;,y;)? définissent aussi des dis-
tances. Sauf mention contraire, & = E; x --- X E,, sera toujours muni de
la distance produit.

Les résultats suivants sont élémentaires.
Proposition 2.20. Soit © = (z1,...,x,) € E et r > 0. Alors on a
By(z,r) = By, (x1,7) X -+ X By, (2, 7).

Théoreme 2.21. Une suite de = Ey X --- X E, converge si et seulement
st ses composantes convergent.
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Proposition 2.22. Soit A, C Ey,..., A, C E,. Alors Ay x --- x A, est
dense dans E si et seulement si chaque A; est dense dans F;.

Remarque. La projection de K = E; X --- X F,,,d dans E; est 1-lipschitz.

Proposition 2.23. Soit f = (f1,..., fa): (X,0) > E = Ey x...x E,. Alors
f est continue si et seulement les applications composantes f; sont continues.

Exemple. f: (R, us) — (R? d.,) donnée par f(z) = (cos(z), sin(x)).

Définition. Soit f: £ = F; x ... x E, — F. Fixons i et a; € E; pour tout
j # i. Alors ces donnés déterminent I’ application partielle de F; dans F

T;—r f(al, ey A1, Ty g,y - ,an)
Autrement dit, soit x Uapplication x; — f(aq,...,a;_1,%;, Giv1, - - -, ay) ; alors
I’application partielle associé a ay, ..., a;_1, a1, - - -, a, est la composée foy.

Proposition 2.24. Si f: E = E; x ... X E, — (F,§) est continue, ses
applications partielles le sont.

Démonstration. 1l s’agit de voir que l'injection x est continue. Soit € > 0 on
cherche n > 0 tell que

X(-BdZ (xia n)) C Bd(ala ey Q—1, Lgy A1, - - - 7an>a 6)'

En effet, il suffit de poser n = €. Il s’agit de rappeler la définition de distance
d sur E' qui donne

d(<a17 o 7ai717x7a’i+17 ... 7an)7 (a’h .. 7a’i717x’i7ai+17 o 7an>) - dl(maxl>

]

2.6 Equivalences entre distances

Définition. Une application f: (E,d) — (F,d) est un homéomorphisme si
elle est bijective, continue et si f~! est continue.

Remarque. La composée de deux homéomorphismes est un
homéomorphisme. Etre homéomorphe définit une relation d’équivalence sur
I’ensemble des espaces métriques.
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Exemples.
— La fonction f(z) = 77; de R sur ] — 1, 1[ définit un homéomorphisme
de réciproque f~1(y) = I—L\y|

Proposition 2.25. L’espace métrique R n’est pas homéomorphe a l’espace
métrique [0, 00).

Démonstration. On raisonne par contradiction. On se ramene a un
homéomorphisme f: [0,00) — R tel que f(0) = 0 et f(1) > 0. On montre
alors que f(z) > 0 pour tout x > 0 : sinon il existe zg > 0 tel que f(zg) <0
et le théoreme des valeurs intermédiaires entre zy et 1 implique ’existence
de y entre z et 1 tel que f(y) =0 = f(0) — une contradiction. O

Exercice. Déterminer les classes d’équivalence sur ’ensemble des intervalles
de R.

Proposition 2.26. L’espace métriqgue S* avec la métrique induite par l'in-
clusion dans R? n’est homéomorphe & aucun intervalle de R.

Démonstration. Notons N = (0, 1) le pole nord de S*. Observons d’abord que
ST\ {N} est homéomorphe & R : la projection stéréographique f(z,y) = g
définit un homéomorphisme de réciproque f~1(r) = (li’;Z, 1— H%) Suppo-
sons alors que g: S* — I soit un homéomorphisme entre S* et un intervalle T
de R. On peut supposer que g(NN) n’est pas sur le bord de I'intervalle (quitte
a composer au départ g avec une rotation), donc I\ {g(/N)} est une réunion

de 2 intervalles disjoints. Or

gsnny: STA\ANY — I\ {g(N)}

-1

est un homéomorphisme donc g o f~ est un homéomorphisme de R sur
I —g(N) C R. Or I'image continue de R doit étre un intervalle de R, d’ou la
contradiction. [

Lemme 2.27. Dans un EVN, toute boule ouverte est homéomorphe a E.

Démonstration. On considere I'application f(z) = iy de £ dans B(0,1),

de réciproque f(y) = l—g\’\yll' )

Définition (equivalence entre distances). On dit que deux distances d et d’
sur un ensemble E sont topologiquement équivalentes si I'application identité
de (E,d) dans (E,d’) est un homéomorphisme.

Remarque.
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— Si D est une collection de distances sur un ensemble E, 1’équivalence

topologique est une relation d’équivalence sur D.

— Visuellement, cela dit que les boules de (E,d) et de (F,d’) s’emboitent

les unes dans les autres : pour tout x € F,
Ve > 0,3n > 0 tel que By(x,n) C By (z,¢)

et inversement.

Exemples.
— d et d = min(1, d) sont topologiquement équivalentes vu que By(x,¢)

_d_

Trd sont

coincide avec By (x,¢) pour tout 0 < ¢ < 1. De méme, d et
topologiquement équivalentes.

Sur C([0, 1], R), les distances induites par les normes | |« et | |1 ne sont
pas topologiquement équivalentes. En effet la suite (f,,) de E ou f, est
affine par morceaux, vaut 1 en 0 et 0 sur [1/n, 1] converge pour | |
mais pas pour | |«. La présence d’une suite convergeant par rapport a
une distance et non convergeant par rapport a l'autre suffit grace aux

propriétés suivantes.

Proposition 2.28. Soient d et d' deux distances sur E. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

.
1.

114,

0.

Les distances d et d' sont topologiquement équivalentes
Les espaces (E,d) et (E,d') ont les mémes suites convergentes.

Pour tout espace métrique (F,0), les fonctions continues de (E,d) dans
(F,6) et de (E,d') dans (F, ) sont les mémes.

Pour tout espace métrique (F,9) les fonction continues de (F,6§) dans
(E,d) et de (F,d) dans (E,d’) sont les mémes.

Démonstration. 1'équivalence de (1) et (2) se montre avec le critere séquentiel,
celle de (1) avec (3) et (4) en composant par I'identité au bon endroit. [

Définition. on dit que deux distances d et d’' sur E sont équivalentes s’il
existe des constantes a,b > 0 telles que

ad(z,y) < d(z,y) < bd(z,y),

pour tout x,y € F.

Exemples.
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— Sur R”, les distances di, ds, ds sont équivalentes car

d
— <do S dp < di < Vndp < ndo.
n
— Sur (E,d), si d est non bornée, d et min(1,d) sont topologiquement
équivalentes mais pas équivalentes.

Remarque. Si d et d’ sont équivalentes, elles ont les mémes parties bornées
(faux avec 1'équivalence topologique seule).

On se situe dans le cadre des EVN. On considere des normes sur un
espace vectoriel F et les distances associées. On dira que les normes sont to-
pologiquement équivalentes ou bien simplement équivalentes au sens précisé
ci-dessus si les distances associées le sont.

Remarque. I suffit de vérifier ces propriétés en 0. En effet deux normes | |
et | |" sont équivalentes si et seulement si il existe a,b > 0 tels que pour tout
reFk,

alz| < Jz] < bfx|

L’homogénéité et l'invariance par translation de ces distances induisent a
penser que les deux notions d’équivalence coincident sur les EVN. Effective-
ment on a le théoreme 2.29 ci-dessous.

Exercice. Afin de mieux comprendre les preuves qui suivent il convient de
bien maitriser les inégalités entre normes qu’on vient de donner. Clairement
I'existence de a > 0 tel que a|z| < |z|" pour tout x équivaut a l'existence de
a’' > 0 tel que |z| < d'|z| (il suffit de prendre o’ = 1/a). Démonter que si une
suite converge vers une limite donné ¢ par rapport a la norme | |, alors elle
converge vers la méme limite ¢ par rapport a la norme | |. Donner aussi une
caractérisation en terme de boules de la relation af|z| < |z|"; montrer que cela
revient a dire que toute boule par rapport & la norme | |" est contenue dans
une boule du méme centre par rapport a la norme | |. Remarquer comment
cette implication inverse l'ordre de 'inégalité a|z| < |z|. De méme dans la
preuve qui suit on montre comment la continuité de ’application identité de
(B, ) vers (E,[ [) entraine a]z| < |«

Théoréme 2.29. Soient | | et | | deuzx normes topologiquement équivalentes
sur un espace vectoriel E. Alors elles sont équivalentes.

Démonstration. Par continuité en 0 de 'application identité de (E, | |') dans
(E,] |) il existe n > 0 tel que si |z|" < nalors |x| < 1. Soit alors x € E'\ {0}.
Clairement | N |" = n, donc on a | U | < 1. On en déduit que pour
tout x de I

1
2] <~z
U
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L’autre inégalité s’obtient de la méme fagon. O]
Voici maintenant un résultat fondamental.

Théoréme 2.30. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Alors les
normes sur E sont toutes équivalentes.

Démonstration. Considérons d’abord le cas des espaces vectoriels réels. On se
donne une norme de référence | | sur F en choisissant une base (e, - ,e,)
de E et en posant pour z = Ae; + -+ + \pep, 7)o = max; |\;]. Alors
I’application

¢: (B ] oo) — (R", [ o)

définie par ¢p(Ajeq + -+ + A\pen) = (A1, -+, Ay) est un isomorphisme et on
a [|A(2)|eo = [|T]oo- On en déduit que (F,| |o) satisfait la conclusion du
théoreme de Bolzano-Weierstrass (théoreme 2.13 ). On considere alors une
norme quelconque | | sur E. On a pour tout x € E I'inégalité

=] < (Z “61'”) [ #]oo- (2.1)

On rappelle que ceci signifie qu’'une suite qui converge vers un élément x
donné par rapport a la norme | |-, converge vers le méme élément x par
rapport a | |.

L’autre inégalité s’obtient par contradiction : la négation de

da > 0 tel que Vo € E, a|z|~ < |z|

donne une suite (z,,) telle que |zp]oo/m > |zm|. En posant y,, = s
(car |Zmfoo > 0) onn & |[Ymfoc = 1 €t |ym| — 0. D’une part (y,,) converge
vers 0 dans (E, | |) et, grace a (2.1), aussi dans (E, || ) (faire Pexercice qui
précede cette preuve). D’autre part, par BW, quitte a extraire, (y,,) converge
dans (E,| |«) vers y de norme 1 donc y # 0 € E. Ceci contredit I'unicité de
la limite.

Dans le cas d'un espace vectoriel sur C, on se donne une isométrie vers
(C",] |oo). Comme (C,| |) satisfait BW (il est isométrique a (R?, | |2)),
(C™,| |loo) aussi (voir preuve du th. 2.13). O

Remarque. L’hypothese dimension finie est primordiale : les normes | |
et | |1 sur C([0,1],R) ne sont pas équivalentes.

Corollaire 2.31. Tout EVN de dimension finie satisfait la conclusion du
théoreme de Bolzano-Weierstrass.
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Démonstration. On a vu dans la preuve ci-dessus que tout espace vectoriel
de dimension finie peut étre muni d’'une norme le rendant isométrique a
(K™, | lloo)- 11 satisfait BW pour cette norme, et donc pour toutes par le
théoreme 2.30. W

Exercice. Montrer que si la sphere unité de (£, | |) satisfait la conclusion
de BW, alors (E, | |) aussi.

Remarque. Cette propriété, appelée compacité de la sphére unité, caractérise
parmi les EVN ceux de dimension finie (voir le théoréme de Riesz au chapitre
5).

2.7 Applications linéaires continues

Notation. Soit (E, | |g), (F,| |r) deux espaces vectoriels normés, f: E — F
linéaire. On note L(E, F') (resp. L.(F, F')) I'espace vectoriel des applications
linéaires (resp. linéaires continues) de E dans F.

Proposition 2.32 (caractérisation fondamentale). Soit f: E — F une ap-
plication linéaire. Les assertions sutvantes sont équivalentes.

1) La fonction f est continue sur E.

2) La fonction f est continue en 0 € E.

3) La fonction f est bornée sur la boule unité fermée de E.
4) 1l existe M > 0 tel que pour tout v € E,

|f(@)|r < Mz

5) La fonction f est lipschitzienne, c’est-a-dire il existe M > 0 tel que
pour tout x,y € F,

|f(z) = fW)lr < M|z —y|s.

6) La fonction f est uniformément continue.

Démonstration. 1l est claire que (1) implique (2). D’autre part la continuité
en 0 implique, pour € = 1 l'existence de n > 0 tel que f(B(0,7)) C B(0,1).
On a
n~ f(B(0,n)) €0~ B(O,1)
donc
f(B(0,1)) c B(0,n7')  (condition (3)).
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Enfin, si f est bornée sur la boule unité, alors pour tout =z € E et pour
tout € > 0 on a

If (z(|z)e +2)7Y) |r < M.

Par linéarité on déduit

[f(@)|r < M(|z]z +€)

pour tout € > 0. La condition (4) suit immédiatement (la déduire par contra-
diction).
La condition (5) n’est que la condition (4) appliquée a x—y. Les conditions
(5) et (6) sont équivalentes par la définition méme de fonction lipschitzienne
(noter que cette preuve indique que la borne M ci-dessus est la constante
optimale).
La continuité uniforme suit de la lipschitziennité et entraine la continuité.
O

Exercice. Si f est bornée sur une boule, alors f est continue.

Théoréme 2.33. Si E est de dimension finie, alors L(E,F) est égal a
L.(E, F).

Démonstration. D’apres la proposition 2.32 il s’agit de démontrer que f sa-
tisfait 1'une des conditions (1), ..., (6) ci-dessus. On démontre que f est
bornée sur la boule unité fermée (condition (3)).

Si F a une base eq,...,e, € E on peut établir un isomorphisme

E—R"

Z)\iei — ()\1, C 7>\n)
=1

Via cet isomorphisme la norme | |, définie sur R” induit un norme | |g
sur B

”Z?:lAieiHE,oo = maxp_; |Aq.

Sans perte de généralité on peut admettre que F est muni de la norme
| |Eoo- En effet, la norme | |g est équivalente a | |go. Ainsi, la boule
unité par rapport a la norme | |g est contenue dans une bulle B(0,7) de
centre 0 et rayon n > 0 dans | |g.- Or, les boules B(0,n) et B(0,1) par
rapport a la norme | |go sont liées par B(0,n7) = nB(0,1); donc, si M
est un majorant de {|f(z)|r | x € B(0,1)}, alors nM est un majorant de

{IF @) [z e BO,n)}
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Maintenant, le fait que f est bornée sur la boule unité par rapport a
la norme | |go est immédiat. On considere un élément de E de la forme
Yo Ae; pour |\;| < 1 pour tout ¢ (la norme | | est inférieure & 1). On a

If Qi hie) e = 1220 Aif (el < D2 Al fe)lr < 32 1 (el
On pose M = 3" | f(e;)|r et on obtient la propriété (6) ci-dessus. O

Exemple. Il est aisé de voir que L. est strictement contenu dans L lorsque
E est un espace de dimension infinie. On considere par exemple I’application
linéaire non continue 7" de (C([0, 1], R), | |1) dans R donnée par T'(f) = f(0).
On considere f,(z) égale & —nx + 1 sur [0,1/n] et 0 sur [1/n,1]. On re-
marque que (f,) converge vers une fonction g (la fonction nulle) et que la
suite (T'(f,)) dans R ne converge pas vers T'(g).

Remarque. Une fonction linéaire qui est aussi continue satisfait une (et
automatiquement toutes) les propriétés (1),...,(6) de la proposition 2.32 ci-
dessus. En particulier la fonction

- Ul

est bornée. Cela permet de formuler la définition suivante.

Définition. Pour f € L.(E, F'), on définit

IFIF=1fler = sup |f()lr

z€E,x#0 ”‘THE

En particulier, pour tout x € E, on a

[f@)r < I fz]e-

Remarque. On écrit simplement |f(z)] et |z| au lieu de |f(x)|r et |z|g
lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

Proposition 2.34. Pour tout f € L.(E,F), on a

Ifl =" sup |f(2)].
zel |x|<1
et
I l="sup [f(2)].

2€E Ja]=1
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Démonstration. Nous avons clairement des inégalité de type > entre les trois
termes (noter que diviser par |z| lorsque x est différent de zéro et contenu
dans la boule unité reviens a multiplier par un facteur supérieur ou égal a 1).

D’autre part || f|| peut-étre vu comme la borne supérieure des normes des
valeurs atteints par la fonction f sur les éléments de norme 1 de la forme
x/|z|. On a automatiquement les inégalités de type <. O

Proposition 2.35. La fonction f+— | f|| est une norme sur L.(E, F).

Démonstration. Si f appartient a L.(F, F') et A appartient a R, alors

IAfIF = sup A= sup JA[S] = [A[lIF]l-

2€E |2 <1 2€B,Jo]<1

Si f, g appartiennent a L.(F, F'), alors

I+ gll < WA1+llgll-

En effet [(f + g)(@)[ < [l7 =] + Nlgll=]-
Sion a ||f| =0, alors Vx € E'\ {0} on a

|/ ()]

]

Y

donc Vo € E\ {0} on a f(z) = 0. Cela revient a dire f = 0. O

Remarque. Si E est de dimension finie, la borne supérieure

I} = sup {If ()] | =] <1}

est atteinte. An appliquant la caractérisation de la borne supérieure on définit
une suite d’éléments de {|f(x)| | || < 1} qui converge vers || f||. Autrement
dit, on définit une suite (x,,) a valeurs dans la boule unité telle que (| f(z,)|)
tend vers || f[|. Alors, le fait que la borne supérieure est atteinte || f|| découle
du théoreme de Bolzano—Weierstrass pour la boule unité dans (E, | |). Quitte
a considérer une suite extraite (y,) on a une suite qui converge vers ¢. Il est
facile de voire (en appliquant la continuité de la norme et 'unicité de la
limite) que

[FO1 =1

Remarque. On note le role joué par BW dans la remarque ci-dessus. Comme
on I'a déja mentionné, BW caractérise les EVN de dimension finie (voir le
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théoréeme de Riesz au chapitre 4). Si E a dimension infinie on peut facile-
ment fournir un contre-exemple. On considere E le sous-espace vectoriel de
C(]0,1],R) des fonctions nulles en zéro, muni de la norme infini. On pose

T: F— R,

f»—>/01f(t) dt.

La fonction T" est continue, on a ||T|| = 1 mais |T'(f)| < 1 sur la boule unité.

En effet, cette derniere inégalité est facile a voir. Soit € €]0, 1[. La conti-
nuité de f et la condition f(0) = 0 entraine 'existence d’un intervalle de
la forme [0,n[ pour 7 > 0 ou les valeurs de |f| sont contenus dans [0, £] sur
I'intervalle [0,7n[ et dans [0,1] ailleurs (1 est un majorant de I'image de f,
élément de la boule unité).

Quant a ||T']| = 1, nous pouvons définir une suite de fonctions (f,, € E)
de norme infini | |« inférieure a 1 telles que (T'(f,,)) est une suite de nombres
réels qui tend vers 1. Il suffit de considérer les fonctions affines par morceaux
égales a 1 sur |1/n, 1] et égales a & — na sur [0,1/n).

Lemme 2.36. Si E,F,G sont trois EVN, f € L.(E,F), g € L.(F,G) alors
go [ appartient a L.(E,G) et on a

lg o £ < IF Mgl

Démonstration. La composée d’applications continues est continue. De plus
pour tout x € F on a

lg o f(@)| < Nglllf )] < Nglllr =]

2.8 Formes linéaires

Définition. On appelle forme linéaire ¢ € L(E,R) et forme linéaire conti-
nue ¢ € L.(E,R). On appelle

E* = L(E,R) le dual algébrique

et
E'=L.(E,R) le dual topologique.
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Comme nous 'avons illustré dans la section précédente, ces deux notion
coincident lorsque F a dimension finie. Dans cette section nous fournissons
une caractérisation des formes linéaires continues (encore plus géométrique
que celle déja donnée dans la proposition 2.32).

La notion essentielle est celle de noyau d'une forme ¢, c’est a dire le
sousespace de F

ker(¢) = {z € E | ¢(x) = 0},

Définition. Un hyperplan d’un espace vectoriel E est un sous-espace vec-
toriel H tel que E s’écrit comme somme directe de H et d'un sous-espace

vectoriel de dimension 1 :
E = H ® Ra,

ou a € E\{0}.

Exercice. On rappelle la notion de partie dense. Une partie A de E est
dense losque pour tout b € E'\ H il existe une suite dans A qui converge vers
b. Démontrer qu’il est équivalent d’imposer que pour tout b comme ci-dessus
on a que AN B(b,e) # &. Démontrer qu'il est équivalent d’imposer que pour
tout b comme ci-dessus d(b, A) = 0 (on rappelle que d(b, A) = inf, d(x, a)).

Exercice. Si H est un hyperplan, pour tout b € E\H on a £ = H & Rb.

Théoreme 2.37. On a les propriétés suivantes.
i. 51 ¢: E— R est une forme linéaire non nulle, ker ¢ est un hyperplan.

1. En général, un hyperplan H d’un EVN est soit dense soit pour tout
be E\ H il existe une boule B(b,e) entierement contenue dans E\ H
(disjointe de H ).

iii. Une forme linéaire non nulle ¢ est continue si et seulement si ker(¢)
n’est pas dense ; autrement dit, si et seulement si pour tout b € E\ker ¢
il existe une boule B(b,¢) disjointe de ker ¢.

6z) | H(@)
5@ T 5

Démonstration. Si ¢(a) # 0 alors tout « € E s’écrit x = = — a
d’ou FE = ker ¢ & Ra.
Soit
H=1{be E|Ve B(be)NH # &}.

L’espace ci-dessus est un sous-espace vectoriel. I’énoncé (ii) dit que soit H =

E (densité) soit H = H. En effet admettons H # H. Alors soit a € H\ H.
Comme H est un hyperplan on a £ = H @ Ra C H d'ou H = E et H est
dense dans E.



2.8. FORMES LINEAIRES 41

Si ¢ est continue, on considere b & ker ¢. Alors soir € = |¢(b)] ; il existe 7
tel que f(B(b,n)) C|0,2¢(b)[= B(¢(b),e). Par conséquence la boule B(b,n)
est disjointe du noyau ker ¢.

Réciproquement, supposons ker ¢ non dense et différent de E. Considérons

a,z € E\ ker ¢. En écrivant © = x — zgzga—i- zgz;a =1+ %a avec 7' € ker ¢,
il vient o(2) o(2)
x x
d(z,ker ¢) < d(z,2') = |—=%a| = |[—=||al,
(r.kerd) < de!) = 15 a) = |2 o
Comme ker ¢ est fermé, on a d(x,ker ¢) > 0 d’ou
|¢(x)]
< ———al. 2.2
ol < A0 spa) 22)

qui est valable maintenant pour tout @ € E. On en déduit la continuité. [J

On donnera dans au début du prochain chapitre une reformulation de ce
théoreme : voir le théoreme 3.1.

Proposition 2.38. Pour tout x € F,

0(x)] = [lolld(z, ker ¢).

Démonstration. Grace a (2.2) on a

|6(x)|
ol < ————
d(x, ker ¢)
On en déduit que |p(x)| > |¢o||d(z, ker ¢), pour tout x € E. Pour 'autre
inégalité, on prend (z,,) dans ker ¢ telle que d(z, x,,) converge vers d(z, ker ¢).
Alors

|0(2)] = |o(z = 2a)| < [0l 2 = 2n]

et on passe a la limite. O
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Chapitre 3
Topologie générale

Dans ce chapitre on aborde une nouvelle notion, celle de partie ouverte.
On peut la voir comme une abstraction de la notion de boule ouverte, ou
on oublie I'aspect métrique et on ne retient que 1'idée d’ouvert. Cette notion
permet de parler de convergence, de continuité, de densité, et de beaucoup
de concept introduits dans des espaces métriques sans faire apparaitre la
distance. Ces définitions font alors sens dans des espaces trés généraux, pas
forcément métriques, s’ils sont munis d'une topologie, c’est a dire d’un en-
semble d’ouverts. On abordera ceci a la fin du chapitre. L’espace muni de sa
topologie est appelé espace topologique.

3.1 Owuverts

Le but de cette section est celui d’introduire la notion nécessaire a parler
de convergence sans faire appel a la notion de distance. Il s’agit de la notion
de partie ouverte.

On procede ainsi. On se situe dans le cas spécial ou on a affaire a un
espace métrique (F,d) et on précise dans ce contexte la définition de partie
ouverte. Apres quelques exemples et notions connexes, on sera en mesure,
dans la section suivante, de reformuler la notion de convergence et méme la
notion de continuité exclusivement en terme de partie ouvertes.

Sout (F,d) un espace métrique.

Définition. On dit qu'une partie A de (E,d) est ouverte (ou est un ouvert)
si pour tout a € A, il existe ¢ > 0 tel que B(a,e) C A. On dit qu’une partie
A de (E,d) est fermée (ou est un fermé) si son complémentaire dans E est
un ouvert de E. Autrement dit la partie A est fermée si pour tout a € E'\ A
il existe € > 0 tel que B(a,¢) est disjoint de A.

43
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On peut maintenant reformuler le théoreme 2.37.

Théoreme 3.1. On a les propriétés suivantes.
. S1¢: E— R est une forme linéaire non nulle, ker ¢ est un hyperplan.
1. En général, un hyperplan H d’un EVN est soit dense soit fermé.

iii. Une forme linéaire non nulle ¢ est continue si et seulement si ker(¢)
est fermé.

Exemples.

— Les ensembles @ et E sont ouverts et fermés dans (E, d).

— Dans (R, us), 'ensemble R est ouvert et fermé, ]0, 1] est ouvert mais pas
fermé, [0, 1] est fermé mais pas ouvert, [0, 1] n’est ni ouvert ni fermé.

— On considere (F,d) avec la distance discrete. Tout singleton {z} est
ouvert et fermé.

— L’ensemble {(z,y) € R? | z > 0,y > 0,y < 1/x} est ouvert dans
(R? dy). D’autre part, {(x,y) € R?* |z > 0,y > 0,yz < 1} est fermé.

Remarque. Dans (E, d), toute boule ouverte est ouverte, toute boule fermée
est fermée.
Théoréme 3.2. Dans (F,d), on a les propriétés suivantes.

1) Les parties @ et E sont ouvertes et fermées.

2) Une union quelconque d’ouverts est ouverte.

3) Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

4) Une union finie de fermés est fermée.

5) Une intersection quelconque de fermés est fermée.
Démonstration. La propriété (1) est évidente.

On démontre (2). Soit I un ensemble quelconque. A tout ¢ € I on associe
un ouvert A;. Or soit a € U;crA;. 1l existe au moins un indice 7 tel que a

appartient a A;. Ainsi, il existe B(a,¢) contenu dans A; et donc dans A qui
inclut A;.

Soit A l'intersection des ouverts Ay, ..., A,. Pour tout a € Aon aa € A;
pour i = 1,...,n. Or il existe 1,.. ., &, satisfaisants B(a,¢;) C A; pour tout
1=1,...,n. Il est clair que € = min; ; est un réel strictement positif et que

B(a,¢) est inclus dans A.
Clairement (4) et (5) se démontrent par passage au complémentaire. []

Contre-exemple. On a N ,]0,14+1/n[=]0,1] et U2, = [0,1—1/n] = [0, 1].
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Corollaire 3.3. Les ouverts de (E,d) sont les réunions de boules ouvertes.

Proposition 3.4. Soit (E1,dy), (Eq,ds) deuz espaces métriques et A; une
partie de F;, i = 1,2. Alors si A;,i = 1,2 est ouvert (resp. fermé) dans
(E;,d;), Ay x Ag est ouvert (resp. fermé) dans Ey X Es.

Remarque. Un ouvert de E n’est pas forcément un produit d’ouverts.

Proposition 3.5. Soit A une partie non vide de E, d4 la distance induite.
Soit U une partie de A. Alors on a les caractérisations suivantes.
1) L’ensemble U est un ouvert de (A,d4) si et seulement si il existe un
ouvert O de E tel que U = AN O.
2) L’ensemble U est un fermé de (A,ds) si et seulement si il existe un
fermé F de E tel que U = AN F.

Démonstration. On écrit les ouverts comme union de boules ouvertes, et pour
(2) on passe au complémentaire. Les ouverts et les fermés de A sont donc les
traces sur A des ouverts et des fermés de F. ]

Exemple. On considere A = [0, 1[C (R, us). Alors, [0, 1] est ouvert et fermé
dans A, [0,1/2] est ouvert, [1/2, 1] est fermé.

Exercice. Soit A =]0,5] U {6} C R. Déterminer pour chacune des parties
suivantes si elle ouverte, fermée dans (A,d4) : 10, 1[, {6}, ]1,4], ]2, 5], ]0,2].

Remarque. Si A est ouvert dans E, alors O C A est ouvert dans A si et
seulement si il est ouvert dans E. De méme, si A est fermé dans E, FF C A
est fermé dans A si et seulement si il est fermé dans F.

Définition (voisinage). Soit @ € E et V une partie de E contenant a. On
dit que V est un woisinage de a s'il existe € > 0 tel que B(a,e) C V.

Exemple. L’intervalle [0, 1] est un voisinage de 1/2 dans (R, us).

Définition (voisinage, deuxieme définition équivalente). L’ensemble V' est
un voisinage de a si et seulement si il existe un ouvert O de (F,d) tel que
acOCV.

Remarque. Une partie A de E est ouverte si et seulement si elle est un
voisinage de chacun de ses points.
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3.2 Convergence et continuité en termes d’ou-
verts

Nous sommes maintenant en mesure de fournir des définitions des notions
de convergence et de continuité en termes d’ouverts.

Théoréme 3.6. Soit (x,) une suite de (F,d). Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1) La suite (x,) converge vers a € E.

2) Pour tout voisinage V' de a, x, € V' pour tout n assez grand.

3) Pour tout ouvert O contenant a, x, € O pour tout n assez grand.

Démonstration. On peut montrer (1) = (2) et on le reste en exercice. La
condition (1) signifie que pour toute boule B(a,e) pour n assez grand x,
appartient a B(a,¢). En particulier, comme V' est un voisinage de a, on peut
choisir une boule B(a,¢) contenue en V. Pour n assez grand x,, appartient a
la boule et donc a V.

Réciproquement, on admet que, quelque soit V', pour n assez grand z,
est dans V. On peut appliquer cette condition a V' = B(a, ¢). On obtient que
x, appartient a B(a,¢) pour n assez grand ; c.-a~d. (z,,) converge vers a. [

Théoréeme 3.7. Soit f: (E,d) — (F,J). Les assertions suivantes sont équivalentes.

1) La fonction f est continue sur F.
2) Pour tout ouvert O de F, f~*(O) est un ouvert de E.

3) Pour tout a et pour tout voisinage V de f(a), f~1(V) est un voisinage
de a.

4) Pour tout fermé U de F, f~Y(U) est un fermé de E.

Démonstration. Un ouvert étant le voisinage de tous ses points on voit fa-
cilement ! ’équivalence entre (2) et (3). D’autre part (4) est équivaut a (2)
par passage au complémentaire. On se concentre donc sur la preuve de (1)
= (3). Plus précisément on montre le lemme suivant.

Lemme 3.8. La fonction f est continue en a € E si et seulement si pour
tout voisinage V de f(a) Uimage réciproque f~1(V) est un voisinage de a.

Démonstration. On admet la continuité en a et on considere un voisinage V'
de f(a), c.-a-d. un ensemble contenant B(f(a),¢) pour un nombre réel € > 0
convenablement choisi. Or, grace a la continuité de f en a, il existe n > 0 tel

1. Exercice, ol bien voir la séance de mercredi 5/10.
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que f(B(a,n)) C B(f(a),e); autrement dit, on a B(a,n) C f~(B(f(a),¢)).
En particulier on a B(a,n) C f~'V.

Réciproquement on admet que f~'V est un voisinage de a pour tout V
voisinage de f(a). On applique cette condition & B(f(a),&) pour un nombre
réel € convenablement choisi. On obtient que f~'B(f(a),e) contient une
boule centré en a : il existe n > 0 tel que B(a,n) C f~'B(f(a),e). On a
donc f(B(a,n)) C B(f(a),e). O

Comme on l'a déja illustré, ’énoncé du théoreme suit facilement. O

Remarque. On ne peut rien dire de I'image d’un ouvert. Exemple : la fonc-
tion f(z) = ﬁ sur R ou f(R) =]0, 1] n’est ni ouvert ni fermé.

Exercice. Soit A une partie de R et f: A — R, croissante. Si f(A) est
ouvert, f est continue.

Corollaire 3.9. Soit d,d" deux distances sur E. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

1) Les distances d et d' sont topologiquement équivalentes.
2) Les espaces métriques (E,d) et (E,d’) ont les mémes ouverts.

3) Les espaces métriques (E,d) et (E,d') ont les mémes fermés.

Par conséquence, dans R", pour montrer qu’une partie est ouverte di,ds
ou d,, on peut utiliser n’importe laquelle des 3 distances.

Le fait que I'image réciproque d’un ouvert par une application continue
soit ouverte donne un moyen efficace de montrer qu’une partie est ouverte.

Exemples.

— Considérer encore les parties {(z,y) € R? | z > 0,y > 0,y < 1/} et
{(z,y) eR?* |2 >0,y > 0,2y < 1}.

— L’ensemble GL,(R) des matrices inversibles de M, (R) est ouvert, et
I'ensemble S L, (R) des matrices de déterminant £1 est fermé. On utilise
la continuité de ’application déterminant.

— Dans £ = C([0,1],R) muni de | |, 4= {f € E|f(0) > 1} est ouvert
et B={f € E| f(0) > 1} est fermé : on utilise la continuité de
I'evaluation ¢y : £ — R.

— Soit f,g: (E,d) — (F,d) continues, {x € E | f(z) = g(z)} est fermé
avec la continuité de z — 6(f(x), g(x)).
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— Soit f: (E,d) — (F,§), on appelle graphe de f ’ensemble
Gy ={(z,f(x)) |z € E} CEXF.

Si f est continue alors Gy fermé dans E'x F' muni de la distance produit.
Que dire de 'implication dans le sens opposé ?

Remarque. On rappelle que si f est une fonction (E,d) — (F,0) et A une
partie de F, la continuité de fi4: (A,da) — (F, ) ne dit rien sur celle de f
sur A. Par contraste, si A est ouvert on a le résultat suivant.

Proposition 3.10. Si A est ouvert et fia: (A,da) — (F,6) est continue,
alors f: (E,d) — (F,0) est continue sur A.

Démonstration. Une preuve métrique : pour z € A et € > 0, il existe n > 0
tel que f(Ba,(x,n)) C Bs(f(z),e). Comme A est ouvert By(z,n) C Asin
est assez petit et alors By, (x,n) = Ba(x,n). O

Théoréme 3.11 (recollement d’applications continues). Soient (E, d), (F,0)
deux espaces métriques, E = |J,.; U;. Soient f;: (U, dy,) — (F, ) continues,
telles que filUmUj = fJ\UmUj' Alors il existe une unique application f: E — F
telle que fiy, = fi. On a les implications suivantes.
i. Si tous les U; sont ouwverts, alors f: (E,d) — (F,0) est continue.
ii. Si I est fini et tous les U; sont fermés, alors f: (E,d) — (F,0) est
continue.

Démonstration. L’existence de f est claire et la continuité dans (7) résulte de
la, proposition 3.10. Pour (i) on montre que I'image réciproque d’un fermé
A de F est fermé dans F en écrivant

FHA) = F7HA) N (UierUi) = Uier(fH(A) N ;) = User fi ' (A).

Puisque f;*(A) est fermé dans A et A est fermé dans E, f; ' (A) est fermé
dans E. Alors f71(A) est fermé dans F comme union finie de fermés. O

3.3 Intérieur, adhérence, frontiere

Soit (E, d) un espace métrique. Soit A une partie de E. On définit 'intérieur
A, I'adhérence A, et la frontiere 9A de A.

IZ:{er|E|5>O,B(x,5)CA}:{xEE|EIOouvert,xEOCA}
A={z€E|V¥e>0,B(x,e)NA# @} ={x € E|YO > xouvert, ONA+# @}
0A=A\A

L’intérieur est ’ensemble des x tels que A est un voisinage de x.
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Exercice. Déterminer 'intérieur de [0, 1], Q, R\Q.

Proposition 3.12. On a

(e}
A= | o
O ouvert CA

Ainsi A est le plus grand ouvert contenu dans A, c’est-a-dire que A C A est

ouvert et s1 O C A est ouvert alors O C A.

On a
A= (] F

F fermé DA

Ainsi A est le plus petit fermé contenant A, c’est a dire que A C A qui est
fermé et si A C F un fermé alors A C F.

Remarque. On a E\A = E\A et E\:Zl = E\A.

Proposition 3.13. On a z € A si et seulement si il existe une suite (z,,) de
A qui converge vers x.

Démonstration. Si z € A alors chaque boule B(z,1/n) contient un élément
de A. Appellons le x,,. On obtient la suite convergent souhaitée. Reciproque-
ment montrons que si O est un ouvert qui contient x alors O intersecte A.
On considere x,, qui converge vers x. Grace a la caractérisation de la conver-
gence en termes d’ouverts O contient au moins un terme de la suite et donc
O intersecte A. n

On deduit facilement de la proposition précédente deux corollaires.
Corollaire 3.14 (caractérisation séquentielle des fermés). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

i. La partie A est fermée.

i. Ona A=A,

iii. Pour toute suite (x,) de A convergeant vers x € E, x € A.

Corollaire 3.15 (caractérisation des parties denses). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

1. L’ensemble A est dense dans E.
ii. Ona A=E.
iii. On a E\A = @.
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w. L’ensemble A rencontre tout ouvert de E.

Proposition 3.16. Soient A et B deux parties de E. Alors on a les propriétés
sutvantes.

(i) Si A est inclus dans B, alors A est inclus dans B et A est inclus dans
B,

(1) Ona ANB=ANB et ANB C AN B,
(iii) On a AUB =AUB et;lUéCALOJB,
(Z’U) SZAzCEZ, GZOT’SA1>O<A2:2{1X1402 6tA1XA2:A_1XA_2.

Démonstration. Exercice. Trouver aussi des contre-exemples qui montrent
que les inclusion ci-dessus sont strictes. Dans le cours 'exemple A =0, 1] et
B =]1,2[ a été proposé. ]

Proposition 3.17. On a

o

B(x,r) C é(:v,r) et B(x,r) C B(x,r),

avec égalité dans un EVN.

Démonstration. Les inclusions sont triviales puisque la boule ouverte est ou-
verte et la boule fermée est fermée. O

Remarque. Les boules de rayon 1 pour la distance discrete contredisent
I’égalité.
Théoréme 3.18. Soit (x,) une suite de E et A l’ensemble des ses valeurs

d’adhérence. Alors
A= ﬂ {zy | k > n}

neN
En particulier, A est fermé.

Démonstration. On a
r€N<Ve>0,{neN]|zx, € B(z,e)} est infini
Ve >0,Vne N {z | k >n}NB(x,e) # 2
<= VneN,Ve>0,{zx | k>n}NB(x,e) #2
@Vn,xem
o mlrza

neN
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Exercice. Considérer le cas x, = n.

On voit aussi une caractérisation des éléments de 'interieur et de ’adhérence
en terme de distances. On rappelle que pour toute partie non vide on peut
definir la fonction sur £ donnée par

d(z, 4) = inf d(a.y)

I1 est facile de voire que cette fonction est continue. Pour le montrer on peut
utiliser la propriété suivante : pour tout z,y € F, on a |d(x, A) — d(y, A)| <
d(z,y).

Théoréme 3.19. On a v € A si et seulement si d(z, A) = 0.
Si A est différent de E, alors x € A si et seulement si d(zx, E\A) > 0.

Corollaire 3.20 (séparation des fermés). Soient A,B deux parties non vides,
fermées, disjointes de (E,d). Alors on a les propriétés suivantes.

1. 1l existe une application continue f: E — R telle que f =1 sur A et
f=0 sur B.

it. Il existe deuzx ouverts disjoints O et O tel que A C O et B C O'.
d(z,B)

d(z,A)+d(x,B)

suit facilement de la continuité de la fonction = +— d(z, A). Il est crucial de

voir que le dénominateur ne s’annule pas : pour cela les hypotheses é,B

fermés et disjoints sont fondamentales. En effet si o & B alors x € E\ B =

Démonstration. On prend f(z) = . La continuité de la fonction

E '\ B. On peu appliquer le critere ci-dessus et conclure d(z, B) > 0. D’autre
part pour x € B on peut déduire x € A et procéder de la méme facon.
On conclut en posant O = f~1(B(0,1/2)) et O’ = f~1(B(1,1/2)). O

Théoréme 3.21. Soit (F,| |) un EVN de dimension finie et A une partie
fermée de F. Soit x € F. Alors il existe a € A tel que d(x,a) = d(x, A).

Démonstration. On considere une suite (a,) de A s’approchant de l'infimum
donc restant a distance bornée de x. On applique BW (cor 2.31) et la limite
a € A car A est fermé. O

Contre-exemple. On considére 'EVN de dimension infinie £ = Cy(R, R),
c.-a-d. I’ensemble des fonctions réelles continues bornées de R dans R muni
de la norme uniforme (C(R, R) est un espace vectoriel). On prend des f,, € £
affine par morceaux, nulle sur (—oo,n —1/2]U[n+1/2,400), valant 1+1/n
en n. Alors F' = {f,, | n € N} est fermé (avec la caractérisation séquentielle
des fermés et le fait que | f, — fi| > 1 sin # m). Si f € E est la fonction
nulle, d(f, F') = 1 mais d(f, f,) > 1 pour tout n.
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Remarque. Si un point y € A réalise la distance d(z, A), il n’y a pas
forcément unicité. Exemple : le centre d’une sphere de rayon 1 dans (R?, d5).

On conclut cette section par la notion de r-voisinage d’une partie A :
A, ={zeFE|dxz A <r}

C’est un ouvert, image réciproque de | — 0o, r[ par x — d(x, A). De plus on
a A, = UgeaB(a,r).

Proposition 3.22.
1) Tout fermé de (E,d) est intersection dénombrable d’ouverts.
2) Tout ouvert est union dénombrable de fermés.

Démonstration. On utilise F' = NMyen+F1/, et un passage au complémentaire.

[]

3.4 Topologie générale

Dans cette section on va voir comment faire de la topologie, c’est-a-dire
parler de convergence, de densité ou de continuité, sans utiliser de distance.
Les motivations sont :

— simplicité, efficacité,

— necessité (par exemple pour la topologie quotient),

— élegance.

Se donner une topologie sur un ensemble X consiste a choisir un ensemble
de parties de X qui vérifie certains axiomes. Ces parties sont alors appelées
ouverts de la topologie. On verra comment les résultats vus pour des espaces
métriques s’étendent dans ce cadre plus général. Les espaces topologiques
seront utilisés dans le cours de théorie de la mesure en particulier.

3.4.1 Topologie, espace topologique.
Soit X un ensemble, P(X) I'ensemble des parties de X.

Définition. On dit que O C P(X) est une topologie sur X si les trois axiomes
suivants sont satisfaits.

(1) Ona@eOet X € O.

(2) Une union quelconque d’éléments de O est un élément de O.
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(3) Une intersection finie d’éléments de O est un élément de O.

Autrement dit, O doit étre stable par union quelconque et par intersection
finie. On appelle ouverts les éléments de O et (X, Q) est appelé un espace
topologique.

Exemple.

i. Si (E,d) est un espace métrique, O = {O ouverts de (F,d)} est une
topologie (d’ou le titre du cours!), Soit (X, @) un espace topologique.
On dit que (X, Q) est métrisable s’il existe une distance sur X ayant
O comme ouverts.

ii. Latopologie grossiére est donné par O = {@, X} (elle n’est pas métrisable).

iii. La topologie discrete est donné par O = P(X). C'est celle induite par
la distance discrete.

iv. Soit X = {a,b,c}, ensemble O = {@, X, {a}, {b}, {a,b}} est une to-
pologie sur X (non métrisable). D’autre part {&, X, {a}, {c}, {a,b}} et
{2, X,{a,c},{a,b}} ne le sont pas.

v. Exercice : la partie O C P(R) constituée de @,R et tous les intervalles
la, +oo[, pour a € R, est une topologie sur R.

On verra d’ici peu des exemples plus motivants.

Proposition 3.23. Soit B C P(X) un ensemble de parties de X contenant
X et stable par intersection finie. Alors on a les propriétés suivantes.

i. L’ensemble O des réunions d’éléménts de B est une topologie sur X.

1. Pour qu’une partie A de X soit un élément de O, il faut et il suffit que

Vee A, dJBe B, x € BCA.

Démonstration. X € O, @ € O. Une réunion de réunions d’éléments de B
est une réunion d’éléménts de B. Soit O = Ui B; et O' = Uje B, ot les B;
et les B’ sont dans B. Alors

ono'= |J BinB,

(i,9)eIxJ

est une réunion d’éléments de B.

Soit A € O, x € A. A est réunion d’éléménts de B et I'un deux contient x.
Réciproquement, si tout z € A, il existe B, € B tel que x € B, C A, on a
A =UzeuB, € O. ]
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Définition. Une telle partie B C P(X) est appelée une base d’ouverts (ou
base de la topologie).

Définition.

— On appelle fermés de (X,0) les complémentaires des ouverts. Les
fermés sont stables par intersection quelconque et par union finie.

— On dit que V C X est un voisinage de a € X s’il existe un ouvert O
tel que a € O C V. Comme la notion de voisinage est moins restrictive
de celle d’ouvert, on utilise souvent des bases de voisinages. On dit
qu'une partie V, C P(X) de voisinages de x € X est une base de
voisinages de x € X si pour tout voisinage V de x il existe W € V), tel
que z € W C V. On note qu'une base d’ouverts B de la topologie O
a la propriété d’etre une base de voisinages de tout point de ’espace
topologique.

Exemple. On condidere (E,O), un espace topologique métrisable associé
a l'espace métrique (E,d). Les boules forment une base de voisinages pour
tout points de E.

Définition. Soit A une partie de lespace topologique (£, Q). La famille
O4 = {BUU | U € O} est une topologie pour A. Ainsi (A, O4) est un
espace topologique.

On regarde souvent une partie comme un espace topologique avec la to-
pologie induite O 4. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité on ne mentionne pas la
topologie induite.

3.4.2 Suites, adhérences, continuité

Définition. On dit qu’une suite (z,,) de (X, O) converge vers x € X si pour
tout voisinage V' de x, z, € V pour tout n assez grand.

Remarque. La limite n’est pas forcément unique !

Exemple. £ = {a,b,c,d}, O = {2, X, {a}, {b}, {a,b}} et z,, = csin est pair
et d sinon. Encore plus brutal, pour la topologie grossiere sur X quelconque,
toute suite converge vers tout élément.

Définition. On dit que la topologie O est séparée si pour tout = # 2’ € X
il existe deux ouverts disjoints O et O’ tels que x € O et 2’ € O'.

Fait 3.24. Dans un espace topologique séparé, la limite d’une suite conver-
gente est unique.
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Démonstration. Si x # z' sont limites d’une suite (x,,) on prend O et O’ des
ouverts séparant x de 2’ et ng € N assez grand pour que x,, € O sin > ng et

x, € 0. O

Remarque. Un espace métrique est toujours séparé : on sépare x de x’ avec
les boules de rayon d(x,z’)/2. Le fait d’étre non séparé est donc un critere
pour détecter la non métrisabilité.

Définition. L’intérieur de A C (X, O) est 'ensemble

A={reA|30c0,0e0C A)

C’est I’ensemble des points de A dont A est un voisinage. On peut remplacer
ouvert par voisinage dans la définition.

Définition. L’adhérence de A C X est ’ensemble
A={z € X |VV voisinage de z, ANV # &}

Fait 3.25. On a encore
i X\A=X\AetX\A=X\A

o —
1. A est ouvert, A est fermé.

i, Si une suite (a,) de A converge vers x € X alors v € A.

Remarque. La caractérisation séquentielle de I’adhérence n’est pas forcément
vraie.

Lemme 3.26. Si x € A et si x admet une base dénombrable de voisinages,
alors il existe une suite de A convergeant vers x.

Démonstration. Soit x € A et V, = {V,, | n € N} une base dénombrable.
Posons W, = Vo NnViN---V, pour tout n € N. Puisque c’est un voisinage
de z, W, N A # @ implique l'existence de z,, € W,, N A. Montrons que (z,,)
converge vers z. Soit V' un voisinage de z. Il existe V,,, € V, tel que V,,, C V.
Alors pour tout n > ng, x, € W,, C V,,, C V. O

Remarque. Un espace métrique admet une base dénombrable de voisinages
en tout point z : les boules B(z, 1/n).

Définition. On dit que f: (X,0) — (Y, O’) est continue en x € X si pour
tout voisinage V de f(z), f~'(V) est un voisinage de z. Elle est continue sur
X si elle est continue en tout point.
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Remarque. La continuité uniforme et la notion d’application lipschitzienne
n’ont pas de sens en général.
Remarque. Les assertions suivantes sont équivalentes.
i. La fonction f est continue sur X.
ii. L’image réciproque via f de tout ouvert est ouverte.
iii. L’image réciproque via f de tout fermé est fermée.

Fait 3.27. Si (x,) converge vers x € X alors (f(x,)) converge vers f(x)
mazis le critére sequentiel de continuité n’est plus vras.

Démonstration. Exercice. OJ

On ne peut pas caractériser la continuité par des suites lorsqu’il y a trop
de voisinages.

Lemme 3.28. St O admet une base dénombrable de voisinages en x, alors
le critére séquentiel de continuité est vrai en x.

Démonstration. Supposons que f ne soit pas continue en x. Alors il existe un
voisinage V de f(z) tel que f~1(V) n’est pas un voisinage de z, ¢’est-a-dire
que x n’est pas intérieur & f~1(V). Il est donc adhérent & son complémentaire,
X\ fAYV) = f7YY \ V). Par la caractérisation séquentielle, il existe une
suite z,, de f71(Y \ V) convergeant vers x. Cette suite satisfait la condition
f(z,) ¢ V, donc elle ne converge pas vers f(z). O

3.4.3 Topologie quotient

On va voir dans cette section une construction ot la notion de topologie
est incontournable.

Soit (X, Q) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X
(on peut prendre (E,d) pour simplifier). On souhaite définir une topologie
O sur 'espace quotient X/R. La topologie de X/R est caractérisée par les
propriétés suivantes. Tout d’abord, ’application quotient

p: X — X/R
=T

est continue. Ensuite on considere une application f de X dans un espace
topologique Y telle que f(x) = f(z') si zRa’. Dans ce cas f “passe au
quotient” ; c.-a~d. il existe une application

f: X/R—Y,
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dite application induite, telle que f = f op. On construit la topologie quo-
tient de X /R en telle sorte que f est continue si f est continue.

Définition. On appelle topologie quotient sur X /R ’ensemble des parties O
de X/R telles que p~*(O) soit un ouvert de X.

Lemme 3.29. La topologie quotient est une topologie. L’application p est
continue. Lorsque f: X — Y est continue et passe au quotient

f: X/R =Y,
Uapplication induite f est continue.

Démonstration. Notons O la topologie quotient, c’est-a-dire
O={0c X/R|p'0)ec O}

Comme p~H (@) =@ € Oet pH(X/R) = X € O, & et X/R sont dans O.
Soit (O;);er une famille d’ ouverts de X/R. Alors

(| Jon =UUr (o))

icl el

est une réunion d’ouverts de X donc est ouvert dans X. Donc O est stable
par union quelconque. Soit O, Oy € O. Alors

p (01N 0y) =p ' (O1) Np H(Os)

est une intersection finie d’ouverts de X donc est ouvert dans X. On en

déduit que O est stable par intersection finie.

L’application quotient est continue puisque pour tout ouvert O € O , p~1(0)

est ouvert dans X. Enfin, si f: X — Y est continue et passe au quotient

(rRy implique f(z) = f(y)) soit O un ouvert de Y. Comme fop = f,

p 1 (f7H0)) = f~YO) est ouvert dans X donc f~1(O) est ouvert dans X/R.
O

L’argumentation ci-dessus prouve seulement qu’il est facile de définir une
topologie sur un espace quotient, en ayant recours aux espaces topologiques.
Plus facile en tout cas que de faire passer au quotient une distance. En fait,
dans certains cas c’est la seule solution.

Assertion. Si X = (E,d) est un espace métrique muni d’une relation
d’équivalence R pour laquelle une classe est dense dans E, alors la topologie
quotient sur X /R n’est pas séparée (si X/R n'est pas réduit a un point).
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Démonstration. En effet, supposons que X soit un espace métrique (FE,d)
tel que pour tout x € E, T soit dense dans E ( par exemple X/R = R/Q).
Supposons aussi que X /R ne soit pas réduit a un élément. Prenons =,y € F
tel que T # y € X/R et T est dense dans E. Par densité il existe z,, € T
convergeant vers y dans (F,d). Par continuité de application quotient, z =
p(z,) converge vers p(y) = y. Si la topologie du quotient était séparée, on
déduirait de 'unicité de la limite que = ¥, ce qui contredit notre choix
initial. O

Remarque. Dans ce cas la topologie quotient n’est pas métrisable. La preuve
ci-dessus fonctionne en fait pour n’importe quelle topologie sur le quotient
rendant ’application quotient continue. Il n’existe pas de topologie “raison-
nable” sur X/R dans le cadre des espaces métriques. Il est donc nécessaire
de travailler avec des espaces topologiques.

3.5 Connexité

Définition. Un espace topologique (X, O) est conneze si il n'admet pas de
partition en deux ouverts. Autrement dit on ne peut pas 1’écrire £ = O, UQO,
ou 01, Oy C E sont non vides, disjoints et ouverts.

Précision : une partition d’'un ensemble E est une famille de parties non
vides de F, disjointes deux a deux, et dont la réunion est E. Par exemple si
A C E est non vide et différent de E, {A, E\ A} est une partition de E.

Définition. Une partie A de (E, Q) est connexe si A muni de la topologie
induite constitue un espace topologique connexe.

Exemples.

0) & est connexe.

1) Dans (F,d), tout singleton est connexe. Si a # b € E, {a} U {b} n’est
pas connexe.

2) Dans (R, us), A =10,1] U [2, 3] n’est pas connexe.

3) Q n’est pas connexe avec Q = (] — 00, v2[NQ) U (]v/2, +00[NQ.

Théoréeme 3.30. Soit (E,O) un espace topologique. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. L’ensemble E est connezxe.
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1. Il n’existe pas de partition de E en deux fermés.
1. Les seules parties ouvertes et fermées de E sont & et E.
w. Toute f: (E,0) — ({0,1},us) continue est constante.

Démonstration.

(¢) = (¢i). Une partition en deux ouverts est une partition en deux fermés.

(i1) = (ii7). Si A C E est ouverte et fermée, et différente de @, E, alors
A, FE\ A forme une partition en deux ouverts de E.

(ii1) = (iv) Soit f: E — {0,1} continue. Alors f~({0}) est ouvert est
fermé.

non (¢) = non (iv). Soient 01,05 deux ouverts de E formant une par-
tition. On définit f de E dans {0,1} en posant f(O;) = 0 et f(O,) = 1.
L’application f est continue par le théoreme de recollement. ]

Remarque. La caractérisation (iii) peut servir pour montrer qu’une certaine
propriété P(x) est vraie pour tout x € F connexe : on montre que ’ensemble
{z € E| P(z)} est ouvert, fermé et non vide.

Théoréme 3.31. Dans (R, us), les parties connezes sont les intervalles.

Démonstration. Si A est un connexe non vide, soit < y € A. Supposons
qu'il existe x < z <y, z ¢ A. Alors | — 00, z[NA et |z, +00[NA réalisent une
partition de A en deux ouverts, ce qui contredit I’hypothese.

Réciproquement, soit I un intervalle et f: I — {0, 1} continue. S’il existe
x <y €1 tel que f(z) # f(y), quitte a remplacer f par 1 — f on peut
supposer que f(z) = 0. Soit

A={t e,y f(s) =0Vs € [x,t]}

Cet ensemble est non vide car contient x, majoré par y donc admet un borne
supérieure a. Comme o € A et f est continue, on a f(a) = 0. La continuité
de f implique que f~1({0}) est un ouvert de I. Comme « < y, on en déduit
qu’il existe o > 0 tel que o+ o0 <y et f =0 sur [o,a + o], ce qui contredit
la définition de a. [

Proposition 3.32. On considére deuzx espaces métriques E; et Eo et leur
produit By X Fy. Le produit Ey x E5 est connexe si et seulement si Ey et Fo
sont connexes.

Démonstration. Supposons E; x Fy connexe et soit f: E; — {0, 1} continue.
La projection p;: Ey X Ey — Ej étant continue, on a fop;: Ey X Ey — {0, 1}
constante d’ou f(F7) est une constante. Réciproquement, supposons F; et
E5 connexes et soit f: Ey x Ey — {0,1} continue. Pour chaque x5 € Es,
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lapplication partielle sur Ey, z — f(z,x9) est continue donc constante. De
meéme, y — f(x1,y) est constante sur Ey, pour tout z; € E;. Clairement, s’il
existe (a,b) tel que f(a,b) = 0 alors f(x1,2z2) = f(x1,b) = f(a,b) = 0 pour

tout (zq,x2) € Fy X Es. O
Proposition 3.33. Soit (A;)ier une collection de parties connezes de F,
alors

ﬂAi + g = UA,- est connezxe.

iel iel
Démonstration. Avec f a valeurs dans {0, 1}. O

Proposition 3.34. Si (A,)nen est une collection de parties connexes de E
telles que pour tout n, A, N A, # @ alors |, oy An est connere.

Démonstration. L’énoncé suit du lemme suivant qu’on montre aisément par
recurrence.

Lemme 3.35. Si (A4;)i=1,..n est une collection finie de parties connezes de
E telles que pour touti € {1,...,n—1}, A;NA;11 # @ alors Ui:l,...,n A; est
connezxe. ]

]

Remarque. Une intersection d’ensembles connexes n’est pas nécessairement
connexe.

Question. En fait, méme une intersection décroissante de connexes n’est pas
connexe en général. Donner un exemple.

3.5.1 Connexité et continuité.

Théoreme 3.36. L image continue d’un connexe est conneze.

Démonstration. Soit f: E — F continue, F connexe. Soit g : f(F) — {0,1}
continue. Alors g o f est continue de F dans {0, 1} donc constante. Alors g
est constante sur tout f(E) . O

Corollaire 3.37. Soit f: E — F un homéomorphisme. Alors E est connexe
si et seulement si F' est conneze.

Ce résultat a plusieurs applications.

Théoréme 3.38.

i. Le cercle St est connexe.
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ii. Le cercle St n’est homéomorphe a aucune partie de R.

1. Pour n > 2, R™ n’est pas homéomorphe a R.

Démonstration. 1) C’est I'image de [0,27] par l'application continue t
(cos(t),sin(t)) de R dans R2.

2) Sinon S! est homéomorphe & un intervalle 7, non réduit & un point. Soit
f:S' — I un homéomorphisme, y € I, z € S* tel que f(x) = y. La
restriction de f & S'\ {z} est un homéomorphisme sur 7\ {y}. Or S\ {z}
est connexe comme image continue de ]6,60 + 27|, avec (cos(),sin(d)) = =z,
alors que I\ {y} n’est pas connexe.

3) Sinon la restriction de f & S' C R? est un homéomorphisme sur une partie
de R. [

Théoréme 3.39 (théoreme des valeurs intermédiaires). Soit E conneze et
f: E— R continue. Si x ety sont deux points de f(F) avec x <y, alors

[z,y] € f(E).

Démonstration.

Exercice. O]

Proposition 3.40. Si E est connezxe et f: E — F' est continue alors Gr(f) =
{(z, f(x)) | x € E} est une partie connexe de E X F muni de la distance pro-
dust.

Démonstration. On écrit Gr(f) = F(E) avec F' : E — E x F, F(z) =
(z, f()). M

Proposition 3.41. Toute partie convexe d’un EVN est conneze.

Démonstration. Soit C' une partie connexe. Soit f: C' — {0,1} continue et
x,y € C. La courbe 7 : t — x4+ t(y — x) est continue de [0, 1] dans [z,y] C C
est connexe. Alors f o~ est constante car continue de [0, 1] dans {0,1} d’ou

f(@) = f(y). .

Remarque. En particulier tout EVN est connexe.

On voit un lemme d’abord.

Lemme 3.42. 5i A est une partie connexe d’un espace métrique (E,d) et
A C B C A, alors B est connexe. En particulier A est connexe.

Démonstration. On prend f: B — {0,1} continue. O

Comme application du lemme, {(z,sin(1/x)) |  €]0,1/7|} est connexe.
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Théoreme 3.43 (Darboux). Si I est un intervalle ouvert et f: I — R est
dérivable, alors f'(I) est un intervalle.

Démonstration. On pose A = {(z,y) € I x I | x < y}. Alors A C R? est

convexe donc connexe. L’application g(z,y) = % est continue sur A,

et g(A) C f/(I) C g(A). =

3.5.2 Connexité par arc

Définition. Soit (F,O) un espace topologique, x,y € E. On appelle arc
ou chemin une application continue v : [0,1] — E telle que y(0) = z et

(1) =y.

Remarque. Pour z,y € E, (xRy si et seulement si il existe un arc de z a
y) définit une relation d’équivalence. Si 7 est un arc de z a y et § un arc
de y a z, j'ai donné comme arc de x a z, a(t) = v(2t) si t € [0,1/2] et
alt) =02t —1/2))sit e [1/2,1].

Définition. L’espace topologique (F, Q) est connexe par arcs si pour tout
x,y € F, il existe un arc de x a y.

Exemple. Les convexes. La partie R™ \ {0} de R pour n > 2. Les boules
d'un EVN.

Proposition 3.44. Soit f: (E,d) — (F,0) continue. Si E est conneze par
arcs, alors f(FE) est connexe par arcs.

On a les mémes opérations sur que sur les connexes. On ne le démontre
pas ici, elles peuvent étre considérés comme un exercice.

Proposition 3.45. Soit (A;)ie; une collection de parties connexes par arcs
de E, alors

ﬂ A #+90 = U A; est connexe par arcs.

el i€l

Proposition 3.46. Si (A, )en est une collection de parties connexes par arcs
de E telles que pour tout n, A, N A1 # & alors |, . An est connexe par
arcs.

neN

Théoréeme 3.47. Si (E, Q) est connexe par arcs, alors il est conneze.
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Démonstration. On raisonne avec une fonction E—{0,1} et on démontre
que f(x) = f(y) pour tout x et y dans FE. Comme il existe v: [0, 1] > FE avec
7(0) = x et v(1) = y on conclut en considérant f o~ qui est continue et donc
constante. ]

La réciproque est fausse : 'exemple classique est I’adhérence du graphe
de sin(1/x). On en fournira une preuve dans le chapitre 5.

Théoreme 3.48. Dans une EVN quelconque, un ouvert est connexe si et
seulement st il est connexe par arcs.

Démonstration. Soit O un ouvert connexe et x € O. On pose
C' ={y € O] il existe un arc de O de x a y}.

Cet ensemble est non vide. Il est ouvert : soit y € O, soit € > 0 tel que
B(y,e) C O, tout point de la boule est relié au centre y par le segment, et
donc a x dans O. La boule est donc incluse dans C'. L’ensemble C' est fermé :
soit (x,) une suite de C' convergeant vers y € O. On considere B(y,¢) C O.
Pour n assez grand z,, € B(y, €) est relié a y par le segment, et donc a x dans
0. ]

Proposition 3.49. St A C R" est dénombrable, n > 2, alors R"\ A est
connexe par arcs.

Démonstration. On se ramene au cas de R?. Soient z,y € R?\ A. L’ensemble
D, des droites passant par x est non dénombrable car en bijection avec
I'intervalle [0, 7[. II contient donc une droite D, disjointe de A. En effet,
I’application de A dans D, qui envoie a sur 'unique droite passant par x
et a n’est pas surjective puisque A est dénombrable et D, non. De méme,
I’ensemble D,, des droites passant par y, privé de la parallele a D,, est non
dénombrable, et contient D, disjointe de A. Soit z = D, N D,.. Alors [zz] et
[zy] sont des arcs de R?\ A joignant x, z et . O

3.5.3 Composantes connexes

Soit E un ensemble et O une topologie.

Lemme 3.50. Pour x,y € E, (xRy si et seulement si il existe une partie C
de E conneze contenant x et y) définit une relation d’équivalence.

Démonstration. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Si xRy et yRz,
soit A une partie connexe contenant x et y, soit B une partie connexe conte-
nant y et z. Comme AN B # @, la partie AU B est connexe donc 2Rz. [
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Définition. Soit z € E. On appelle composante connexe de £ contenant x
la classe d’équivalence de x pour la relation “étre dans une partie connexe

de E”.

Exemple. Les éléments de Z sont ses composantes connexes.

Proposition 3.51. Pour tout x € E, on a la description suivante de la
composante conneze de x

.= |J ¢

C' conneze dans E
xe
De plus C, est une partie connexe et fermée et est la plus grande partie
connexes contenant x.

Démonstration. Si y € C, il existe une partie connexe C' contenant x et
y d’ou l'inclusion de C,. Réciproquement, si y appartient a I'union dans
I’énoncé, alors il existe une partie connexe contenant = et y, d’ou le fait que
y appartient a C..

La partie C, est connexe en tant qu’union de parties connexes d’intersec-
tion non vide et fermé car C,, est connexe donc contenu dans C,. ]

Remarque.

1) Si C, intersecte un connexe C, alors C, D C. Autrement dit, C, avale
tous les connexes qu’elle touche.

2) E est connexe si et seulement si il n’y a qu'une composante connexe.

Pour trouver les composantes connexes, on peut utiliser I’énoncé suivant.

Lemme 3.52. Soit A C E une partie non vide, ouverte, fermée et conneze.
Alors, A est une composante connexe de E.

Démonstration. Soit x € A. Alors A C C,, car A est connexe. Réciproquement,
C, N A est non vide, ouvert et fermé dans C, connexe : il est donc égal a C,.

On a donc C, C A. O

Remarque.

1) Réciproque fausse : en général une composante connexe n’est pas ouverte.
Par exemple les composantes connexes de Q sont les singletons (exo), qui ne
sont pas ouverts.

2) Les composantes connexes de [0, 1] U [2, 3]. sont [0, 1] et [2, 3].
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Proposition 3.53. Si O est une partie ouverte d'un EVN (E,| |), les com-
posantes connexes de O sont ouvertes et fermées dans O.

Démonstration. Soit x € O et C, sa composante connexe dans O. Il suffit de
montrer qu’elle est ouverte. Soit y € C,. Soit € > 0 tel que B(y,e) C O. La
boule B(y, ) est connexe dans O car connexe par arcs et intersecte C,, donc
C, D B(y,e). O

Corollaire 3.54. Si O est une partie ouverte d'un EVN (E,| |), O est
réunion disjointe de parties connexes et ouvertes de E.

Démonstration. Les composantes connexes de E conviennent. O

Théoréme 3.55. Soit f: (E,d) — (F,d) continue. Alors pour tout x € E,
f(Cx) C Cf(a;).

Démonstration.

Exercice. [

Corollaire 3.56. Si f est un homéomorphisme, il y a une bijection entre les
composantes connexes de E et celles de F', et pour tout x € F,

fiew: Co = Cray
est un homéomorphisme.
Exemple. Un bouquet de n droites n’est pas homéomorphe a un bouquet

de m droites si n # m. L’espace S! n’est pas homéomorphe & R (S moins
un point est connexe, tandis que R moins un point ne 'est pas).
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Chapitre 4

Espaces métriques complets

Motivation. Les espaces métriques complets sont une classe intéressante
d’espaces métriques car ils rendent puissants. On peut faire dans ces espaces
beaucoup de choses qu’on ne sait pas faire dans un espace quelconque. Par
exemple, on sait trouver le point fixe d'une application contractante, projeter
sur une partie convexe, prolonger une application uniformément continue, et
bien d’autres. Les applications principales sont des théoremes d’existence.

4.1 Les suites de Cauchy

Soit (F,d) un espace métrique.
Définition. Une suite (z,) de (E,d) est de Cauchy si
Ve > 0,3dN € N,Vp,q > N,d(x,, z,) < €.

Théoréme 4.1.

i. Une suite (x,) est de Cauchy si et seulement si elle est bornée et
diam{zy, | k > n} tend vers 0 quand n — oco.

1. Une sous-suite d’une suite de Cauchy est une suite de Cauchy.
11, Si une sous-suite d’une suite de Cauchy converge, la suite converge.
w. Toute suite convergente est de Cauchy.

Exemples de suites de Cauchy non convergentes : x, = 1 — 1/n dans

([0, 1], us). Une suite de Q convergeant vers y/2 : de Cauchy et non conver-
gente dans Q.

Exercice. Soit (z,,) une suite de Cauchy. On considere une suite de réels
£, > 0 quelconque. Alors, il existe une sous-suite (z4(,)) telle que

A(Zg(n+1), To(n)) < En-

67
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(On utilise souvent cette propriété avec Y e, < €.)

Définition. Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy
de (E,d) est convergente. Un EVN complet est appelé un Banach, un espace
préhilbertien complet est appelé un Hilbert

Théoreme 4.2. L’espace R est complet.

Démonstration. Une suite de Cauchy est bornée, admet une sous-suite conver-
gente par BW, donc converge. O

Exercice. Si (z,,) et (y,) sont deux suites de Cauchy de (E,d), la suite
(d(xy,yn)) converge dans R.

Remarque. La complétude est strictement reliée a la propriété d’existence
de la borne supérieure. Ici la complétude découle de la borne supérieure (qui
est & la base de la preuve de BW). On aurait pu introduire R en donnant une
caractérisation ou 'on insiste sur sa complétude. Dans ce cas, 'existence de
la borne supérieure aurait été une conséquence de la complétude. Les deux
propriétés sont équivalentes.

Remarque. On observe que
BW = complet

donc on a l’énoncé suivant (on rappelle qu’on a démontré qu'un EVN de
dimension finie satisfait BW, voir le corollaire 2.31).

Proposition 4.3. Tout EVN de dimension finie est complet.

Remarque. La notion de suite de Cauchy a-t-elle un intérét dans un es-
pace complet 7 Oui, car elle permet de montrer qu'une suite converge sans
connaitre la limite a priori. C’est I'outil fondamental de beaucoup de résultats
d’existence.

Proposition 4.4. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie non vide
de EZ munie de la distance induite.
i. Si A est complet alors A est fermée dans E.
1. Si B est complet, alors A est complet si et seulement si A est fermée
dans E.

Démonstration. Evident (avec les suites). O

Corollaire 4.5. Dans un EVN de dimension finie, les parties complétes sont
les parties fermées.
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Corollaire 4.6. Dans un EVN quelconque, tout sous-espace vectoriel de di-
mension finie est fermé.

Démonstration. Si F' un sous-espace vectoriel de dimension finie il est com-
plet donc fermé par la proposition. ]

Théoréme 4.7 (Caractérisation par les fermés). Un espace métrique (E, d)
est complet si et seulement si pour toute suite de fermés F,, de E non vides,
tels que F,1 C F, et diamF,, — 0, il existe x € E tel que

ﬂFn:{I}

neN

Démonstration.

(=) Il existe z : N — FE telle que z,, € F,,. Comme z,, € F,, pour tout
entier m > n et diamF,, — 0, la suite est de Cauchy. Soit ¢ sa limite dans
E. Comme F), est fermé, ¢ € F, pour tout n donc £ € (), . Fn. De plus si
y € F, pour tout entier n alors d(x,y) < limdiamF,, = 0.

(«<=) Soit (z,) une suite de Cauchy. Posons F,, = {x | k > n}. Alors
(F},) est une suite décroissante de fermés non vides. De plus diamF,, = {xy |

k > n} tend vers 0 donc par hypothese

A= (o TRz} = {z}

neN

en particulier A n’est pas vide. On rappelle que, grace au théoreme 3.18 A
est 1’ensemble des valeurs d’adhérence. Ceci implique que (z,) admet une
valeur d’adhérence (I’élément x). Comme (x,,) est de Cauchy cela entraine la
convergence. O

Voici un théoréme aux conséquences surprenantes (voir par exemple le
corollaire qui suit).

Théoréme 4.8 (théoreme de Baire). Soit (E, d) un espace métrique complet.
1) Toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

2) Toute union dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

Démonstration. La propriété (2) s’obtient par passage au complémentaire de
la propriété (1), qu’on démontre ici.

Soit (Oy,)nen une suite d’ouverts denses de E' et O = (), .y On. Soit x € F,
e > 0. Il s’agit de trouver y € ONB(x,¢). On va définir une suite décroissante

de boules fermées B(y, €,), de diametre tendant vers 0 tels que B(yn, £n) C
O, N B(z,¢).
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A Tordre 0 : comme Oy est dense, il existe yg € B(x,e) N Oy. Comme O
est ouvert, il existe 0 < g9 < £/2 tel que B(yo, o) C B(z, ) N Oy.

A Tordre 1 : par densité de Oy il existe y; € B(yo,c0) N O1. Comme O
est ouvert il existe 0 < g1 < £¢/2 tel que E(yl,gl) C B(yo,€0) N Oy.

Récurrence : supposons définis y, € F et 0 < g, < £,.1/2 tels que
E(yn, en) C B(Yn—1,&n-1)NO,. La densité de O,,; donne I'exisence de y,11N
B(Yn,&n) N Opyq. Comme O, est ouvert il existe 0 < g,41 < &,/2 tel que

B(yn+1a 5n+1) C B(yn75n) N Oy _
On applique le théoreme 4.7 aux B(yy,e,) -

ﬂ E(ymgn) = {y}

neN

De plus y € é(yn,en) C O, N B(x,e) pour tout entier n donc y € O N
B(z,¢). O

Corollaire 4.9. Un EVN a base algébrique infinie dénombrable n’est jamais
complet.

Démonstration. On dit que F une base algérique s'il existe une famille (e;);cs
d’éléments de E telle que tout x € F s’écrit comme combinaison linéaire
finie des e;. Soit (E,| |) un EVN muni d'une base (e,)nen (tout z € E
s’écrit donc de maniere unique comme une somme Y,enA,€, ou les A, € R
sont tous nuls sauf un nombre fini). On définit les sous-espaces vectoriels
F,, = vect(eg, ..., ey,). Ils sont fermés dans E car de dimension finie.

On montre que 'intérieur de F), est vide. Soit x € F, et y € E\F,. Alors
pour tout € > 0, z+¢&(y — ) ¢ F,. On en déduit que B(x,¢) n’est pas inclus
dans F;, et donc que x n’est pas dans l'intérieur de Fj,.

L’intérieur de F,, étant vide, si F est complet le théoreme de Baire im-
plique que ' = J, oy F7 est d’intérieur vide, ce qui absurde. O]

Remarque. On verra qu’il existe des EVN de dimension infinie complets
(mais sans base dénombrable donc).

4.2 Espaces de fonctions

Soit (E,d), (F,¢) deux espaces métriques, B(F, F') I'ensemble des fonc-
tions bornées de E dans F'. On le munit de la distance

o(f.g) =supd(f(z), g(z)).

zel
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Théoréme 4.10. Si (F,0) est complet, alors (B(E, F),0) est complet.

Démonstration. En 3 étapes. On construit un candidat limite f(x) en appli-
quant la complétude a (f,,(x))n,en dans F'; on montre que le candidat f est
bien ou il faut (dans B(E, F')) puis que la suite f,, converge vers f comme il
faut (c.-a-d., pour la distance o).

Etape 1. Soit (f,,) une suite de Cauchy de (B(FE, F), o). Etant donné £ > 0
il existe n € N tel que pour tout p,q > n,

o(fp, fo) <e¢

En particulier, pour x € E, pour tout p,q > n,

I fp(x), folz)) <e

La suite (f,(x)) étant alors de Cauchy dans F' complet, elle converge vers
une limite qu’on appelle f(x). On a donc convergence simple de (f,) vers
une fonction f: F — F.

Etape 2. On montre que f est bornée. Fixons ¢ > 0 et n € N comme au
dessus. Par hypothese f,, est bornée donc il existe y € F et R > 0 tel que pour
tout © € E, f,(x) € Bs(y, R). Alors pour tout p > n, f,(x) € Bs(y, R+ ¢).

Par passage a la limite , f(z) € Bs(y, R + ¢) donc f est bornée.

Etape 3. On fixe ¢ > 0 et on réécrit que (f,) est de Cauchy. Pour tout
p,q > n, pour tout x € F,

0(fp(x), fp(2)) <e

En fixant p = n et en faisant tendre ¢ vers +o00, la continuité de d implique

0(fu(z), f(z)) <e

pour tout x € E donc o(f,,f) < €. On a bien o(f,, f) = 0 quand n —
+00. [

Corollaire 4.11. L’EVN (C([a,b],R),| |«) est un Banach.

Démonstration. (B(|a,b],R), o) est complet d’apres le théoréme car R est
complet. Comme une limite uniforme de fonctions continues est continue,
C([a,b],R) est fermé dans B([a,b],R) muni de o, donc complet pour la dis-
tance induite. On constate que la distance induite est la distance associée a
| |oo- L’espace (C([a,b],R),]| o) est un donc un Banach. O
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Proposition 4.12. L’espace E = C([0,1],R) muni des normes | |, n’est pas
complet, pour tout p € [1,400].

Démonstration. On considere la suite de fonctions (f,,)n,>2 sur [0, 1] telles que
folx) = =1sur [0,1/2 — 1/n], fu(x) =nz —n/2 sur [1/2 —1/n,1/2+ 1/n]
et fo(z) =1sur [1/2+41/n,1].

Le reste de la preuve est un exercice.

Exercice. La suite est de Cauchy mais elle ne converge pas.

Solution. La suite est de Cauchy car, pour n,m > N, on a |f, — fmlp, <
4/N. Or 4/N tend vers 0.

Montrons que si f,, converge vers une fonction f, alors f satisfait force-
ment f = —1 sur [0,1/2] et f =1 sur [1/2,1], ce qui est absurde. En effet,
si | fn — f|, tend vers 0, la restriction des integrales a [0, 1/2] (resp. [1/2,1]),
tend vers 0 donc f, restreint a [0,1/2] (resp. [1/2,1]), converge vers fipo.1/2]
(resp. fij1/2,1)) pour la norme | [, restreint a l'intervalle. Un calcul immédiat
montre que | fno,1/2) + p (vesp | fuji/21) — 1lp) converge vers 0 donc par
unicité de la limite dans C([0,1/2],R), (resp. C([1/2,1],R)) =1 = fjj0,1/2
(resp. 1= f‘[l/Q’H). ]

4.3 Théoremes d’existence

4.3.1 Prolonger les fonctions uniformément continues

Rappelons qu’on dit f: (E,d) — (F,J) uniformément continue si
Ve>0, In>0, Vo,y € E, sid(z,y) <n alors 6(f(z), f(y)) <e.

On rappelle que toute application lipschitzienne est uniformément continue
et qu'on a démontré que la continuité uniforme implique la continuité.

Voici un contre-exemple, et un exemple de fonction uniformément conti-
nue. La fonction f: R — R définie par f(z) = z? est continue mais pas
uniformément continue. La racine carrée [0, co[—R définie par = — /z est
uniformément continue mais pas lipschitzienne.

On a démontré que la continuité uniforme sur F implique la continuité
en tout point de E. Lorsque E = [a,b] on verra que toute f: E — (F,0)
continue est aussi uniformément continue (c’est vrai plus généralement si F
est compact).

On fournit, sans le démontrer une caractérisation séquentielle de la conti-
nuité uniforme.
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Théoréme 4.13 (caractérisation séquentielle). On considere f: (E,d) —
(F,9).
1. La fonction f est uniformément continue si et seulement si pour toutes

suites (xy,), (yn) de E telles que d(x,,y,) tend vers 0, 0(f(xn), f(yn))
tend wvers 0.

1. Si f est uniformément continue, 'image par f d’une suite de Cauchy
est une suite de Cauchy.

Remarque.

0) La condition réciproque de (ii) n’est pas valable. Considérer x
22, elle n’est pas uniformément continue mais elle transforme des suites de
Cauchy en suites de Cauchy.

1) Le critere est pratique pour montrer qu'une fonction n’est pas uni-
formément continue. Exemple : x — 22 sur R, en considérant x, = /n et
Yn =1+ /1/n.

(2) Les suites de Cauchy et la complétude ne sont pas préservées par
homéomorphisme. Exemple : 'application x — %‘m' est un homéomorphisme
de Rsur | —1,1[. Or | — 1, 1] n’est pas complet. De plus la suite z,, = n est
envoyée sur la suite (), qui est de Cauchy.

Corollaire 4.14. Soit (E,d) un espace complet et f: (E,d) — (F,d) un
homéomorphisme tel que f~! est uniformément continue. Alors F est com-
plet.

Définition. On dit que deux distances d; et dy sur E sont uniformément
équivalentes si 'identité est uniformément bicontinu de (E,d;) dans (£, ds).
C’est le cas de distances équivalentes, en particulier celles associées a des
normes équivalentes

Corollaire 4.15. Si (F,dy) et (E,dy) sont uniformément équivalentes, (E, dy)
est complet si et seulement si (E,ds) est complet.

Théoréme 4.16 (Prolongement des applications uniformément continues).
Soient (E,d) un espace métrique, A C E une partie dense, (F,d) un espace
métrique complet. Soit une application f: (A,da) — (F,0) uniformément

continue. Alors il existe une unique application [ : (E,d) — (F,0) uni-
formément continue telle que fla = f.

Démonstration. D’abord D'existence. Soit © € E. Par densité de A il existe
une suite (z,,) de A convergeant vers z. La suite (x,,) est de Cauchy dans A et
f UC donc f(z,) est de Cauchy dans F. Comme F est complet elle converge,

on appelle f(z) sa limite. La limite ne dépend pas du choix de la suite (z,,)
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car si (y,) est un autre suite de A convergeant vers x, d(z,,y,) tend vers 0
donc d(f(xy), f(yn)) tend vers 0 par le théoreme précédent. En particulier
f = f sur A. Montrons que f est uniformément continue. Soit £ > 0. Par
UC de f sur A il existe 6 > 0 tel que pour z,y € A, d(z,y) < n implique
d(f(x), f(y)) < e/3. Soit alors x,y € E tel que d(z,y) < n/3. Par densité
de A et par définition de f, il existe 2/ € A, ¢/ € A tel que d(z,z') < 6/3
et d(y,y') < 6/3, et tel que que 8(f(z), f(')) < /3 et d(f(y), f(y)) < &/3.
Comme d(2/,y") < d(2',z) +d(z,y) +d(y,y') <o onad(f(z), f(v)) <e/3.
Alors

d(f(z), f(y)) < d(f(x), f(z) +d(f (@), f(y) +d(f (), f(y)) <&

Il reste a voir I'unicité : si g continue prolonge f sur E, elle coincide avec f
sur une partie dense, donc lui est égale sur £ d’apres le théoreme 2.18. [

Exercice. Si f est k-lipschitzienne, faussi.

Corollaire 4.17. Si F' est un Banach, A_un sous-espace vectoriel de E.
Toute f € L.(A, F) se prolonge en f € L.(A, F).

Démonstration. La construction de f ci-dessus entraine 1’énoncé. On laisse
en exercice la preuve de la continuité de f. O

Exercice a faire en TD. Soit f: ]a,b] — R dérivable.
1) Si f" est borné, f se prolonge en f UC sur [a, b]
2) Si f(x) — ¢ quand x — a, f se prolonge en f dérivable et f’( )= L.

4.3.2 Application : définition de I’intégrale.
Soit F' un EVN.

Définition. On dit f: [a,b] — F est une fonction en escalier s’il existe a =
To<xp < - <x; <...<xpr1 = betdesconstantes cg,cy,...,c, € F telles
que f = ¢; sur |z, 41| pour i € {0,...,n}. On dit qu'une telle subdivision
est admissible. On note £([a, b], F') 'espace des fonctions en escalier.

Lemme 4.18. £([a,b], F|, F) est un sous-espace vectoriel de B([a,b],R).

Démonstration. Soient f,g € 5([& b, F), o ={a = zo,21,...,7, = b} une
subdivision admissible de f et o' = {a = xg, 77, ..., 2 = b} une subdivision
admissible de g. Alors ¢ U ¢’ est une subdivision admissible de f et de g : si
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v,y sont deux termes consécutifs de cUc’, 'intervalle |y, 3/[ est contenu dans
I'un des ]z, 7441 et dans 1'un des ]z, 2% [ (il est disjoint de o et de o’ donc
contenu dans le complémentaire de chaque, qui est une réunion d’intervalles
ouverts disjoints) Pour tous A\, u € K, Af + pg est donc constante sur |y, y/|
(égale a Ac; + uc) avec les notations évidentes). O

Définition. Pour f € &([a, b], F'), on définit 'intégrale par

n

I(f) = Z(xi+1 —x;)c; € F,

1=0

pour une subdivision admissible quelconque de f (étant données deux sub-
divisions admissibles o et ¢’ de f, il est clair que I(f) calculé sur o coincide
avec I(f) calculé sur o U o’).

Proposition 4.19. L’application I: E([a,b], F) — F est linéaire et lipschit-
zienne de constante b — a.

Démonstration. Soient f,g € £([a,b], F), 0 =0 = {a = x¢,21,...,Tp+1 = b}
une subdivision commune a f et g, telle que f = ¢; et g = ¢} sur |x;, z;1].
Alors

I(f+g) = Z(i’?iﬂ—xi)(cﬁ‘c;) = Z(%H—xi)CﬁZ(%H—ﬂ?i)C; =1(f)+1(9)
i=0 i=0 =0
De plus
NI <Y (o = z)leil <D (@i = 20)| floe = (0= @)l floe
=0 i=0

Définition. On appelle fonctions réglées I'adhérence
R(la,b], F) = E(la,b], F) C B([a,b], F).

Si F est un Banach on définit intégrale I sur R([a, b], F') comme le prolon-
gement uniformément continu de I.

Exercice. C([a,b], F') C R([a,b], F') (toute fonction continue est limite uni-
forme de fonctions en escalier, en utilisant que f est UC).
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4.3.3 Dynamique et théoreme du point fixe

Définition. Soit F un ensemble et f une application de F dans E. Pour x €
E, on appelle orbite de x suivant f la suite (x,) de E définie par récurrence
par g = = et x,.1 = f(z,). On dit qu'un point a € F est un point fixe de

fsi fla) = a.

Lemme 4.20. Soit (E,d) un espace métrique et f une application continue
de E dans E. Soit x € E et (x,,) son orbite suivant f. Alors si (z,,) est une
suite convergente de E, sa limite est un point fize de f

Démonstration. Soit a la limite de (x,). Alors a est aussi limite de la suite
extraite (f(z,)) = (€n41). Or, par continuité de f en a, (f(z,)) converge vers
f(a). Par unicité de la limite, a = f(a). O

Définition. Une application f de (E,d) dans lui méme est contractante s’il
existe 0 < k < 1 tel que

Vr,y € E,d(f(z), f(y)) <k d(x,y)

Autrement dit, si et seulement si elle est k-lipschitzienne pour un k < 1.

Théoréme 4.21. Soit (E,d) un espace métrique complet et f une application
de E dans E contractante de constante k. Alors f possede un unique point
fire a € E. De plus toutes les orbites des points de E suivant f convergent
vers a, et si (x,) est Uorbite de x € E suivant f alors d(x,,a) < k"d(z,a).

Démonstration. Soit x € E et (z,) son orbite suivant f. On pour tout
n € N d(xni2, Tnt1) = d(f(2n41), f(20) < kd(2n41,2,) d'olt par récurrence
d(xpi1, Ty) < k"d(x1,20). Alors pour p > q > n,

d(xp, zq) < d(xp, 2p—1) + d(Tp—1, Tp—2) + -+ + d(Tg41, 7¢)

n

k
< (kpfl + -+ kN d(zq, x0) < 1—

kd(fﬂl,%o)

qui tend vers 0 quand n tend vers +o0co. La suite étant de Cauchy elle converge
vers a € F un point fixe de f. Soit y € E et (y,) son orbite suivant f. On
a d(yn,a) < k™d(y,a) pour tout n € N. C’est trivialement vrai au rang
n = 0 et découle de d(yns1,a) = d(f(yn), f(a)) < kd(yn,a) < k" d(y, a) par
récurrence. La conclusion s’ensuit. O

Remarques. Les hypotheses sont nécessaires :

1) (E,d) =]0,+o0o] n’est pas complet et f(x) = x/2 est contractante sans
point fixe.

2) (E,d) = (R,us) et f(z) =1In(1 + exp(z)) satisfait d(f(x), f(y)) < d(z,y)
si x # y mais n’a pas de point fixe.
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4.3.4 Application : la méthode de Newton

Théoreme 4.22 (méthode de Newton). Soit f: I — R, de classe C*. On
suppose que f' ne s’annule pas et qu’il existe u € I tel que f(u) = 0. Alors il
existe € > 0 avec la propriété suivante.

Pour tout x € [u —e,u + €| la suite xo = x et pour n >0

Tny1 = intersection de l'aze Ox avec la tangente a f en (z,, f(z,))

a valeurs dans [u — €,u + €| et converge vers u.

Démonstration. Tout d’abord on explicite la définition de la suite (x,). On
f(zn) f(=z)
f'(@n)” f'(@)
et que g(x) = x si et seulement si f(z) = 0. Pour que (z,) soit défini pour
tout n il s’agit de trouver ¢ tel que g([u — e, u +¢]) C [u—e,u + €.

On constate ici que f(u) = 0 si et seulement si u est un point fixe de g.

On calcule F) (@)
=T

a Tyl = Tp — On pose g(z) = x — , et on note que x,11 = g(,)

et on voit que ¢’'(u) = 0, g est continue et on en déduit que pour € assez petit
on a que x,y dans [u — e,u + €] satisfont |f(z) — f(y)| < (1/2)|z — y|. La
suite (x,) est donc définie pour tout entier n si @ € [u — €, u + £]. De plus g
est 1/2-lipschitz sur l'intervalle, qui est complet car fermé. Le théoreme du
point fixe s’applique et x,, converge vers le point fixe de g, u. ]

4.4 Séries dans les Banach

Définition. Une série d'un espace vectoriel E est une suite de couples
(24, Xp)nen d’élements de E tel que pourtout n € N, X,, = >} 2. On
appelle z,, le terme général de la série et X,, la somme partielle de rang n.

Notation. La série (x,, X, )nen est notée > .

Définition. On dit qu'une série ) x, d'un EVN E converge vers x si la suite
(X,,) des sommes partielles converge vers z dans E. On note z = Y >, z, la

limite de la série. On dit que Y x, satisfait la condition de Cauchy lorsque
(X,) est de Cauchy.

Remarque. Dans un Banach, la condition de Cauchy équivaut a la conver-
gence de la série.

Définition. On dit qu'une série >z, d'un EVN (E,| |) est normalement
convergente si la série > |x,| est convergente dans R. Cela revient a dire que
2 neo |7l < +o0.
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Théoréme 4.23. Soit (E,| |) un Banach et ) x, une série de E norma-
lement convergente. Alors >z, est convergente et pour toute permutation o
de N, Y x4,y converge vers y > xy.

Remarque. On dit que la série est commutativement convergente. La série
_1)n . . .

> % est bien connue comme convergente mais pas commutativement (et

pas normalement) convergente.

Démonstration. Puisque > |z,| converge, elle satisfait la condition de Cau-
chy. Soit € > 0, il existe ng tel que pour ¢ > p > no,

q
>l <e.
k=p

q q
1Xg =Xl =1 D> al < Y Jaal,

k=p+1 k=p+1

la suite (X,,) est donc de Cauchy. Comme E est complet elle converge.

On considere la deuxieme partie de I’énoncé. Soit o : N — N une permuta-
tion. Fixons € > 0 et prenons nj, € N tel que pour n > ng, |x—>,_, x| < e.
Le fait que o]z, | converge  une limite réel >0 ||z, | signifie que pour tout
e > 0 il existe ng tel que pour tout m > n( on a

k=m—1

+o0o +oo
Dol = lwal = D el <
k=m n=0

k=0

On peut donc, pour tout € > 0 trouver ny = max{ny,ny} € N tel que pour
m > ng, |v— Sk < eet S0 o] < e 1l existe ny € N assez grand
pour que {c(0),0(1),...,0(n1)} contienne {0, 1,...,no} (il suffit en effet de

prendre n; = maxo{0,...,ng}). Alors pour m > ny,
m no oo
l2 = " wowl <z =Dl + D ol <2
k=0 k=0 k=no+1

Corollaire 4.24. Soit (f,,) une suite de fonctions de C([a,b],R). Si

D N faloo < +00
n=0

alors la suite Y ,_, fr converge uniformément sur [a,b].
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Démonstration. La série Y f, est normalement convergente dans le Banach
(C([a, B, R), | o). O

Exercice. Soit (f,) une suite de C([0, 1], R) telle que >_ | fut1 — faloo < 0.
Alors la suite (f,,) converge uniformément vers f € C([0, 1], R).

On montre trois conséquences importantes du théoreme 4.23 sur la conver-
gence normale dans un espace de Banach.

4.4.1 Application 1 : I’application linéaire (id 4 u)™!

Tout d’abord on rappelle I’énoncé principal de la section §2.7. Grace a
la proposition 2.35, 'espace des applications linéaires et continues L.(F, F')
d’'un EVN E dans un EVN F' est un espace vectoriel normé. La norme d’une
application linéaire f: F—F est

IfIl="sup |f()]p

wEBE(O,I)

Lorsque F' est complet, on a la complétude de L.(E, F). Autrement dit, on
a le théoreme suivant.

Théoréme 4.25. Si F' est un Banach, L.(E, F) muni de || || est un Banach.

Démonstration. En effet, soit (f,,) une suite de Cauchy dans L.(F, F') selon
la norme || ||. Pour z dans E, la suite (f,(x)) est une suite de Cauchy de
F. En effet, la norme de f,(z) — f,(z) est majorée par ||f, — f,[|. La suite
(fn(x)) converge donc dans F' vers un élément qu’on notera f(z). Ainsi on
définit une fonction f: x — f(x) de E dans F. Cette fonction f est linéaire.
En effet, pour tout € > 0, tout x de F, tout y de E et tout A € R, on a

flx+Xy) = f(@) + Af(y).

On montre 'identité via

[f(z+2y) = F () =M (W)]| = [ (z+2y) = fp(z+2y)+ fp(z+hy) = f(2) = Af ()]
et la linéarité de f, : f(x + Ay) = fp(x) + Af,(y). On obtient

[f(x+Ay) — f(x) = Af(y)] <
| f(@+ Ay) = folz + M)+ | f(@) = folx)| + 1f (y) = f(y)]

Or on peut rendre le deuxieme membre de cette inégalité plus petit que ¢
des que p est assez grand. Comme le premier membre ne dépend pas de p, il
doit étre nul.



80 CHAPITRE 4. ESPACES METRIQUES COMPLETS

On montre enfin que (f,,) converge vers f dans L.(E, F') avec la norme
Il [I- On montre d’abord que la convergence des f,(x) vers f(z) est uniforme
sur la boule unité fermée de E; c.-a-d., on a

Ve >0, AN, ¥p > N, Vz € B(0,1), |f,(z) — f(z)] <e.  (4.1)

En effet, pour tout ¢ > 0 il existe N (dépendant de ¢), tel que pour tout
p>Nona|f,— fy]| <e. Il en est donc de méme de | f,(z) — f,(x)| quand
|z|z < 1. Autrement dit on a que pour tout € > 0 il existe N tel que pour
tout p > N on a, pour tout 2 € Bg(0,1), I'inégalité || f,(x) — f,(z)] < e
La limite par rapport a g—oo entraine |f,(z) — f(x)| < € pour p > N
indépendamment du choix de x dans B £(0,1). On déduit que f est continue

(bornée sur la boule unité fermée). La propriété (4.1) montre que f est bien
la limite des (f,), dans 'EVN (L.(E; F), || |)- O

On rappelle que la composée de deux applications linéaires f et ¢ dans
L.(E,E) est aussi (évidement) linéaire et continue; on a aussi montré qu’on
a

llg o £ <A1 Ngh-

Pour une application linéaire f = (id + u) on montre comment construire
I’application réciproque ¢ telle que go f = f o g = idg. Avec un abus de
notation, on écrit systématiquement g f pour la composée go f et u* pour la
composée u o ---ou (k fois).

Proposition 4.26. Siu € L.(E, E), E un Banach, ||u] < 1, alorsid+u est
bijective et Uapplication réciproque est donnée par la limite Y~ (—1)"u

n

Démonstration. Grace au théoreme 4.23 et a la condition [Juf < 1, la série
de terme général (—1)"u" converge. On a

(id + u) Z(—l)kuk =id —u"™ — id  (pour n—o0).
k=0

Cecl entraine

(id +u) Y (—1)"u" =id.

n=0
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4.4.2 Application 2 : exponentielle d’'une matrice

Soit A € My(R). Or A est un application linéaire de RY dans R ; grace
au théoreme 2.33 'application linéaire A est aussi continue. On considere
'espace My (RY) rappelée ci-dessus.

Théoréme 4.27. Pour tout A € My(R), la série > 4% converge dans
My(R). Ainsi, si on muni My(R) de la norme || || on obtient une l'ap-
plication entre EVN

exp: My(R)—My(R)

o0 A”
A — —_
A e’ = Z e
n=0
De plus Uapplication est une application continue entre EVN et satisfait
meAm < el

Démonstration. On a

— A - AL
Z |HE||| < Z o < el « o
k=0

k=0
donc la série converge normalement. De plus My (R) muni de || || est un
Banach car de dimension finie. On a donc la convergence de la série dans
My (R) et I'inégalité en terme de || || de I’énoncé.

On déduit que I'exponentielle d'une matrice est une application continue.
Pour chaque n € N, on considere I’application définie par la somme partielle

fn: MNGR)%MN(R)
n Ak,
A — _
A e’ = R
k=0

Il s’agit d’une application polynomiale et donc, en vertu de la proposition 2.15
d’une application continue. Pour chaque A € My(R) on vient de démontrer
que

I /n(A) —exp(A)|—=0  (pour n—o0).

Or, si on restreint exp et f, a la boule By j(0,7)(0,79) pour un réel
ro > 0 arbitraire, on peut, pour tout réel ¢ > 0, détérminer N tel que pour
tout n > N la norme || f,,(A) — exp(A)|| est inférieure a e

Ve >0, N, Yn > N, ||fn —exp|| <e.
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En effet on a

TL — k' ?
n+1 n+1

ol le dernier terme ne dépend pas de la matrice A € By (0,79) et tend
vers 0 pour n— + oo (cela suit, bien siur, de la convergence de la série
de terme général r{j/n! vers exp(ry)). On a une convergence uniforme de
la suite de fonction f,,: By j(0,70)(0,79)—=My(R) (satisfaisant la condition
analogue a celle de convergence uniforme de la section 1.5). On on déduit
que exp: My(R)—My(R) est aussi une application continue en adaptant le
schéma de la preuve du théoreme 1.20 qui déduit la continuité de la limite
d’une suite de fonctions continues. O]

Proposition 4.28. Si AB = BA, 18 = edeP = eBeA.
Démonstration. Exercice a faire en TD.

Corollaire 4.29. Si A € My(R) est non nulle e est inversible d’inverse
—A
e .

]

Remarque. Les exponentielles de matrices interviennent dans la solution des
équations différentielles linéaires. On montre que t — exp(tA) est dérivable
de dérivée A et que si X: R — RY satisfait X'(t) = AX alors X(t) =
exp(tA)X(0).

4.4.3 Application 3. Convergence absolue d’intégrale
Définition. Soit f: [0, +oo[— R une application continue. On dit que fooo f
est convergente si limy_, fob f existe.

Proposition 4.30. Pour que fooo f soit convergente, il faut et il suffit que
pour tout € > 0 il existe t > 0 tel que pour tous x,y > t, on ait

u) du| < e

Démonstmtion La nécessité est claire. Pour la suffisance, posons X, =
fo ) du. L'hypothese implique que (X,) est de Cauchy donc convergente
dans R complet vers ¢ € R. Soient ¢ > 0, ¢ > 0 assez grand vérifiant ’hy-
pothese avec £/2 et n € N tel que | X,, — ¢] < e/2 et n > t. Alors pour b > n

on a
b n b
-/ —/ .
|/0f(u)du m/o £(u) du |+|/nf(U)du!<€
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Définition. On dit que [ f est absolument convergentesi [ | f| est conver-
gente.

Proposition 4.31. St fooo f est absolument convergente, elle est convergente.

Démonstration. Si fooo | f| est convergente, pour £ > 0, il existe ¢t > 0 tel que
pour tous x,y > t, on ait

[ 1 du <

mais alors | [ f(u) du| < [Y[f(u)] du < € et on applique le précédent
résultat. O

4.5 Théoremes de projection

Dans cette section, E un espace préhilbertien, c.-a-d. un espace vectoriel
muni d'un produit scalaire.

Définition. Une partie C de E est convexe si
Ve,y € C\Vt € [0,1],tx + (1 —t)y € C.

Théoreme 4.32. Soit C C E un convexe, non vide, complet. Pour tout
x € F on a les propriétés suivantes.
1) 1l eziste un unique p € C' tel que d(z,C) = |z — p|.

2) L’élément p est l'unique point de C' satisfaisant
Vyel, (z—py—p)<0.

Démonstration. On prend une suite (z,,) de C telle que d(z,x,) converge
vers d(x,C). Si y, z € C, 'identité du parallélogramme

1 1
[AP +1BI* = 514+ BI" + 5|4 - B)

conduit, pour A=z —yet B=x—2z, a

Y+

v = yI* + o = 2° = 2|z — =

z 1 1
I+ gy = =IP 2 2d(2,0)? + 5y — =F

(on note que la convexité de C' a été exploité dans la deuxiéme inégalité :
(y + 2)/2 € C). Ainsi on obtient, pour x, =y € C et x,, = z € C,

|2 — zml® < 2 (|2 — zal® + & — 2 ]* — 2d(2,C)?) .
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Alors (z,,) est de Cauchy, donc converge vers p € C. L’inégalité donne aussi
I'unicité du point minimisant.
Pour 2) on pose, pour y € C', p, = p+ t(y — p) pour t € [0, 1]. Alors

| = pel® = (x —p,x —p) = 2t(x —p,y —p) +t*(y —p,y —p) > |= —p?
implique que (z —p,y —p) < £{y — p,y — p) pour tout ¢ €]0,1] d’otr (z —
p,y —p) < 0. Réciproquement, (x — p,y — p) < 0 pour tout y € C implique
|z —pe|* > |2 —p|? et en particulier |z —y|* > |« —p|?. Donc p est le projété

de zx. O

Corollaire 4.33. On suppose que F' est sous-espace vectoriel complet de E.
Pour tout x € E on a les propriétés suivantes.

1) Il existe un unique p € F tel que d(z, F) = |z — p|.
2) L’élément p € F est l'unique point de F' tel
VyEF, <x_p7y_p>:()
Démonstration. Pour y € F et t € R, le point p;, = p + t(y — p) appartient

a F pour tout ¢ (ici le fait que F' soi un espace vectoriel intervient de fagon
cruciale!). Or la fonction

ti o —pil* = |o — pl* — 2tx —p,y — p) + ]y — p|*

admet un minimum en ¢t = 0. Sa dérivée s’annulle en t = 0 d’ou (v —
p,y —p) = 0. Réciproquement, si (x — p,y — p) = 0 pour tout y € F alors
|z —y)? = |z —p|* + |y — p|* > |z — p|?* donc p est le projeté de x. O

Le corollaire ci-dessus inspire la définition de projection orthogonale.

Définition. Si I’ est un sous-espace vectoriel d’un espace préhilbertien F,
on appelle projection orthogonale une application P: E' — F' telle que pour
tout x € E et tout y € F, (x — P(z),y) = 0.

Exercice. Montrer que dans ce cas |z — P(z)| > |z — y| pour tout y € F
avec égalité si et seulement si y = P(z) (avec Pythagore! ).

Le corollaire ci-dessus dit alors que dans le cas ou F' est un sous-espace
vectoriel d'un espace de Hilbert (préhilbertien et complet) alors on dispose
de la projection orthogonale de E sur F'. Ainsi on déduit 1’énoncé suivant.
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Corollaire 4.34. Soit E un espace de Hilbert (un préhilbertien complet), F
un sous-espace vectoriel fermé de E. Alors F est complet, car il est fermé
dans un espace complet, et on peut considérer la projection orthogonale

P:EF— F.
Son noyau est l’espace
Fr={yeE|(y,z) =0Vxc F}
et on a
E=F®F"
Ainsi, pour tout x € FE, la distance d(x,F) est donnée par la norme de

x — P(z).

Démonstration. Pour z € E, on écrit simplement x = P(z) + z — P(z) ou

P(x). O

4.5.1 Application 1 : les coefficients de Fourier
Soit £ = C([0,27], R) muni du produit scalaire

2

(f,9)= [ f(2)g(z)dz.

0

Pour r € N, soit F,, le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions
x +— cos(kx), x — sin(kz), pour 0 < k < n (ces fonctions donnent une base
orthogonale de F,). L’espace F,, est complet car de dimension finie. Alors
pout tout f € E, il existe des réels ay, by (coefficients de Fourier de f) tels
que

d(f, Fo) = |f = axcos(kx) + by sin(kz)].
k=0

On retrouve les coefficients en écrivant que (f — p_, ay, cos(kx)+ by sin(kx))
est orthogonal aux termes cos(kx) et sin(kz).

Exercice. Calculer les coefficients.
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4.5.2 Application 2 : le théoreme de représentation de
Riesz

Soit (E, (, )) un espace préhilbertien. Pour tout élément = € E, on définit
la forme linéaire £,

l,: E—>R
y = Le(y) = (z,y).

On rappelle qu'on a montré dans la section §2.8 que pour tout forme
linéaire ¢ on a

()] = l|olld(z, ker ¢) (4.2)
Lemme 4.35. Pour tout x € E on a l, € L.(E,R) et

€1 = 1=

Démonstration. Si x = 0, alors ¢, = 0 € L.(E,R). Autrement ¢, est une
application linéaire non nulle. L’espace ker ;. est fermé; grace au théoreme
3.1 démontré en §2.8 on en déduit la continuité de ¢,. Le noyau de ¢, est
fermé, donc complet. La projection orthogonale de x sur ker/, est 0 € F,
autrement dit z € (ker({,;))%. On & donc d(x,kerl,) = |z| et, grace a la
proposition 2.38, ||(.]| = |z]. O

Théoréme 4.36 (de représentation de Riesz). On suppose que (E,(, )) est
un espace de Hilbert. Alors l'application

0. E - L.(E,R),
Tl

est un isomorphisme isométrique.

Démonstration. On montre facilement la linéarité. L’injectivité revient a
démontrer que ker ¢ = 0; en effet si £, = 0 alors ||¢,| = 0 et grace au lemme
ci-dessus |z| = 0 et = 0. Pour la surjectivité, on prend ¢ € L.(E,R) non
nulle et a € FE tel que ¢(a) > 0. Comme ker ¢ est fermé, il est complet dans le
Hilbert E. Le théoreme de projection orthogonale donne un unique p € ker ¢
tel que a — p est orthogonal a ker¢. On pose = = ||| lapp- On les deux
équations suivantes

a—p
lz] =Nl (car
la —pl

|z = d(x, ker ¢) (car z € (ker ¢)*).

a norme 1),



4.5. THEOREMES DE PROJECTION 87

On en déduit que ¢ = £,.. On écrit y comme A+Bou A = (y—o(y)/d(x)x) €
ker ¢ et B = ¢(y)/¢(x)z; ainsi le produit scalaire (x,y) se reduit a (z, B)
car x € (ker ¢)*. On a

(o) = (o,y) = (& %m _ ¢<y>g'z'j—9"; — o).

ou on a utilisé (4.2) et le fait que ¢(z) > 0 (car ¢(a) > 0). O
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Chapitre 5

Espaces métriques compacts

5.1 Définition

Définition. Un espace métrique (F, d) est compact si toute suite de £ admet
une sous-suite convergente. Une partie A de E est compacte si (A, da) est
compacte.

Notation. On dira qu’une suite qui admet une sous-suite convergente qu’elle
sous-converge.

Exemple. L’intervalle [a, b] est compact (par BW), R ne l'est pas (prendre
T =n).

Théoréme 5.1. Soit (E,d) un espace métrique et A C E.
i. Si A est compact alors A est fermé et borné dans E.
1. Si E est compact et A est fermé dans E, alors A est compact.
1i. Si E est un EVN de dimension finie alors une partie A est compacte

si et seulement si elle est fermée et bornée.

Démonstration.
i) On prend une suite (z,,) de A convergeant vers x € E. Comme ()
sous-converge dans A, x € A. Si A n’est pas bornée on construit une suite

(x,) de A telle que d(xg, z,) > n. Aucune de ses sous-suites ne converge car
elles sont non bornées.

1) On prend une suite (x,) quelconque de A. Elle sous-converge dans F
compact, sa limite reste dans A fermé donc elle sous-converge dans A.

39
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i71) On a vu qu’une partie compacte est aussi fermée et bornée (point
()). Réciproquement, on utilisé le faut que 'EVN E est de dimension finie,
et donc satisfait BW (cf corollaire 2.31). Soit A une partie fermée et bornée
de E. Une suite de A sous-converge dans E par BW, la limite est dans A
fermé donc la suite sous-converge dans A. m

Exercice. Le produit E; x E, est compact si et seulement si E; et Ey sont
compacts.

Théoréme 5.2. Soit f: (E,d) — (F,d) continue. Alors l'image par f d’un
compact est un compact.

Démonstration. Soit A C E une partie compacte. On prend une suite (y,)
de f(A), et on considere (z,) dans A telle que f(z,) = y,. Comme A est
compact, (z,) sous-converge dans A vers x € A et la sous-suite image par f
continue converge vers f(x) dans f(A). O

Corollaire 5.3. Soit (E,d) compact et f: (E,d) — (R,us) continue, alors
f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. L'image f(FE) est une partie compacte dans R, donc une
partie fermée et bornée. Alors la borne supérieure M de f(FE) est un nombre
réel contenu dans f(E) (il est dans I'adhérence de f(F) qui est égale a f(FE)).
Ainsi, le nombre M s’écrit f(x). Le méme vaut pour m, la borne inférieure
de f(F) qui est aussi contenue dans f(FE). O

Exercice. Montrer que si A est une partie compacte de (E,d), alors pour
tout x € E, d(z, A) est atteint.

La compacité est une propriété topologique. En effet on a I’énoncé suivant.

Corollaire 5.4. Si f: (E,d) — (F,6) est un homéomorphisme, E est com-
pact si et seulement si F' est compact.

Démonstration. Application immédiate du théoreme 5.2. O
Corollaire 5.5. L’espace S* n'est pas homéomorphe a R.

Démonstration. Grace au théoreme 5.1, I'espace S' est compact car fermé et
borné dans R?. D’autre part R n’est pas compact. O

Corollaire 5.6. Si (E,d) compact et f: (E,d) — (F, ) est bijective et conti-
nue, alors f est un homéomorphisme.

Démonstration.
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Exercice. O]

Théoréme 5.7 (théoreme de Heine). Si (E,d) est compact et f: (E,d) —
(F,0) est continue, alors f est uniformément continue.

Démonstration. On donne un démonstration par contradiction. On admet
qu'il existe ¢ > 0, deux suites (x,),(y,) de E telles que d(z,,y,) tend vers
0 mais 0(f(zy,), f(yn)) > € pour tout n € N. La compacité de E permet de
faire converger une sous-suite (24(,)) vers € E. Alors yg,) converge aussi
vers x et d(f(Tom)), f(Ypm))) tend vers O par continuité de f en x et par
continuité de la distance ¢. ]

5.1.1 Application du théoréeme de Heine : la continuité
des intégrales a parametres

Corollaire 5.8. Soit I une partie ouverte de R. Si f: [a,b] x I — (R, us)
est continue, alors

b
Fly) = [ faw) do
est continue sur I.

Démonstration. La question est locale. On considere yy € [ et on admet
qu’il existe n > 0 tel que J = I N [yo — 1, yo + 1] soit un intervalle fermé et
borné de R. Ainsi J est compact. Le théoreme de Heine donne la continuité
uniforme de f sur le compact [a,b] x J. On prend alors ¢ > 0 et il existe
a > 0 (inférieur ou égal & n) qui rend vraie pour tout (z,y) et (2/,y’) dans
[a,b] x J, 'implication suivante

I(z.9) = @)l S = [fla.y) = f )] < —.

En particulier, pour y € I tel que |y — yo| < «, on a pour tout = € [a, b,
||('I’y) - (Iayﬂ)”oo < « donc

F(y) - F(y)| = | / F(@y) — fla,yo) da] < / F@ay) — F(o, )] do
S/a b—a -

Exercice a faire en TD. Soit (E,d) compact et f: £ — E.
1) On suppose que d(f(z), f(y)) < d(z,y) si z # y.

]
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a) Montrer f a un unique point fixe a.
b) Soit K C E fermé telle que f(K) C K, montrer que a € K.
¢) Montrer que pour tout x, la suite f™(x) converge vers a.

2) On suppose que d(f(x), f(y)) > d(x,y) pour tout x,y € E. Montrer que
f est une isométrie.

5.2 Compacité dans les EVIN

Le résultat principal de cette section est la réciproque du thm 5.1 : un
EVN ou les compacts sont les fermés bornés est nécessairement de dimension
finie. On démontre d’abord un résultat préparatoire.

Théoreme 5.9. Dans un EVN quelconque, les conditions suivantes sont
équivalentes.

1. La sphere unité est compacte.
1. La boule unité fermée est compacte.
1. Toute boule fermée est compacte.

w. Les fermés bornés sont compacts.

Démonstration. Le fait que (i) implique (i) est le seul point délicat (faire au
moins (iii) = (iv)). Soit (z,) une suite de B(0,1). S'il existe une sous-suite
Tg(ny identiquement nulle c¢’est gagné. Sinon, il existe ng € N tel que z,, # 0
pour tout n > ng. On considere alors pour n > ng, y, = ﬁ € 5(0,1). Par

compacité de S(0,1) et de [0, 1], il existe des sous-suites y,(,) convergeant
vers y € S(0,1) puis |Zg(p@m))| convergeant vers A € [0,1]. Alors g(pm)) =
[

|Z o) |Yowm)) converge vers Ay.

Théoréme 5.10 (Riesz). Un EVN est de dimension finie si et seulement si
la boule unité fermée est compacte.

Démonstration. Le fait que la boule unité fermée est compacte découle du
théoreme 5.1, (i7i). On se concentre sur 'implication réciproque : on admet
que la boule unité fermée B (0,1) est compacte et on démontre que E a
dimension finie. B

Etape 1. Montrons que si B(0, 1) est compacte, on peut la recouvrir par un
nombre fini de boules ouvertes de rayon 1/2, c’est-a-dire il existe z1, ...,z
dans B(0,1) tel que

k
B(0,1) C | J B(x:,1/2).

=1
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(Cela marche aussi avec € > 0 a la place de 1/2.)

On prend z; dans E(O, 1). Si B(x1,1/2) ne recouvre pas, on prend xy €
B(0,)\B(x1,1/2). Si B(x1,1/2) U B(x,1/2) ne recouvre pas, on prend
x5 € B(0,1)\(B(x1,1/2) U B(xa,1/2)), etc. Tant que I, B(x;,1/2) ne re-
couvre pas, on peut choisir x,, .1 dans le complémentaire. Par construction,
d(z;,z;) > 1/2 si i # j. Si on peut définir z,, pour tout n € N, on a une
suite de B (0,1) sans sous-suite convergente. Ceci contredit la compacité de
B (0,1), donc le procédé s’arrete avec un entier maximal n € N tel que

B(0,1) C OB(x,., 1/2).

=1

Etape 2. Notons F' le sous-espace vectoriel de F engendré par les x; et mon-
trons que F' = F.

Soit x € K. Sid(z,F) =0, x € F car F' de dimension finie est fermé
(corollaire 4.6). On suppose donc que d(x, F') = d > 0. Comme F vérifie
BW, il existe y € F tel que d(z,y) = d(z, F') (en considérant la limite d'une

suite minimisante v, dans le compact Bp(z,2d(z, F)) C F ). On pose alors
a = g—7 € B(0,1), donc = y + da. Pour un z; tel que a € B(z;,1/2) on

pose ¢y =y + dx; € F. Alors
d(z, F)
2 Y

une contradiction. Ceci termine la preuve du théoreme. ]

0<d(z,F)<d(z,y)=d|a—z] <

Remarque. On peut se passer de prendre y réalisant la distance, il suffit
d’avoir d(z,y) < Pd(x, F) par exemple.

Exemple. Contre-exemples en dimension infinie.

1) Dans (£°,| |), la suite u,, = (0,...,0,1,0,...) avec le 1 en position n
appartient a la boule unité fermée et n’a pas de sous-suite convergente car
d(Up, Up,) = 1 81 1 # m.

2) Dans (C(]0,1],R), | ), la suite u, = 2". (Exercice.)

Remarque. La méme argumentation que dans I’étape 1 montre qu’on peut
toujours recouvrir un espace compact par un nombre fini de boules de rayon
e > 0. On appelle cette propriété pré-compacité (ou bien étre totalement
borné). On y reviendra dans la section suivante.
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5.3 Compacité et topologie

Définition. Un recouvrement ouvert d'un espace métrique est une collection
U = (U;)ier douverts U; de E tels que E = Uy U;.

Définition. Un espace métrique a la propriété de Borel-Lebesgue si de tout
recouvrement ouvert on peut extraire un recouvrement fini.

Ceci revient a dire que pour tout U = (U;)ier, U; ouverts de E tel que
E = U;c1U;, il existe J C 1 fini tel que B = U U;.

Définition. Un espace métrique (E,d) est précompact (ou bien totalement
borné) si pour tout € > 0, E' peut étre recouvert, par un nombre fini de boules
ouvertes de rayon ¢.

Ceci revient a dire que du recouvrement ouvert U = (B(x, €)).cg, on peut
extraire un sous-recouvrement fini.

Le but de cette section est de montrer les équivalences suivantes.
Théoréme 5.11. Soit (E,d) un espace métrique. Alors les condition sui-
vantes sont équivalentes.

i. L’espace (E,d) satisfait la propriété de Borel-Lebesque ;

ii. L’espace (E,d) est compact;
iii. L’espace (E,d) est complet et pré-compact.
Démonstration. (i) = (i7). On raisonne par contradiction en supposant qu’il

existe une suite (x,,) sans valeur valeur d’adhérence. Pour tout x € E, x n’est
pas valeur d’adhérence de (x,) donc il existe €, > 0 tel que

{n € N|z,, € B(z,¢e,)}
est fini. On considere le recouvrement
U= (B(z,e1))zcE-

D’apres Borel-Lebesgue, on peut extraire un recouvrement fini de ¢. Il existe
donc {ay,...,a,} C E tel que E = |J!_, B(a;,&,,). Comme {n € N | z, €
Bl(a;, €4,)} est fini pour chaque 4, on obtient que

{n € N|z, € E}

est fini, ce qui est absurde.
(71) = (vi7). Tout d’abord la compacité entraine la complétude. En effet
soit (z,) une suite de Cauchy. Si elle sous-converge (compacité), alors elle
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converge car elle est de Cauchy. On montre enfin que (E,d) est pré-compact
(ou bien totalement borné). Ceci revient a dire que pour tout £ > 0 il existe
un recouvrement donné par un nombre fini de boules de la forme B(z;,¢)

pour i = 0,1,..., N. On procede ainsi. Soit o € E; on considere B(x,¢).
Si E est inclus dans cette boule on a fini, sinon on continue en choisissant
r1 € E\ B(zg,e). Ainsi, pour x,...,x, donnés on choisit z,,; dans le

complémentaire de U, B(x;,¢) lorsqu’il ne pas vide. Or, il existe N > 0 tel
que le complémentaire de U, B(x;, €) est vide. Sinon la suite (z,,) satisferait
d(xp,xy) > € pour tout p,q € N et ceci ne permettrait pas d’extraire des
suites de Cauchy ; ce qui contredirait la compacité.

(#49) = (7). On montre d’abord que grace a la pré-compacité tout suite
admet une sous-suite de Cauchy.

Lemme 5.12. Si (E,d) est pré-compact, toute suite admet une sous-suite

de Cauchy.

Démonstration. Observons que pour tout recouvrement fini £ = (J/_, A;,
pour toute suite (x,) de F, une des parties A; au moins satisfait

{neN |z, € A;} est infini.

Ceci revient a dire qu’il existe une sous-suite contenue dans I'un des A;.
On va considérer des recouvrements de plus en plus fins et des extractions
successives. Fixons pour chaque k£ € N*, X C E un ensemble fini tel que

1
E= B(y, —

U B, )

yeXy
D’aprés l'observation ci-dessus, pour toute suite (x,) de E, pour chaque
k € N*, il existe y € X} et une sous-suite de (z,) & valeurs dans B(y, 7).
Soit alors une suite = (x,) de E, quelconque. Il existe donc y; € X; et
une sous-suite x o ¢; a valeurs dans B(y;,1). De méme, il existe y, € X5
et x o g1y a valeurs dans B(ys, %) On définit par récurrence vy, € X et
o : N — N strictement croissante tels que

1
$O¢1O¢20--‘O¢k(N) C B(ylﬁE)

En particulier diam zo¢yo¢g0---0¢(N) < 2/k. On définit alors & : N — N
par ®(0) = 0 et pour n > 1, et ®(n) = ¢ 0 py 0 -+- 0 ¢p(n). Clairement P
est strictement croissante. On considere alors la sous-suite x o ®. Pour tout
m>nona®(m)eEp opyo---o0¢p,(N) donc

2
diam{z o ®(m) | m > n} < -

qui tend vers 0 quand n tend vers +o00. La suite xo® est donc de Cauchy. [
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On va maintenant extraire d’un recouvrement U un recouvrement fini.
Tout d’abord, pour tout entier positif m, on dispose d'un recouvrement B,,
de E donné par un nombre fini de boules de rayon 1/m. Pour chaque = € F
il existe une boule B(z,¢) contenue dans un ouvert U du recouvrement U.
Si on choisit m tel que 1/m < €/2 on peut aussi imposer que l'ouvert U
contienne une boule B, de B,,. Comme ’ensemble U,,B,, est dénombrable
cette procédure extrait un sous-recouvrement dénombrable

F={B,|zcE)}

de U, B,,. Or, par construction, pour chaque élément F' de F il existe (par
construction) un ouvert Ur € U contenant F'; on peut donc extraire de U
un sous-recouvrement {Ur | F' € F}. Tout comme F, ce recouvrement est
dénombrable ; on peut donc ’écrire ainsi

(U, Uy}

(il suffit de choisir pour toute boule de £ un ouvert de U qui la contient).
Or ce recouvrement admet forcement un sous-recouvrement fini. Sinon on
aurait une suite satisfaisant x,, ¢ U ,U; pour tout n. Grace au lemme, cette
suite admet une sous-suite de Cauchy, donc une sous-suite convergente a ¢
grace a la complétude de E. Soit U, 'ouvert qui contient ¢. Cela signifie que,
pour n arbitrairement grand, on a z, € Uy, mais, par construction, x,, est
hors de U;, des que n > h. On a donc une contradiction ; il faut conclure que
{Ui,..., Uy, ...} (et donc U) admet forcement un sous-recouvrement fini. [J

5.4 Théoreme d’Ascoli

L’espace des fonctions continues
C([a,b],R) ={f: [a,b] = R | f continue}

avec la norme |f|o = maxcp |f(2)| est un EVN de dimension infinie.
Dans la section 5.2 nous avons illustré comme dans un EVN les compacts
sont fermés et bornés; cependant nous avons démontré que dans le cas ou
la dimension est infinie il existe toujours des parties fermés et bornés qui ne
sont pas compactes. Le corollaire 5.19 fournit, en particulier, une condition
nécessaire et suffisante pour la compacité dans (C([a,b],R), | [o)-

Le théoreme qu’on présente dans cette section peut aussi étre illustré a
I’aide d’une question naturelle. Soit

fo:la, 0] = R
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une suite de fonctions continues et uniformément bornées; c.-a-d. il existe
M tel que |fu]ee < M. On se demande sous quelle condition elle sous-
converge dans la norme | |« ; c.-a-d. elle admet une sous-suite qui converge
uniformément. Le corollaire 5.20 répond a cette question.

On considere 'adhérence dans (C([a,b], R), | |«) de 'ensemble F = { f,,}.
Pour répondre affirmativement & la question, il suffirait savoir que F est
compact. Cependant, (C([a,b],R),| |«) est un EVN a dimension infinie;
ainsi le fait que F soit fermé et borné ne suffit pas.

En effet il n’est pas difficile de construire des suites bornés qui n’admettent
aucune sous-suite convergente dans la norme | |o. Un exemple peut étre
donné comme suit.

2n(n+ 1)z —2n —<z< 23&111),

Jo=1{ —2n(n+ 1)z +2(n+1) 238:31) <z<i

0 autrement.

Il s’agit de la fonction qui est non nulle seulement dans l'intervalle ]%H, %[
Dans la premiere moitié de cet intervalle f,, croit linéairement de 0 a 1, tandis
que dans la deuxieme moitié elle descend linéairement de 1 a 0. Clairement
la norme de ces fonctions vaut 1. D’autre part on a | f,, — fi| = 1 si n # m.
Ceci implique la non-existence d’une sous-suite convergente. En effet la suite
considéré ne satisfait pas la condition de équi-continuité qui aurait garantit

la sous-convergence (corollaire 5.20).

5.4.1 Equi—continuité

On défini la condition qui caractérise les familles fermés et borné qui sont
aussi compactes dans C([a, b],R). On se situe dans le cadre général de 1’en-
semble F'F des fonctions de I'espace métrique (FE,d) dans I'espace métrique
(F,9).

Définition. Une famille F C F¥ de fonctions de E dans F, est équi-continue
(EC) en xy € E ssi

Ve >0,3n > 0,Ve € E\Vf € F,d(x,z9) <n=05(f(x), f(xo)) <&.

Remarque. La constante € dépend de zy et pas de f. Chaque f € F est
continue en xg.

Définition. Une famille F C C(E, F') est équi-continue sur tout F si F est
équi-continue en xy pour tout xy € E.
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Exemple. Doit k£ > 0. Une famille d’applications k-lipschitziennes est equi-
continue.

Définition. Une famille 7 C C(E, F) est équi-uniformément continue sur
tout E si

Ve >0,3dn > 0,Va,y € EVf € F,d(z,y) <n=46(f(z), fly)) <e.

La proposition suivante peut étre regardée comme une généralisation du
théoreme de Heine.

Proposition 5.13. Si E' est compact et F C C(E, F) est équi-continue sur
E alors F est équi-uniformément contine.

Démonstration. Sinon il existe ¢ > 0 et pour tout n € N*, z,,y, € F,
fn € F tel que d(z,yn) < = et 6(fu(@n), fu(yn)) = €. On extrait une sous-
suite (24(n)) convergeant vers x € E. La suite (yg(n)) converge aussi vers x et
on a la contradiction en écrivant 1'equi-continuité de fy(,) en x pour n assez

grand. O]

5.4.2 Le théoréeme d’Ascoli

On note

o(f,g) = maxd(f(x), g(x)).

zel

dans C(E, F).

Théoréme 5.14 (Ascoli). Soient (E,d) et (F,0) deux espaces métriques
compacts et soit F C C(E, F) une famille de fonctions continues. Si F est
fermée et équicontinue, alors F est compact dans C(E, F).

Démonstration. On va montrer que F est pré-compact et complet, ce qui
implique la compacité grace au théoreme 5.11.

Lemme 5.15. L’ensemble F est pré-compact.

Démonstration. Fixons e > 0.
On commence par utiliser la proposition 5.13 pour trouver n > 0 tel que

Ve, o' € ENNf € Fod(x,2") <n=4d(f(x), f(z') <e/b

On utilise alors la (pré)compacité de E et de F' pour trouver deux ensembles
finis X ={zy,...,2,} CEetY ={y,...,y,} C F tels que

E = U B(z,n) et E= U B(y,e/4).

zeX yeX
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Clairement, pour tout x € X limage {f(z)| f € F} est contenue dans
Uer B(y,e/4). On a donc un ensemble fini X C E n-dense et un ensemble

fini Y C F. On considere YX = {h: X — Y}, ensemble fini des applications
de X dans Y. Pour chaque h € YX, on définit
Frn=Af€F|Vxre X, if(x),h(x)) <e/d}.

qui éventuellement est vide. S’il n’est pas vide, alors on peut choisir un
élément f;, € Fj, qui par construction satisfait Vo € X, §(fr(z), h(x)) < /4.
Alors, la pré-compacité suit de 'inclusion

Fc |J Bofue)

heyX
Fh#g

En effet, soit f € F. Pour chaque z € X, il existe h(z) € Y tel que f(z) €
B(h(x),e/4). On définit ainsi h: X — Y in Y¥; on a f € F, et F, est non
vide. Il existe alors fj, € F, qui clairement satisfait

Sup 6(f(x), fu(x)) < e/2

Montrons que f € B, (fn,€). Soit x € E. Par définition de X il existe 2’ € X
tel que d(z,2") < n. Alors
O(f(x), fu(@)) < 0(f(2), f(z") + 6(f(2), fu(a)) + 0(fu(2), fu(z))
<el/l+e/24+¢c/d=¢
On en déduit que o(f, fn) < € ce qui montre la précompacité de F. [

Lemme 5.16. L’ensemble F est complet.

Démonstration. Soit (f,) une suite de Cauchy de F. Soit x € E. Puisque
(fr(2), fn(x)) < o(fn, fm) lasuite (fn(x)) est de Cauchy dans F. Or elle est
contenue dans le compact F' donc admet une sous-suite convergente et donc
converge puisqu’elle est de Cauchy. Notons f(z) sa limite dans F. On définit
alors la fonction f: F — F, limite simple de (f,,). La suite de ’argumentation
est standard. Fixons € > 0. Alors

IN € N,Vp,q > N,o(fp, fy) <€

donc
aN € N,Vp,q > N,Vx € E,§(f,(x), fy(z)) <e

en passant a la limite quand ¢ — oo on a
N e N,Vp > N, Vx € E,6(f,(x), f(z)) <e

Ceci montre que o(f,, f) < € et donc que (f,,) converge vers f € (C(E, F),0).
[
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La pré-compacité et complétude entrainent la compacité. [

On peut montrer facilement un résultat réciproque au précédent. La
preuve n’est pas tres difficile, mais on I'omet dans ces notes.

Théoréeme 5.17. Soit (E,d) et (F,0) deux espaces métriques. St F C C(E, F)
est compact alors F est équi-continue. [

Le théoreme de Ascoli implique avec 1’énoncé précédent le corollaire sui-
vant.

Corollaire 5.18. Si (F,d) et (F,d) sont compacts, la compacité de F équivaut
a la fermeture et a [’équi-continuité. [

Corollaire 5.19. Si (E,d) est compact, F C C(E,R") est compact si et
seulement si F est bornée, fermé et équicontinue. [

Démonstration. La famille F est bornée, ses fonctions sont a valeurs dans
une boule fermée F' = B(0, M) dans R" pour M suffisamment grand. On est
donc dans les conditions du corollaire précédent car F' est compact. O

Corollaire 5.20. Soit (f,,) une suite de fonctions dans C([a, b],R) uniformément
bornés (M tel que || f.| < M Vn). Sila suite est une famille équi-continue,
alors il existe une sous-suite ( fy(n)) qui converge uniformément dans C([a, b], R).

Démonstration. Soit F = {f,,}. Alors la famille F est fermée et équi-continue.

Les fonctions ont valeurs dans 1'espace compact F' = [—M, M]. On a donc la
compacité de F. Ceci revient a dire que (f,,) admet une sous-suite conver-
gente. O

Exercice a faire en TD.
1) Soit (F,d) un espace compact et f: E — FE telle que d(f(z), f(y)) =
d(x,y) pour tout z,y € E. Montrer que f est bijective.
2) Soit G C C(E, E) le groupe des isométries de (F,d) compact.
a) Montrer que G est compact (commencer par montrer qu'il est fermé).
b) Montrer que lapplication g — g~! est continue de G dans G.

5.5 Le théoreme de Stone-Welierstrass

Soit E un espace métrique, C(E, R) 'espace vectoriel des fonctions conti-
nues de E dans (R, us),

On remarque que cet espace vectoriel est muni d’une opération de multi-
plication : données f et g on note fg la fonction produit.
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Définition. On dit que A C C(E,R) est une algebre si elle est stable par
addition, multiplication et multiplication par un scalaire, c¢’est-a-dire

f+g€e A, fge A A\ge A,

pour tout f,g € A, A € R.

Remarque. En particulier, si A est une algebre, f € A et P(x) est un
polynome a coefficients réels sans terme constant

n

P(z) = Z a;x’,

i=1
alorson a P(f) =>"1 a;f" € A.
Exemple.
1) L’ensemble des fonctions constantes.
2) Soit x € B, A={f € C(E,R), f(z) =0}
3) Soient x,y € E et x # y, on pose alors A = {f € C(E,R), f(z) = f(y)}.
0

Si E = [a,b], 'ensemble des fonctions polynomiales sur [a,b] (restriction
a [a,b] d'un polynome) est une algebre.

Soit K un espace métrique compact, on considere la norme uniforme | |
sur C(K,R)
|1 = max| £ (a).
Lemme 5.21. Si A C C(K,R) est une algébre, alors A est une algébre.

Démonstration. Si f, — f, g, — g dans C(K,R), alors on a

| fngn = Fal < N(fo = Flgal + 11 (9n = DI < 1fn = fllgal + 1 1gn — gl = 0.

Le reste est évident. O]

Définition. On dit que A C C(E,R) sépare les points de E si pour tout
xo £ yo € F, il existe f € A tel que

f(xo) # f(yo)-

Exemple.
1) Si E = [a, b], 'algebre des fonctions polynomiales sur [a, b] sépare les points
de [a, b]. Si xg # yo € [a,b], on peut écrire

r — X

Plx) = .
() Yo — To
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2) Pour zg # yo € E, A= {f € C(E,R), f(z9) = f(y0)} ne sépare pas les
points de E.

Théoréme 5.22 (Stone-Weierstrass). Soit K un compact, A C C(K,R) une
algebre qui sépare les points de K et qui contient les constantes. Alors A est
dense dans C(K,R). Autrement dit, on a A= C(K,R).

Corollaire 5.23 (Weierstrass). Soit [a,b] un intervalle compact de R. Toute
fonction continue f: [a,b] — R est limite uniforme d’une suite de fonctions
polynomiales sur |a, b].

Le théoreme implique le corollaire : 'algebre des fonctions polynomiales
sur [a, b] sépare les points de [a,b] = K, contient les constantes, donc A =
C(K,R) par le théoreme.

Démonstration du théoréme. La preuve comporte 5 étapes, dont 3 de préparation.
Le but des deux premieres étapes est de montrer que si f1, fa,..., fn € A,
alors

max(fi,..., fa) € A, min(fi,..., f) € A

Etape 1. Il existe une suite de fonctions polynomiales P,(x) sur[0,1]
qui converge uniformément vers la fonction p(x) = +/x.

On définit une suite de fonctions polynomiales (P, (t)) sur [0, 1] en posant
P1 =0et
t — P,(t)?

P.1(t) = P,(t) + 5

En écrivant P,Hl(t)—\/f = (\/f—Pn) [—1 + @} , on montre par récurrence

que P,(t) < v/t et on en déduit que P,,,(t) > P,(t) pour tout n € N. On
en déduit alors que P,(t) converge simplement vers /£, puis uniformément
avec Dini (en utilisant la condition P,,1(t) > P,(t)).

Etape 2. Sif,g €A, alors |f|,max(f,g), min(f,g) € A

SifeA h= # € Aet Vz € K,h(x) € [0,1]. Alors, d’apres I'étape 1

L~ tim P,(h),

71— n=»00
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pour la convergence uniforme. Or si P, (z) = >, a;2",

k
P.(h) = ag + Zaihi € A,
=1

o
i € A

Comme A est une algebre, A aussi d'out |f| € A. Pour le reste on a les
formules

vu que A contient les constantes et la remarque plus haut. Donc

max(f, g) = f+g+2!f—g!
et

En itérant on obtient que si fi,... f, € A, alors max(fi,..., f,) € A et

min(fla s 7fn) S "_4'
Etape 3. Pour tout xg # yo € K, pour tout a, 5 € R, il existe g € A tel

que
g(wo) = a, 9(vo) = .

On prend h € A tel que h(xg) # h(yo) (car A sépare) et on a la formule
h(z) — h(zo)
h(yo) — h(xo)

Comme A contient les constantes, g € A. -
Etape 4. Soit f € C(K,R), 2o € K, € > 0. Il existe g € A tel que

g(z) =a+(f - a)

g(wo) = f(o), g<f+e, surK.

Pour chaque y € K, y # x, I'étape 3 donne g, € A telle que
9y(wo) = f(20), 9y(y) = f(y) +¢/2.

Alors 'ensemble
U,={z€ K, g,(2) < f(z) +¢}

est un ouvert contenant g et y. Alors

K= |J u,

yeK\{zo}
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c’est-a-dire que (Uy)yex\ {2} €st un recouvrement ouvert de K. Par compacité
de K, il existe yi,...,y, tel que

k
K = U Uyw
i=1
Alors ¢ := min(gy,,...,gy,) € A, d’apres la conclusion de 1'étape 2, et sur

chaque U,,,

g S Gy, < f+5
Donc g < f+ ¢ sur K. o
Etape 5. Soit f € C(K,R), € > 0. 1l existe h € A tel que

f—e<h<f+e, surK.

Pour chaque z € K, I’étape 4 donne h, € A telle que
he(x) = f(x), hy < f+¢, sur K.

L’ensemble
Ve={2€ K, f(2) — e < ha(2)}

est ouvert et contient x. Les V,, formant un recouvrement ouvert de X com-
pact, on prend zi,...,x, € K tel que

Alors h :=max(hy,, ..., hs,) € A d’aprés la conclusion de I'étape 2 et le fait
que A est une algebre. Clairement h satisfait

h<f+e

sur K puisque chaque h,, le satisfait. D’autre part, pour tout z € K, il existe
ie{l,...,p} tel que x € V., donc

f(2) —e < hyy(2) < h(z).
On conclut que f —e < h < f+ e sur K.

Conclusion : On a montré que A est dense dans C(K,R), ce qui prouve
la densité de A. ]

Exercice. Soit f € C([0, 1], R) non polynomiale. Soit (F,) une suite fonctions
polynomiales telle que P, converge uniformément vers f sur [0,1]. Alors la
suite des degrés des P, tend vers +o0.



