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NOMBRES ENTIERS ET RATIONNELS,
UFR DE MATHEMATIQUES CONGRUENCES, PERMUTATIONS (A2)

Examen du 4 novembre 2005 (1 heure)

Documents, notes de cours ou de TD, téléphones portables, calculatrices sont interdits.
Justifiez toutes vos réponses

NOM : Prénom:

EXERCICE 1

Enoncer et démontrer le théoréeme de Gauss.

EXERCICE 2

Soit A, B, C des ensembles; soit f: A— B et g: B— C des applications.
1 Onsuppose que go f estinjective; démontrer que f estinjective.
2 Onsuppose que go f estinjective et que f est surjective. Montrer que f est bijective et g est injective.

EXERCICE 3

Soit E un ensemble et soit R une relation réflexive dans E telle que pour tous x, y, z dans E vérifiant
xRy et yRz, on ait zRx. Montrer que R est une relation d’équivalence dans E.

EXERCICE 4

Soit m, n, p des entiers naturels tels que n > m > p. Montrer que 'on a

n
Z C;IZ — Cp+1 —C’;jl.

n+1
k=m

(On pourra raisonner par récurrence sur 7.)

EXERCICE 5

Montrer que pour pour tout entier relatif 7, n?+2 n’est pas multiple de 4.

EXERCICE 6

Soit a et b des entiers naturels.
1 Montrer que pgcd(a, b) divise ppcm(a, b).
Montrer que pgcd(a, b) = ppcm(a, b) si et seulement si a = b.
3 Trouver tous les couples d’entiers naturels (a, b) tels que ppcm(a, b) = 18 et pged(a, b) = 3.
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SOLUTION DE LEXERCICE 1.

Enoncé du théoréme de Gauss. — Soit a, b, ¢ des entiers relatifs. On suppose que a et b sont premiers
entre eux.

1) Si a divise bc, alors a divise c.

2) Si a et b divisent c, alors ab divise c.

Démonstration.— Comme a et b sont premiers entre eux, il existe des entiers u et v tels que au+bv =
1.0naalors c=1c=acu+ bcv.

1) Comme a divise bc, bcv est multiple de a ; de plus, acu est multiple de a. Par conséquent, c est
multiple de a.

2) Soit x et y des entiers telsque c=ax et c=by.Ona c=cau+cbv=byau+axbv=ab(yu+xv),
ce qui démontre que ab divise c.

SOLUTION DE LEXERCICE 2.

1 Soit x et y des éléments de A tels que f(x) = f(y).On a alors
(8o /)(x)=g(fx) =g(f(y) =(go .

Comme go f estinjective, on a donc x = y. Cela démontre que f est injective.

2 D’apres la question précédente, f est injective; elle est aussi surjective par hypothese. Elle est donc
bijective.
Montrons que g estinjective. Soit a et b des élements de B tels que g(a) = g(b) et prouvons que a = b.
Comme f estsurjective, il existe x et y dans A telsque a= f(x) et b= f(y). Alors,

(gofH(x)=g(a)=gb)=(go (Y.

Comme go f estinjective, x = y. Alors, f(x) = f(y),dou a= b, comme il fallait démontrer.

SOLUTION DE LEXERCICE 3.

On doit montrer que R est réflexive, symétrique et transitive.

Elle est réflexive par hypothese.

Soit x et y des éléments de E tels que xRy. Puisque R est réflexive, on a yRy. En appliquant I’hypo-
thése a x, y et z=y, on obtient alors yRx. Cela démontre que R est symétrique.

Soit enfin x, y, z des éléments de E tels que xRy et yRz. On a donc zRx. Puisque R est symétrique,
on a aussi xRz. Cela démontre que R est transitive.



SOLUTION DE LEXERCICE 4.

Démontrons le résultat par récurrence sur 7. L'assertion est vraie pour n = m car elle s’écrit

p _ ~ptl p+1
Cm=Chn—Cm

formule qu’on sait étre vraie.

Supposons la relation vraie pour n et démontrons-la pour n+1. On a en effet

rf cl=c’,  + i cP=ch  +chti_chit=cPtl —cht!

il kK~ “n+l it kK~ “n+l n+1 m. T ~n+2 m

en utilisant encore une relation dans le triangle de Pascal démontrée en cours. Par récurrence, le résultat
est vrai pour tout entier n > m.

SOLUTION DE LEXERCICE 5.

Supposons que n? +2 soit multiple de 4. Alors, n?+2 est pair, donc n? aussi, donc n est pair. Par suite,

n? est multiple de 4. Cela entraine que 2 = (n? +2) — n? est multiple de 4, ce qui est absurde. Donc
n? +2 n'est pas multiple de 4.

SOLUTION DE LEXERCICE 6.

1 Lentier pgcd(a,b) divise a et 'entier ppcm(a, b) est multiple de a. Par suite, pgcd(a,b) di-
vise ppcm(a, b).

2 Notons d = pgcd(a, b) et soit a’, b’ des entiers tels que a = da’ et b= db'. Les entiers a’ et b’ sont
premiers entre eux et 'on a ppcm(a, b) = da'b’.
Sia=b,alors d=a, a =b' =1 et ppcm(a, b) = a=pgcd(a, b).
Supposons inversement que ppcm(a, b) = pged(a, b). Si d =0, a= b =0. Sinon, on obtient en simpli-
fiant par d 1'égalité a'b’ =1 qui entraine @' =b'=1.Donc a=b=d.

3 Avec les mémes notations, on doit résoudre les équations d =3 et da'b’' =18, d’ou d=3 et a'b' =6,

avec la contrainte supplémentaire que a’ et b’ sont premiers entre eux.

Analysons pour commencer I'équation a'b’ = 6. On obtient (a’,b’) = (6,1), (3,2), (2,3) ou (1,6). Tous
ses couples sont formés d’entiers premiers entre eux, donc conviennent.

Finalement, on trouve (a, b) = (18,3), (9,6), (6,9) ou (3,18).



