FEUILLE N°4

LU3MA270 - 2023/24

Exercice 1. o L’algorithme d’Euclide s’écrit

84 =52x1+32
52=32x1+20
32=20x1+12
20=12x1+8
12=8x1+4
8=4x2+0

Le pgcd de 84 et 52 est donc 4. On remonte maintenant la chaine d’équations :

4=12x1+8x(-1)

4=12x2+20x(-1)
4=32%x2+20x%x(-3)
4=32X5+52%x(-3)
4 =84x5+52x%x(-8).

e L’algorithme d’Euclide s’écrit

48 =35%x1+13
35=13%x2+9
13=9x1+4
9=4%x2+1
4=1x4+0

Le pgcd de 48 et 35 est donc 1. On remonte maintenant la chaine d’équations :
1=9%x1+4x%x(-2)
1=9%x3+13x(-2)
1=35%x3+13x(-8)
1 =35x%x11+48 x(-8).

e [’algorithme d’Euclide s’écrit

24=16x1+38
16=8x2+0
Le pged de 24 et 16 est donc 8. On en déduit :

24x16
pged(24,16)

Exercice 2. On prend a,b € N et on note d = pged(a, b). Onnote a’ = a/d e Netb’ = b/d € N.
Par définition de d, les entiers a’ et b’ sont premiers entre eux.

ppcm(24, 16) = 48.
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1l est clair que

b
% =dab=ab

est un multiple commun a a et a b.
Soit m un multiple commun de a et b. 1l existe k,l € N tels que m = ak = bl. On en déduit, en
divisant par d que

dk=bl="cN.

d
Comme a’ et b’ sont premiers, par le lemme de Gauss a’ divise l. On a donc a’b’ | (m/d), puis
ab
— =dad'b’ | m.
p ab | m

L’entier ab/d est donc bien le ppcm de a et b.

Exercice 3. On note &7 I’ensemble des nombres premiers positifs dans Z. On déduit de 1’exis-
tence d’une factorisation unique en produit de nombres premiers que

VYx,y € Z\{0}: x|y & Vpe Z:v,(x) <v,(y).
On en déduit que d est un diviseur commun de a et b si et seulement si
Vpe Z:vyd) <v,(a),v,(b) & Vpe P:v,(d) <min(v,(a),v,()),
et que m est un diviseur commun de a et b si et seulement si
Vpe P:vy(m)=>v,(a),v,(b) & Vpe P:v,(m)>max(v,(a),v,(b)).

On obtient immédiatement que le pgcd et le ppcm sont respectivement les nombres positifs pour
lesquels ces inégalités sont des égalités :

pged(a, b) = H pmin(Vp(a),Vp(b)); ppem(a, b) = 1—[ pmax(v],(a),v,,(b)).
peZ pe?

Pourpe & ona
vp(pged(a, b) ppcm(a, b)) = min(v,(a), v,(b)) + max(v,(a), v,(b)) = v,(a) + v,(b) = v,(ab).

Les entiers pged(a, b) ppcm(a, b) et ab sont positifs et on les mémes valuations donc, par le
théoreme fondamental de I’arithmétique, ils sont égaux.

Exercice 4. On sait que les sous-groupes de Z/nZ sont les images des sous-groupes de Z qui
contiennent nZ par la projection canonique Z. — Z/nZ. Ils sont donc de la forme aZ/nZ, avec
a | n. Ces groupes sont cycliques, engendrés par [a), et par le premier théoreme d’isomorphisme
de Noether, ils sont isomorphes a Z/dZ, ou d est I’ordre de |a] dans Z/nZ. En d’autres termes,

d = min(m, n | ma) = n/a.

Cette formule montre qu’il y a une bijection entre I’ensemble des sous-groupes de 7Z/nZ et les
diviseurs d de n, donnée par les bijections réciproques G v |G| et d — (n/d)Z/nZ.

Pour d | n, on note n’ = n/d. Il y a un unique sous-groupe d’ordre d de Z/nZ, qui est n'Z/nZ.
On considere le morphisme de groupes ¢ Z/nZ — Z/nZ, [x] — [dx]. L'image de ce morphisme
est o(Z/nZ) = dZ|nZ, et son noyau est constitué des classes [ x] telles que n | dx, c’est-a-dire
telles que n’ | x. On a donc ker(p) = n'Z/nZ. Par le premier théoréme d’isomorphisme de
Noether on a :

(Z/nZ)](W'Z|nZ) ~ dZ/nZ.

Par ailleurs, le noyau du morphisme surjectif Z — dZ/nZ donné par x — [dx] est le
sous-groupe n'Z, donc on a aussi :

Z|n'Z ~ dZ|nZ.
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Finalement :

(Z/nZ)|(WZInZ) ~Z/n'Z.

Exercice 5. (a) Sir =0, alors pour tout k, A(k) = 1 (le produit vide). Inversement, si pour tout
k, A(k) =1, alors A(d,) =d,---d, = 1. Comme d; > 1, ceci est possible si et seulement si le
produit est vide. On a donc r = 0 si et seulement si pour tout k, A(k) = 1

(b) Pour tout k # 0 on a ged(d;, k) < k donc A(k) < k". Puisque k > 1, on a ensuite A(k) < k°,
pour tout s > r. D’autre part on a A(d,) = d;. Comme d, > 1, on a A(d,) > d,’, pour s <r.
On en déduit que r = min{s: Yk > 1, A(k) < k*}.

(c) Pour tout k on a gcd(d;, k) < k donc A(k) < k". L’égalité A(k) = k" est vérifiée si et seulement
si toutes les inégalités sont des égalités. En d’autre termes, pour tout indice i, k | d;, c’est-a-
dire k | pged(d;) = d,. Puisque r peut se reconstituer a partir de A, la plus grande solution
dy de A(k) = k" est aussi déterminée par A.

(d) Sia=da >0, alors

.
Aa)=d---d; | | pgedia,dj) < d---dia'™".
j=i
On a égalité si et seulement si a | d;,,. L’entier d;,, est donc reconstitué a partir de A (qui
détermine r,d,, . ..,d;) comme la plus grande solution.

Exercice 6. Pour a € R, on pose o,(x) = 2a — x. C’est une involution. Pour a,b € R, on a
0,0p(x) = x + 2(b — a). C’est une translation, d’ordre infini si b # a.

Exercice 7. Pour [a] € Z/nZ, on pose o,([x]) = [2a — x]. C’est une involution. Si n = 2k + 1,
on a: oq0ask+1)([x]) = [x] + [1]. C’est une translation d’ordre n.

Exercice 8. On considere la symétrie axiale par rapport a la droite d’angle « :
oo (re®y = re'?9,
C’est une involution. On a
O-ao-ﬁ(Z) — elZ(d—ﬁ)Z.
C’est une rotation. Si (o« — ) = n/n, alors on obtient un élément d’ordre n. Si (o — B) ¢ Qn, on
obtient un élément d’ordre infini.

Exercice 9. On note ¢;(d) le nombre d’élément d’ordre = d dans G. On a pour tout d, ¢s(d) €
{0, 0(d)} : en effet, s’il existe des éléments d’ordre d, par unicité, ils sont tous dans le méme
sous-groupe G' d’ordre d de G. On en déduit d’abord que G’ est cyclique, puis que le nombre
d’éléments d’ordre d dans G’ est ¢(d).

On a d’une part

n=IGl= ) ¢a(d),
d

d’autre part :
n=|Z/nZl = Z &(d).
Ceci force toutes les égalités ¢g(d) < ¢(d) a étre dei égalités. En particulier ¢g(n) > 1, donc G
est cyclique.
Exercice 10. On considere le groupe
G =2Z/2Z = Z|2Z.

1l a des sous-groupes de cardinal {1,2,4}. Il n’est pas cyclique car tout élément est de 2-torsion.
En fait, en utilisant le théoreme de structure, on prouve facilement que tout groupe abélien
fini non-cyclique convient.
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Exercice 11. On a 36 = 22 %« 3% Et :
2=24+0=1+1.
Il 'y a donc 4 classes d’isomorphisme, représentées par :
Z]36Z,Z/12Z X Z|3Z; ZJ18Z X Z]27Z; Z|9Z X Z|9Z.
Exercice 12. On peut vérifier a la main que
<2>={1,2,4,8,3,6,12,11,9,5,10,7,1,...} = (Z/13Z)".

On peut accélérer les chose en constatant : I’ordre de (Z/137)* est 12 = 22 % 3. Les diviseurs
stricts maximaux sont 4 et 6. Un élément n engendre donc le groupe si et seulement si n* # 1 et
n®#1.0na2* =16 =3et2% =64 = 12. Donc 2 est d’ordre 12.

Exercice 13. (a) Le groupe Z/nZ étant cyclique, le morphisme Hom(Z/nZ,Z/mZ) —
Z|mZ d’évaluation en 1 est injectif. Il reste a determiner son image. L’élément 1 est
d’ordre n dans Z/nZ donc ¢(1) est de n-torsion dans Z/mZ, pour tout morphisme de
groupes ¢ € Hom(Z/nZ,Z|/mZ). L’image est donc contenue dans (m/n)Z/mZ. Inverse-
ment le morphisme Z — Z/mZ donné par 1 — k(m/n) est constant sur les classes de
Z/nZ donc il passe au quotient.

Finalement,
Hom(Z/nZ,Z|/mZ) ~ (m/n)Z/mZ ~ Z|nZ.
(b) C’est la propriété universelle de la somme directe.

(c) Un groupe abélien fini d’exposant d; s’écrit uniquement comme somme de groupes
cycliques finis
G=ZldZ®- - --®Z/d 1L

avec d;1 | d;. Si m est un multiple de d,, c’est un multiple de tous les d; et :

Hom(G, Z/mZ) ~ EB Hom(Z/d,Z, Z/mZ) ~ @ 7/dZ = G.
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