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Exercice 1. Soient p et q deux nombres premiers. On suppose que p < q et
que p ne divise pas q − 1. Soit G un groupe de cardinal pq. On se propose de
démontrer que G est cyclique.

(a) Montrez que G possède un unique q-Sylow S et que celui-ci est cyclique.
Soit x un générateur de S.

(b) Soit T un p-Sylow de G. Montrez que T est cyclique. Soit y un générateur
de T .

(c) Quel est le cardinal de Aut(S) ? Montrez que le morphisme

t 7→ (s 7→ tst−1)

de T dans Aut(S) est trivial.
(d) Calculez l’ordre de xy et conclure.

Exercice 2. Soient p et q deux nombres premiers. On suppose que p < q et que
p divise q − 1.

(a) Montrez que (Z/qZ)× possède un élément a d’ordre p.
(b) Pour tout λ ∈ ⟨a⟩ et tout b ∈ Z/qZ on note fλ,b l’application de Z/qZ

dans lui-même qui envoie x sur λx + b.
(c) Montrez que fλ,b = fµ,c si et seulement si λ = µ et b = c.
(d) Montrez que fλ,b est bijective et calculez son inverse.
(e) Calculez fλ,b ◦ fµ,c.
(f) Montrez que l’ensemble G des permutations de Z/qZ de la forme fλ,b est

un sous-groupe de SZ/qZ. Quel est son cardinal ?
(g) Montrez que G n’est pas abélien.
(h) Soit φ l’application de G dans ⟨a⟩ qui à fλ,b associe λ. Expliquez

brièvement pourquoi φ est bien définie, puis montrer que φ est un
morphisme de groupes surjectif.

(i) Calculez ker φ et montrez que ker φ est isomorphe à Z/qZ.
(j) Montrez que G est résoluble.

Exercice 3. Soit n un entier et soit f un automorphisme de Sn ayant la
propriété que pour toute transposition τ , l’image f(τ) est une transposition.
On se propose de montrer que f est intérieur.

(a) Expliquez pourquoi le problème est complètement trivial si n = 0 ou
n = 1.

(b) Expliquez pourquoi le problème est encore essentiellement trivial si n = 2.
(c) On suppose à partir de maintenant n ⩾ 3. Quel est l’ordre de

f((12))f((13)) ? En déduire qu’il existe trois éléments deux à deux
distincts e1, e2 et e3 de {1, . . . , n} tels que

f((12)) = (e1e2) et f((13)) = (e1e3).
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(d) Soit i ∈ {1, . . . , n} tel que i ⩾ 4. Montrez que f((1i)) ne peut pas être
égal à (e2e3) (on considèrera le produit (12)(1i)(13)). En déduire qu’il
existe ei dans {1, . . . , n} tel que f((1i)) = (e1ei).

(e) Montrez que les ei pour i compris entre 1 et n sont deux à deux distincts.
(f) Montrez que f est intérieur.

Exercice 4. On admet que les seuls sous-groupes distingués de S5 sont {Id}, A5
et S5 et que les seuls sous-groupes distingués de S6 sont {Id}, A6 et S6 (voir les
exercices 6 et 7 de la feuille 6).

(a) Question préliminaire. Soit Φ: X → Y une application bijective entre
deux ensembles X et Y , et soit σ une permutation de X. Soit x ∈ X.
Vérifiez que x est un point fixe de σ si et seulement si Φ(x) est un point
fixe de Φ ◦ σ ◦ Φ−1.

(b) Soit E l’ensemble des 5-Sylow de S5. Montrez que le cardinal de E vaut
1 ou 6 ; expliquez ensuite pourquoi il ne peut pas être égal à 1.

(c) On fait opérer S5 sur E par conjugaison. Si S est un élément de E,
quel est le cardinal de son stabilisateur ? En déduire que le morphisme
f : S5 → SE défini par l’action considérée de S5 sur E est injectif.

(d) Montrez que le sous-groupe f(S5) de SE n’a pas de point fixe sur E.
(e) On choisit une bijection Φ: E → {1, . . . , 6}, l’on note g: SE → S6

l’isomorphisme induit et G l’image g(f(S5)). Montrez que G n’a pas
de point fixe sur {1, . . . , 6}.

Dans ce qui suit, on pourra oublier la construction de G. La seule
chose qui va servir est que G est un sous-groupe de S6, de cardinal 120
et sans point fixe sur {1, . . . , 6}.

(f) On fait opérer S6 sur l’ensemble F := S6/G (qui est lui-même de cardinal
6) par translations. Montrez que le noyau du morphisme induit h de S6
vers SF est contenu dans G ; en déduire que h est un isomorphisme.

(g) Montrez que h(G) a un point fixe sur F .
(h) On choisit une bijection Ψ: F → {1, . . . , 6}, l’on note k: SF → S6

l’isomorphisme induit. Montrez que le sous-groupe (k ◦ h)(G) de S6 a
un point fixe sur {1, . . . , 6}.

(i) Montrez que l’automorphisme k ◦ h de S6 n’est pas intérieur.
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