Sorbonne Université
Année universitaire 2023-2024, licence 3, Algébre (UE 3M270), feuille de TD

numéro 7.

Exercice 1. Soient p et ¢ deux nombres premiers. On suppose que p < g et
que p ne divise pas ¢ — 1. Soit G un groupe de cardinal pq. On se propose de
démontrer que G est cyclique.

(a) Montrez que G possede un unique g-Sylow S et que celui-ci est cyclique.
Soit x un générateur de S.

(b) Soit T' un p-Sylow de G. Montrez que T est cyclique. Soit y un générateur
de T.

(¢) Quel est le cardinal de Aut(S) ? Montrez que le morphisme
ts (s> tst™h)

de T dans Aut(S) est trivial.

(d) Calculez l'ordre de zy et conclure.

Exercice 2. Soient p et ¢ deux nombres premiers. On suppose que p < g et que
p divise ¢ — 1.
(a) Montrez que (Z/qZ)* posséde un élément a d’ordre p.

(b) Pour tout A € (a) et tout b € Z/qZ on note fy; application de Z/qZ
dans lui-méme qui envoie x sur Az + b.

Montrez que f, = fu,c si et seulement si A = pet b =c.
Montrez que fy est bijective et calculez son inverse.
Calculez fxp o fu..

Montrez que ’ensemble G des permutations de Z/gZ de la forme f) ; est
un sous-groupe de Sz /,7. Quel est son cardinal ?

(g) Montrez que G n’est pas abélien.

(h) Soit ¢ lapplication de G dans (a) qui & fr, associe A. Expliquez
brievement pourquoi ¢ est bien définie, puis montrer que ¢ est un
morphisme de groupes surjectif.

(i) Calculez ker ¢ et montrez que ker ¢ est isomorphe a Z/qZ.
(j) Montrez que G est résoluble.

Exercice 3. Soit n un entier et soit f un automorphisme de S, ayant la
propriété que pour toute transposition 7, I'image f(7) est une transposition.
On se propose de montrer que f est intérieur.
(a) Expliquez pourquoi le probléme est complétement trivial si n = 0 ou
n=1.
(b) Expliquez pourquoi le probléeme est encore essentiellement trivial sin = 2.

(¢c) On suppose & partir de maintenant n > 3. Quel est Pordre de
f((12))f((13))? En déduire qu’il existe trois éléments deux & deux
distincts ey, e3 et eg de {1,...,n} tels que

F((12)) = (exez) et f((13)) = (eres).



(d)

()
(f)

Soit i € {1,...,n} tel que ¢ > 4. Montrez que f((1i)) ne peut pas étre
égal & (ege3) (on consideérera le produit (12)(1¢)(13)). En déduire qu’il
existe e; dans {1,...,n} tel que f((17)) = (e1e;).

Montrez que les e; pour i compris entre 1 et n sont deux a deux distincts.

Montrez que f est intérieur.

Exercice 4. On admet que les seuls sous-groupes distingués de S5 sont {Id}, A5
et Sy et que les seuls sous-groupes distingués de Sg sont {Id}, Ag et Sg (voir les
exercices 6 et 7 de la feuille 6).

(a)

(i)

Question préliminaire. Soit ®: X — Y une application bijective entre
deux ensembles X et Y, et soit o une permutation de X. Soit z € X.
Vérifiez que x est un point fixe de o si et seulement si ®(z) est un point
fixe de Pogod L.

Soit F I’ensemble des 5-Sylow de S5. Montrez que le cardinal de E vaut
1 ou 6; expliquez ensuite pourquoi il ne peut pas étre égal a 1.

On fait opérer S5 sur E par conjugaison. Si S est un élément de F,
quel est le cardinal de son stabilisateur 7 En déduire que le morphisme
f: S5 — Sg défini par 'action considérée de S5 sur E est injectif.

Montrez que le sous-groupe f(S5) de Sg n’a pas de point fixe sur E.

) On choisit une bijection ®: E — {1,...,6}, lon note g:Sg — Sg

lisomorphisme induit et G limage g(f(S5)). Montrez que G n’a pas
de point fixe sur {1,...,6}.

Dans ce qui suit, on pourra oublier la construction de G. La seule
chose qui va servir est que G est un sous-groupe de Sg, de cardinal 120
et sans point five sur {1,...,6}.

On fait opérer Sg sur ’ensemble F' := Sg/G (qui est lui-méme de cardinal
6) par translations. Montrez que le noyau du morphisme induit & de Sg
vers Sr est contenu dans G; en déduire que h est un isomorphisme.

Montrez que h(G) a un point fixe sur F.

On choisit une bijection ¥: F — {1,...,6}, lon note k:Sp — Sg
lisomorphisme induit. Montrez que le sous-groupe (k o h)(G) de Sg a
un point fixe sur {1,...,6}.

Montrez que 'automorphisme k o h de Sg n’est pas intérieur.



