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L’objet de ce cours est I’étude des anneaux commutatifs et de leurs modules.
Nous traitons plus spécifiquement les extensions de corps via la théorie de
Galois et introduisons les notions de base de 1'algebre commutative. Il s’agit de
considérer les objets algébriques non seulement d’un point de vue abstrait mais
surtout en lien avec des questions arithmétiques et géométriques. Nous abordons
donc les notions suivantes :

— Principaux exemples d’anneaux commutatifs : anneaux de polynomes, de
séries formelles, anneaux d’entiers algébriques.

— Divisibilité, factorisation et idéaux dans les anneaux commutatifs. Applications
arithmétiques et géométriques.

— Opérations sur les anneaux commutatifs et leurs modules : localisation, produit
tensoriel. Modules projectifs. Homologie.

— Structure des modules sur un anneau noetherien ou principal. Application a
la réduction des endomorphismes.

— Extensions de corps. Nullstellensatz. Théorie de Galois. Applications.

— Constructions locales et globales en géométrie arithmétique. Lemme de Hensel.
Vecteurs de Witt. Valuations.

— Introduction a la géométrie algébrique.

La géométrie arithmétique motive 'essentiel des partis pris dans ce cours. Il
s’agit de mettre en place les outils de géométrie algébrique pour s’attaquer a des
problemes arithmétiques.

La conjecture de Weil est une illustration des liens profonds et mystérieux entre
la géométrie algébrique et Iarithmétique. En effet pour f € Z[ Xy, ..., X,,], nous
pouvons considérer d’une part 1’espace topologique X des solutions de f = 0 dans
C et d’autre part I’ensemble des solutions dans F,= de I’équation réduite modulo
p. La conjecture de Weil, démontrée par Deligne, établit un lien entre les nombres
de Betti de X et les cardinalités des ensembles de solutions en caractéristique p.



PARTIE 1

ANNEAUX, IDEAUX, ALGEBRES

L’objet de ce cours est I'’étude des anneaux et des corps et leurs premieres
propriétés. Nous rappelons ici les concepts de base de I'algebre commutative qui
sont étudiés en détail tout au long de ce cours.

1. Les principaux objets algébriques

Dans ce paragraphe, nous définissons les objets algébriques élémentaires : an-
neaux, corps, idéaux, modules et algebres.

1.1. Anneaux, idéaux. —

Définition 1.1. — Un anneau unitaire (A,+,-) est la donnée d’un ensemble
et de deuz lois internes + et . vérifiant :

i. (A,+) est un groupe commutatif d’élément neutre 0,

1. la multiplication - est associative et possede un élément neutre, noté 1,

1. la multiplication - est distributive par rapport a l'addition :

Ve,y,z € A, z(y+2) =zy+axz, (y+2)z =yxr+ 2.

Si la multiplication est commutative, ['anneau A est dit commutatif.

Dans ce cours, sauf mention explicite du contraire, le mot “anneau” désigne
un anneau unitaire commutatif.

Ezxzemples 1.2. — i. L’anneau nul {0} est le seul anneau dans lequel 1 = 0.

ii. Les entiers relatifs (Z,+,-), les entiers modulo n (Z/nZ,+,-) sont des
anneauzr commutatifs. Les nombres décimauz (Z[1/10],+,-) sont munis d’une
structure d’anneau commutatif.

iii.  L’ensemble P(FE) des parties d’un ensemble E muni de la différence
symétrique (AAB = AUB — AN B) et de l'intersection est un anneau dit anneau
de Boole.

iv. Si A est un anneau non nul (commutatif), ['ensemble des matrices
(M, (A),+,-) muni de laddition et de la multiplication est un anneau qui
est non commutatif sin > 2.

v. D’aprés le théoréeme de Jacobson, tout anneau A tel que

Ya€e A,In > 2,a" = a

est commutatif.



Certains anneaux apparaissent naturellement comme anneaux de fonctions.

Exzemples 1.3. — v. Si A est un anneau (commutatif), lanneau A[X] des
polynomes en la variable X est l’ensemble des sommes de la forme ), a; X"
avec a; € A presque tous nuls et dont ’addition et la multiplication sont définies

par
O aXx) + O b X7) = (ay, + b) X*,
i>0 §>0 k>0
O aiXHO b X)) => (D aiby)X*.
>0 5>0 k>0 itj=k
Par induction, nous définissons l'anneau A[Xq,...,X,] des polynémes a n vari-

ables (voir Exemple 1.5 ii.).

vi. Si A est un anneau commutatif, nous pouvons définir 'anneau commutatif des
séries formelles A[[X]] dont les éléments sont les séries Y., a; X" avec a; € A les
lois internes étant données par la somme et le produit de convolution des séries
formelles. Par induction, nous définissons également ['anneau commutatif des
séries formelles a n variables A[[ X1, ..., X,]].

vit. Munissons R de sa topologie standard, i.e. engendrée par la base

{Ja,b[,a,b € R,a < b}.

Pour tout espace topologique T, [’ensemble des fonctions continues a valeurs
réelles T — R est un anneau noté C(T,R). En effet l’addition, la soustraction
et le produit de deux fonctions continues sont continus ; les fonctions constantes
a 0 et 1 sont les éléments neutres respectifs de l’addition et de la multiplication.

Plus généralement, la géométrie algébrique apporte l'intuition géométrique
dans des situations de nature algébrique car permet de penser a n’importe quel
anneau comme un anneau de fonctions sur un objet géomébrique (§14).

Définition 1.4. — Un morphisme d’anneaux f : A — B est une application
entre les deuxr anneauzr A et B satisfaisant pour tous (x,y) € A?,

i fle+y)=flx)+ fy),

i. f(zy) = f(z)f(y),

i, f(1)=1.

Exemples 1.5. — 1. Un isomorphisme (d’anneaux) est un morphisme
d’anneaux f : A — B qui admet un inverse a droite et a gauche :
dg: B— A, fog=idg,go f=1id4.

Un sous-anneau B de A est un sous-groupe de A stable par la multiplication,
ayant le méme élément neutre. L’inclusion B —> A est alors un morphisme
d’anneauz. L’image d’un morphisme d’anneauz f: A — B est un sous-anneau



de B.
1. Nous avons un isomorphisme d’anneauz canonique

A[Xl, c. ,Xn] — A[Xl, c.. aXn—l][Xn]

ce qui justifie que la définition (et la notation) de l'anneau des polynomes a n
variables ne dépend pas de [’ordre des variables dans la construction par induction.
Cette propriété est utile pour transférer des propriétés d’un anneau A a 'anneau
AlXy, ..., X, (par exemple la factorialité Corollaire 5.25).
1i.  L’application nulle n’est pas un morphisme d’anneaux f : A — B avec
B #0 (car f(1) # 1). Lapplication f : Z/6Z — Z/6Z, f(x) = 3x n'est pas un
morphisme d’anneauz (bien que 3xy = 323y ).
iv. Soit p un nombre premier et A un anneau de caractéristique p > 0 (i.e.
p-1l=1+---41=0). Alors lapplication de Frobenius p : A — A, a > aP est

——

p fois

un morphisme d’anneauz.
En effet, d’une part,

Va,b € A, p(ab) = (ab)? = aPb? = p(a)p(b), ¢(1) =17 = 1.

D’autre part, comme p est premier, il divise les coefficients du binome (k) pour
0<k<p;donc

p
Va,be A, pla+b)=(a+b)P = Z (i)a”_kbk =a’ + b’ = p(a) + p(b).
k=0

v. Le seul morphisme d’anneauxr f = R — R est lidentité. En effet, le mor-
phisme f est lidentité sur Z donc sur Q. Les éléments de R, étant les carrés,
f(Ry) € Ry. Nous en déduisons que f est croissante et par densité de Q,
f = Idg.

Le lemme d’Hensel permet de généraliser cette propriété a d’autres complétés
topologiques du corps des nombres rationnels Q (voir Exemple 24.5 ii.).

Définition 1.6. — Un idéal d’un anneau (commutatif) A est un sous-groupe
additif I de (A, +) stable par multiplication par A.

Exemples 1.7. — 1. Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.
Réciproquement, tous les idéaux de A s’obtiennent comme noyau de morphismes
d’anneauz de source A (voir 2.7). Le morphisme f est injectif si et seulement si
ker f = {0}. Il est surjectif si et seulement si Coker f = B/im f = {0}.

1. Dans l'anneau Z, tous les sous-groupes additifs sont des idéaux. Mais dans
Z[1/10] , Z[1/2] est un sous-groupe qui n'est pas un idéal car 1/10 =1/5-1/2 ¢
Z[1/2].

1.2. Anneaux integres, corps. —

Définition 1.8. — L’ensemble des éléments inversibles d’un anneau A
A*={rec ATy Ajxy =1}



est un groupe pour la multiplication induite de celle de A.

Un anneau A # 0 et commutatif est dit intégre si z,y € A — {0} implique que
xy € A—{0}.

Si A* = A—{0} (et A unitaire et commutatif ), nous disons que A est un corps.
Un morphisme de corps est un morphisme d’anneaux entre deuz corps.

Exemples 1.9. — i. Les éléments du groupe (Z/nZ)* sont les classes des
éléments premiers a n. L’anneau Z/nZ est intégre si et seulement si Z/nZ est
un corps, i.e. si et seulement si n est un nombre premaier.

ii. St K est un corps, K[X1,..., X,]* est ’ensemble des polynémes constants
non nuls. Ce n’est plus vrai si nous remplacons le corps K par un anneau A. En
effet si A contient un élément € tel que € = 0, alors 1 + X n’est pas constant
mais est inversible d’inverse 1 —eX dans A[X].

iii. Une série formelle f € A[[X]] est inversible si et seulement si son terme
constant est inversible f(0) € A*.

w. Soit A un anneau de cardinal fini ou tel qu’il existe un corps K, sous-anneau
de A tel que A s’identifie a un K-espace vectoriel de dimension finie. Alors A
est intégre si et seulement si A est un corps.

En effet, supposons que A est intégre et montrons que tout élément a € A — {0}
admet un inverse dans A : ’application

A— A v+ ax

est injective car A est intégre. Donc elle est surjective (car K-linéaire ou bien A
est fini). Donc il existe b € A avec ab = 1.

1.3. Modules, algebres. — La notion de K-espace vectoriel K", centrale en
algebre linéaire, se généralise pour A anneau de la fagon suivante :

Définition 1.10. — Soit A un anneau. Un A-module (M, +,-) est un ensem-
ble muni d’une loi interne + et d’une loi externe A x M — M, (a,m) — am
vérifiant :

i. (M,+) est un groupe commutatif,

it. Pour tous o, 5 € A et m,m’ € M les propriétés suivantes sont satisfaites :

- (distributivité) a(m + m') = am + am/, (a+ f)m = am + Bm,

- (associativité) (af)m = a(Bm),

- (élément neutre) 1 -m = m.

Un morphisme de A-modules est un morphisme A-linéaire f : M — M’ entre
deuxr A-modules

flam+ Bn) =af(m)+ Bf(n),a, € A,m,n € M.

Dans le cadre des modules, la notion et 'existence de bases sont plus subtiles
que pour les espaces vectoriels et conduisent a mettre en exergue certaines familles
particulieres d’anneaux, tels que les anneaux euclidiens, principaux, factoriels



(84), noethériens (§9)... Un A-module muni d’une structure d’anneau est dit
A-algebre :

Définition 1.11. — Soit A un anneau. Une A-algébre est un couple (B,t)
composé d’un anneau B et d’un morphisme d’anneauz ¢ : A — B (qui est
souvent sous-entendu). Un morphisme de A-algébres (B,1) — (B',(') est un
morphisme d’anneaux f : B — B’ tel que for= 1. L’ensemble des morphismes
de A-algébres est noté Homa_ai (B, B).

En particulier, pour K un corps, les K-algebres jouent un role central pour
décrire les solutions d’équations polynomiales a coefficients dans K ; c¢’est 'objet
de la théorie de Galois (§21).

2. Idéaux

Les idéaux apparaissent naturellement en algebre comme noyaux de mor-

phismes d’anneaux. En géométrie, tout systeme d’équations polynomiales est
équivalent a la donnée d’un idéal. En théorie des nombres, les idéaux apparais-
sent pour palier a la non unicité de la factorisation.
Dans cette section, nous définissons (§2.1) différentes opérations sur les idéaux
(addition, produit, intersection, radical...). Nous démontrons une version étendue
du théoréme chinois (§2.2). Ensuite (§2.3) nous caractérisons les idéaux qui
conduisent a des anneaux quotients ayant de bonnes propriétés (integres, réduits,
COrps...).

2.1. Idéaux, anneau quotient. —

Définition 2.1. — Un idéal d’un anneau A est un sous-groupe additif I C
(A, +) tel que AI C 1, i.e

Ya e A,x € Iax € 1.
Un idéal I distinct de A est dit propre.

Proposition 2.2. — Soit S C A un ensemble non vide d’un anneau A. Nous
notons (S) Uintersection de tous les idéaux de A contenant S. C’est un idéal et

(S) = {Z ass|as € A presque tous nuls }.

sES

Démonstration. — D™une part I = {)  _gassla; € A presque tous nuls } est
inclus dans tout idéal contenant S. D’autre part [ est un idéal. Donc (S) =1. O

Définition 2.3. — Soit S C A un ensemble non vide d’un anneau A. L’idéal

(S) est dit idéal engendré par S. Les éléments de S sont dits générateurs de
Vidéal (S).



Pour z € A, (z) := ({z}) = Az = {ax|a € A} est dit idéal principal engendré
par x.
Un idéal est dit de type fini si [ = (S5) avec S un ensemble fini.

Exzemples 2.4. — i. Les idéauz (0) = {0}, (1) = A.

Plus généralement v € A* <= (x) = A.

1. St I C J sont deux idéaux de A avec J engendré par n éléments. Alors 1
n'est pas forcément engendré par n éléments. Par ezemple dans K[X1, Xs| nous
avons (X1) C (X1, Xs) C (1).

iii. Soit K un corps. Le théoréme de la base d’Hilbert (Théoréme 9.8) établit

que les idéaur de K|[Xy,...,X,] sont de type fini, ce qui n’est pas le cas dans
K[X;,i € NJ.
Définition-Proposition 2.5. — Soient I,.J deux idéaux de A. Les opérations

sutwantes conduisent a la définition d’un idéal de A :

- intersection I N J et lintersection d’une famille d’idéaux de A,
-somme [+ J={z+ylrel,ye J}

- produit IJ =< {zylr € I,y € J} >={>"| _| TalalTa € I,ya € J, 7 > 1},
- radical rad(I) = {x € A|3n > 1,2™ € I}.

Démonstration. — Montrons que rad(7) est un idéal de A. Soit f,g € Aetn € N
tels que ", ¢g" € I. Alors

2n—1

(f +g)2n—1 _ Z (271]{:_ 1) kaQn—l—k el

k=0

car max(k,2n — 1 — k) > n. O

Lorsque les idéaux sont de type fini, ces opérations s’expriment en termes de
générateurs de I et J et mettent en évidence des propriétés arithmétiques de
I’anneau A.

Exemples 2.6. — i. Sil = (x1,...,2,) et J = (y1,...,Ym) alors
[+J: (xla"'awnayla'-wym) et [J = (ajlyl?"'7x1ymax2yla---7xnym)-
ii. Soit A=7,1=(m), J=(n) pour n,m > 1. Alors
(m) + (n) = (m,n) = (PGCD(n,m)), (m)N (n) = (PPCM(n,m)),
(m)(n) = (mn), rad (m) = (mo)

ot mg est le produit des nombres premiers distincts divisant m.

Les idéaux d’'un anneau A permettent de construire les anneaux quotients de
A



Définition 2.7. — Pour tout idéal I de A, le groupe abélien quotient A/I a une
unique structure d’anneau, dite anneau quotient, pour laquelle la projection
canonique

T A— A/l, x—ao+1

est un morphisme d’anneaux. Son noyau est l'idéal kerm = 1.

Démonstration. — Le produit 7(z)m(y) = 7w(zy) est bien défini car si w(z) =
m(@)etm(y) =7(y) alorssx —a' €I, y—y €1 et

xy—2y =xly—y)+y(x—2)e AI+ Al CI+1=1,

ie w(zy) = n(2'y). O
Exemples 2.8. — i. L’anneau Z/nZ est ’anneau quotient de 7, par 'idéal nZ.
it.  L’anneau quotient AJ/I est l'anneau des classes d’équivalence © = vy

mod [ <=z —yel.

Proposition 2.9. — i. (Propriété universelle). Pour tout morphisme
d’anneaur f : A — B et tout idéal I de A tel que I C ker f, il existe un
unique morphisme d’anneaux f : AJI — B tel que for = f.

it. (Théoréme d’isomorphisme). Pour tout morphisme d’anneauz, f : A — B,
le morphisme f induit un isomorphisme f : A/ ker f — im(f).

Démonstration. — i. Nous définissons f(7(z)) := f(z).
ii. Le morphisme f : A/ker f — im(f) est bijectif, ¢’est donc un isomorphisme.
O

Ezemples 2.10. — i. Si A est un anneau et f = X4+a; X4 -4ay € A[X]
un polynome unitaire de degré d > 1, l'anneau quotient

AIX]/(f) ={g mod flg € A[X], deg(g) < d}.
En particulier, pour f = X —a (a € A), l'idéal (X — a) coincide avec le noyau
de ’évaluation
evy t A[X] — A, 9(X) — g(a)

qut induit un isomorphisme

&v, : A[X]/(X —a) — A.
w. De méme, ['application surjective d’évaluation

ev; : RIX] — R[i] =C, ¢(X) — g(i),

a pour noyau ker ev; = (X? + 1)R[X] et induit un isomorphisme

v RIX]/(X2+1) = C.
Sa restriction a Z[X] C R[X] induit un isomorphisme

&, ZIX]/(X? + 1) — Z]i).
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v. Si f: A — B est un morphisme d’anneaux et I est un idéal de B alors
Uimage réciproque f~'(I) est un idéal de A. En effet,

f'I)=%ker(mrof: A— B — B/I).

vi. Passer au quotient permet de montrer que certaines équations n’ont pas de
solution dans A en montrant qu’elles n’ont pas de solution dans A/I. Par exemple
22 —10y* = 2 n’a pas de solution (x,y) € Z* car n'a pas de solution dans ’anneau
quotient Z/5Z (en effet 2 n'est pas un carré modulo 5). Déduire des solutions
dans A de solutions dans A/I peut s’avérer plus subtile (voir §24).

2.2. Théoreme des restes chinois. — L’objet de ce paragraphe est la
généralisation du lemme chinois : pour m,n € Z premiers entre eux,

Z/mnZ — 7./m7Z x Z/nZ.

Définition 2.11. — Soient Ay, ..., A,, n > 2 des anneauzx. L’ensemble produit
A=A x---x A, est muni d’une structure naturelle d’anneau via

(@1, ) + (Y1, ) = @1+ Y1, T+ Yn),

(1, o )WYty Yn) = (T1Y1, - o T Yn),
avec 14 =(1,...,1) = (1ay,---,14,).

Proposition 2.12. — Soit A un anneau, I,.J des idéaur de A avec I + J =
(1) = A. Alors INJ = 1J et Uapplication

A/INJT) = AJTxA)J, x+INJw (x+1,2+J)

est un isomorphisme d’anneauz.

Démonstration. — L’application o : A — A/I x A/ J, a(z) = (x + [,z + J)
est un morphisme d’anneaux de noyau ker « = I N J qui induit un isomorphisme
a: A/(INJ) — im(a). 1l suffit donc de vérifier que o est surjective. Par
hypothese, il existe i € I et j € J tel que i +j = 1. Ainsi (i) = (0,1) et
a(7) = (1,0). Donc a(yi + xj) = (x + I,y + J) pour tous z,y € A.

L’inclusion IJ C I N J est toujours vérifiée. Réciproquement si a € I N J,
a=ait+ajeJl+1J=1J. 0

Corollaire 2.13. — (Théoréme des restes chinois).
Soit A un anneau et Iy, ..., I, des idéaux de A tels que I; + I, = (1) pour j # k.
Alors Ty ---N 1, =1 --- I, et lapplication

A/(LN---NIL) = A/l x--xA/L, x+(LN---NL) = (x+1,...,0+1,)

est un isomorphisme d’anneauz.
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Exemple 2.14. — Soitn > 2 et ( € C une racine complexe primitive n-iéme
de l'unité. Le n-iéme polynome cyclotomique est le polynome irréductible de 7| X|
défini par ®, = i<pan (kn)=1(X — ¢*). Nous avons X" — 1 = g ®q et les $g
sont premiers entre eux deux a deux. Ainsi d’aprés le lemme chinois

QX]/(X" = 1) = HygnQ[X]/(Pa).

Définition 2.15. — Un élément e d’un anneau A est dit idempotent s’il
vérifie €2 = e. Deux idempotents ey, es sont dits orthogonaux si ejes = 0.

Exemples 2.16. — i. Les éléments neutres 0,1 sont les idempotents triviaux de
A. Dans Z/67Z, 3,4 sont les seuls idempotents non triviaux.

it. Soit T un espace topologique et C(T,R) l’'anneau des fonctions continues de T
dans R. Un idempotent de C(T,R) est une fonction a valeurs dans {0,1}. Donc
st T est connexe, il n'y a pas didempotent non trivial.

iii. L’ensemble des idempotents de A muni des lois *, - (axb = a+b—2ab,a-b = ab)
est un anneau.

w. Sie estun idempotent de A, 1—e aussi et A s’identifie au produit des anneaux
Ae et A(1 —e) : l'isomorphisme d’anneauz

A— Ae x A(1 —e), ars (ae,a(l —e))

a pour réciproque (x,y) — x + y.

v. Soient m,n deux entiers premiers entre eux. Soit u,v € Z avec mu +nv = 1.
Par conséquent (mu)?> = mu mod nm. Donc e = mu mod nm est un élément
nilpotent de Z/nmZ, (Z/nmZ)e = muZ/nmZ = Z/nZ, (1 — e)(Z/nmZ) =
Z/mZ. Nous retrouwvons le lemme chinois Z/nmZ ~ Z[nZ X Z/mZ.

Lemme 2.17. — Avec les notations de la définition 2.11, les projections
Tt A— Ag, m(xy,. o x,) =, 1<EkE<n

sont des morphismes d’anneaux.
Les inclusions

ikZAk—)A7 ik(xk):((),...,xk,...,()), 1<k<n

ne sont pas des morphismes d’anneauz car e = ix(ls,) = (0,...,1,...,0) # 14.
Les éléments e, 1 < k < n satisfont les propriétés suivantes pour tous 1 < j <
k <n:

i. er = ey (idempotent),

ii. ejer, = 0 (orthogonalité),

1. eg+---+e, =1

Proposition 2.18. — Soit A un anneau et eq,...,e, € A des idempotents or-
thogonauz tels que ey +---+e, = 1. Alors pour tout 1 < k < n, le sous-ensemble
A, = e A = {egala € A} C A muni des opérations induites de 'addition et
de la multiplication de A, est un anneau dunité 14, = ex. Les applications
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T+ A — Ag,mi(a) = exa sont des morphismes d’anneauzr qui induisent un
1somorphisme

T=(m,..., ) A— A x-xA,, w(a)=(eaq,...,eqa),

qui a pour tnverse 7T_1<CL1, coyan) = e1a; + -+ epay,. Pour tout idéal I de A,
Uimage I, = ex(I) = exl est un idéal de Ay et (1) =11 X -+ X I,.

2.3. Idéaux premiers, idéaux maximaux. —

2.3.1. Idéaux premiers et maximauz. —

Définition 2.19. — Soit I un idéal propre (I # A) d’un anneau A.

Lidéal I est dit maximal, s’il est maximal pour l'inclusion parmi les idéaux
propres de A.

L’idéal I est dit premier, si

‘v’x,yEA,xyE]:><xE]ouy€I>.

L’ensemble des idéaux premiers de A est noté Spec A. L’ensemble des idéaux
maximauz de A est noté Spm A.

Exemples 2.20. — i. L’idéal (0) est premier si et seulement si A est intégre.
it. La terminologie “spectre premier” (pour Spec) ou “spectre mazimal” (pour
Spm) qui justifie les notations introduites est réservée a ces ensembles munis de
topologie de Zariski (§15,16).

Proposition 2.21. — Soit I un idéal propre d’un anneau A.
i. Lidéal I est premier si et seulement si A/I est intégre.
ii. L’idéal I est maximal si et seulement si A/ est un corps.

Démonstration. — i. Soit m : A — A/I la projection canonique. Soient z,y € A
avec m(x), m(y) # 0. Alors z,y & I.

Si I est premier, alors xy ¢ I, donc w(z)m(y) # 0, donc A/I integre.
Réciproquement si A/I integre, w(z)m(y) # 0 donc zy & I, donc I est premier.
ii. De méme, I # A est maximal parmi les idéaux propres de A si et seulement si

Vedgl, [+ (v) =A<V &l (r(x))=A4A/] —
Ve & I,n(z) € (A)I)" < (A/I)* = A/I — {0}.
[

Ezxzemples 2.22. — i. Si K est un corps, Spec K = {(0)}. Si ces ensembles
(topologiques) sont identiques pour tous les corps, ils sont munis d’une structure
supplémentaire, dite schéma (espace topologique muni d’un anneau de fonctions
sur cet espace topologique) qui permet de les différencier.

it. L’ensemble SpmZ = {(p), p nombre premier}, SpecZ = SpmZ U {(0)}.

iii. Soit C le corps des nombres complexes. Alors Spm C[X] = {(X —a),a € C}
et Spec C[X]| = Spm C[X|U{(0)} (voir Ex. 4.15).
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iv. L’ensemble Spm Z[X] est l’ensemble des couples (p, P) ot p € N est nul ou
premier et P € Z[X] est un polynéme irréductible modulo p (voir Exemples 4.3).

Lemme 2.23. — Soit I un idéal de A et m: A — A/I la projection canonique.
1l y a une bijection naturelle entre

{idéauz J de A/I} < {idéaux J de A contenant I},

via J > 7 1(J) et JJI « J si I C J. De plus (A/I)]J = A/ J.
Cette bijection induit par restriction des bijections :

{p € Spec A|I C p} «— Spec A/I,
{m e SpmA|I C m} «— Spm A/I.

Démonstration. — Si p est un idéal de A et I C p, nous avons A/p =
(A/I)/(p/I). Donc A/p est integre si et seulement si (A/I)/(p/I) est integre.
Le cas des idéaux maximaux est identique. O
Lemme 2.24. — Soit A un anneau.

i. Soit I, ..., I} des idéaux et p € Spec A tels que ﬂ?zllj C p. Alors il existe j
tel que I; C p.

1. Soit I.py,...,p, des idéaux de A, n>1, p; € SpecA et I C U;’L:H%‘- Alors il
existe j tel que I C p;.

Démonstration. — i. Raisonnons par I’absurde en supposant pour tout i, I; ¢ p.
Alors, pour tout 4, il existe a; € I; — p et ay -~ ax € NF_;I; — p car p est premier.
ii. Nous pouvons supposer que si @ # 7, p; ¢ p;. Raisonnons par induction et
contraposition : supposons que I ¢ p; pour ¢ = 1,...,n et montrons que pour
tout m=1,...,n, il existe x,,, € I — U, p;.

Supposons m > 2 et quiil existe x,,; € I — U 'p; (induction). Comme
Ipy, ..., Ppm_1 & Pm, il existe a; € p; — p,, pour tout @« = 1,....,m — 1 et
Gy € I — 9. Ainsi z = ay;---a,, € INPI N~ NP1 — P €6 Ty = Tyt
ou T, = Tyy—1 + 2 convient (suivant que x,,_1 & P OU Tyy1 € Ppn)- O

Lemme 2.25. — (Fonctorialité).
1. Tout morphisme d’anneauz f : A — B induit une application

f*:Spec B — Spec A

définie par f*(p) = f~'(p).
ii. Si [ est surjectif, alors f* est injectif et f*(Spec B) = {q € Spec A, ker f C q}.
iti. En général, f*(Spm B) ¢ Spm A.

Démonstration. — i. Si I C B est un idéal (quelconque) de B alors f induit
un homomorphisme injectif d’anneaux A/f~1(I) — B/I. Si p € Spec B, alors
B/p est integre donc A/f7(p) est integre (il est non nul car 1 ¢ f~!(p)) et
f~Y(p) € Spec A. Par conséquent f* est bien définie.

ii. L’application surjective f induit une bijection entre A/ker f et B. D’apres
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le lemme 2.23, nous avons une bijection naturelle (croissante pour linclusion)
entre Spec(A/ker f) et {q € SpecA,ker f C q}. Donc f* injective d’image
f*(Spec B) = {q € Spec A, ker f C q}.

iii. Soit l'inclusion f : Z — Q. Alors (0) € SpmQ mais f~1((0)) = (0) &
Spm Z. n

Exemple 2.26. — Si f : A — B et g : B — C sont des morphismes
d’anneauz, nous avons (go f)* = f*og*. Nous avons ainsi construit un foncteur
contravariant de la catégorie des anneauz dans la catégorie des ensembles (§7.2).

2.8.2. Existence d’un idéal maximal. — Dans ce cours, nous considérons le
lemme de Zorn comme un axiome de la théorie axiomatique des ensembles.
Cependant, nous prendrons soin de préciser explicitement dans ce texte lorsque
nous y aurons recours. Admettre le lemme de Zorn est équivalent a admettre
I’axiome du choix qui postule qu’un produit d’ensembles non vides est non vide.

Lemme 2.27. — (Zorn) Soit (E,<) un ensemble partiellement ordonné non
vide, inductif (i.e. tel que pour toute partie E' C E totalement ordonnée, il
eriste x € E tel que ' < x, pour tout 2’ € E'). Alors E a un élément mazimal.

Théoréme 2.28. — Si l'anneau A est non nul, alors Spm A # ().

Démonstration. — Soit S I'ensemble des idéaux propres de A. L’ensemble S est
non vide car contient (0), il est partiellement ordonné pour l'inclusion et il est
inductif : tout sous-ensemble totalement ordonné {I,} C S admet une borne
supérieure (I'union de tous ses éléments). D’apres le lemme de Zorn, ’ensemble
S contient un élément maximal. O

Corollaire 2.29. — Soit A un anneau.
1. Tout idéal I propre de A est contenu dans un idéal mazximal.

Démonstration. — i. Soit m: A — A/I, m € Spm A/I. 1l suffit alors de prendre
1

m=7""(m).

ii. Si z € A* alors pour tout m € Spm A,  mod m € (A/m)* = (A/m) — {0},

donc x ¢ m. Réciproquement si x ¢ A*, alors (z) # A donc il existe m € Spm A

avec (z) C m. O

Lemme 2.30. — Soit A # 0 un anneau. Tout idéal premier p de A contient un
1déal premier minimal.

Démonstration. — En effet, 'ensemble E = {q premier,q C p} (non vide car
p € F) est muni de l'ordre partiel q < ¢’ <= ¢’ C q. Soit (pr)rea une partie de
E totalement ordonnée par inclusion avec A # ). Par le lemme de Zorn, il suffit
de montrer que py = Nyeapy est un idéal premier. Soit x,y € A avec zy € po.
Siy & po, il existe A € A avec y & py, donc y & p, pour tout p, C p) . Par
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primalité des idéaux, x € p, pour tout p, C py et comme la famille d’idéaux est
totalement ordonnée x € p,, pour tout p € A. Ainsi x € pg et py est premier. [

2.3.3. Radicaux. —
Définition 2.31. — Soit A un anneau. L’idéal

j(A) = r_]mESpmArﬂ
est dit radical de Jacobson de A.

Théoréme 2.32. — Soit A # 0 un anneau et J(A) son radical de Jacobson.
Soit f € A. Alors f € J(A) si et seulement si 1 —af € A* pour tout a € A.

Démonstration. — Si f € J(A) et a € A, I'élément 1 — af n’est contenu dans
aucun idéal maximal (carsil —af e me SpmA, 1 = (1 —af)+af € m exclu.)
Donc 1 — af est inversible.

Réciproquement, soit f ¢ J(A). Il existe m € Spm A avec f ¢ m. Alors f € A/m
et f #0. Comme A/m est un corps, il existe a € Atel queaf = I donc 1—af € m
et 1 —af n’est pas inversible. m

Soit A un anneau et I un idéal. Nous rappelons que
rad(/) = {a € A|3n > 1,a" € I}.

Définition 2.33. — Soit A un anneau.

i. L’ensemble rad(0) des éléments nilpotents de A est dit nilradical de A.
it. L’anneau A est dit réduit si rad(0) = (0).

Nous notons A = A/rad(0) le plus grand anneau réduit quotient de A.

Exemples 2.34. — i. Soit p un nombre premier, l'anneau Z/pZ est intégre
donc réduit. Sin > 2, U'anneau Z/p"7Z n’est pas réduit et rad(0) = pZ/p™Z.

ii. L’anneau (A/I)d = A/rad(I) est le plus grand anneau réduit quotient de
A/l

iii. Le morphisme m : A — A™ wérifie la propriété universelle suivante : pour
tout morphisme d’anneaux f : A — B ou B est réduit, il existe un unique
morphisme f : A*Y — B tel que f = fo.

w. La projection canonique m: A — A™Y induit des bijections

7 : Spec A — Spec A, Spm A™4 — Spm A.

v. Nous avons A[X|* = A* + rad(0)[X].
vi. Dans le langage des catégories, le foncteur A — A™ de la catégorie des

anneauz vers la catégorie des anneaux réduits est un adjoint a gauche du foncteur
d’oubli (§7.4).

Proposition 2.35. — Soit A un anneau.

i. Le nilradical rad (0) = Npespec AP-

it. Plus généralement, si I idéal de A, rad(I) est l'intersection des idéaux pre-
miers de A qui contiennent I.
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Démonstration. — i. Si f € A est nilpotent, il existe n € N avec f* = 0, donc
J™ € p pour tout p € Spec A donc f € p et f € Myespec aP-
Réciproquement, si f € A n’est pas nilpotent, notons

Sp={f",neN}

et E 'ensemble des idéaux de A tels que I NSy = (), muni de la relation d’ordre
donnée par l'inclusion d’idéaux. Comme 0 ¢ S, (0) € E, donc E n’est pas
vide. Si (I))xea est une famille totalement ordonnée non vide d’éléments de E,
alors Uyepalyn € E. Par le lemme de Zorn, E possede un élément maximal .
Montrons que I € Spec A. Soit z,y € A — I. Par maximalité de I, nous avons
I+xA, I+yA & E, doncil existen,m € N, a,a’ € A, b,V € I tels que f" = ax+b
et fm"=dy+V. Donc "t = ad'zvy + axb' + ba'y + bb' & 1. Donc ad'zy & I,
donc zy & I, donc I est premier. Comme f & I, f & MNyespec AP-

ii. Pour 7 : A — A/I, nous avons

rad(7) = 7 (rad(0)) = Nppespec 4T 'P.

Or {7 'p,p € Spec A/I} est 'ensemble des idéaux premiers de A qui contiennent
1. O

Exemple 2.36. — i. Soit I,J deuz idéauzr de A alors
rad(I) Nrad(J) =rad(I N J) = rad(1J).

it. Soit my,...,m, des idéaur maximauz distincts de A. Ainsi m; +m; = A pour
i#jetmyN--Nm, =my---m,.. Soit [ =mi'---ml. D’apres le théoréme
chinois 2.183,

(A/T) = A/rad(I) = Ajmy - -m, = A/(my N -Nm,) — Afmyx - x A/m,.

Donc (A/I)™ est un produit de corps.

iii. Pourt € |0, 1], notons I; C C([0,1],R) l’ensemble des fonctions f :[0,1] —
R telles que f~1(0) est un voisinage de t. Alors I; est un idéal de C([0,1],R) et
il existe des idéauz premiers non mazrimaux P, tels que I, C p. En effet I, est un
idéal qui vérifie rad(I;) = I;. Donc I, est lintersection des idéaux premiers qui le
contiennent. Le seul idéal mazximal qui contient I, est l’idéal my; des fonctions qui
s’annulent au point t. Comme I; # my, la propriété annoncée est démontrée. En
particulier C([0,1],R) a des idéauzx premiers non mazimaux, cependant il n’est
pas facile de les décrire directement.

w. Les idéaux radiciels, i.e égaux a leur radical, sont les objets élémentaires de
la géométrie algébrique (Corollaire 14.9). L’idéal de Jacobson donne un critére
utile de nullité de certains A-modules de type fini (Lemme de Nakayama 11.17).

3. Localisation

La localisation d’un anneau en une partie multiplicative (§3.1) permet de con-
struire des anneaux ayant un unique idéal maximal (§3.2) et de plonger tout
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anneau integre dans son corps de fractions. Nous précisons également 1'opération
induite par la localisation sur les spectres d’idéaux premiers (§3.2).

3.1. Parties multiplicatives. —

Définition 3.1. — Une partie multiplicative d’un anneau A est un sous-
ensemble S de A stable par multiplication, contenant 1.

Définition-Proposition 3.2. — Soit A un anneau et S une partie multiplica-
tive de A. La relation

(a,8) ~ (d',s') <= Fu € S tel que uas’ = ua's

est une relation d’équivalence sur AXS. Notons & la classe d’équivalence de (a, s).
L’ensemble des classes d’équivalence ST A est muni d’une structure d’anneau, dit
anneau localisé, via les opérations

a b ar-+bs gé_a_b

s r sr ' sr sr

L’application de localisation j : A — S7'A, a 1 est un morphisme d’anneauz.

Démonstration. — Les opérations sont bien définies, associatives et commuta-
tives. Montrons que 'addition est bien définie, les autres propriétés sont ana-
logues. Pour (a,s) ~ (a',s') et (b,r) ~ (b/,r'), alors il existe u,v € S avec
u(as’ —a's) = 0 = v(br’ — b'r). Donc wv(ar + bs)s'r’ = uv(a’'r’ + 0's")sr d’on
(ar + bs, sr) ~ (a'r" + Vs, s'r").

L’élément neutre de ’addition est % pour tout s € S et 'unité est % La multi-
plication est distributive par rapport a l’addition. O

Exemple 3.3. — i Si 0 € S alors ST'A = 0. Ceci explique que, dans la
littérature, la définition des ensembles multiplicatifs impose parfois qu’ils ne con-
tiennent pas 0.

ii. Soit A un anneau et S une partie multiplicative. L’élément a/s € ST1A sat-
isfait a/s = 0/1 si et seulement si il existe u € S tel que ua = 0 dans A. Par
conséquent, pour A # 0, Uapplication de localisation j : A — S™1A est injective
si et et seulement si aucun élément de S n’est diviseur de 0.

1. Soitt € A. Alors la partie

S, ={1,t,#* ...}

est un sous-ensemble multiplicatif de A.
Sid € N* alors S;'7Z consiste en les éléments de Q dont les dénominateurs divise
une puissance de d :

S7'7 = {a/d" € Qla € Z,n € N}.

Nous construisons ainsi le corps des nombres décimauz et la décomposition en
base > 2 .
vi. Si A= K[Xy,...,X,] est un anneau de polynémes a n variables a coefficients
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dans un corps K. Soit P € A, un polynome arbitraire. Alors S;lA est l'anneau
des fractions

SplA = {%,QeA,meN}.

3.2. Idéaux des anneaux localisés. —

Lemme 3.4. — Soit A un anneau, I un idéal de A, S C A une partie multi-
plicative et j : A — S™YA Uapplication de localisation. Alors

S ={a/se€ S A acl,se S}
est un idéal de ST'A et tout idéal J C ST1A est de cette forme : J = S71(571)).

Démonstration. — L’inclusion S™1(571J) C J est claire. Réciproquement soit
a/s € J. Alors a/1 = (a/s)(s/1) € Jdonca € j7'J et a/s € ST J). O
Proposition 3.5. — Soit A un anneau, S C A une partie multiplicative, j :

A — S7YA Uapplication de localisation. L’application
j* : Spec ST'A — Spec A
est injective et son image est {p € Spec A, SNp = 0}.

Démonstration. — D’apres le lemme 3.4, 'application j7* est injective.

Soit q € SpecS™1A et p = j*q. Sit € SNpalors 1 =t/t € S™'p = q, donc q
n’est pas propre, ce qui est absurde. Donc SNp = 0 et j*(Spec STtA) C {p €
Spec A,pN S = 0}.

Réciproquement si p € {p € Spec A, SNp = (}. Alors S~'p est un idéal premier.
En effet si (a/s) - (b/r) = ab/rs € S™'p alors il existe u € S et ¢ € p avec
ab/rs = ¢/u. Donc il existe v € S tel que abuv = crsv dans A donc abuv € p.
Comme uv € S, ab € p donc a/s ou b/r dans S~1p qui est donc premier. L’idéal
S~!p est propre car si 1 € S™1p, il existe ¢ € p et u € S tels que 1/1 = ¢/u. Donc
il existe v € S avec uv = cv dans A ce qui est exclu caruv € Set SNp=0. O

La définition suivante explique le choix de la terminologie.

Définition-Proposition 3.6. — Un anneau local est un anneau n’admettant
qu’un idéal mazximal.

Sip est un idéal premier S = A —p est multiplicative. Le localisé S™'A = A, de
A en p est un anneau local d’idéal mazimal S™'p.

Démonstration. — Soit p € Spec A. D’apres la proposition 3.5 I'application de
localisation A — A, induit une bijection

Spec A, >~ {q € Spec A,q C p}.

L’idéal S~'p C A, est I'unique idéal maximal de 'anneau local A,. O
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Exemples 3.7. — i. Un corps est un anneau local d’idéal mazimal (0).
it.  L’anneau des séries formelles K[[Xy,...,X,]] est un anneau local d’idéal
mazimal engendré par Xy, ..., X,.

3.3. Corps des fractions. — Le corps des fractions d’un anneau integre “rend
inversible” tout élément non nul de A dans une extension canonique Frac(A) de
A. 1l s’agit du prototype de la localisation.

Définition 3.8. — Soit A intégre et S = A—{0} (multiplicative). Les éléments
non nuls de S~'A sont de la forme &, a,b # 0 d’inverse % L’anneau S™'A est
un corps noté Frac(A) et appelé corps des fractions de A. C’est le plus petit

corps contenant A.

Exemples 3.9. — . Le corps des fractions des entiers relatifs est le corps des
rationnels : Frac(Z) = Q. Les sous-anneaux propres de Q sont les localisés de 7.
en S C SpecZ.

1. Les corps des fonctions rationnelles a n variables sur le corps K est le corps
des fractions de l'anneau des polynomes a n wvariables Frac(K[Xy,...,X,]) =
K(Xq,...,X5).

1. Soit K un corps. Le corps des fractions de l’anneau des séries formelles
K[[X]] est le corps des séries de Laurent :

K((X)) = Frac(K[[X])) = | {Z a; X", a; € K} .

neN i=—n

Lemme 3.10. — Soit A un anneau intégre de corps des fractions K. Alors
Frac(A[X]) = K(X).

Démonstration. — Tout élément non nul de A[X] est inversible dans K(X), ce
qui fournit un morphisme de corps injectif Frac(A[X]) — K(X). Montrons qu’il
est surjectif. Soit Q) = % € K(X). Quitte a multiplier par les dénominateurs des

coefficients de f et g, nous pouvons écrire () = § avec f,§ € AlX]. O

4. Anneaux integres

Dans 'anneau Z, il y a unicité de la factorisation (a l'ordre pres) en produit
de nombres premiers. Cette propriété est la clé de nombreuses stratégies de
résolutions d’équations diophantiennes.

Exemples 4.1. — i. L’équations x* = 2 n’a pas de solution dans Q.
ii. L’équation x* —1 = y3 a pour solution dans Q*, {(0,—1),(£1,0), (£3,2)}.
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Lorsque cette propriété d’unicité de la factorisation n’est plus satisfaite, les
idéaux premiers remplacent les éléments irréductibles. En effet les idéaux d'un
anneau A peuvent étre additionnés et multipliés. Si, de plus, A est un anneau
de Dedekind, les idéaux propres non nuls admettent une factorisation unique en
produit d’idéaux premiers (voir §23.3).

L’objet de ce paragraphe est de caractériser certains anneaux qui ont des pro-
priétés similaires a 'anneau Z et d’en déduire des propriétés arithmétiques. Nous
étudions ici quatre classes d’anneaux integres :

- les anneaux de Bézout,

- les anneaux euclidiens,

- les anneaux principaux,

- les anneaux factoriels.

Les anneaux euclidiens sont principaux. Les anneaux principaux sont factoriels.
Les anneaux factoriels sont les anneaux integres dans lesquels il y a unicité de
la factorisation en produit d’éléments irréductibles. Les anneaux factoriels de
Bézout sont les anneaux principaux.

4.1. Arithmétique dans un anneau integre, anneau de Bézout. — Le
PGCD et le PPCM sont des outils efficaces pour calculer dans ’anneau des en-
tiers Z. La généralisation de ces notions dans un anneau integre quelconque fait
apparaitre des difficultés nouvelles qu’il convient de contourner.

Définition 4.2. — Soit A un anneau integre.

i. Pour a,b deuz éléments non nuls de A, nous disons que b divise a (et nous
notons bla) s’il existe ¢ € A tel que a = be.

En particulier (bla et alb) si et seulement si a = bu pour u € A*.

ii. Un élément a € A est dit irréductible si a ¢ A* U {0} et si a = bc avec
byc € A alors b € A* ou c € A* (mais pas les deuz).

Autrement dit a ¢ A*U{0} est réductible (non irréductible) s’il existe b,c € A—A*
avec a = be.

Exemples 4.3. — 1. Les éléments irréductibles de Z sont les £p avec p pre-
mier.

ii. Soit a € A—{0}. Silidéal (a) est premier, alors a est irréductible, mais
la réciproque est fausse : dans le sous-anneau Z[iv/5] de C le nombre 3 est
irréductible. En effet Uapplication norme N : Z[ir/5] — N, N(x + iv/5y) =
2?2 + 5y? est multiplicative : N(ab) = N(a)N(b). Comme 3 n'est pas une norme,
donc ses seuls diviseurs sont £1,43, donc 3 est wrréductible. Cependant, [’idéal
(3) n'est pas premier car 3 divise le produit (2 4 iv/5)(2 — iv/5) mais aucun de
ses facteurs.

iii. Les idéaur premiers de Z[X] sont l'idéal nul (0), les idéaux principauz (P)
avec P élément irréductible de Z[X] et les idéaux mazimauz (p, P) ot p est nul
ou est un nombre premier et P irréductible modulo p.
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. Soit Z le sous-anneau de C des entiers algébriques, i.e. des racines des
polynomes unitaires a coefficients dans Z (voir 23.13). Cet anneau n’est pas un
corps, car pour n > 2, 1/n n'est pas entier. Soit z € Z non nul non inversible et
212 une racine de z dans C. Alors z'/? est un élément non nul et non inversible
de Z et z = 2'/22Y%2. Donc z n'est pas irréductible. Donc 7 n’admet aucun
élément irréductible.

Définition 4.4. — Soit A un anneau intégre. La relation R de double divis-
ibilité aRb = alb et bla est une relation d’équivalence et 'ensemble quotient
AR est ordonné par la relation induite par la divisibilité.

Soit a,b,d,m € A — {0}.

L’élément d est dit PGCD de a et b, noté d = PGCD(a,b) si d est la borne
inférieure de a et b dans A/R.

L’élément m est dit PPCM de a et b noté m = PPCM(a,b) si m est la borne
supérieure de a et b dans A/R.

Si PGCD(a,b) = 1, nous disons que a et b sont premiers entre eux.

Ecrire d = PGCD(a, b), signifie que d divise a et b et que si ¢ divise a et b,
alors c|d. Ecrire m = PPCM(a, b) signifie que a et b divisent m et que si a et b
divisent ¢ alors m divise c.

Le PGCD et le PPCM sont définis dans A/R donc & un élément inversible pres.

Lemme 4.5. — Si m = PPCM(a,b) alors

i. (m) = (a) N (b),

ii. les éléments a et b ont un PGCD, d = PGCD(a,b) et ab = dm auz inversibles
pres.

Démonstration. — i. Comme a, b divise m = PPCM(a, b), nous avons (m) C (a)
et (m) C (b), donc (m) C (a) N (b). Réciproquement si ¢ € (a) N (b), nous avons
¢ = aa’ = bY donc ¢ est un multiple de a et b donc de m et (¢) C (m).

ii. Comme ab est un multiple de a et b, c’est un multiple de m : ab = md.
Montrons que d est un PGCD de a et b. Nous avons m = aa’, donc ab = ad’d et
b = da'd donc d divise b et de méme d divise a.

Soit ¢ un diviseur de a et b, a = ca”, b = ¢b” donc ca”b” est un multiple de m.
Par conséquent mc divise c?a”b” = ab = md donc c divise d. H

Exemple 4.6. — La réciproque du lemme précédent est fausse. En effet dans
Z[iV/5], 3 et 2 +i\/5 ont 1 pour PGCD mais n’ont pas de PPCM.

Comme 3 irréductible ne divise pas 2 + iv/5, et PGCD(3,2 +iv/5) = 1. Si 3 et
2 +iv/5 avaient un PPCM m, alors m = ab = 32+ 2\/5) Mais 3 et 2+ i\V/5
divisent 9, alors m = 3(2 + i\/5) devrait diviser 9 et 2 +i\/5 diviserait 3 ce qui
est absurde.

Lemme 4.7. — Soient a,b € A— {0} et d un diviseur de a et b. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

i. (d) = (a) + ().
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1. Il existe u,v € A tels que au + bv = d.
Si ces propriétés sont vérifiées alors d est un PGCD de a et b. De plus a et b ont
ab/d comme PPCM.

Démonstration. — Comme d divise a et b, (a) C (d) et (b) C (d), donc (a)+(b) C
(d) et I'inclusion réciproque est équivalente a ii.

Si ces propriétés sont vérifiées et si ¢ divise a, b alors ¢ divise d ; donc d est un
PGCD de a et b.

Ecrivons a = dd’, b = db' et m = da'b’ ; ainsi a’u + b'v = 1. Soit ¢ un multiple de
aet b, alors ¢ = al = da’l =bl' = dV'l', donc ¢ = c¢(ad'u+b'v) = d'l'd'u+da'lb'v =
da'b'(I'u + lv) donc ¢ est un multiple de m. O

Remarque 4.8. — Si tous les idéauz de A sont principauz, (PGCD(a,b)) =
(a) + (b) (§4.2) . Mais celte égalité est fausse en général par exemple dans
K[X,Y], 00 PGCD(X,Y) = 1 ef (X,Y) # (1).

Définition 4.9. — Un anneau integre est de Bézout si et seulement si tout
wdéal de type fini est principal.

Dans un anneau de Bézout, tout couple d’éléments non nuls admet un PGCD.
Pourtant la propriété “de Bézout” ne garantit pas l'existence et 1'unicité de la
factorisation en éléments irréductibles (factorialité) qui permettent la mise en
ceuvre des stratégies de preuves ou de calculs analogues a celles sur ’anneau des
entiers relatifs Z. Il convient alors de définir des propriétés plus fortes sur les
anneaux integres (euclidiens, principaux, factoriels).

Remarque 4.10. — Les anneaux de valuation sont des anneaux de Bézout
(825). L’anneau des fonctions holomorphes sur C et Uanneau des entiers
algébriques 7 (23.13) sont de Bézout mais ne sont pas factoriels.

4.2. Anneaux principaux et euclidiens. —

Définition 4.11. — Un anneau integre A est un anneau euclidien pour la
fonction

v:A— N
si les propriétés suivantes sont satisfaites :
i. pla) =0<=a=0,
1. pour tous a,b € A, avec b # 0, il existe q,r € A tels que a = gb+r et
o(r) < p(b).

Exemples 4.12. — i. L’anneau A =7 est euclidien pour ¢(n) = |n|.

ii. Les sous-anneauz de Q sont euclidiens (voir Ex. 3.9).

iii. L’anneau A = K[X], ot K est un corps, est euclidien pour o(f) = deg(f)+1
(avec la convention deg(0) = —1).

iv. L'anneau A = Z[i] = {x + iy|lz,y € Z} est euclidien pour o(x + iy) =
(z +iy)(z —iy) = |z +iy|* = 2* + y°.
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En effet, pour a,b € A et b # 0, alors nous écrivons a/b = u+ v € Q[i] et nous
prenons ¢ = v + iy € Z[i] avec x (resp. y) Uentier le plus proche de u (resp. v).
Dans ce cas |x — u|, |y —v| < 1/2 donc

la/b—aqf* = lu—af + ]y —vf* < (1/2)° +(1/2)* < 1/2 < 1.
Donc a =bq+r avec r € Z[i] et o(r) = |r|* = |a — ¢b|> < |b]* = p(b).
v. De la méme fagcon, A = Z[iv2] = {z + iyv2|r,y € Z} est euclidien pour
oz +iyv2) = 2% + 2y
vi. Le méme argument ne s’applique pas a A = Z[Z\/g] pour d entier > 3 et
o(a) = |a|*>. En fait aucun de ces anneaux n’est euclidien ni méme n’admet

unicité de la factorisation en produit d’éléments irréductibles.
vii. L’anneau Z[(1 +iv/d) /2] est euclidien pour p(a) = |a|? sid=3,7,11.

Remarque 4.13. — L’anneau des entiers (23.13) d’un corps quadratique
@(\/E) est euclidien pour sa norme algébrique si et seulement si

de{-11,-7,-3,-2,—1,2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37, 41, 57, 73}..

Les cing valeurs —11, =7, —3, =2, —1 sont les seules valeurs négatives de d pour
lesquelles cet anneau est euclidien. Conjecturalement, il existe une infinité de
valeurs positives, pour lesquelles il est euclidien pour une autre norme (conjecture
die a Gauss).

Définition 4.14. — Un anneau principal est un anneau integre dans lequel
tous les idéauz sont principau.

Exemples 4.15. — i. Si A est principal, Spm A = {(n),n irréductible } et
Spec A = Spm AU {(0)}. Par ezemple Spm C[X]| = {(X —a),a € C}.
1. Les anneaux locaux ne sont pas tous principaux. Par exemple, soit K un
corps. Alors A= K[X,Y]/(X,Y)? est un anneau local non principal.

Proposition 4.16. — Si A est un anneau euclidien alors il est principal.

Démonstration. — Soit I un idéal de A. Si I = 0 alors I = (0) sinon il existe
be I —{0} tel que p(b) > 1 est minimal. Alors (b) = bA C I. Réciproquement
sia € 1,il existe g,r € A tels que a = bg+ 1 avec r = a —bg € I et p(r) < p(b)
donc r =0et a=qr e (b). Donc I C (b) et I = (b). O

Ezxemples 4.17. — i. (Equations diophantiennes) Les solutions (x,y) € Z* de
Uéquation y?> +2 = 2% sont x = 3 et y = £5. En effet dans l'anneau euclidien
Z[iv2] (pour o(x +iv/2y) = 2% + 2y?), nous avons

(y+iV2)(y — ivV2) = 2°.
Or PGCD(y+iv?2, y—iv2) = 1 car sim € Z[iN/?2] divise y£iv/2, © divise 2y, 2iv/2
et 23. Donc p(1) = 77 € N divise le PGCD dans Z de (p(2y), p(2v/2), p(2?)) =
(49y%,8,23). Or si 2 divise x alors 2 divise y et 2 = 2% — y?* est divisible par 4, ce

qui est exclu.
Par conséquent y + iv/2 = +d° pour d € Z[zﬂ] donc il exriste a,b € 7Z avec
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y+iv2 = (a+ibv2)? donc y = a(a® — bb?) et 1 = b(3a® — 20%). Donc b = +1 et
362 =20+ 1=2F1. Doncb=1 et a=%1. Soit encore x = 3 et y = £5.
it. L’anneau Z[(1 +iv/19) /2] est principal mais n’est pas euclidien.

4.3. Anneaux factoriels. —

Définition 4.18. — Un anneau est dit factoriel s’il est intégre et s’il satisfait
les deux propriétés suivantes :

i. Tout élément a € A — {0} s’écrit de la forme a = uxy---x, avec u € A*, z;
wrréductibles et r > 0 ;

. St uxy -, = VY- Ys avec u,v € A" et x;,y; wrréductibles, alors r = s et
il existe des éléments inversibles uq, ..., u, € A* et une permutation o € &, telle
que Ty = WilYo(i), 1 <1 <7

Exemple 4.19. — Soit A = Z[i\/5]. La norme N : A — N, N(x +iv/5y) =
|z + iv5By|> = 22 + 5y* est multiplicative N(ab) = N(a)N(b), N(1) = 1. Donc
A*Cla€ A/N(a) =1} or2* +5y* =1 et x,y € Z impliquent x> =1 et y = 0
donc A* = {£1}. Il n’y a pas d’élément a € A avec N(A) =3 ou N(a) = 7. Les
éléments 3,7,4+ iv/5 € A sont donc irréductibles. Or

21 =3-7=(4—1iV5)(4+iV5).
Donc Z[iv/5] n’est pas factoriel.

Les anneaux factoriels ne sont pas de Bézout (sauf s’ils sont principaux). Pour-
tant, nous pouvons définir les notions de PGCD et de PPCM dans un anneau
factoriel :

Lemme 4.20. — Soit P un systeme de représentants des éléments irréductibles
de A anneau factoriel. Alors tout a € A — {0}, s’écrit de facon unique a =
ull,epz® @, uw € A*) wv,(a) €N presque tous nuls. Pour a,b € A—{0}, le plus
grand commun diviseur et le plus petit commun multiple de a et b sont

PGCD<Q7 b) = erpxmin(vz(a)mz(b)), PPCM((L, b) - erpxmax(vz(a),vz(b))‘

Les notions de plus grand commun diviseur et de plus petit commun multiple,
dépendent du choix d’un systeme de représentants d’éléments irréductibles, donc
sont bien définies a multiplication par un élément inversible pres.

Démonstration. — Nous avons b|a si et seulement si Vo € P, v,(b) < v,(a). O

Exemples 4.21. — i. L’anneau Z est factoriel. Il suffit de prendre pour P
I’ensemble des nombres premiers positifs.

ii. Soit K un corps. L’anneau K[X] est factoriel, nous pouvons prendre pour P
I’ensemble des polynomes unitaires irréductibles.

it1.  La décomposition d’un polynome f € Q[X] a racines simples en facteurs
wrréductibles s’interprete en termes d’action du groupe de Galois du corps de
décomposition de f sur Q (voir Proposition 22.10).
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Lemme 4.22. — Un anneau integre est factoriel si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

- tout élément s’écrit comme produit d’irréductibles (i. 4.18)

- si un €élément irréductible x € A divise ab (a,b € A) alors x divise a ou b
(Lemme de Gauss).

Démonstration. — = Ecrivons ab = xc et factorisons a, b, ¢ sous forme de pro-
duits d’éléments irréductibles. Alors x coincide (& un élément inversible pres)
avec un facteur irréductible de a ou b.

<= Supposons uzxy---x, = vy, ---ys avec r < s. Sir=0alors s=0. Sir > 1,
alors z1|vy; - - -y, donc divise 'un des y; d’apres le lemme de Gauss. Quitte a
renuméroter, nous pouvons supposer j = 1 et y; = uyx;. Nous simplifions par
x1 et nous recommencons par induction. Ainsi y; = wjz;, 1 < j <r, u; € A* et

U= VU - UpYpa1 - - - Ys qui implique finalement que r = s. O
Proposition 4.23. — Un anneau principal est factoriel.
Démonstration. — Sia € A—{0} ne peut pas s’écrire sous la forme d’un produit

d’irréductibles, alors a ¢ A* U {0} n’est pas irréductible, donc a = a;b; avec
a;,by & A* et (a) € (aq). Ainsi au moins I'un des deux (disons a;) ne peut pas
s’écrire sous forme d’un produit. Par induction, nous construisons ainsi une suite
ap = Gpi1bpy d’éléments ayant les mémes propriétés. D’ol une suite infinie
d’idéaux

(a) S (a1) S (a2) S (a3) S - -+

L’union de tous ces idéaux est un idéal engendré par un élément ¢ € A car A
est principal. Il existe donc n > 1 avec ¢ € (a,), donc (a,) = (a,41) ce qui est
exclu donc l'existence d'une décomposition en produit d’irréductibles (i. 4.22)
est vérifiée.

Nous vérifions a présent le lemme de Gauss. Supposons que z est un élément
irréductible de A divisant ab. Alors (z,b) = (¢) pour ¢ € A — {0}. Ainsi c|z et
x = cd pour un d € A. Comme z est irréductible, nous avons ou bien d € A* (et
alors x|c|b) ou bien ¢ € A* (et (x,b) = (1) donc 1 = zu + bv pour u,v € A et
donc a(l — bv) = zau et z|a). Ainsi le lemme de Gauss est satisfait. O

Exemples 4.24. — i. Le lemme de Gauss exprime également que pour tout
élément irréductible x € A, l'anneau quotient A/(x) est integre, donc (x) est
premier.

it. L’anneau K|[X1,...,X,], n > 2, K corps, nest pas principal car l'idéal
(X1, X3) n'est pas principal. Nous verrons qu’il est factoriel (Théoréme 5.24).
Plus généralement, A[X] est principal si et seulement si A est un corps.
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5. Anneaux de polyndémes

L’objet de ce paragraphe est d’adapter plusieurs stratégies classiques de calcul
sur les polynomes a une variable a coefficients dans un corps K aux polynomes a
plusieurs variables : d’abord une version étendue de 'algorithme d’Euclide (§5.1).
Ensuite, nous étudions plus généralement les anneaux de polynomes a coefficients
dans un anneau factoriel (§5.2) et nous déterminons leurs éléments irréductibles.
Enfin nous décrivons les polynomes symétriques a coefficients dans un anneau
quelconque (§5.3).

5.1. Algorithme de division euclidienne étendue. — Dans ce paragraphe,
K[X] désigne 'anneau des polynémes en une indéterminée a coefficients dans un
corps K.

Définition 5.1. — Soit f € K[X]. Si f #0, alors f = agX™+---+an,, a; € k
et ag # 0. Alors le terme LT(f) = agX™ est dit terme dominant de f.

L’anneau K [X] est un anneau euclidien pour application degré. En effet, dans
K[X], nous avons 'algorithme de division euclidienne :

Proposition 5.2. — Soit g € K[X]|, g # 0. Pour tout f € K|[X]|, il existe un
unique couple d’éléments q,r € K[X] tel que f = qg+r, avecr =0 ou degr <
deg g.

Démonstration. — L’algorithme d’Euclide s’écrit en pseudo-code :
Entrée : g, f

Sortie : ¢, r

q:=0;r:=f

Tant que 7 # 0 et que LT(g) divise LT(r) faire
q:=q+LT(r)/LT(g)

ri=r — (LT(r)/LT(g))g

En effet, nous avons toujours

fi=q9+r=(q+LT(r)/LT(g))g + (r — (LT(r)/LT(g))g)-

L’algorithme s’arréte quand la proposition (r # 0 et LT(g)|LT(r)) est fausse.
Donc en sortie d’algorithme, r = 0 ou LT(g) ne divise pas LT'(r), donc r = 0 ou
degr < degg.

L’algorithme s’arréte car a chaque étape le degré de r diminue par substitution
a1 — (LT(r)/LT(g))g.

Il y a unicité de I’écriture. En effet si nous avons deux écritures

f=ag+r=dg+r
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satisfaisant les hypotheses de la proposition, alors deg(r — ') < degg. Sir # r’/
alors (¢ — ¢')g = 1" —r donc ¢ — ¢ # 0 et degr — ' > degg, absurde ! Donc

r =1’ et, par suite, ¢ = ¢'. H
Soient X1, ..., X,, n variables.
Définition 5.3. — Un mondéme en Xi,..., X, est un produit de la forme
Xt X oua; e N1 <i<m
Nous notons aussi X* = X" +-- X ot o= (aq,...,qa,) € N*. Le degré total

de X est |a] =a3 + -+ + .

Définition 5.4. — Un polynome f en X,..., X, a coefficients dans K est
une combinaison linéaire finie de monomes :

f= Z an X
aeNn
ot les a, € K sont presque tous nuls ; [’élément a,, est dit coefficient du monome
X dans f. Le degré total de [ est le maximum de |a| pour a, # 0.
Un polynome est dit homogene si tous les monomes qui apparaissent avec un
coefficient non nul ont méme degré total.

Définition 5.5. — Un ordre admissible sur K[X,...,X,| est une relation
> sur l'ensemble des monomes X* de K[Xy,...,X,]| (ou, de facon équivalente
sur les exposants o € N™) telle que

a. La relation > est compatible avec la multiplication de K[Xy,...,X,] :

Si X > XP alors VX7, X“XY = X > XPXY = XP,

b. La relation > est bien ordonnée : tout ensemble non vide de monomes a un
élément minimal pour >.

Dans le cas oun = 1, ce sont précisément les propriétés du degré qui permettent
d’établir I’algorithme d’Euclide. Remarquons enfin que le degré est le seul ordre
admissible sur les polynomes a une variable. En revanche, il y a plusieurs ordres
admissibles sur K[X7,..., X,].

Exemples 5.6. — 1. L'ordre lexicograpique est l'ordre “du dictionnaire” :
soit X, XP € K[X1,...,X,]

X >pp XP = dansa— B € Z" le premier coefficient non nul est > 0.

Par exemple, dans Klz,y,z], %y*z > 2%¢y°2'? car (3,2,1) — (2,6,12) =

(1, -4, —11).
ii. L'ordre lexicographique gradué est l'ordre défini par : X* XP €
K[Xy,..., X,)

af >3],
X > grien X8 = ou
la| = |8] et X >0, XP.
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Par exzemple, dans K|x,y, 2], 2*y°2'? > e 23y%2.

ii. L’ordre lexicographique inverse gradué est 'ordre défini par : X, X” €
K[Xy,..., X,]

|l >[5,
ou
o =1B], eta—pBeL"
et le premier coefficient non nul en partant de la droite est < 0.

X“ > greviex XB —

Par exemple, dans Klz,y, 2], x3y°2? > griex 22y 2 mais x*y"z > greviex 3522,

w. Les ordres lex, grlex, grevlex sont des ordres admissibles.

Nous supposons maintenant que K[X7, ..., X,] est muni d'un ordre admissible
noté >.

Définition 5.7. — Le terme dominant de f = ) c, X non nul est c, X*
ot X est le plus grand monome pour l'ordre >. Nous notons LT(f) = c, X®.
Le multidegré de f est multidegré(f) := max{a € N", ¢, # 0}.

Le terme dominant dépend de ’ordre admissible choisi.

Lemme 5.8. — (Lemme de Dickson) Soit A C N" et [ =< X* a € A > un
idéal monomial. Alors il existe un nombre fini d’éléments v(1),...,7v(s) € A tels
que [ =< X'V . X7 > En particulier I a une base finie.

Démonstration. — Par induction sur le nombre n de variables. Si A = 0, le
résultat est clair.

Sin=1,soit [ =< X, &« € A >. Posons = min{a € A} (ici A C N). Pour
tout a € A, a >  donc XP| X% et [ =< XV >.

Supposons le théoreme vrai pour n — 1 > 1. Nous écrivons les variables
X1,..., X 1,y et les monomes de K|[Xq,..., X, 1,y] sous la forme

X% o€ N\ m € N.
Soit I C K[X3,..., X, 1,y] un idéal monomial. Soit
J =< X tel que Im avec XY™ € I >

la projection de I sur K[X1,..., X,_1]. Par hypothese J =< XM X >,
Pour tout 1 < i < s, il existe m; avec X*®Wy™ € I. Soit m = maxm; et pour

1<i<s
0</<m-—1,
Jy =< X% tel que XPy' € I >=< XM  xoelse) 5
Montrons que

(1) T=< XDyt 0<l<m—1,1<i<s,XDym 1<i<s>.
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Soit XyP avec (a, p) € A. Si p > m alors 3i avec X*Wy™| Xy D'ou (1),
Montrons que nous pouvons de plus choisir les (ay(i),f) et (a(i),m) € A. En
effet

[ =< XPW X)) s—< X ae A>
Ainsi chaque X0 est divisible par un X7 avec (i) € A. Donc I =<
XWX >, O
Définition 5.9. — Soit I C K[X,...,X,] un idéal non nul.
L’ensemble des termes dominants de I est
LT(I) ={cX* s’il existe f € I tel que LT(f) = cX“}

Nous notons < LT(I) > l’idéal engendré par les éléments de LT(I).
Pour I =0, nous posons LT (I) = {0}.

Ezxzemple 5.10. — Soit I =< fi, fo > avec f, = 2® — 2xy, fo = 2%y — 2y* + .
Remarquons que < LT(I) >#< LT(f1), LT(f2) >. En effet

x(z?y — 2y° + 1) — y(2® — 22y) = 2°
Donc x? € I et x> = LT (2?) €< LT(I) > mais x* €< 23, 2%y >.

Proposition 5.11. — Soit I C K[Xy,...X,] un idéal. Alors < LT(I) > est un
idéal monomial et gy, ...,gs € I tels que < LT(I) >=< LT(g1),...,LT(gs) >.

Démonstration. — D’apres le lemme de Dickson, nous pouvons écrire
< LT(I) >=< LT(¢1),...,LT(gs) > .
m

Théoréme 5.12. — (Théoréme de la base d’Hilbert) Tout idéal I de K[Xq,...,X,)]
est de type fini.

Démonstration. — Si I = {0}, le résultat est clair.

Sinon, écrivons < LT(I) >=< LT(¢1),...,LT(gs) >. Montrons que I =<
g1,---,9s >. L'inclusion < ¢y,...,gs >C I est claire.

Montrons l'inclusion I C< gy,...,gs >. Soit f € I, écrivons

f=ag+- - +asgs+r

Supposons 7 # 0 et aucun terme de r n’est divisible par un terme LT(g;). Or

r=f—ag — - —asgs € I. Donc LT (r) €< LT(I) > donc il existe i avec

LT(g;) divise LT(r). Absurde !

Doncr=0et f=<g¢,...,9s >. m
Soit > un ordre admissible de K[Xy, ..., X,]. Nous allons définir une division

algorithmique dans K[Xj, ..., X,] analogue a la division euclidienne.
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Proposition 5.13. — Soit F = (f1,..., fs) un s-uplet ordonné de polynomes
de K[Xy,...,X,]. Alors pour tout f € K[Xy,...,X,], nous pouvons écrire

f=afi+-Fasfs+r

ot a;,r € K[Xy,...,X,] et

- pour tout i € {1,...,8}, a;f; =0 ou LT(f) > LT (a;f;),

-r =0 our est une combinaison linéaire de monomes dont aucun n’est divisible
par LT(fl)a s 7LT(fs)

Le terme r est alors appelé le reste de la division de f par F et est noté r = f .

Démonstration. — Algorithme de division :
Entrée : fi,..., fs, f
Sortie aq,...,as,r
a;:=0;...,a, :=0;7r:=0
p:=1f
Tant que p # 0 faire
1:=1

division:=faux
Tant que 7 < s et division=faux faire
Si LT(f;) divise LT (p) alors (nous divisons p par f; et nous arrétons)
a; = a; + LT (p)/LT(f:)
p:=p— (LT(p)/LT(f))f:
division=vrai
sinon i := ¢ + 1 (nous essayons la variable suivante)
Si division=faux alors
r:=r+ LT(p)
p:=p— LT(p)

Dans cet algorithme, p désigne le polynome intermédiaire des divisions a chaque
étape, aq,...,a, sont les quotients et r est le reste.
e Montrons qu’a chaque étape, nous avons

f:a1f1+~--+asfs+p+r~

C’est vrai au début de 'algorithme. Supposons que c’est vrai a une étape de la
division alors

S LT()|LT(p), aifs +p = (ai + LT(p)/LT(f)) i + p — (LT(0) /LT(f:)) fi
~Sinon p+1r =p— LT(p) + 1+ LT(p).

e Lorsque l'algorithme s’arréte, p =0, donc f =a1f1 + -+ asfs + 1.

e Montrons que l'algorithme s’arréte. Pour cela, nous établissons qu’a chaque
étape le multidegré de p diminue :

-Si LT(f)|LT(p), p' = p— (LT(0)/LT(f) fie Or LT (7125 1) = F1E5LT(f:) =

LT(p). Donc p et LLf((]’;)) fi ont méme terme dominant, d’ou, multidegré(p’) <

multidegré(p).
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- Sinon p' = p — LT (p) et multidegré(p’) < multidegré(p).

Ainsi le multidegré est une fonction strictement décroissante et ’algorithme se

termine.

e Il reste & montrer que LT(f) > LT (a;f;) si a;f; # 0. Par construction, tous
) LT (p) N . P .

les termes de a; sont de la forme IT(r) Ou p varie en décroissant son terme

dominant. Nous commengons & p = f, ainsi LT (p) < LT(f) et a chaque étape

LT (aif;) < LT(f). u

Exemples 5.14. — Soit k[x,y] muni de l'ordre lexicographique, fi1 = zy + 1,
fo=1y>—1let f=ay®>—x.

o Si = (f1, f2), alors x> —x =y(xy + 1) +0- (y* = 1) + (—z —y).

e Si F = (fs, f1), alorsxy? —z=2(y* — 1)+ 0- (zy + 1) + 0.

_F . ,
L’exemple 5.14 montre que f dépend de 'ordre de la famille ordonnée F'. La
nullité du reste » = 0 est une condition suffisante mais pas nécessaire pour établir
I’appartenance

f€< f17~--7fs >= 1.

Les bases de Grobner fournissent un ”bon systeme” de générateurs de I tels que
- la condition r = 0 est équivalente a f € I
- I'ordre de la division n’a pas d’importance.

Définition 5.15. — Un sous-ensemble fini G := {g1,...,9s} d’un idéal I C
K[Xy,...,X,] est dit base de GrGbner si

<LT(q1),...,LT(gs) >=< LT(I) >

D’apres la démonstration du théoreme de la base de Hilbert

Corollaire 5.16. — i. Tout idéal I C K[Xy,...,X,] a une base de Grébner.
71. Toute base de Grobner de I est une base de 1.

Proposition 5.17. — Soit G = {g1,...,9s} une base de Grobner de l'idéal 1
et f € K[Xy,...,X,]. Alors il existe un unique r € K[Xq,...,X,] tel que

i. aucun terme de r ne soit divisible par LT (¢g1),..., LT (gr),

1. 1l existe g € I avec f =g +1.

En particulier, r = TG est le reste de la division de [ par G indépendamment de
lordre des g; en utilisant [’algorithme de division. De plus f € I si et seulement
si le reste de f par G est nul.

Démonstration. — L’existence de r satisfaisant i. et ii. est assurée par
I’algorithme de division. Son unicité résulte du calcul suivant : soit f =g+ r =
g + 1’ sont deux écritures satisfaisant les hypotheses i. et ii. Alors r — r’ =
g —gel Sir#qr alors LT(r—1") e< LT(I) >=< LT(¢1),...,LT(gs) >.
Donc il existe ¢ avec LT(g;) divise LT (r —r') ce qui est exclu ! Donc r = 1’ et
9=49. O
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Remarque 5.18. — Les propriétés de la proposition 5.17 caractérisent les bases
de Grobner (Becke et Weispfenning (1993)).

Ezemples 5.19. — i. Considérons le systéme () d’équations dans C?

x2+22:y
r==z

Considérons lidéal 1 =< 2% + y* + 2% — 1,2% + 22 — y,x — z >. Déterminons
une base de Grobner de I pour l'ordre lexicographique : G := {g1 = — 2,92 =
—y+ 222, g5 = 24 + (1/2)2% — 1/4}. Le systeme (*) est équivalent au systéme
g1 =92=¢g3=0. Or g3 =0 est équivalent a

z==41/20/+V5 -1

Ce qui permet de résoudre le systéme (x).
1. Soit le systeme

P?t+y+z=1
r+yi+z2=1
r+y+22=1

Notons [ =< 2 +y+z— 1,2 +y>+2— 1, x+y+2%2—1>, l'idéal associé. Une
base de Grébner pour I (ordre >, ) est

g = c+y+22-1
g = Y-y-2+z
g3 =  2uP4t—22
gy = 25— 424423 - 22

Or gy = 22(z — 1)%(2> + 22 — 1). Donc z € {0,1,—1 + +/2}. Nous remplagons
dans go et g3, nous déterminons les y possibles et nous remplagons le tout dans
g1. D’ou les solutions du systéme

(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (—1+v2, —14+v2, = 14V2), (-1—V2, —1—v/2, -1—V/2).

Nous constatons que nous sommes passés par les mémes deux étapes pour résoudre
le systeme polynomial que pour les systémes linéaires. Apres une étape de triangu-
larisation, nous avons obtenu g4 € INk|[z], g2, 935 € I Nkly, z| puis nous résolvons
le systeme d’équations par une étape de report des solutions des équations du bas
en haut.

5.2. Anneau de polynémes sur un anneau factoriel. — Dans ce para-
graphe A est un anneau factoriel.
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5.2.1. Eléments irréductibles. — L’objet de ce paragraphe est de montrer que si
A est factoriel alors A[X] aussi.

Définition 5.20. — Soit A un anneau factoriel de corps des fractions K. Le
contenu ct(f) d'un polynéme non nul f € A[X] est le PGCD de ses coefficients.
Un polynome f € A[X] est dit primitif, sl est non nul et si ct(f) = 1.

Lemme 5.21. — Pour tous f,g € A[X] — {0}, ct(fg) = ct(f)ct(g) (a un
élément inversible pres).

Démonstration. — Quitte a remplacer f par f/ct(f) et g par g/ct(g), nous
pouvons supposer f,g € A[X] primitifs. Montrons que fg est primitif. Sinon il
existe un élément irréductible p de A qui divise tous les coefficients de fg. Comme
f et g sont primitifs, chacun a au moins un coefficient non divisible par p. Soit
a; (resp. b;) le coefficient de f (resp. de g) d'indice minimal non divisible par p.
Alors le coefficient ¢;1; d’indice i+ j de fg est ¢;4; = a;b; +pd, avec d € A. Donc
¢i+j nest pas divisible par p (p irréductible et A est factoriel). Absurde ! ]

Corollaire 5.22. — Soit A un anneau factoriel de corps de fractions K. Alors
les éléments irréductibles de A[X] sont :

1. les polynomes f = p constants avec p irréductible de A,

ii. les polynomes primitifs de degré > 1 qui sont irréductibles dans K[ X].

Démonstration. — Comme A est integre, A[X]* = A* et un polynéme constant
est irréductible si et seulement il est irréductible dans A.

Soit f € A[X] est primitif de degré > 1 irréductible dans K[X]. Si f = gh avec
g,h € A[X] alors ct(g) = ct(h) = 1 et g ou h est constant, donc une constante
inversible. Donc f est irréductible dans A[X].

Montrons enfin qu’un polynéme f de degré > 1 irréductible dans A[X] est primitif
et irréductible dans K[X]. Or comme ct(f) divise f, nous avons f primitif. Si
f = gh avec g,h € K[X]| — K alors il existe a,b € A et g;,hy € A[X] — A
avec ¢ = gi1/a et h = hy/b. Donc abf = g1hy et ab = ct(gy)ct(hy). Ainsi
f= Ct‘(];l) Ct’gﬁl) est une décomposition de f dans A[X] — A ce qui est exclu. Donc

f est irréductible dans K[X].

]

Exzemple 5.23. — Si [ € A[X]|—{0} est primitif, alors f K[X]NA[X]| = fA[X],
i.e. le morphisme d’anneaux A[X]/(f) — K[X]/(f) est injectif.

Théoréme 5.24. — Si A est factoriel alors A[X]| aussi.

Démonstration. — Montrons d’abord que tout polynome f € A[X] admet une
décomposition en produit d’éléments irréductibles. Quitte a écrire f = ct(f)fi
et a décomposer ct(f) en produit d’éléments irréductibles, nous pouvons
supposer f primitif non constant. Quitte a multiplier f par a € A — {0},
nous pouvons décomposer af = fi---f, dans Panneau principal K[X] avec
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fi € A[X] irréductible dans K[X]. En passant aux contenus, nous obtenons
a = ct(fi) --ct(fn) et f =TI, Ct(J}i) est une décomposition de f en produit
d’éléments irréductibles de A[X].

Il suffit alors de montrer que A[X] satisfait le lemme de Gauss. Soit f € A[X]
irréductible. Si f est constant, alors A[X]/(f) = (A/(f))[X] est integre, donc
(f) est premier dans A[X]. Supposons f primitif de degré > 1 irréductible dans
K[X]. Alors si f divise le produit gh de deux polynomes de A[X], il divise g
ou h dans K[X], anneau principal donc factoriel. Quitte a échanger g et h, il
existe a € A tel que ah = qf avec g € A[X]. Donc ct(ah) = act(h) = ct(q) car
f est primitif et a divise ct(q). Ainsi h = (¢/a)f avec q¢/a € A[X] donc f divise
h dans A[X].

m
Corollaire 5.25. — Si I est un ensemble (fini ou infini) et si A est factoriel
alors A[X;,1 € 1] est factoriel.
Démonstration. — Le cas infini découle du cas fini. O]

Théoréme 5.26. — (Critére d’Fisenstein)

Soit A un anneau factoriel, f € A[X] non constant et p € A irréductible. Nous
posons f=>"" a; X" et nous supposons :

1. p ne divise pas ay,

1. p divise a; pour 0 <1 <n—1,

iii. p* ne divise pas ay.

Alors [ est irréductible dans K[ X| (et aussi dans A[X]| s’il est primitif ).

Démonstration. — Comme f/ct(f) vérifie les mémes hypotheses que f, nous
pouvons supposer f primitif de degré > 2. Si f n’est pas irréductible f = gh
avec g = b, X" +---+ by, h = ¢, X* + - - - 4 ¢o polyndmes non constants de A[X].
L’anneau B = A/(p) est integre et A[X|/pA[X] est isomorphe & B[X]. Dans
A[X]/pA[X] = B[X], nous avons f = a,X" = gh. Comme a, = b.¢, # 0, les
polynomes g et h ne sont pas constants et 1’égalité dans I’anneau principal (donc
factoriel) Frac(B)[X] implique que g et h sont divisibles par 'élément irréductible
X dans Frac(B)[X]. Donc p divise by et ¢ ce qui contredit le fait que ag n’est
pas divisible par p?. O

Ezxemples 5.27. — i. Le polynome X® — 9X5 — 3 est irréductible dans Q[X].
. St p est premier, P(X) = 14+ X + --- + XP~! est srréductible dans Q[X]
(appliquer le critére d’Fisenstein a P(X +1)).

iii. Soit a(y) € Cly] un polynome non constant ayant au moins une racine simple.
Alors pour tout n > 1, 2™ + a(y) est un élément irréductible de Clz,y].

5.2.2. Résultant. — Soit K un corps. Les anneaux A = K[Xs,..., X, ] et A[X;]
sont factoriels. Ainsi les stratégies mises en place dans le paragraphe précédent
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(85.2.1) conduisent a une autre méthode de triangularisation des systemes
d’équations polynomiales, via le calcul de résultants dans Frac(A)[X;].

Lemme 5.28. — Soit f,g € K[Xy,...,X,] ayant des degrés en X1 strictement
positifs. Alors f et g ont un facteur commun dans K[X1, ..., X,] de degré stricte-

ment positif en X, si et seulement si ils ont un facteur commun non constant dans
K(X27 s 7Xn)[Xl]

Démonstration. — = Clair. o

<~ f = hfi, g = hg avec h,f1,51 € K(Xs,...,X,)[X1]. Soit d €
K[X5,...,X,] le dénominateur commun de h, fi,g;. Alors d*f = hf, et
d*g = hg, dans K[X1,...,X,] (avec des notations naturelles f; = dfl...). Soit
hy € K[X,...,X,] un facteur irréductible de h de degré strictement positif en

X; (comme h = h/d a un degré strictement positif en X, hy existe). Alors hy
divise d?f. Mais d? € K[Xs,...,X,] donc h; divise f. De méme hy divise g. [

Lemme 5.29. — Soit f,g € K[X]| des polynomes d’une variable X de degré
(>0 etm>0. Alors f et g ont un facteur commun si et seulement si il existe
des polynomes A, B € K[X] tels que :

1. A et B ne sont pas tous les deux nuls

1. A est de degré au plus m — 1 et B est de degré au plus £ — 1,

iii. Af +Bg=0.

Démonstration. — Si f, g ont un facteur commun f = hf; et ¢ = hg; alors
A = g et B = —f; conviennent.

Réciproquement si f, g n’ont pas de facteur commun uf+wvg = 1. S’il existe A, B
avec Bg = —Af, alors

B = (uf +vg)B=uBf +vBg=(uB—vA)f

et degB > ¢ absurde. O]

Rappelons la notion de résultant qui permet d’établir de facon calculatoire si
deux polynémes de K[X] sont premiers entre eux :

Définition 5.30. — Soient f,g € K[X]| de degrés strictement positifs avec

f=aX 4+ +a, g=bX"+ -+ by



36

La matrice de Sylvester de f, g est la matrice ({+m) x ({+m) (avec m colonnes
(a;) et € colonnes (b;))

a 0 - 0 by -~ 0
- w . .
Do 0 bo
Syl(f,g, X)=1| ar : - ag '
0 a; - © by,
0 0 :
T T

Le résultant est le déterminant de la matrice de Sylvester Res(f,g,X) =
det Syl(f, g, X).

Proposition 5.31. — Soit f,g € K[X] de degré strictement positif. Alors
Res(f,g,X) est un polynome a coefficients entiers en les coefficients de f et
g. Les polynomes f,g ont un facteur commun dans K[X]| si et seulement si
Res(f,g,X)=0.

De plus, il existe des polynomes A, B € K[X] entiers en les coefficients de f et
g avec Af + Bg = Res(f, g, X).

Démonstration. — 1l s’agit de résoudre le systeme fu + gv = 1 en utilisant la
formule de Cramer qui fait intervenir Res(f, g, X) en dénominateur. O]

Pour f,g € K[Xy,...,X,] de degré strictement positif en X;, nous pouvons
écrire :
f=aXi+ - +an g=bX{"+ - +by
avec a;,b; € K[X,,...,X,]. La définition précédente donne un résultant

Res(f,g,X1) € K[Xs,...,X,]. Ainsi

Proposition 5.32. — Soit f,g € K[X1,...,X,] de degré strictement positif en
X;. Alors

i. Res(f,g,X1) €< f,g>NK[Xy,...,X,]

it. Res(f,g,X1) = 0 si et seulement si f et g ont un facteur commun dans
K[Xy,...,X,] de degré strictement positif en X;.

Démonstration. — i. D’apres la proposition 5.31, le résultant est un polynome

entier en les a;,b;. Donc Res(f,g,X1) € K[Xo,...,X,] et il existe A, B des

polynémes en X entiers en les a;,b; tels que Af + Bg = Res(f,g,X1). Donc

A,B € K[Xy,...,X,|[X1], donc Res(f,g,X1) €< f,g> .

ii. D’apres proposition 5.31 appliquée a f, g € K(Xo, ..., X,,)[X1], Res(f,g9,X1) =

0ssi f, g ont un facteur commun dans K (Xo, ..., X,,)[X;], donc dans K[X7, ..., X,].
O
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Sous cette forme le résultant permet de résoudre par induction certains
systemes d’équations polynomiales, comme nous procedons par triangulari-
sation des systemes linéaires. Nous nous nous contentons ici d’une applica-
tion élémentaire a l’extension de solutions partielles de systemes d’équations
polynomiales complexes a plusieurs variables :

Corollaire 5.33. — Soit f,g € C[Xy,...,X,], avec
f=aX{ 4+ 4ayn g=b X"+ +bn, otap,bj € K[Xo,...,X,],0,m>1.

Supposons que Res(f,g,X1) € C[Xs,...,X,] s’annule en (cy,...,c,) € C* L
Alors

ou bien ag ou by s’annulent en (ca, ..., ¢p),
ou bien il existe ¢c; € C tels que f et g s’annulent en (cy,...,¢,) € C".
Démonstration. — Notons ¢ = (cg,...,c,). 1l s’agit de montrer que f(Xj,c) et

g(X1,¢) ont une racine commune lorsque ag(c) et by(c) ne sont pas tous les deux
nuls. Supposons ag(c) # 0 et by(c) # 0. Par hypotheses h(c) = Res(f, g, X1)(c) =
0. Remarquons que 0 = h(c) = Res(f(X1,¢),9(X1,¢),X1). Donc f(Xy,c) et

g(X1,c) ont une racine commune. [l
5.3. Polynomes symétriques. — Soit A un anneau. Le groupe symétrique
S, agit sur l'anneau A[X7,...,X,] via l'unique A-automorphisme tel que

o(Xi) = Xo@) :
o(f) = 3 aX7 =3 a0, X powr f= Y a,X",0 €S,

veNn veNn veNn

WXV = XV X et XOO) XM X
olt XV = XY' - X et X0 = X1 o XY

Définition-Proposition 5.34. — Pour j € {1,...,n}, les polyndmes
= > Xi Xy € AXy, LX)

1<y <<ij<n

sont invariants par S, et sont dits polyndomes symétriques élémentaires.

Exemple 5.35. — Les polynomes symétriques élémentaires encodent les rela-
tions entre racines et coefficients des polynomes. Nous établissons par induction,

dans Z[ X1, ..., X,][T],
(T—X1) - (T-X,)=T" =S, 7"+ 4 (—=1)"%,.
Théoréme 5.36. — L’unique morphisme d’anneaux
o AlYy, ... Y] — A[Xy, ..., X, avee (V) =%;,1<i<n
est injectif et son image est A[X1, ..., X,]°"
AlXy, X = AS 8
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Démonstration. — Nous munissons A[Xy,...,X,] de lordre lexicographique
gradué. '
e Soit f € A[Xy,...,X,]% et X|'--- X" le plus grand monome de f ayant
un coefficient non nul. Comme f est symétrique, il contient tous les monomes
obtenus a partir de Xj'---X'» en permutant les variables, par conséquent
1 > 0g > 0 >y et

f=cX"... X" 4 termes de degrés inférieurs, ¢ # 0.
e Le monome de plus haut degré de X; est X;---X; donc le monome de plus
haut degré de X9 ... Ndn est

Xi11+d2+"'+an512+"'+dn . Xgn‘

Donc le terme de plus haut degré de
f— 0231—1‘2 E;Q_ZB .. E:’;ln

est strictement inférieur au terme de plus haut degré de f. Par induction, nous

obtenons donc une écriture de f € A[Xq,...,%,].
e Si lécriture de f € A[Y4,...,%,] n'était pas unique, en soutrayant les deux
polynémes, nous obtiendrions un polynéme non trivial g(X4,...,%,) qui serait
nul comme polynome en Xy, ..., X,. Considérons le polynome non nul
g(Yb cee 7Yn) = Z gﬂl,---vunyiul o Ynﬂn = Z g/ﬁyu'
pEN™ peEN™

L’ensemble {y|g, # 0} est non vide, fini donc contient un unique élément maximal
(/. Donc g(%q,...,%,) contient le monome g, X117 x 2t . X} donc
g(31,...,2,) # 0. D’ou I'absurdité. O

Ezxzemples 5.37. — i. Pour n > 2 et f = (T — Xy)---(T — X,,) €
Z|Xy, ..., X,][T) le discriminant de f est défini par

D(f) =TLici(X; — X;)? € Z[Xy, ..., X, %" = Z[%y, ..., 5]

Ainsi,

ii. Si K est un corps K(Xy,...,X,)% = K(X4,...,%
K(Xi,...,X,)%" nous posons hy = Il,eg,09 et hy
K[Xl, Ce ,Xn]G" et f/g = hg/hl.

iti. (Formule de Newton) Les polynémes S, = XF + -+ + Xk k > 1 satisfont la
récurrence

). En effet, pour f/g €

D(f) = (=1)"" VP, f(X5).
= hif/g. Alors hy,hy €

Sp— S1Sk_1 -+ (=1)FIE 1S + (= 1D)FES =0

avec la convention X = 0 pour k > n.
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6. Algebres

Soit A un anneau. Nous définissons ici la notion de A-algebre qui généralise
la notion de polynémes a coefficients dans un anneau A. Nous donnons quelques
exemples de nature géométrique et arithmétique qui seront développés dans la
suite de ce cours.

6.1. Définitions. —

Définition 6.1. — Soit A un anneau. Une A-algébre est un couple (B, )
composé d’un anneau B et d’un morphisme d’anneaux ¢ : A — B (qui est
souvent sous-entendu). Un morphisme de A-algébres (B,1) — (B',(') est un
morphisme d’anneaux f : B — B’ tel que for= 1. L’ensemble des morphismes
de A-algébres est noté Homa_ai (B, B').

Ezxemples 6.2. — i. Si A est un sous-anneau de B alors B est un A-algebre
pour l'inclusion t.

it. Tout anneau B est une Z-algébre via v : 2 — B,n v+ lg +---+ 1g (somme
de n termes) pour n > 0, 1(0) = 0p et t(n) = —t(—n) sin < 0. Les morphismes
d’anneauz coincident avec les morphismes de Z-algébres.

iti. L’évaluation ev; : R[X] — C, P(X) — P(i) est un morphisme de R-algébres.

Proposition 6.3. — Soit A un anneau et B une A-algebre. Alors lapplication
Homy i (A[Xy, ..., X,], B) — B", a— (a(Xy),...,a(X,)),

est bijective.

Démonstration. — Son inverse est donné par
b= (b1, c. ,bn) € B" —evy, € HOHIA_Alg(A[Xl, c. ,Xn], B) g = g(bl, e bn)

En effet (evy(Xy),...,evp(X,)) =betsi (a(Xy),...,a(X,)) = b alors, pour tout
g < A[Xl, . ,Xn],

evs(g) = gla(X1), ..., a(X)) = a(g(Xi,..., X,)) = alg).
OJ

Définition 6.4. — Une A-algebre B est dite de type fini, s’il existe un mo-
morphisme surjectif de A-algébres m : AlXq,...,X,] — B, i.e un systéme fini
(b1,...,b,) € B™ tel que tout b s’écrive sous la forme b = P(by,...,b,) pour
un P € A[Xy,...,X,]. Nous disons alors que (by,...,b,) est un systéme de
générateurs.

Une A-algebre B est dite de présentation finie si elle est de type fini pour un
homomorphisme surjectif de A-algébres m : A[Xy,...,X,] — B de noyau un
1déal de type fini.
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Exemples 6.5. — i. Si K est un corps, tout anneau B intermédiaire K C B C
Klz] est une K-algébre de type fini. En revanche B = Klx'y,i € N] C K|z, y]
n’est pas une K-algebre de type fini.

1. Soit A un anneau et n € N*. L’algébre des polynomes de Laurent a n
indéterminées est 'algebre A[Z"] dont une base est donnée par la famille des
monomes de Laurent XV = X{*--- X', pour v € Z". Nous la notons également
AXFL X,

i K[X1,..., X, = K[3,...,%,] est une K-algébre de type fini (Théoréme
5.36). Plus généralement si G est un groupe fini qui agit via des morphismes de
K-algebres sur K[Xy,...,X,], alors K[X1,...,X,]9 est une K-algébre de type
fini (Corollaire 23.11).

iv. St G est un groupe fini et K un corps, la K-algébre K[G] de groupe G est le
K -espace vectoriel K€ des applications de G dans K muni du produit de convo-

lution
(Z &959> (Z bhéh) = Z agbh5gh.

9eG heG 9,heG
Les résultats de la théorie des K-représentations de dimension finie de G
s’obtiennent directement via l’étude de cette algebre.
v. St A = K est un corps, les K-algebres de type fini sont de présentation
finie car tout idéal de K[Xy,...,X,] est de type fini (voir Théoréme de la base
d’Hilbert 9.8).
vi. Pour K un corps, les K-algébres de type fini jouent un réole important en
géométrie algébrique (voir §14).
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PARTIE 11

MODULES

Considérer des familles d’objets algébriques de méme nature partageant des
propriétés similaires demande un peu d’abstraction. Le langage des catégories
permet d’unifier certaines constructions, de définir des objets ou des propriétés
universelles, d’abstraire les stratégies de démonstration pour mieux les compren-
dre et pour les généraliser.

7. Le langage des catégories

Nous présentons un peu de langage des catégories, tres pratique pour for-
muler des ”propriétés universelles” et définir des objets ”canoniques”. Les ob-
jets algébriques ou géométriques représentant des foncteurs et leurs propriétés
algébriques ou géométriques, correspondent aux propriétés des foncteurs qu’ils
représentent.

7.1. Catégories. — Il s’agit de présenter brievement ici un langage commode
unificateur. Il permet de dégager un certain nombre de propriétés formelles qui
se retrouvent dans des domaines divers.

Définition 7.1. — Une catégorie C est la donnée d’une classe d’objets ObC et
pour tout couple (A, B) d’objets de C, d’un ensemble Hom¢(A, B) de morphismes
de A vers B, dont,

- pour tout A € ObC, un élément 1d4 € Home(A, A),

- pour tout triplet (A, B,C) d’objets de C, une application

HOch(A,B) XHomC(Bvc) _>H0mC(A7C)7 (fag)'_}gofa

satisfaisant les propriétés suivantes :

(Associativité) : (hog)o f=ho(go f) pour tout triplet (f,g,h) de morphismes
tel que ces compositions aient un sens.

(Neutralité des identités) : pour tout couple (A, B) d’objets de C et tout mor-
phisme f de A vers B, nous avons foldy =Idgof = f.

Dans cette définition, nous ne précisons pas la notion de classes qui n’est pas
une notion usuelle de théorie des ensembles (en particulier, la notation A € ObC
est abusive). Notons que ObC n’est pas, en général, un ensemble.
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Exemples 7.2. — i. La catégorie Ens est la catégorie dont les objets sont les
ensembles et les morphismes, les applications.

1. La catégorie Gp est la catégorie dont les objets sont les groupes et les mor-
phismes, les morphismes de groupes.

1. La catégorie Ab est la catégorie dont les objets sont les groupes abéliens et
les morphismes, les morphismes de groupes. Il s’agit d’une sous-catégorie pleine
de Gp : pour tous A, B objets de Ab, alors A, B sont des objets de Gp et les
morphismes de A vers B coincident dans ces deux catégories : Home, (A, B) =
HOHIAb (A, B)

w. La catégorie Ann est la catégorie dont les objets sont les anneaux et les mor-
phismes, les morphismes d’anneaux.

v. La catégorie Top est la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques
et les morphismes sont les applications continues.

vi. Soit A un anneau, la catégorie A-Alg est la catégorie des A-algébres dont les
morphismes sont des morphismes de A-algebres.

vit. Soit A un anneau, la catégorie A-Mod est la catégorie des A-modules dont
les morphismes sont des morphismes de A-modules.

Définition 7.3. — A toute catégorie C, nous pouvons associer la catégorie C°P
opposée dont les objets sont les objets de C et les morphismes Homeon (A, B) =
HOIIlc<B, A) .

7.2. Foncteurs. —

Définition 7.4. — Un foncteur covariant F' de la catégorie C dans la
catégorie C' est une loi qui a chaque objet A de C associe un objet F(A)
de C' et a chaque morphisme f € Home(A,B) de C associe un morphisme
F(f) € Home/ (F(A), F(B)) de sorte que :

i. pour tout objet A de C, F(Ida) = Idp(a,

ii. pour tous morphismes f € Home(A, B) et g € Home(B,C) : F(go f) =
F(g) o F(f).

Pour définir la notion de foncteur contravariant, il suffit de renverser le sens
des fleches : pour f € Hom¢(A, B), alors F(f) € Home/(F(B), F(A)) et pour
tous morphismes f: A — Betg: B— C: F(go f)=F(f)o F(g).

Exemples 7.5. — 1. Le foncteur d’oubli est un foncteur covariant qui consiste
a oublier certaines des structures des objets. Par exemple, l’oubli de la topologie
induit un foncteur de Top dans Ens.

it. SiF:C—C etG:C — C" sont deuz foncteurs, nous définissons na-
turellement le foncteur composé Go F :C — (C".

1. A une catégorie C et un objet A de C, nous associons un foncteur ha covariant
de C dans Ens qui envoie un objet de B de C sur Home(A, B) et un morphisme
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f € Home (B, C) sur Uapplication Home(A, B) — Home(A,C), g — fog.

iv. A une catégorie C et un objet A de C, nous associons un foncteur h** con-
travariant de C dans Ens qui envoie un objet de B de C sur Home(B, A) et
un morphisme f € Home(B,C) sur Uapplication Home(C, A) — Home (B, A),
grrgof.

Définition 7.6. — Soit F,G : C — C' deux foncteurs. Un morphisme de
foncteurs ¢ : FF — G est la donnée pour tout objet A de C d’un morphisme

0(A): F(A) — G(A)

de la catégorie C' de telle sorte que pour tout morphisme f € Home(A, B) le
diagramme suivant est commutatif :

FA) M q)

F(f) 1 ¢G(f)
B GqB)

Exemple 7.7. — L’identité Idr du foncteur F' est le morphisme de F dans lui-
meéme induit par la collection des Idpay ou A parcourt ObC. Les morphismes de
foncteurs se composent de facon naturelle.

Définition 7.8. — Un morphisme de foncteurs ¢ : F' — G est un isomor-
phisme s%l existe un morphisme ¢ : G — F tel que yop = Idp et oy = Idg.

Définition 7.9. — Soit C une catégorie. Un foncteur covariant F': C — Ens
est dit représentable s’il existe A € ObC et un isomorphisme hy ~ F.

Exemples 7.10. — i. Soit A un anneau commutatif. Soit le foncteur
F:A—Alg — Ens, B— B.

La A-algébre des polynomes A[X] munie de son élément X représente le foncteur
F : pour toute A-algébre B et tout élément b € B, il existe un unique morphisme
de A-algébres ¢ : A[X] — B, tel que o(X) = b. En d’autres termes, pour A-
algébre B, Uapplication ¢ — ¢(X) est une bijection Homa_a1,(A[X], B) — B.
Sa bijection réciproque associe a un élément b € B le morphisme d’évaluation en
b:evy: A[X| — B, f— f(b).

1. Plus généralement, soit A un anneau commutatif et n € N*. Le fonc-
teur qui envoie une A-algébre B sur l’ensemble B™ est représentable. En effet
Uapplication f— (f(X1),..., f(X,)) établit une bijection fonctorielle en B entre
HomA_Alg(A[Xl, Ce ,Xn], B) et B™.

1. Soit A un anneau et S un sous-ensemble de A. Le foncteur covariant

F:Ann — Ens, B~ {f € Hom(A, B)|Vs € S, f(s) € B*}

est représentable : il existe un anneau C' et un morphisme g : A — C' tels que :
-g(S) cCr,
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- pour tout f : A — B, tel que f(S) C B*, il existe un unique h : C — B
faisant commuter le diagramme

A L B
gl
C

En effet, il s’agit de montrer C = A[Tg]ses/(sTs — 1)ses €t g : a — a représentent
F. En général, il est difficile de dire si C' = 0. Pour S une partie multiplicative
(contenant 1), nous identifions (C, g) au localisé de A en S : (ST'A,g:a— 2).
w. Soit C une catégorie. La fleche C — Ens qui envoie un objet A sur un
singleton {x} est un foncteur covariant F'. Nous pouvons aussi le voir comme un
foncteur contravariant G.

Si F est représentable, un représentant de F est dit objet initial de C. Ainsi un
objet A de C est initial si et seulement si Home(A, B) est un singleton pour tout
objet B de C.

Si G est représentable, un représentant de G est dit objet final de C. Ainsi un
objet A de C est final si et seulement si Home(B, A) est un singleton pour tout
objet B de C.

Par exzemple, dans la catégorie Ens, () est initial et {*} est final.

Dans la catégorie Gp, {e} est initial et final.

Dans la catégorie Ann des anneauz, 7 est initial et {0} est final. L’objet initial
7. dans la catégorie des anneaux permet de définir la caractéristique d’un anneau
comme le générateur positif du noyau de 'unique morphisme d’anneaux (uni-
taires) f : Z — A.

La catégorie des corps n’a ni objet final, ni objet initial.

Montrer qu'un foncteur F' est représentable revient a exhiber un objet A et
un isomorphisme hy ~ F. Ce dernier point peut sembler délicat. Le lemme de
Yoneda en donne une description concrete simple.

Lemme 7.11. — (Lemme de Yoneda). Soit C une catégorie et A un objet de
C. Soit F': C — Ens un foncteur covariant et £ € F(A). Alors £ définit un
morphisme de hy vers F' :

Pe 2hA—>F, hA(B) :Homc(A,B) —)F(B), fHF(f)(f)

Pour tout 1 morphisme de ha dans F, il ezxiste un unique & € F(A) tel que
= e a savoir P(A)(Idy).

Par conséquent le foncteur F : C — Ens est représentable si et seulement si il
existe un objet A de C et un élément £ € F(A) tel que w¢ soit un isomorphisme.

Démonstration. — En effet, soit & = 9(A)(Id4), montrons que ¢ = ¢¢. Soit
B e ObC et f: A— B un élément de hs(B). Par définition d’'un morphisme
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de foncteurs, nous disposons d’'un diagramme commutatif

ha(A) " pa)
ha(f) 4 L F(f)
haB) "2 BB

Comme hy(f) est la composition avec f, nous avons hu(f)(Ida) = f . L’image
de Id4 par 1(A) est égale a  par définition. Par commutativité du diagramme
nous obtenons ¥(B)(f) = F(f)(§) = pe(B)(f). D’ou 'égalité attendue.

Remarquons enfin que si § satisfait ¢ = ¢, alors

Y(A)(Ida) = pe(A)(Ida) = F(Ida) (&) = Idpa)(§) = &€
D’ou 'unicité de &. O

Définition 7.12. — Un couple (A,§) est dit caractérisé par une propriété
universelle s’il représente un foncteur F'. Le couple (A, §) est un représentant
de F et & est dit objet universel relativement au foncteur F'.

Lemme 7.13. — Soit ' : C — Ens un foncteur covariant représentable. St

(A, &) et (A,E) sont deux représentants de F alors il existe un unique f €
Home (A’ A) tel que F(f)(&') =&. De plus f est un isomorphisme.

Démonstration. — Comme A’ représente F, il existe un unique f € Hom¢(A’, A)
tel que F(f)(¢') = £ De méme il existe un unique f’ € Home(A, A") tel que
F(f)(€) =¢. Alors f'of € Home(A', A') avec F(f'of)(&') =¢&. Or ha(4) —
F(A"), h— F(h)(&) et F(Ida) (&) =& Donc f'of =1dy. Deméme fof' =1Ida

donc f est unique et c¢’est un isomorphisme. O

7.3. Limites injectives et projectives. —

Définition 7.14. — Soit C une catégorie. Un diagramme de C est la donnée
d’une famille (A;)ier d’objets de C et pour tout (i,5) € I x I d’un ensemble E;;
de morphismes de A; vers Aj. Un diagramme ((A;), (Ei;)) est commutatif si
pour tout triplet (i,7,k) et tout f € E;j, g € Eji, h € Ey, nous avons h=go f.

Définition 7.15. — Soit D = ((A;), (Eyj)) un diagramme dans C et B un objet
de C.

Un morphisme de D dans B est une famille (a; : A; — B) de morphismes
telle que lon ait pour tout couple (i,j) et tout tout f € E;j, ajo f = a;. Nous
notons Home (D, B) l’ensemble des morphismes de D dans B.

Un morphisme de B dans D est une famille (b; : B — A;) de morphismes telle
que Uon ait pour tout couple (i,j) et tout tout f € E;j, fob; =b;. Nous notons
Home(B, D) l'ensemble des morphismes de B dans D.

Définition 7.16. — Soit D un diagramme de C. Si le foncteur covariant
de C dans Ens qui envoie un objet B sur Home (D, B) est représentable, son
représentant est dit limite inductive du diagramme D et est noté ligD.
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Soit D un diagramme de C. Si le foncteur contravariant de C dans Ens qui
envoie un objet B sur Home(B, D) est représentable, son représentant est dit
limite projective du diagramme D et est noté @D.

Ezxzemples 7.17. — i. Soit D = ((A:), (D)) un diagramme de C constitué d’une
famille d’objets sans morphisme. La limite inductive ligl) existe si et seulement
st le foncteur

F:C— Ens, B+~ HHomC(AZ-, B)

iel

est représentable. Si c’est le cas, la limite inductive est dite somme (disjointe ou
directe) des (A;)ier et notée | |,.; Ai ou @,c; A; swivant le contexte.
La limite projective @D existe si et seulement si le foncteur

F:C — Ens, B+ | [ Home(B, 4))
iel

est représentable. Si c’est le cas, la limite projective est dite produit des (A;)ier et
notée [ [,c; Ai. 1l existe des produits dans Ens, Gp, Ann mais pas dans la catégorie
des corps (un produit de corps n’est pas un corps).

1l existe aussi des produits dans la catégorie Top des espaces topologiques : la
topologie produit sur [[,.; A; est la topologie la moins fine pour laquelle les pro-
jgections [[,c; Ai — A; sont continues. Les ouverts de la forme

{H Ui, H Ai, Uy, ouvert de A; }

Jj=1 1€ —{i1,eenyin }
forment une base de la topologie produit.
it. Soit (A;)ien des ensembles (resp. groupes, anneaux) et des applications (resp.
des morphismes de groupes, d’anneauz)

Ay ay Loy L

La limite projective de ce diagramme (ot les morphismes sont les morphismes
Idy, et les compositions des morphismes f;) est l'ensemble des suites compatibles
d’éléments :

A= I'LnAn = {a = (an)n>1lan € Ay, fr(ani1) = an, ¥n > 1},

11 s’identifie au sous-objet du produit direct [,y Ai par les relations induites par
les morphismes du diagramme. C’est un ensemble (resp. un groupe, un anneau
pour les opérations termes a termes). De plus si chaque f, est une application
continue entre les espaces topologiques A, 1 et A, alors A C 1122, A,, admet une
topologie naturelle induite par la topologie produit des A,.

iii. Soit A un anneau. La limite projective Jim A[X]/(X™) (i.e. du diagramme
(AX]/(X™), Tn) oU les Ty, sont les projections canoniques) s’identifie na-
turellement avec l'anneau des séries formelles A[[X]].

. Soit A un anneau. Pour t € A, nous notons Sy = {t',i € N}. Pour tout
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ensemble multiplicatif S contenant 1, S™'A = hAlSt_lA ou t décrit les éléments
de S partiellement ordonnés par la division.
En effet sit';t € S avec t' = st alors

O St_lA — StTIA, % — ?

donc ((S; 1 A), u) est un diagramme D. Pourt € S, le morphisme A —s S™1A
s’étend de facon unique en un morphisme d’anneauxr S;*A — STLA, T et
ce morphisme est compatible avec les applications du diagramme. Enfin ST'A =
liﬂD représente le foncteur Ann dans Ens qui envoie un objet B sur Home(D, B).
v. Pour tout entier b > 1, si n < m, linclusion des idéaux de Z, b7 C b"Z,
induit un morphisme d’anneaur Z/V"Z <— Z/b"Z. L’anneau des entiers b-
adiques est défini comme

Ly = @Z/b”Z = {(an)n>1lan € Z/V"Z,a1+1 = a, mod b"}
Les éléments de Zy, s’écrivent comme des sommes
r = Zajibi, x; €{0,...,b—1}.
i=0

La topologie discréte sur les anneauzr finis Z/b"Z induit une topologie sur Z,
(induite par la topologie produit) dont une base d’ouverts est donnée par les en-
sembles x + b"Zy,.

Si b = pit---pf avec r; > 1 et p; des nombres premiers distincts. Alors le
théoreme des restes chinois (Théoréme 2.13)

ZIVL " LIpT X - x TP

donne l’isomorphisme
Ly — Lpy X -+ X Lp,.
C’est pourquot, il suffit d’étudier 'anneau des entiers p-adiques Z,, pour p nombre
premier (voir §24). -
vi. Notons K wune cloture algébrique de K. Le groupe de Galois Gal(K/K) de

K sur K s’obtient comme limite projective des groupes de Galois des extensions
algébriques finies (voir §21.3).

7.4. Foncteurs adjoints. —

Définition 7.18. — Soit F : C — C' et G : C' — C deux foncteurs covari-
ants. Nous disons que F' est un adjoint a gauche de G, ou que G est un adjoint
a droite de F, ou que (F,G) est un couple de foncteurs adjoints, s’il existe
une collection d’isomorphismes

L(A,B) : HOHIC/(F(A), B) ;> HOch(A, G(B))
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paramétrée par (A, B) € ObC x ObC' et fonctorielle en (A, B), ie. pour tout
morphisme u : A — A’ de C et toute fleche v : B — B’ de C’, le diagramme
sutwant est commutatif

Home (F(4A'),B) — Home(A',G(B))

JoF@) e Jeu
Home/ (F(A),B) — Home(A,G(B))
1w o 1@
Home (F(A),B’) — Home(A,G(B))
“(a,B")

Exemples 7.19. — i. Le foncteur F' : Gp — Ab, G — G/D(G) admet un
adjoint a droite le foncteur oubli Ab — Gp.

1. Soit K un corps et Vecty la catégorie des K-espaces vectoriels. Le foncteur
F : Ens — Vectyg qui a un ensemble B associe le K-espace vectoriel de base
(ep)pen est adjoint du foncteur oubli G : Vecty — Ens.

1i. Le foncteur oubli Top — Ens admet un adjoint a gauche et a droite. Son
adjoint a gauche est le foncteur qui associe a un ensemble le méme ensemble
muni de la topologie discréte. Son adjoint a droite associe a un ensemble le
meéme ensemble muni de la topologie grossiére.

. Supposons que le foncteur covariant G : C' — C admette un adjoint a gauche
F et firons A de C. Alors le foncteur covariant

C' — Ens, B — Hom¢(A,G(B))

est isomorphe a B — Home/ (F(A), B). Il est donc représentable.

v. Soit F': C — C' un foncteur covariant et D = ((A;), (Eij)) un diagramme
dans C. Supposons que F' admette un adjoint a droite G et que ligD existe dans
C. Alors hﬂF(D) existe et est égal a F(hg D).

8. Modules

Les modules, en particulier les idéaux, sont des objets linéaires. Ils sont donc
plus aisés a étudier que les anneaux eux-mémes. Cependant ils ne sont en général
pas libres, contrairement aux espaces vectoriels qui sont des modules sur des
corps.

8.1. Définitions. —

Définition 8.1. — Un A-module (M, +,:) est un ensemble muni d’une loi
interne + et d’une loi externe A x M — N, (a, m) — am vérifiant :

i. (M,+) est un groupe abélien,

i1. Pour tous o, 8 € A et m,m’ € M les propriétés suivantes sont satisfaites :

- (distributivité) a(m +m') = am + am/, (a + B)m = am + fm,
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- (associativité) (af)m = a(fm),
- (élément neutre) 1 -m = m.

Comme 'anneau A est supposé commutatif, il n’y a pas lieu de distinguer entre
module & gauche et module & droite. De plus si M est un A-module (—1)m = —m.

Exemples 8.2. — 1. Si A = K est un corps, un K-module est un K-espace
vectoriel.

1. L’anneau A est un A-module, 'opération externe étant la multiplication dans
A.

1i. Sit: A — B est un morphisme d’anneauz, la multiplication externe A X
B — B, (a,b) — t(a)b munit B d’une structure de A-module, autrement dit une
A-algébre est un A-module.

iv. Tout groupe abélien est un Z-module : si« € N*, am =m+---+m (« fois),
(—a)m = —am et Om = 0.

v. Soitn >0 et M un groupe abélien de n-torsion, i.e. tel que nx = 0 pour tout
x € M. Alors M est un Z/nZ-module.

Définition 8.3. — Soit M un A-module. Un sous-module N de M est un
sous-groupe de (M, +) qui est stable par la multiplication externe par tout élément
de A :

a€ AneN=—an € N.

Exemples 8.4. — 1. Une partie N de M est un sous-module si et seulement si
N contient 0 et si pour tous x,y € N eta € A, x+y € N et axr € N.

1. Soit I une partie de A. Alors I est un sous-module de A si et seulement si
c’est un idéal de A.

1. Soit S une partie d'un A-module M. Le sous-A-module < S > de M en-
gendré par S est lensemble des combinaisons linéaires ) s 0l (as)ses est
une famille presque nulle d’éléments de A. C’est le plus petit sous-module de M
qui contient S. Les éléments de S sont dits générateurs de < S >.

Remarquons que nous pouvons avoir besoin de plus de générateurs pour un sous-
module N de M que pour M (prendre par exemple un idéal non principal de A).
Cette difficulté disparait si A est principal (§10).

w. Soit N un sous-A-module de M. Alors [’ensemble

(N:M)={a€ Alam € N,Ym € M}
est un idéal de A. Si N = (0), nous notons (0 : M) = Anns M, Uannulateur de
M (voir Définition 8.8).
v. Si I est un idéal de A et M un A-module, l’'ensemble M|[I] des éléments tués
par I :

M[I] ={m € M|Na € I,am = 0}

est un sous-module de M.
Si I' est un autre idéal

MIINM[I'|= M[I +TI'],
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etsi A=1+1,
M|+ M[I'|=M[INI]= M[IIT.

Définition 8.5. — Un morphisme de A-modules est une application f
M — M’ entre deuxr A-modules M et M' telle que pour tous a,b € A et
m,n € M, nous avons :

flam +bn) =af(m)+bf(n).

L’ensemble des morphismes de A-modules de M dans M’ est noté Hom 4 (M, M').
C’est un A-module pour les opérations :

(f + ) (m) = f(m) + f'(m), (af)(m)= flam)=af(m).
L’tmage im f et le noyau ker f sont des sous-A-modules de M’, resp. M.

Un morphisme de A-modules de M dans M est dit endomorphisme de M.
Nous notons Homy (M, M) l’ensemble des endomorphismes.

8.2. Opérations sur les modules. —

Définition 8.6. — Soit M un A-module, N un sous-module de M. Alors le
groupe quotient M /N équipé de la loi externe - =a-m, a € A et m € M/N,
est un A-module, dit module quotient de M par N.

Exemples 8.7. — i. Le module quotient (M/N,7 : M — M/N) satisfait la
propriété universelle suivante : Pour tout f € Homa(M,M'), avec N C ker f, il
existe un unique f € Homy(M/N, M) tel que f = form, ie. (M/N, ) représente
le foncteur

F:A—Mod — Ens, M' — {f € Homu(M, M")|N C ker f}.

ii. Si f € Homyu(M,M'), il existe un unique f: M/ker f — M’ tel que
f= fo moum: M — M/kerf estla surjection canonique. De plus f est
injective d’image im f.

1i. Soit A un anneau et f : M — N un morphisme de A-modules. Le A-
module quotient N/ f(M) est appelé conoyau de f et noté Coker f. Nous avons
Coker f = 0 si et seulement st f est surjectif. Donc f est un isomorphisme si et
seulement si ker f =0 et Coker f = 0.

Définition 8.8. — Soit A un anneau, I un idéal de A et M un A-module. Nous
notons IM C M le sous-module de M engendré par {am|a € I,m € M}.
L’annulateur de M dans A est l'idéal de A

Anny (M) = {a € Alax =0,V € M}.
Le module M est dit fidele si Annys (M) =0

Définition 8.9. — (Changement d’anneau) Soit f : B — A un morphisme
d’anneaur. Tout A-module M admet une structure de B-module, via bm =
fbym,be B, me M.
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Définition-Proposition 8.10. — Soit (My)xen une famille de A-modules.
Alors [T cp My est un A-module pour les lois induites. I est dit produit direct
des My. Pour tout € A, la projection m, : [] oo My — M, est un morphisme
(surjectif) de A-modules.

Le produit direct satisfait la propriété universelle : pour tout A-module N
avec, pour tout X € A, un morphisme f, € Homu(N, M,), il existe un unique
[ € Hom(N,[[ cn My) tel que fr = m\ o f pour tout X € A, défini par
F(n) = (fr(m))rcn.

La somme directe des modules (My)xea est le sous-module

@M,\ = {(mx)aenr € H My |my presque tous nuls} C H M,

AEA AEA AEA
Pour tout pn € A, Uinclusion v, - M, — @ o My, tu(x) = (my) avec my = 6y,
est un morphisme injectif de A-modules. La somme directe satisfait la propriété
universelle : pour tout A-module N muni de morphismes fy € Homy(M,, N)
pour tout A € A, il existe un unique f € Homa(€D,.) Ma, N) tel que fx = f oy
pour tout \ € A.

Exemples 8.11. — i. La somme directe @@, ., My munie des inclusions (i, :
M,, — @, M))aen représente le foncteur covariant F': A — Mod — Ens

N+ [ ] Homa(My, N).
AEA

nEA

Le produit direct [],.y My muni des projections (m, : [[yexn Mx —> My)uen
représente le foncteur contravariant F': A — Mod — Ens

N+ [] Homa(N, M)
AEA
1. Le produit direct et somme directe d’une famille finie de A-modules coincident.
Les applications

Homa(N, [[ M) = J] Homa(N, M), f > (.0 f)uea
AEA AEA
et
Hom (@D My, N) — [[ Homa(My, N) g+ (g0 1) en
AEA AEA
sont des bijections. Le produit direct de n copies de M est noté M™. Plus
généralement, pour A un ensemble, nous notons

MY =P Mc[Mm=M"
€A 1SN
i Soit A un anneau. A tout ensemble A, associer le A-module libre A™ définit
un foncteur
AT Ens — A —Mod, A— AW,
En effet soit ¢ : A — A une application, il s’agit de définir une application A-
linéaire A® : AW — AN de telle fagon que A = 1d 4 pour tout ensemble
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A et Ao AW = AW pour toutes applications ¢ : A — N et ¢/ : ' — A”.
Notons (ex)ren et (€} )nen les bases canoniques de AN et AW respectivement.
Il suffit de poser A®)(ey) = €en) A E A

Définition-Proposition 8.12. — Soit A un anneau non nul. Un A-module
M est libre s’il existe un isomorphisme de A-modules f : AN — M pour
un ensemble A. Une base de M est l'image de la base canonique (e(X\))xea
d’éléments e(N\), = 6y, de AW par un tel isomorphisme f. Le rang du module

libre M est le cardinal de A. Il ne dépend que de M.

Démonstration. — Supposons que f : AN — AA) goit un isomorphisme de
A-modules. Il s’agit de montrer que A et A’ ont le méme cardinal. D’apres 2.28,
A admet un idéal maximal m. Alors f induit un isomorphisme (A/m)®) —
(A/m)A) de A/m-espaces vectoriels. Le fait que deux espace vectoriels isomor-
phes ont méme dimension permet alors de conclure. O

Exemples 8.13. — i. Dire que (x))xen est une base équivaut au fait que la
famille (xy) est génératrice et libre, i.e. Y .\ axvy = 0 implique que la famille
presque nulle (ay) est nulle.

1. Soit A un anneau commutatif non nul. Si f : A" — A® est un morphisme
surjectif de A-modules, alors r > s.

Définition 8.14. — Un A-module M est dit de type fini s’il existe une partie
finie S de M telle que M soit engendré par S, i.e. il existen € N et un morphisme
surjectif de A-modules f: A" — M.

Le A-module M est dit de présentation finie, sl existe f : A" — M surjectif
avec ker f de type fini.

Le A-module M est dit cyclique s’il existe un morphisme surjectif f : A — M
(i.e. s’il existe un idéal I de A tel que M ~ A/I).

Exemples 8.15. — i. Un A-module M est de type fini si et seulement s’il
s’écrit comme quotient de A™ pour un certain n > 0. Il ne faut pas confondre
cette notion avec celle de A-algéebre de type fini qui correspond a étre un quotient
de Uanneau de polynomes A[Xy, ..., X,].

1. Un quotient d’un module de type fini est de type fini.

1. En général, un idéal de A qui n’est pas engendré par un nombre fini d’éléments
n’est pas de type fini comme A-module bien que ce soit un sous-module de A (qui
est engendré par 1). Nous verrons que si A est noetherien, un sous-module d’un
module de type fini sur A est encore de type fini.

Un module qui n’est pas libre admet des éléments de torsion au sens suivant :

Définition 8.16. — Soit M un module sur un anneau A intégre. Un élément
m € M est dit de torsion, s’il existe a € A — {0} tel que am = 0. L’union de
tous les éléments de torsion de M est le sous-module de torsion de M :

Miors = UazoM |a] = UrzoM[I] C M,
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ou I décrit Uensemble des idéauz non nuls de A. Le module M est dit de torsion
si M = Mios. Il est dit sans torsion si Mios = 0. Pour tout module M, M [Miors
est sans torsion.

Exemples 8.17. — i. Un module libre M sur un anneau intégre A est sans
torsion : sia € A et x € M, ar = 0 impliqgue a =0 ou x = 0.

it. L’anneau Z/nZ, n > 2 est un Z-module de type fini qui n’est pas libre (car de
torsion).

1i. Le Z-module Q est sans torsion mais n’est pas libre car il est divisible : si
n > 0, tout élément x € Q s’écrit x = ny pour y € Q, ce qui est impossible dans
un Z-module libre (prendre un élément dont 'une des composantes sur la base est
1 etn > 2). Nous verrons que sur un anneau principal, un module de type fini
sans torsion est libre.

Aves des hypotheses supplémentaires sur 'anneau de base A, nous pouvons
donner des informations plus fines sur la structure des A-modules. Par exemple,
les idéaux d’un anneau noetherien sont de type fini (§9). Nous obtenons également
un théoreme de structure des modules de type fini sur un anneau principal (§10).

9. Anneaux et modules noetheriens

Dans tout ce paragraphe, A est un anneau commutatif mais pas forcément
integre. En revanche, nous supposons que A est noetherien (Définition 9.1) ce
qui garantit que les A-modules de type fini sont de présentation finie (Proposition
9.7). Le théoreme de la base de Hilbert (Théoreme 9.8) montre en particulier que
les anneaux de polynomes a un nombre fini de variables a coefficients dans un
corps sont noetheriens.

Définition-Proposition 9.1. — Un A-module M est dit noetherien sl sat-
1sfait l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1. Tout sous-module N de M est engendré par un nombre fini d’éléments.

ii. (Condition de chaine ascendante). Toute suite croissante (pour l'inclusion)
M, C My C---C M de sous-modules de M est stationnaire : il existe un indice
J tel que My, = M; pour tout k > j.

11. Toute famille S non vide de sous-modules de M contient un élément maximal
pour l'inclusion.

Démonstration. — i.==ii. L'union N = U2, M; est un sous-module de M donc
il est engendré par un ensemble fini d’éléments nq,...,n, € M. Il existe 7 > 1
tel que M, contienne tous les n;,1 <7 <r. Ainsi N = M; = My, k > j.

ii.=> iii. Comme S n’est pas vide, il existe M; € S. Si S n’admet pas d’élément
maximal, alors il existe My € S tel que M; C M. Nous construisons ainsi
par induction une chaine strictement croissante de sous-modules ce qui est en
contradiction avec 'hypothese ii.



54

iii.=— 1. Soit S I’ensemble des sous-modules de type fini de N sous-modules de
M. 1l est non vide car 0 € S. Donc il contient un élément maximal P. Si P # N,
il existe n € P — N. Le sous-module P 4+ An C N engendré par P et n est de
type fini, donc appartient a S ce qui contredit la maximalité de P. Donc P = N
et N est de type fini. m

Nous commencons par un lemme technique utile a la démonstration de la
proposition 9.3 :

Lemme 9.2. — Si X CY C M, N C M sont des sous-modules tels que X N
N=YNNetn(X+N)=nY +N) pourw: M — M/N, alors X =Y.

Démonstration. — Soit y € Y. Comme 7(X + N) =7n(Y + N), il existe z € X
etn € Ntelsquey =x+n Alorsn=y—x € NNY = NN X, donc
y=z+(y—z)ecX. O

Proposition 9.3. — Si M est un A-module et N est un sous-module de M.
Alors M est noetherien si et seulement si N et M /N sont noetheriens.

Démonstration. — Soit 7 : M — M /N la projection canonique.

Si M est noetherien alors N et M/N sont noetherien. En effet, si X € M/N, le
sous-module 771(X) C M est de type fini donc X = 7(7~'(X)) aussi.
Réciproquement si N et M/N sont noetheriens et My C My C -+ C M est une
chaine de sous-modules, alors les chaines de sous-modules

MiNnNCMyANC---CN, w(My+N)Ca(My+N)C---C M/N

se stabilisent pour k& > j. Ainsi d’apres le lemme 9.2, My = M; pour tout k > j
et M est noetherien. O]

Définition 9.4. — Un anneau A est noetherien s’il est noetherien en tant que
A-module, i.e si ['une des conditions équivalentes suivantes est satisfaites :

i. Tout idéal I de A est engendré par un nombre fini d’éléments.

ii. (Condition de chaine ascendante). Toute suite croissante (pour l'inclusion)
I C I, C---C A didéaur de A est stationnaire : il existe un indice j tel que
I, = I; pour tout k > j.

1i. Toute famille S non vide d’idéaux de M contient un élément maximal pour
['inclusion.

Exemples 9.5. — 1. Un anneau principal est noetherien.
it. L’anneau factoriel des polynomes C[ X1, Xo,...| = U2, C[Xy,..., X,] d une
infinité de variables n’est pas noetherien, car la suite d’idéauz

(Xl) C (Xl,XQ) (@
est croissante non stationnaire.

Proposition 9.6. — Soit f: A — B un morphisme d’anneaux surjectif. Si A
est noetherien alors B est noethérien.
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Démonstration. — Pour toute chaine d’idéaux de B, J; € Jo C --- C B, la
chaine f~'(J;) C f~(Jy) C -+ C A est stationnaire, f~'(J;) = f~'(J;) pour
j > k. Par surjectivité de f, Jk F(f () = f(f_l(J )) =J;, j > k. Donc B

est noetherien. ]

Proposition 9.7. — Soit A un anneau noetherien. Un A-module M est noethe-
rien si et seulement s’il est de type fini. En particulier, tout A-module de M de
type fini est de présentation finie.

Démonstration. — L’implication “=" est immédiate. Réciproquement,
I'isomorphisme de A-modules A"/A — A" implique par induction que
tout A" (n > 1) est un A-module noetherien. Un A-module de type fini est de
la forme A™/N, donc est noetherien. O

Théoréme 9.8. — (Théoréme de la base d’Hilbert). Si A est noetherien et
n > 1, alors A[X]| est noethérien.

Démonstration. — 11 s’agit de montrer que tout idéal I C A[X] est de type fini.
Pour tout ¢ > 0, soit

L={ac AFaX"+a; | X" "+ 4ag€l}CA

Ils forment une chaine croissante d’idéaux de A noethérien, donc il existe k& > 0
tel que I; = Iy, j > k. De plus Iy, ..., I} sont de type fini donc il existe f;; € A[X],
(0 <i<k,1<j<m,deg(fi;) <1i) tels que, pour tout ¢ = 0, ..., k, l'idéal I,
est engendré par le coefficient en X des polynomes f;i, ..., fim. Notons J C I
l'idéal engendré par l'ensemble (fini) de polynomes f;; (0 <i < k,1 < j < m).
Il suffit alors de montrer que tout f € I — {0} est contenu dans J (= [ = J
est de type fini). Si d = deg(f), alors il existe ¢y, ..., ¢, € A tel que le polynome
ga = (cLfint- - FCmfim)X™X@=k0) ¢ T pour £ = min(k, d) vérifie deg(f—gq) < d.
Par induction décroissante sur d, nous obtenons en au plus d+ 1 étapes g € J tel
que f —g=0, donc f € J. n

Ezxzemples 9.9. — i. Si A est noetherien alors A[X1,...,X,]/I est noetherien
pour tout idéal I de A[Xy, ..., X,].

ii. Si A est noetherien, alors A[[X]] et A[X, X! sont noetheriens.

1. Dans un anneau noetherien, le nombre minimal de générateurs d’un idéal
peut étre arbitrairement grand : par exemple, soit K est un corps, considérons
Vidéal I = (X,Y)" de 'anneau noetherien K[X,Y]. L’déal I est engendré par
les monomes X*Y" % 0 <k < n et tout systeme de générateurs de I contient
une base des polynomes homogenes de degré n, donc a pour cardinal minimum
n+ 1.

Lemme 9.10. — Soit A un anneau intégre noethérien. Alors tout élément x
non nul de A s’écrit : x = upy---p, avec u € A* et les p; irréductibles.
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Démonstration. — Soit S 'ensemble des idéaux de A de la forme xA avec x non
inversible ne s’écrivant pas comme produit d’irréductibles. Si S n’est pas vide,
il admet un ¢élément maximal (a) = aA. En particulier a n’est pas irréductible.
Comme il n’est pas inversible, il s’écrit a = bc avec b, ¢ dans A non associés a a.
Mais les idéaux (b) et (c¢) contiennent strictement (a), donc par maximalité de
(a), b et ¢ se décomposent en produit d’irréductibles, ce qui contredit le fait que
a ne s’écrit pas comme produit d’irréductibles. O

Rappelons quun anneau factoriel est un anneau integre dans lequel tout
élément non nul s’écrit de maniere unique en produit d’éléments irréductibles.
Cependant les notions d’anneaux noethérien et factoriel ne sont pas liées comme
I'illustrent les exemples suivants.

Exemples 9.11. — i. Si K est un corps K[X,,n € N]| est factoriel non
noethérien.

i. L’anneau Z[X|/(X?% + 5) est noethérien non factoriel.

iii.  Soit U un ouvert connexe (donc non vide) de C. L’ensemble H(U) des
fonctions holomorphes sur U est un anneau de Bézout intégre ni factoriel ni
noethérien.

iv. L’anneau {f € Q[X]|f(0) € Z} est aussi de Bézout, integre non factoriel,
non noetherien.

10. Modules sur un anneau principal

Soit A un anneau. En écrivant les éléments de A™ comme des matrices colonnes
a coefficients dans A, un morphisme de modules f : A™ — A" g’identifie a une
matrice M € M,,,,(A) : f(x) = Mz, v € A™. Le morphisme [ est inversible si
et seulement si m = n et la matrice M est inversible, i.e det(M) € A*.

Dans ce paragraphe, A est un anneau principal. Le résultat suivant, établi
pour A = Z (euclidien) dans le cours d’Algebre 1, permet de décrire la structure
des modules de type fini sur A principal.

Théoréme 10.1. — Soit M € M, ,,(A) avec A un anneau principal.
i. 1l existe P € GL,(A) et Q € GL,,(A) tel que

d 0 -+ 0 - 0
0 do -~ 0 -+ 0
PMQ = 0 0 d, 0
0 0 0 0
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ot 0 < r < min(n,m) et dy,...,d,. sont des éléments non nuls de A tels que
|- |d,.
it. L’entier r et les idéauz (dy),. .., (d,) ne dépendent que de M.

Démonstration. — Nous pouvons supposons M # 0. Par induction, il suffit de
mettre M sous la forme

d 0
( 01 le )’ N c Mn—l,m—l(A)

en appliquant une successsion d’opérations élémentaires sur les lignes et les
colonnes.

- Etape 1. Remarquons que si une colonne (resp. une ligne) de M contient
deux éléments non nuls a,b € A — {0}, alors on peut remplacer, par opérations
élémentaires, le couple (a,b) par (d,0) avec d = PGCD(a,b) sans changer les
autres éléments de la colonne (resp. la ligne). En effet, il existe u,v € A avec

au+ bv = d. Alors
(—5/d a?d>(i)=<§)

permet de se ramener (apres permutation et réitération) a une premiere colonne
de la forme

- Etape 2. Si d divise tous les termes de M, nous obtenons la forme attendue
en soustrayant chaque colonne par un multiple de C;. Sinon quitte a sommer la
premiere ligne avec une autre, nous pouvons supposer qu’il existe un élément de
la premiére ligne qui n’est pas divisible par d. Alors en appliquant I’étape 1 a la
premiere ligne puis a la nouvelle premiere colonne, nous remplacons la premiere
colonne par

avec d' diviseur propre de d. Ainsi en un nombre fini d’étape, nous obtenons
I’écriture attendue.

ii. Nous établissons que d; - - - d; est le PGCD des mineurs de taille j de la matrice
M pour tout 1 < j <retr=rgM (voir cours d’Algebre I). O

Corollaire 10.2. — (Théoréme de la base adaptée). Soit A un anneau princi-
pal, M un A-module libre de rang n et N un sous-module de M. Alors

1. N est libre de rang m < n,

it. 1l existe des éléments dy,...d, de A—{0}, dy|---|d, et une base ey, ..., e, de



58

M tels que dqeq,...,d.e. est une base de N.
1t. Le module quotient

M/N ~ A" @ Af(d)®--- B A/(d,).

Démonstration. — Le choix d’une base de M sur A et d’un systeme de m
générateurs de N, conduit a une matrice B € M,,,(A) que nous mettons sous
forme réduite via le théoreme 10.1 et qui permet d’établir le corollaire. n

Corollaire 10.3. — Soit A un anneau principal et M un module de type fini
sur A. Alors, il existe a,r € N, dy,...,d, € A—{0} U A*, dy|---|d, tels que
M= A@A/(d) @@ A/d,).

De plus les entiers a,r et les idéaux (dy),. .., (d,) ne dépendent que de la classe
d’isomorphisme de M.

Démonstration. — D’apres le théoreme de la base adaptée, nous avons une
écriture sous la forme

M~A"©A/(d)D---DA/d,).

Ainsi M /M;os >~ A® donc a ne dépend que de la classe d’isomorphisme de M.
Pour I'unicité des idéaux (d;), ..., (d,), nous devons considérer pour tout élément
irréductible x de A, la suite des exposants de x dans les d; :

0 S Ux(dl) S c. S Uz(dr).

Montrons qu’ils sont déterminés par M. Pour j > 0, soit r;(z) = [{i|v.(d;) >
J}. Ainsi la suite de sous-modules

Mlx] D aM[z*] D 2*M[2*] D - --
est isomorphe a
(A/ (@)@ S (A) (@)™ > (Af (@) > -

Par conséquent la suite d’exposants (v,(d;))1<i<, ne dépend que de Mioys.
Enfin comme d; n’est pas inversible, il est divisible par un élément irréductible
xg. Donc r = ry(xg) est déterminé. ]

Comme tout groupe abélien est un Z-module, nous retrouvons le théoreme de
structure des groupes abéliens :

Corollaire 10.4. — Soit M un groupe abélien de type fini. Alors M est iso-
morphe a

7" ® ®;_Z]d;Z
our €N, d; € N—{0,1}, dy|---|d,. De plusr,dy,...,d; sont déterminés par M.
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Exemple 10.5. — Soit p € N est premier impair et « € N*. Le groupe des
éléments inversibles (Z/p*Z)* ~7)(p—1)Z X Z/p*~'7Z est cyclique. En revanche
pour p=2 et a >3, (Z/2°Z)* = Z/2Z x Z/p*27Z n’est pas cyclique. La classe
de 5 € (Z)2°7)* est d’ordre p*~2.

Une autre application importante de la théorie des modules de type fini sur un
anneau principal est la réduction des endomorphismes d’un K-espace vectoriel
de dimension finie (K corps) qui permet de déterminer les classes de similitude.

Définition 10.6. — Soit P = X + Z?;ol a; X" € K[X] un polynome unitaire.
La matrice compagnon de P est la matrice

0 v eee e —ag
1 - 0 -  —a
C(P) = 0O 1 0 -+ —a
0 - o 1 —ay,
Théoréeme 10.7. — 1. Pour tout endomorphisme u d’un K-espace vectoriel

de dimension finie E, il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est
diagonale par blocs, de la forme

C(P)
C(P)

C(P)
ot les P; sont des polynomes unitaires de K[X| de degré au moins 1 vérifiant
PP |P..
1. Les P; sont déterminés par u et sont dits invariants de similitude de uw. Deux

matrices de M, (K) sont semblables si et seulement si elles sont les mémes in-
variants de similitude.

Démonstration. — Un K[X]-module est la donnée d'un K-espace vectoriel M
muni d’'un endomorphisme K-linéaire u : M — M correspondant a ’action de
X, via

K[X]x M — M, (P,v) — P(u)(v).

Ce module M est de torsion car si 7 est un polynome annulateur de u alors
7-v=m(u)(v) =0 pour tout v € M. Nous avons ainsi

M = KIX)/(P)e-- & K[X]/(P)

avec Pi|---|P.. Nous avons

D>_deg(P) =} dimy K[X]/(F;) = dimy M
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Choisissons une K-base de M et considérons B la matrice de u dans cette base.
L’unicité du théoreme de structure des K[X]-modules de type fini implique que
deux matrices B, B’ ont la méme suite de poynomes P|-- - |P, si et seulement si
elles sont semblables. O

Exzemples 10.8. — i. Soit B € M,(K) et C = XId—B € M,(K[X]) la
matrice caractéristique de B. Alors la suite des facteurs invariants de C est
(1,...,1,P,...,P,) ou Py,...,P. sont les invariants de similitude de B. FEn
particulier, ces invariants sont donnés par les PGCD m; des mineurs d’ordre i
de C dans K[X] : Py... Py = Mpin_»r-
En particulier le polynome minimal de B est P, et le polynome caractéristique
dew est P---P,.
i. Si N — K[T)/(Q) avec Q = T + ag_T* ' + --- +ag. Alors 1,...,T%!
mod () est une base de N sur K et la matrice de la multiplication par T dans
cette base est C(Q). Le polynome minimal et le polynéme caractéristique de
C(Q) coincident avec Q.
En décomposant Q = Q7'---Q% en facteurs irréductibles distincts, nous
obtenons

N — K[T]/(Q1") & --- & K[T]/(Q5°).
Ainsi la matrice de la multiplication par T dans Uunion des bases 1,T, ..., Tm 48 Qi
mod Q)] est

0 Q) - 0
0 0 ... O™

1. St K est algébriquement clos, les poynomes irréductibles unitaires sont de la
forme T — X pour A € K. Dans la base 1,T — \,..., (T — X" la multiplication
par T a pour matrice

A0 O -~ 00
1 20 - 00
o1 x - 00
000 -+ XO
000 -~ 1 A

Nous retrouvons l’existence et ['unicité de la forme de Jordan pour une matrice
a coefficients dans un corps algébriquement clos.

11. Produit tensoriel

11.1. Définition du produit tensoriel. — Nous généralisons la notion de
produit tensoriel d’espaces vectoriels au produit tensoriel de modules sur un an-
neau A. C’est un procédé qui permet de passer des modules sur un anneau A
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aux modules sur une A-algebre B. Le produit tensoriel de A-modules est une
solution universelle a un probleme de factorisation (voir Proposition 11.2)

Définition 11.1. — Soit A un anneau, k > 0 entier et My, ..., My, P une suite
de A-modules. Une application
B:My x---xM,— P
est dite A-mutilinéaire si pour tout (mq,...,my) € My X -+- X My et tout
ie{l,...,k} Uapplication
Mi — P,iL‘ — ﬁ(ml,...,mi,l,x,miﬂ,...,mk)
est A-linéaire. Nous notons L4(My X -+ x My, P) l'ensemble des applications

A-multilinéaires. Pour k = 2 les applications A-multilinéaires Lo(M; x My, P)
sont dites bilinéaires.

Nous avons défini un foncteur
La(My x -+ x M, —): A—Mod — Ens.

En effet si f : P — P’ est un morphisme de A-modules, alors la composition
f o B est A-linéaire et nous obtenons une application

La(Myx-- XMy, f): La(Myx---X My, P) — Lo(Myx---X M, P") 8+ fof.

Proposition 11.2. — Soit A un anneau, M, N deuxr A-modules. Le foncteur
Li(M x N,—) est représentable, i.e. il existe un A-module M @4 N appelé le
produit tensoriel de M et N et une application A-bilinéaire

wWw:MxN-—M®®sN

tels que pour tout A-module P et toute application A-bilinéaire B : M x N — P,
il existe une unique application A-linéaire f: M @4 N — P avec f = f3 o w.
Si My, ..., My sont des A-modules, le foncteur La(M; X -+ x My, —) est
représentable par le produit tensoriel My @4 -+ @4 M.

Démonstration. — Soit (em,n)memnen la base canonique de AMXN) o S le A-
module engendré par

€mtam';n — Emm — Qemsn, mym’' € M,n € Nya € A,

Cmntan’ — €mm — Qemn, M € M,n,n" € N,a € A.
Soit M @4 N = A(MXN)/S et notons m ® n la classe de e, dans M ®4 N
pour tout m € M, n € N. Par construction les m ® n engendrent le A-module
M ®4 N. Alors

(M®@sN,w:MxN-—M®uN,(m,n)—maen)
représente L4(M x N, —). En effet w est A-bilinéaire et pour 5 : M x N — P
bilinéaire, définissons 3 : AM*N) — P par B(e,,,,) = B(m,n), (m,n) € M x N.
Ainsi 5@) = 0 donc f§ se factorise de maniere unique en une application A-
linéaire 5 : M ®4 N — P avec = [ ow et comme 'image de w engendre le
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A-module M ® N, 3 est unique.

Par induction, nous définissons M ®4 (M' @4 M") et (M @4 M) ®4 M" qui sont
isomorphes par universalité, ce qui permet de les noter M ® 4 M’ ®4 M"”. Nous
constatons alors que M7 ® 4 - - - ® 4 My avec I'application canonique construite par
induction

wp My X oo XMy — My ® -+ @ My, (my,...,mg) —mg Q-+ @ my
représente L4 (My X -+ X My, —). O
Exemples 11.3. — i. St M est un A-module,
{0} xa M = M ®4 {0} = {0}.

Nous avons ¢ : A[X] ®@a A]Y]| ~ A[X,Y]. En effet la multiplication définit une
application A-bilinéaires

A[X] x AlY] — A[X,Y],(P,Q) — P(X)Q(Y).

Les éléments X'QY7 forment une base de A[X|®4A[Y] comme A-module et leurs
images X'Y7 forment une base de A[X,Y]. De plus, ¢ est un ismormorphisme
d’algebres.

1. Soitent M, N deux A-modules. L’application

MxN—N®sM,(m,n)—nem

est bilinéaire donc induit une application A-linéaire u : M ® 4 N — N @4 M,
men — n®m. De méme nous avons une application A-linéaire v : N Q@4 M —
MRy N, n@m—=m®n. Nous avons uov = Idyg v et vou = Idyg N, donc
u et v sont des 1somorphismes réciproques l'un de [’autre.

1. Soit N un A-module et M un A-module libre de rang 1. Soit e une base de
M. Alors lapplication A-linéaire

p:N— MRy Nn—exn

est un isomorphisme. En effet Uapplication bilinéaire w € La(M x N,N),

u(ae,n) — an induit une application A-linéaire p : M@, N — N, ae®@n — an,

mverse de .

En particulier N ~ A®4 N. De méme si N = Af est aussi libre de rang 1, alors

M®a N =Ae®4 Af est libre de rang 1 de base e ® f.

iv. Le produit tensoriel de deux modules non nuls peut étre nul : (Z/27) Qyz

Z/3Z = 0. En effet soit (a,b) € Z/2Z x Z/3Z. Alors
a®@b=(3-2)a®b=3a®b—2aRb=a®3b—2a®b=0.

De méme d’aprés Bézout si n,m sont premiers entres euz (Z/nZ) @z 7Z/mZ = 0.

v. St f: M — M’ est surjective, il en est de méme de f Q@ Idy : M @ N —

M @& N. En effet si m' = f(m), alors m' @ n = (f ® Idy)(m ® n) pour tout

n e N.

Sif: M — M’ estinjective, f @Idy n'est pas forcément injective. Par exemple

siA=M=M =Zetf:xw—2x et N=27ZJ2Z. Alors

(feoldy)(zel)=2r@1=2®21 =0.
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Mais d’aprés v. M' @4 N = N #£0, donc f ® Idy n’est pas injective.

Proposition 11.4. — (Adjonction) Soit L, M, N trois A-modules. Le foncteur
L — Homy (M, L) est adjoint a droite & N — M @4 N.

Démonstration. — Soit f : N — Homyu(M, L) une application A-linéaire.
L’application
M x N — L,(m,n)— f(n)(m)

est bilinéaire et induit une application linéaire M ®4 N — L qui dépend
linéairement de f. Nous avons ainsi défini une application A-linéaire

¢ : Homy (N, Hom(M, L)) — Homa(M ®4 N, L).
L’application A linéaire
¥ : Homa(M ®4 N, L) — Hom (N, Hom (M, L)),1(g) : n— (m+— g(m ®n))

est la bijection réciproque de ¢ et ces constructions sont fonctorielles en L, M, N.
A M fixé, nous disposons d’un isomorphisme

HOIHA(N, HOHIA<M, L)) ~ HOIIlA<M ®a N, L)

qui est fonctoriel en N et L. Ceci établit une adjonction pour le couple de
foncteurs (M ®4 —, Homa (M, —)). O

11.2. Restriction et extension des scalaires. —

Définition 11.5. — Soit f : A — B un morphisme d’anneauxr et N un B-
module. Nous pouvons munir N d’une structure de A-module Ny via

a-n= fla)n,a € A,n e N.

Le A-module Ny est dit obtenu par restriction des scalaires du B-module N
sutwant le morphisme f.

Exemples 11.6. — i. Soit M un A-module, A" un sous-anneau de A et v :
A" — A linjection canonique. Ainsi la restriction a A" x M de la loi externe
A x M fait de M un A’-module (restriction des scalaires).

it. L’injection de Z — C conduit a considérer le C-espace vectoriel M, (C)
comme un Z-module.

Définition 11.7. — Soit f : A — B un morphisme d’anneauz et M un A-
module. Alors B @4 M est dit B-module obtenu par extension des scalaires
du A-module M suivant le morphisme f.

Exemples 11.8. — i. Soit V un R-espace vectoriel. Le complexifi¢ Vo de V
est l’extension des scalaires du R-module V' par C suivant le morphisme R —
C,a—a. Ainsi Ve =CrV =C"=V ®iV. Or C = R[i] comme R-algébre.
La structure de C-module sur V @iV est donnée par :

(a+1b) - (v+i') = (av — ') +i(bv + av').
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1. St M ~ A™ est un A-module libre de type fini et f : A — B un morphisme
d’anneauz. Alors B ®4 M ~ B™.
11. Nous avons défini deux foncteurs adjoints
(—)f : B—MOd—)A—MOd,NHNf,
B®js—:A—Mod — B—Mod,M +— B®4 M.

Corollaire 11.9. — Soit M un A-module, B une A-algebre et C' une B-algébre.
Alors les C'-modules suivants sont isomorphes :

CRp(B®sM)~C®y M.

Démonstration. — Soit ¢ € C'. L’application A-bilinéaire
Bx M — C®aM,(bym)— cb®@m
induit une application A-linéaire m.: B®s M — C ®4 M.
L’application B-bilinéaire
Cx(BRsM)— C®aM, (c,u) = me(u)
induit une application B-linéaire ¢ : C ®p (B®4) — C ®4 M. L’application
A-bilinéaire
CxM-—Cep(B®sM),(c,;m)—c®(1l®@m)

induit une application A-linéaire ¢ : C ®4 M — C ®p (B ®4 M). Enfin les
applications ¢ et 1 sont des bijections C-linéaires réciproques I'une de 'autre. [

11.3. Produit tensoriel, localisations et quotients. — Soit M un A-
module. Nous décrivons 'extension des scalaires de M aux quotients et aux
localisés de A.

Proposition 11.10. — Soit I un idéal de A et M un A-module. Alors
(A/I) @4 M ~ M/IM.

Démonstration. — La structure de A-module du quotient M /I M est induite par
la structure de A/I-module (car la multiplication externe par a ne dépend que
de la classe de a modulo 1.).
La surjection M — M/IM est A-linéaire donc induit un morphisme de A/I-
modules
w: (A/T)®a M — M/IM.

Par ailleurs I'application A-linéaire

M — (A/l)@s M,m—1m

s’annule sur I'M car pour tout a; € I,m; € M, 1® > aym; =Y a; @ m; = 0.
Elle induit donc une application A-linéaire ¢ : M/IM — (A/I) ®4 M. Toute
application A-linéaire entre A/I-modules est A/I-linéaire. Enfin ¢ et ¢ sont des
isomorphismes inverses 1'un de I'autre. O
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Proposition 11.11. — Soit S une partie multiplicative de A et M un
A-module.  Le quotient S™'M de M x S par la relation d’équivalence
(m,s) ~ (n,t) <= 3Ir € S,r(tm — sb) = 0 est canoniquement muni d’une
structure de S™'A-modules. De plus nous avons un isomorphisme de S™'A-
modules

Y:STIM — STTA®4 M,m/s+— 1/s@m.

Démonstration. — Les formules
((m, s), (n,1)) = (tm + sn, st), ((aa, s), (m, £)) — (am, st)

passent au quotient et définissent une loi interne + sur S™'M et une loi externe
x : STAXx STIM — S7IM qui font de S™'*M un S~'A-module. Nous notons
m/s la classe de (m,s) € M x S dans S™' M.

L’application M — S™IM, m +— m/1 est A-linéaire donc induit une application
S~1A-linéaire ¢ : ST'A®4 M — STIM inverse de 1. m

Nous avons ainsi défini un foncteur A — Mod — S=*A — Mod, M + S~'M.
En effet si f € Homa(M, N) alors (m,s) — f(m)/s passe au quotient par ~ et
induit f € Homg-14(S7'M,S7IN) avec f(m/s) = f(m)/s.

Exemple 11.12. — Si f € Homyu (M, N) est une application injective entre
deur A-modules et S est une partie multiplicative de A, alors application
STIM — SN induite par f est injective.

En effet supposons que f(m)/s = 0. Alors il existe r € S tel que rf(m) =0 =
f(rm). Comme f est injective, rm =0 et m/s = 0.

Lemme 11.13. — Soit M un A-module. Pour p idéal premier de A, nous no-
tons M, = (A —p)~'M le localisé de A en l'idéal p. Alors

M =0<+<=VpeSpecA, M, =0<+= Vm e Spm A, M, =0.
Démonstration. — 11 suffit de montrer que l'application ¢ : M — I, M, est
injective. Soit x € kergp et I = {a € Alax = 0}. Alors I est un idéal et pour
tout m, il existe b € A — m tel que bx = 0. Donc I n’est inclus dans aucun idéal

maximal. Donc I = A. Par conséquent 1 € [ et 1.m = 0 pour tout m € M donc
M =0. O

11.4. Lemme de Nakayama. —

Définition-Proposition 11.14. — (Cayley-Hamilton) Soit A un anneau et
f € Homa(A™, A™). Le polynome caractéristique de f est

xf(T) =det(f —T1d) € A[T].
1l satisfait x¢(f) = 0.
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Démonstration. — Si A est un corps, il s’agit du théoreme de Cayley-Hamilton
classique. Si A est integre, en prolongeant f au K-espace vectoriel K™ pour
K = Frac(A), nous avons encore x(f) = 0.

Supposons A anneau commutatif arbitraire, notons (a;;)1<ij<n I'écriture ma-
tricielle de f dans la base canonique de A". Posons R = Z[Y;;,1 < i,j < n]
et (e;)1<k<n la base canonique de R". Nous définissons un morphisme d’anneaux

gIR—>A,Y;jl—>CLZ‘j.

Par extension des scalaires, A ® g R™ est ainsi muni d’une structure de A-module
et A®gr R™ ~ A". L’endomorphisme de R"

h:R"— R", ejl—>ZY,-jei,1§j§n.

i=1

Le diagramme suivant d’applications A-linéaires est alors commutatif :

A®r B* = A"

Id®@gh | Lf
A®rR* — A"
Comme R est integre x,(h) = 0 donc x¢(f) = A®g xn(h) =0. O

Proposition 11.15. — Soit A un anneau. Soit M un A-module de type fini, [
un idéal de A et f € Homu(M, M) tel que f(M) C IM. Alors il existe k € N,
ai,...,a € I tels que

ffraffte rald=0.

Démonstration. — Nous montrons que nous pouvons nous ramener au cas M
libre de type fini. La proposition de Cayley-Hamilton permet alors de conclure
dans ce cas.

Notons (m;)1<i<k un systeme de générateurs de M, (e;)1<i<r la base canonique
de A¥ et 7 : A¥ — M la surjection A-linéaire e; — m;, 1 < i < k. Comme
f(M) Cc IM, f(m;) = Z?:l b;ym; avec B = (b;j)1<; j<, matrice a coefficients
dans I. Ainsi B détermine un endomorphisme ¢ de A* tel que mo) = fom.
Comme 7 est surjectif et x, (1) = 0 (d’apres la proposition de Cayley-Hamilton),
nous obtenons le résultat annoncé. O

Exemple 11.16. — Soit M un A-module de type fini. Si f € Homa(M, M) est
surjectif alors il est bijectif. En effet, M est muni d’une structure de A[X]|-module
via X -m = f(m). Comme f est surjectif, M = IM pour I = XA[X]. D’apres
le théoreme de Cayley-Hamilton appliqué a g = Idys, nous avons

F+agdt a9+ apldy =0¢€ Hom 4 (M, M)
avec a; = Xb; € XA[X]. Par conséquent pour tout m € M
0=(¢"+arg" "+ +ar 19+ apldy)(m)
0=m+a(f)(m)+---+ar(f)(m) +ar(f)(m) = m+ (b (f) +-- -+ be(f)) (m).
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Donc —(bi(f) + -+ bx(f)) € Homa(M, M) est l'inverse de f.

Corollaire 11.17. — (Lemme de Nakayama) Soit M un A-module de type fini,
J(A) = Nmespm am le radical de Jacobson de A, I un idéal de A tel que IM = M.
Si I C J(A) alors M = 0.

Démonstration. — D’apres la proposition 11.15 appliquée a f = Id,,, il existe
ai,...,ar € I avec f¥ +--- 4+ a;Idy = 0. Soit (I+a+--+a,)M =0. Or
a;+---+a, € I C J(A) donc 1 +a; + -+ ap € A* (Théoreme 2.32). D’ou
M = 0. O

Corollaire 11.18. — Soit A un anneau et J(A) son radical de Jacobson. Soit
M un A-module, N C M un sous-module et I un idéal de A tel que M = IM+N.
Supposons que l'une des conditions suivantes soit satisfaite :

i. I CJ(A) et M est de type fini,

it. I est nilpotent (In € N, I =0).

Alors M = N.

Démonstration. — Supposons i. Alors I(M/N) = (IM + N)/N = M/N. Le
lemme de Nakayama implique donc M /N = 0.

Supposons ii. Comme [*(M/N) = M/N pour tout k € N, nous obtenons encore
M/N = 0. O

Exemple 11.19. — Dans le lemme de Nakayama, U’hypothese de finitude est
nécessaire. En effet soit K un corps et K((X)) l'anneau des séries de Laurent vu
comme module sur l’anneau local K[[X]] des séries formelles. Alors XK ((X)) =

K((X)) mais K((X)) # 0.

Concluons par un corollaire tres utile dans les applications pratiques.

Corollaire 11.20. — Soit A un anneau local d’idéal maximal m, M un A-
module et (my)xen une famille d’éléments de M dont les classes (iy)aen for-
ment une base du A/m-espace vectoriel M /mM. Supposons M de type fini ou m
nilpotent. Alors (my)xea est un systeme de générateurs du A-module M.

Démonstration. — Posons N = >, Amy. Nous avons M = N 4+ mM et

J(A) = m. 1l suffit alors d’appliquer le corollaire 11.18. ]

12. Cohomologie

Introduisons les bases de la cohomologie algébrique pour des complexes de A-
modules ou A est un anneau (commutatif). Outre ses applications importantes,
le formalisme algébrique est source d’inspiration dans différents domaines des
mathématiques tels la topologie algébrique, la géométrie algébrique, la théorie
des groupes, la théorie des nombres...
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12.1. Suites exactes. —

Définition 12.1. — Soient a,b € Z. Une suite de morphismes de A-modules

e L I e
est dite exacte en M’ si im fi=1 = ker f* (ce qui implique que f'o fi=1 =0
et Coker(f=') — im f?). La suite est dite exacte si elle est eracte en M’
pour tout a < i < b. Un morphisme (resp. wun isomorphisme) entre deux
suites exactes (M*, f*),<icp €t (N?, g")a<i<p est donné par des morphismes (resp.
isomorphismes) de A-modules u' : M' — N, (a < i < b) tels que g' o u’ =
uitto £ pour touti=a,...,b—1.

Exemples 12.2. — i. Une suite de A-modules

0—N-SM-2P—0

est exacte si et seulement si i est injectif, kerp = im ¢ et p est surjectif.

Alors i induit un isomorphisme de N sur le sous-A-module «(N) de M et p induit
un isomorphisme M/i(N) ~ P.

i1. Pour tout morphisme de A-modules f: M — N, la suite

0 —kerf — M — N — Coker f — 0

est exacte.

Nous rappelons le lemme du serpent :

Lemme 12.3. — (Lemme du serpent). Etant donné un diagramme commutatif
de A-modules (' o f =got, pog=nhop)

0O — N 5 M 5% P —0
s g hl
0 — N — M XL P —0

avec des lignes exactes, alors il existe une suite exacte

0 — ker f = ker g = ker h N Coker f L> Coker g p—;> Coker h — 0.

Démonstration. — La construction des applications de la suite exacte est
immédiate sauf pour o : ker h — Cokerg. Soit ¢ € ker h et m un relevement
de ¢ dans M. Par commutativité du diagramme, g(m) s’envoie sur 0 dans P’
donc provient d’un unique n’ € N’. Nous définissons §(q) comme I'image de n'’
dans Coker f. Deux choix de relevements m,m’ different par un élément n € N
qui s’envoie sur 0 dans Coker f donc § est bien défini. Il suffit alors de vérifier
I'exactitude de la suite obtenue. O]
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Corollaire 12.4. — Avec les notations du lemme du serpent,

1. st f, h sont injectives, g aussi. Si f,h sont surjectives, g aussi.

1. St f est surjective et g injective, h est injective. Si g est surjective et h
injective, f est surjective.

Définition-Proposition 12.5. — Une suite exacte courte de A-modules
0—N-M-"5P-—0

est dite scindée si elle vérifie ['une des condtions équivalentes suivantes :
1. Il existe g : P — M tel que po g = 1dp.

1. Il existe j : M — N tel que j o1 = Idy.

iti. L’image i(N) a un supplémentaire dans M.

Démonstration. — i.—> iii. Montrons que ¢ = ¢(P) C M est un supplémentaire
de ¢«(N). En effet Q et «(N) sont en somme directe : Si ¢(z) = q(y) avec z € N
et y € Palors 0 = p(u(x)) = p(g(y)) =y. Donc siy =0 et ¢(x) =0 donc z =0
et «(N)NQ = {0}. De plus @ est supplémentaire de ¢(N) : pour m € M, soit
y = p(m). Alors p(m — q(y)) = p(m) — p(q(p(m))) = 0 donc m — q(y) € «(N).
iii.—> 1. Soit @ un supplémentaire de ¢(/N) dans M. Nous avons kerpy =
kerpN @ = «(N)NQ = {0}, donc pg est injectif. Pour z € P, soit y € M,
tel que x = p(y). Ecrivons y = 1(z) + 2’ avec z € N et 2/ € Q. Ainsi x =
p(1(2)) + po(2') = pig(2’). Donc pjg est surjectif, donc bijectif, soit ¢ : P — @
sa réciproque. L’application ¢ satisfait i.

ii.=—> iii. Soit @ = kerj, montrons que @ et ((N) sont en somme directe. Si
r € QNuN), il existe n € N avec z = ¢(n) et 0 = j(x) = j(«(n)) = 0, donc
x = 0. Montrons que M = Q & «(N). Soit m € M et y = m — 1(j(m)). Alors
J(y) = j(m) —j((j(m))) = 0 donc y € Q.

iii.—> ii. Soit @ un supplémentaire de +(N) dans M. Soit j : M — N, qui a
m=xz+(y) (r € Q,y € N) associe y € N. Cette application est un morphisme
bien défini car i est injectif. Et «(y) € ¢(IV) s’écrit t(y) = 0+¢(y), donc j(c(y)) =y
et jor=1Idy. O

Exemple 12.6. — Une suite exacte courte de Z-modules
0—H—G—G/H—0

est scindée si et seulement le groupe G est le produit semi-direct de H et G/H.

12.2. Modules projectifs, injectifs. —

Définition 12.7. — Un A-module P est dit projectif si toute suite exacte
courte

0—N-"“SM2P_—50

est scindée.
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Théoréme 12.8. — Soit P un A-module. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i. P est projectif.

it. P est facteur direct (sous-module admettant un supplémentaire) d’un A-
module libre.

111. Pour tout morphisme surjectif p: M — N et tout morphisme f: P — N,
il existe un morphisme g : P — M tel que f =pog.

Démonstration. — i.=—=-ii. Supposons que P est projectif. Soit S une famille
génératrice de P, L = A® le A-module libre de base S et p: L — P, e, — s.
Notons N = ker p, ainsi nous disposons d’une suite exacte courte

0—N-SL-2P—0

Comme P est projectif, N admet un supplémentaire () dans L et pig : Q — P
est un isomorphisme. Donc P est isomorphe a un facteur direct du A-module
libre L.

ii.==ii. Supposons que L = P ® @ avec L A-module libre de base S. Soit p :
M — N morphisme surjectif, f : P — N morphisme quelconque. Montrons
qu’il existe g : P — M tel que pog = f.

Soit ¢ : L — N défini par p(x +y) = f(x)siz € Pet y € Q ; ainsi ¢p =
f. Pour tout s € S soit ms; € M tel que p(ms) = ¢(s) (qui existe car p est
surjectif). La propriété universelle des modules libres implique qu’il existe un
unique morphisme 7 : L — M tel que v(s) = m,. Alors poy(s) = p(ms) = ¢(s),
s € S. Comme S est une base de L, po~y = ¢. Le morphisme g = ¢|p satisfait

pog=y¢pr=Ff.

iii.=—>1. Soit p : M — P un morphisme surjectif. D’apres iii. avec N = P et
f =1Idp, il existe g : P — M tel que po g = Idp. Donc P est projectif. ]
Exemple 12.9. — Les modules libres sont projectifs.

Définition 12.10. — Un foncteur covariant I est dit exact a gauche si pour

toute suite exacte
0O—N—M-—P

la suite
0 — F(N)— F(M) — F(P)

est exacte.
Un foncteur covariant F' est dit exact a droite si pour toute suite exacte

N—M-—P—0

la suite
F(N) — F(M) — F(P) —0

est exacte.
Le foncteur covariant F' est exact s’il est exact a droite et a gauche.
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Exemples 12.11. — i. Soit Q) un A-module. Le foncteur Homy(Q, -) est exact
a gauche. Il est exact si seulement si () est projectif.

1. Soit M un A-module. Le foncteur N — M ®4 N est exact a droite. En
général il n’est pas exact a gauche. En effet la multiplication par 2 7 — 7 est
injective mais coincide avec l'application nulle sur M = 7./27.

11. Nous avons des définitions analogues pour les foncteurs contravariants.

Nous avons une définition analogue des modules injectifs :

Définition 12.12. — Un A-module I est injectif si toute suite exacte courte
0 —I—M-—7N—70

est scindée.

Ezxzemples 12.13. — i. Le A-module I est injectif si et seulement si le foncteur
contravariant Homu(—, I) est exact.

it.  (Critére de Baer) Le A-module I est injectif si et seulement si pour tout
idéal J C A, toute application A-linéaire J — I se prolonge en une application
A-linéaire A — 1.

12.3. Cohomologie. —

Définition 12.14. — Un complexe (M,0) de A-modules est une suite de mor-
phismes de A-modules

. 52‘71 . 52‘
s MY IS M —

telle que 6" 0 6"t = 0 pour tout i € Z.
Un morphisme de complexes (M, §) — (M',0") est une collection d’homomorphismes
¢ M —s MY, i € Z tels que le diagramme suivant est commutatif

. §i—1 .
szl \ M?

Tl i

TCS A VL
Une suite exacte de complexes est une suite de morphismes de complexes

0—A—B—C—0
telle que pour tout i € 7, la suite de A-modules suivantes est exacte :
0— A" — B"— C"—0.

Définition 12.15. — Le i-éme groupe de cohomologie du complexe (M,0) de
A-modules est

H' (M) =keré'/imé i € Z.

Un morphisme de complexes (M,d) — (M’,d") induit donc des applications
H' (M) — H'(M') pour i € Z.
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Théoréme 12.16. — (Suite exacte longue de cohomologie). Soit
0—A—B—C—70

une suite exacte courte de complexes de A-modules. Alors nous avons une suite
exacte longue de cohomologie

oo — H(A) — HY(B) — H'(C) — H"™(A) — H"YB) — - -

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer le lemme du serpent au diagramme
A/imdY — Bi/imé® — C/imé®T —0
ol Bl vl
0— ker §4° — ker 67 — ker §¢
m
Théoréme 12.17. — (Caractéristique d’Euler-Poincaré). Supposons que

(M, 5) est un compleze de K-espaces vectoriels de dimension finie et que les M*
sont presque tous nuls. Alors la caractéristique d’Euler-Poincaré

X(M) = (=1)'dimg M’ € Z
€L

du complexe (M,8) ne dépend que des groupes de cohomologie H'(M).

Démonstration. — La suite exacte
0 — H'(M) — M'/im& " 25 im s — 0
et I'égalité . ' 4 '
dimg M' = dimg im 6" + dimg M*/im 6!
donnent dimgx M® = dimg im §°~ + dimg im 6° + dimg H*(M). Donc
> (—1)/(dimg M* — dimg H'(M)) = dimg im 8" ((—1)" + (1)) = 0.
I€Z 1EZ

O
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PARTIE III

GEOMETRIES

Comme en algebre 1, ol nous considérons l'action d’'un groupe sur un en-
semble, les anneaux s’identifient a des anneaux de fonctions sur des espaces
adaptés. Suivant le contexte, il s’agit de fonctions continues (en topologie), fonc-
tions lisses (en géométrie différentielle), des fonctions holomorphes (en géométrie
complexe) ou des fonctions polynomiales (en géométrie algébrique). Par exemple,

I'anneau quotient C[Xy, ..., X,]/(f1,..., fm) est un anneau de fonctions sur le
sous-ensemble de l'espace affine défini par le systeme d’équations polynomiales
FXt X)) = o = (X1, X)) = 0.

Il y a une dualité naturelle entre points et fonctions. Dans ’équation
f(z) =0 (f fonction x point)

nous considérons habituellement f fixe et x variable, mais il s’agit également de
considérer x fixe et f variable. Cette dualité conduit a un dictionnaire naturel
entre les concepts géométriques (points, applications, dimension, réductibilité,
multiplicité, localisation au voisinage d’un point) et leurs analogues algébriques.

13. Rappel de topologie

Définition 13.1. — Soit X un ensemble. Nous appelons topologie sur X la
donnée d’un ensemble O de parties de X possédant les propriétés suivantes :

i. O contient 0 et X,

1. la réunion quelconque d’éléments de O est encore dans O,

1i. intersection finie d’éléments de O est encore dans O.

Les éléments de O sont appelés ouverts et les complémentaires sont appelés
fermés. Le couple (X, ) est appelé espace topologique.

En absence d’ambiguité, nous notons simplement X un espace topologique
(X, 0).

Exemples 13.2. — i. Un espace métrique X (i.e un ensemble X muni d’une
distance) est un espace topologique.

ii. St O ={0,X}, X est dit muni de la topologie grossiére.

iii. Si O ={Y C X}, X est muni de la topologie discréte. Tous les sous-
ensembles de X sont ouverts et fermés, X est dit espace discret. Toutes les
applications de X dans lui-méme sont continues. La topologie discréte est
métrisable par la distance discréte : d(x,y) =1 six # y.

w. Nous pouvons définir de facon duale une topologie sur X en donnant
I’ensemble de ses fermés.
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Définition 13.3. — Soit (X, O) un espace topologique. Une base d’ouverts
de O est un sous-ensemble O de O tel que O soit le plus petit ensemble contenant
O’ qui soit une topologie (nous disons encore que O' engendre la topologie O).

Exemples 13.4. — i. L’ensemble {{z},x € X} est une base de la topologie
discrete de X.
ii. Les carrés ouverts de sommets dans Z[1/2,i] forment une base d’ouverts de

C.

Définition 13.5. — Un groupe topologique est un groupe muni d’une
topologie telle que la lot de groupe et son inverse soitent continues.

Un anneau topologique est un anneau muni d’une topologie telle que l’addition
et la multiplication soient continues (comme l'anneau est unitaire, application
opposée est alors continue).

Un corps topologique est un anneau topologique dont l’application d’inversion
est continue.

Exemples 13.6. — i. Un groupe (anneau, corps) muni de la topologie discrete
est un groupe (anneau, corps) topologique. C’est la topologie naturelle lorsque
I’ensemble sous-jacent est fini.

it. Pour définir un groupe (anneau, corps) topologique, il suffit de se donner un
groupe (anneau, corps) et une base de voisinages de 0.

1. Lorsque A et B sont des anneaux munis d’une topologie, nous considérons
des morphismes d’anneauz continus. Un morphisme continu bijectif est un iso-
mophisme d’anneauz topologiques si et seulement si son inverse est continu.

Lemme 13.7. — Soit G un groupe topologique et O une base de voisinage de
e e G. Alors

i. Pour tout V,V' € O, il existe V" € O tel quee € V" CcV NV’

it. Pour tout V€ O, il existe V' € O tel que V'V C V.

iii. Pour tout V € O, il existe V' € O tel que V'"1 C V.

iv. Pour tout V€ O et g € G, il existe V' € O tel que V' C gVg~L.

v. Pour tout g € G, {gV,V € O} est une base de voisinages de g.
Réciproquement si G est un groupe et O est un ensemble non vide de sous-
ensembles de G satisfaisant i.-iv. alors il existe une unique structure de groupe
topologique sur G telle que v. soit satisfaite.

Démonstration. — Si O est une base de voisinage de e dans G groupe
topologique. Alors i. est clair. Les propriétés ii.-iv. sont conséquence de
la continuité de la loi, l'inversion et la conjugaison. Enfin v. s’obtient en
considérant I’homéomorphisme de multiplication par g dans G.
Réciproquement supposons que O satisfait i.-iv. Alors e € V', pour tout V € O.
Notons

O'={U Cc GVg € U,3V € O tel que gV C U}.
Alors 0,G € O et O est stable par réunion. Soit Uy,Us, € O et g € Uy N Us.
Alors il existe Vi, Vo € O tels que gV; C Uy, gVo C Us. En appliquant i. nous
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obtenons V' € O avec gV’ € U; NUy donc Uy NUy, € O. Par conséquent O’
définit une topologie sur G qui satisfait v.
Les propriétés ii. et iv. donnent la continuité de la loi de G. En effet, soit
(91,92) € G x G et U € O avec g1go € O'. Alors il existe V € O tel que
9192V C U. Donc d’apres ii., il existe V' € O tel que V'V’ C V| donc g1g.V'V’ =
g1(g2V'95; 1) g2V € U. D’apres iv, il existe V" € O tel que V" C g2V'gy " et
g1V" x gaV' est un voisinage de (g1, 92).
Les propriétés iii. et iv. donnent la continuité de I'inversion. En effet soit U € O’
et g€ Gtelque gt € U. Nlexiste V € O tel que g7V C U, donc Vg c UL
D’apres iii., il existe V' € O avec V'g C U~!. Enfin, d’apres iv., il existe V"’ € O
avec gV" C g(g~'V'g) c UL

]

Définition 13.8. — Soit X et X' deux espaces topologiques.

1. L’espace X est dit séparé si pour tout x,y € X distincts, il existe un voisinage
U, (resp. Uy) de x (resp. dey) tels que U, N U, = 0.

it. L’espace X est dit compact si pour toute famille (U;);e; d’ouverts de X avec
UserU; = X, il existe une partie finie J C I avec U;je;U; = X.

1. L’espace X est dit normal, sil est séparé et pour tout couple de parties
fermées Z, 7' C X avec ZNZ' =0, il existe des parties ouvertes U, U’ de X avec

ZcUuZz cu,unu' =0.

w. L’espace topologique X est irréductible si VF|, Fy fermés propres de X,
FLUF, # X. Une partie Z C X est dite irréductible, si le sous-espace topologique
Z est irréductible.

Exemple 13.9. — Un espace topologique X est irréductible si et seulement si
tout ouvert non vide est partout dense.

Lemme 13.10. — Un espace topologique X compact séparé est normal.

Démonstration. — Soit Z, 7" C X deux parties fermées disjointes.

Cas Z = {z}. Pour tout 2 € Z’, il existe des ouverts disjoints U, et U/, avec
z € Uy et 2/ € Ul,. Les ouverts (U.,)yez recouvrent Z' qui est fermé dans
un compact donc compact. Nous pouvons extraire un sous-recouvrement fini
Z" C UyegU. et les ouverts U, = Uyeg UL, U, = NyesUy satisfont Z C U, et
Z'cU.et U,NUL=0.

Cas général. D’apres ’étude précédente, pour tout z € Z, il existe des ouverts
U., U! disjoints avec z € U, et Z' C U.. Nous pouvons extraire un recouvrement
fini Z C U,esU, du recouvrement de Z par 5U,),cz. Alors U = U,egU, et
U' = N,esU! satisfont Z C U et Z' CU' et UNU’ = (. Donc X est normal. [J

Lemme 13.11. — (Urysohn) Un espace topologique (X,O) est normal si et
seulement si il est séparé et pour tout couple de parties fermées A, B C X telles
que ANB = (), il existe une fonction continue f : X — [0, 1] telle que f(A) = {0}
et 1(B) = {1}.
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Démonstration. — <. Soient A, B deux parties fermées disjointes et f : X —
[0,1] continue avec f(A) = {0} et f(B) = {1}. Alors les parties ouvertes
F74[0,1/2]) et f71(]1/2,1]) sont disjointes et contiennent A et B respective-
ment. Donc X est normal.

—> Réciproquement si X est normal, soit

Ap={k/2"k €N,0< k< 2"}, n €N et A = UpenAn.

Pour toute partie S € X, nous notons S I'adhérence de S (i.e. le plus petit fermé
de X contenant S) dans X. Construisons une application g : A — O telle que :

A Cg(0),Bng(l)=0,g\) C g(\), A\ N €A, X< ).

Nous définissons la restriction de g a A,,, par induction sur n € N. Pour n = 0,
nous posons g(1) = X — B. Comme X est normal, il existe U € O tel que
ACUcC X —B=g(1). Comme X — B est fermé, A C UC U C g(1). Nous
posons ¢(0) = U. Supposons que la restriction de g a A,, soit connue pour n € N.
Ainsi pour 0 < k£ < 2" — 1, nous avons g(k/2") C g((k+1)/2") et comme X est
normal, il existe U € O tel que g(k/2") C U C U C g((k +1)/2"). Nous posons
g((2k +1)/2"*1) = U, ce qui acheve la construction par induction de g.

Posons U(\) = g(\), pour A € A — {1} et U(1) = X et définissons pour z € X

f(z) =inf{\ € Ajlx € U(\)}.

Alors f(A) = {0} et f(B) = {1}. Il suffit alors de vérifier la continuité de f :
soit z € X, r = f(x) et € €)0,1]. Si r = 0 nous avons z € g(\) C f~([0,¢)
pour tout A € ANJ0,e[. Sir =1, nous avons z € X —g(A\) € f'(J1 — ¢, 1[. Si
0 < r < 1, choisissons A, \' € Atels quer —e < A <r < XN < r+4¢e; ainsi

reg\N)—g\) C f(r—er+e]). O

14. Ensembles algébriques affines, topologie de Zariski

14.1. Topologie de Zariski. — Les anneaux qui interviennent le plus souvent
en géométrie algébrique sont des K-algebres de présentation finie pour K un
corps arbitraire. Pour simplifier, nous commencons par supposer que le corps
K = k désigne un corps algébriquement clos (par exemple le corps C des nombres
complexes).

Définition 14.1. — Le n-espace affine (sur E) est [’ensemble des n-uplets

A" = A"(k)={P = (x1,...,1,),2; € k}.

Définition 14.2. — A toute partie S de k[X] = k[X1,..., X,], nous associons
le sous-ensemble de A",

V(S)={PeA", f(P)=0,feS}.
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Un ensemble algébrique (affine) est un ensemble de la forme V(S).
Si 'V est un ensemble algébrique affine, 1’'idéal de V est défini par

I(V)={f € k[X]|f(P)=0,P eV}

Avec les notations précédentes, I(V') est un idéal qui admet un nombre fini
de générateurs (Théoreme de la base d'Hilbert) et V = V(I(V)). En effet si
V = V(S) alors S C I(V) et V(I(V)) C V. Réciproquement si P € V(9),
f(P) =0 pour tout f € I(V) donc P € V(I(V)). Donc V. C V(I(V)).

Exemples 14.3. — i. V(1) =0 et V(0) = k[X] sont des ensembles algébriques.
ii. Pour n =1, un idéal I de k[X,] est principal donc V(I(V)) est fini ou égal a
k.

iii. Pour k =C, V(X} —2) = {£21/4 £i21/4}.

. Un point de k est un ensemble algébrique car V(X, — z1,..., X, — Tp) =
{(z1,...,2,)}.

v. Dans E2, V(X%) = V(X)) c’est U'aze des xo. Nous avons [(V) = (X1).

vi. Tout sous-espace affine de A™ est un ensemble algébrique.

vii. Soit S une partie de k[X]. Nous avons V(S) = V(< S >). Mais en général
I(V(S)) n'est pas l'idéal engendré par S (voir v.)

vii. Soit S = {fi,..., fa} C k[X]. Alors V est vide si et seulement si 1 est
combinaison des f; (Nullstellenstatz 14.8).

Proposition 14.4. — 1. Toute intersection d’ensembles algébriques est un en-
semble algébrique.
1. Toute réunion finie d’ensembles algébriques est un ensemble algébrique.

Démonstration. — 1. NV (S,) = V(<K UnI(V(S4)) >) =V (>, I(V(S4)))-

ii. Nous avons V(S1)UV (Sy) = V(S152) ou 515, est I'ensemble des produits d'un
élément de S; et d'un élément de Sy. En effet si z & V(S1) UV (Ss), IF; € Sy et
Fy € Sy avec Fi(x)Fy(z) # 0 donc « & V(515). O

La proposition 14.4 permet de définir une topologie dite de Zariski sur A™(k) :

Définition 14.5. — La topologie de Zariski sur A" (k) est la topologie dont
les fermés sont les ensembles algébriques. Plus généralement, nous munissons
tout ensemble algébrique de la topologie induite par la topologie de Zarisksi.

La topologie de Zariski sur A™(k) n’est pas séparée. De facon imagée, les
ouverts sont tres gros, et les fermés tres petits. Par exemple, dans k, les fermés
sont (), k et les ensembles finis.
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14.2. Nullstellensatz. — L’étude des extensions algébriques et transcen-
dantes d’'un corps fait I’'objet du paragraphe §18 mais par souci de cohérence de
I’exposé, nous présentons ici le lemme technique suivant.

Lemme 14.6. — Soit k un corps algébriguement clos non dénombrable et K
une extension de k de dimension au plus dénombrable. Alors K = k.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que K est algébrique sur k. Sinon il
contiendrait un élément transcendant donc un sous-corps isomorphe au corps des
fractions rationnelles k(T"). Mais ce corps contient la famille non dénombrable
des 1/(T — a) avec a € k et cette famille est libre : si nous avons une relation

Z,I'—CLZ:O

=1

en multipliant par T — a; et en faisant 7' = a;, nous obtenons A\; = 0. O

Théoréme 14.7. — (Nullstellensatz faible)
Soit I un idéal propre de k[ X1, ..., X,]. Alors V(I) est non vide.

Démonstration. — Quitte a plonger I dans un idéal maximal, nous pouvons

supposer I maximal. Notons K = k[Xy,...,X,]/I le corps résiduel. Or
k[X1,...,X,] est un k-espace vectoriel de dimension au plus dénombrable sur £,
donc K aussi. D’apres le lemme 14.6, K = k. Notons a; les images de X; dans
K. Si P(Xy,...,X,) € I alors P(ay,...,a,) = 0 donc (ai,...,a,) € V(I), non

vide. =

Théoréme 14.8. — (Nullstellensatz)
Soit I un idéal de k[Xy,...,X,]. Nous avons I[(V(I)) =rad(I).

Démonstration. — I =< fi,...,fs > et V. = V(I). 1l est clair que rad(l) C
I(V(I)).

Réciproquement soit f € I(V(I)), montrons que f™ € I pour m assez grand.
Soit A(y) I'anneau localisé en f. Il suffit de montrer que l'idéal 1Ay engendré
par I dans Ay est égal a (1) = Ay car alors

-y A

donc en chassant le dénominateur, nous obtenons f™ € I.

Mais anneau Ay est isomorphe & k[X1,..., X,,T]/(1 —Tf), donc la condition
TA(y = (1) signifie que 1 =Y, fiP + Q(1 — T'f) avec Q, P; € k[Xy,..., X, T].
Soit J = (fi,...,fs,1 —Tf) l'idéal de k[Xi,...,X,,T]. Nous avons V(J) = 0
dans k™! car si (ci,...,cn,t) € V(J), le point (cy,...,c,) annulerait les f; et
serait dans V' donc annulerait f et ne pourrait pas annuler 1 — 7T'f. Il résulte du
Nullstellensatz faible que J = (1). O
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Corollaire 14.9. — (Version géométrique du Nullstellensatz) Sur un corps k
algébriquement clos, les applications

I : { Ensembles algébriques de A™(k)} — {Idéauzr de k[ X, ..., X,]}

V :{ Idéauz de k[X1, ..., X,]} — {Ensembles algébriques de A™(k)}
satisfont I(V (1)) =radl et V(I(V')) = V. Elles induisent des bijections inverses
l'une de l'autre

{ Ensembles algébriques de A™(k)} — { Idéauz radiciels de k[X1, ..., X,]}

14.3. Algebre et géométrie. — Soit K un corps (pas forcément algébriquement
clos). Il est naturel d’étendre les définitions précédentes aux K-algebres.

Définition 14.10. — Soit K un corps et I un idéal de K[X,...,X,]. Nous
notons Z(K) = {(z1,...,x,) € K"|Vf € I, f(z) = 0} lensemble algébrique
associé a I. L’anneau des fonctions réguliéres sur Z(K) est la K-algébre
Plus généralement, pour toute K-algebre B, [’ensemble des B-points de Z :

Z(B) = {b=(by,...,by) € B"IVf € I, f(b) = 0}.

Exzemples 14.11. — i. La conique Z définie par I = (2* + y* + 1) vérifie
Z(R) =0, mais pour la R-algébre C, nous avons Z(C) # (.

ii. Sur C?, Z défini par I = (y) est la droite horizontale et l'ensemble Z' défini
par I = (y?) est la méme droite avec multiplicité deuz. Ce sont deuz objets
différents dont les points complezes coincident

Z(C)=Z7'(C) ={(z,0),z € C}
d’anneauz de fonctions régulieres respectifs
O(Z) = Clz,yl/(y) = Cla], O(Z') = Clz,y]/(y*) = Clz] + Cla]

oue=y mody?#0e€ OV’ ete?=0. Il s’agit d’un élément infinitésimal.
iii. Soit k un corps et k une cloture algébrique (voir §18). Soit V' un ensemble
algébrique sur k. Notons

I(V/k)={f €kl X],f(P)=0,PeV}=I1(V)Nk[X]
Nous disons que V' est définie sur k si
(V) = I(V/k)k[X].
Si'V est définie sur k, alors Gal(k/k) agit sur V et
V(k)={PcV,P° = P,oc Gal(k/k)}.

Déterminer V (k) c’est résoudre les équations polynomiales et c’est un probléme

central en arithmétique.
. Pour I = (Y?— X3 —17) idéal de Q[X,Y], l’ensemble algébrique Z(Q) a une
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infinité de points (courbe elliptique).
v. Le théoreme de Fermat dit que sin > 3

n n 1,0), (0,1 n impasr,
V(X" +Y" = 1)(@Q) :{ {(&,oi,éo,ﬁ)} npgz'r.

Proposition 14.12. — Pour toute K-algebre B, les applications
HomeAlg(O(Z)a B) — Z(B)> 6 = (6 © pr(Xl)a cee aﬁ o pr(Xn))

et
Z(B) — HOHlK_Alg(O(Z),B), b= (bl, c. ,bn) — €V

sont des bijections réciproques l'une de lautre (pr: K[X1,..., X,] — O(Z) est
la projection canonique et evy, = €vy, o pr).

Démonstration. — Soit un homomorphisme de K-algebres a = ev, (b € B™). 1l
se factorise en o = 3 o pr pour un unique [ = ev, si et seulement si

evp(I)=a(l)=0<=Vg e I[,0=a(g(X1,..., X)) = g(a(Xy),...,a(X,)) = g(b)

= b= (a(X),...,a(X,)) € Z(B).

Corollaire 14.13. — Soit deur K-algébres de type fini
O(Zl) = K[Xl,. .. 7Xn]/[1 et O(ZQ) = K[}/l, c ,Ym]/IQ

correspondant respectivement aux ensembles affines Zy = V(1) et Zy = V(I3).
Alors tout morphisme de K -algébres o : O(Zy) — O(Zs) induit des applications

oy Zo(B) — Homp_a1,(O(Zy), B) — Homg a1, (O(Zy), B) — Z(B)

via ay(b) =bo a.

15. Spectre maximal

15.1. Toplogie de Zariski. — Pour A un anneau, en nous inspirant du para-
graphe précédent, nous munissons Spm A de la topologie de Zariski engendrée
par les ouverts

D(f) = {m € Spm Alf & m},¥f € A.
Ainsi tout idéal I de A définit une partie fermée de Spm A :
V(I)={m € Spm A|l C m}.

Proposition 15.1. — La topologie de Zariski sur Spm A est compacte.
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Démonstration. — Soit (Uy)aea une famille de parties ouvertes de Spm A dont
la réunion est Spm A. Nous pouvons supposer que pour tout A € A, il existe
fr € A tel que Uy = D(fy). Donc pour tout m € Spm A, il existe A € A tel
que fy € m. Donc I'idéal I =}, _, Afy n’est contenu dans aucun idéal maximal
donc I = A. Ainsi il existe une partie finie S C A et une écriture 1 = ers axfx.
Par conséquent (Uy)yes est un sous-recouvrement ouvert de Spm A.

15.2. Espace topologique et spectre maximal. — L’objet de ce para-
graphe est d’identifier tout espace topologique X compact séparé au spectre
maximal de ’anneau des fonctions continues sur X a valeurs réelles.

Définition-Proposition 15.2. — Soit X un espace topologique. Nous notons
C(X) Uanneau des fonctions continues a valeurs réelles f : X — R, ou R est
muni de la topologie standard engendrée par la base {]a,b[,a,b € R,a < b}.

i. Les éléments inversibles de C(X) sont

CX) ={feC(X)|f(x) #0, pour tout x € X}.
1. Pour xz € X, l"idéal
m, = {f € C(X)[f(x) =0}
est maximal, ce qui permet de définir une application
ox : X — Spm(C(X)), z — m,.

Démonstration. — i. Si f € C(X) est inversible, 3g € C(X) tel que fg = 1 et
nous avons f(z) # 0 pour tout x € X. Réciproquement, I'application 7 : R* —
R*, x +— 1/x est continue et si f(X) C R* alorsiof =1/f € C(X) et f € C(X)*.
ii. En effet m, est le noyau du morphisme surjectif d’évaluation

C(X) — Rz~ f(x)
donc m, est un idéal. Comme C(X)/m, ~ R, m, est maximal. O

Exemple 15.3. — Nous avons défini un foncteur

Top®® — R — Alg, X — C(X).
En effet, a toute application continue f : X — X', nous associons un morphisme
d’anneauz f : C(X') — C(X), g+ go f. 1l s’agit alors de vérifier que (go f)* =
[rog”
Théoréme 15.4. — (Gelfand-Naimark) Si X est un espace topologique compact
et séparé, application ¢x est bijective.

Démonstration. — Soit m € Spm(C(X)). Notons
V(m) ={z € X, f(z) = 0 pour tout f € m}.

Montrons que V(m) est non vide. Sinon pour tout x € X, il existe f, € m avec
fe(xz) # 0. Posons U, = f7'(R —{0}). La partie U, est ouverte dans X et
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X = U,exU,. Comme X est compact , il existe une partie finie S C X telle que
UsesUs = X. Soit g = Y ¢ f2. Nous avons g(z) > 0 pour tout z € X, donc g
est inversible dans C(X). Mais g € m conduit a une absurdité.

¢x est surjective : si z € V(m), nous avons m C ¢x (), donc m = ¢x(x) car ces
deux idéaux sont maximaux.

¢x est injective : si x,y € X sont distincts, d’apres le théoreme d’Uryson (X
séparé compact est normal) il existe f € C(X) telle que f € ¢x(x) et f & dx(y)
dott 6x(x) # dx(y). 0

Proposition 15.5. — Soit X espace topologique compact séparé. Munissons
Spm C(X) de la topologie de Zariski, i.e. la topologie engendrée par

D(f) ={m € Spm(C(X))[f & m}, f € C(X).
Alors ¢x : X — Spm(C(X)) est un homéomorphisme.

Démonstration. — Pour tout z € X, m, € D(f) si et seulement si f(z) # 0.
Donc ¢ (D(f)) = f~H(R — {0}) est une partie ouverte de X et ¢x est continue.
Comme ¢x est bijective continue, X est compact et Spm(C(X)) est séparé, ¢x
est un homéomorphisme. O

Exemple 15.6. — En général, la topologie de Zariski sur le spectre maximal
n’est pas séparée. Par exemple, la topologie sur SpmZ est engendrée par les
parties D(n), n € Z. Si py,...,py sont les diviseurs premiers de n, nous avons
D(n) = SpmZ —{p1Z, . ..,pxZ}. Ainsi les parties fermées de Spm Z sont Spm Z
et les parties finies de Spm7Z. Donc Spm Z n’est pas séparé.

Remarque 15.7. — Soit f : A — B un morphisme d’anneauz. Alors f induit
une application

Spec f : Spec B — Spec A, p — f~1(p).
Cependant [ n’induit pas en général d’application (voir Lemme 2.25)
Spm f : Spm B — Spm A.

C’est l'une des raisons pour lesquelles, il est en général préférable de considérer
le spectre premier plutét que le spectre maximal (voir §16).

16. Spectre premier

La discussion précédente (§15) s’applique au spectre premier Spec A. La topolo-
gie de Zariski engendrée par les parties ouvertes

D(f)={p € SpecA|f &p},Vfe A

confere a Spec A la structure d’'un espace topologique compact.
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Exemple 16.1. — Pour tout idéal I C A, la partie
V(I)={p € Spec A, I C p}
est fermée et toute partie fermée est de cette forme. De plus
I cJ=rad(I) Crad(J) = V(J) C V(I).
Plus généralement, pour toute suite finie d’idéaux I, ..., I de A,
U?:lv(]i) = V<ﬂ§:1[i)-
En effet si Uidéal premier p € V(N L), alors NE_ I, C p et le lemme 2.2/
implique qu’il existe i tel que I; C p, i.e p € V(I;).

Exemples 16.2. — i. Soit K un corps algébriquement clos, alors Spec K[T| =
Spm K[T] U {0} et Spm K[T] = {(T — a),a € K} car K algébriquement clos.

Ainsi Uapplication naturelle
K — SpmK[T),a—»T —a

est une bijection.

ii.  Supposons K est parfait (voir Définition 19.9) et notons K une cloture
algébrique de K. Alors K/K est galoisienne de groupe G = Gal(K/K). Les
polynomes irréductibles unitaires de K[T'] sont en bijection naturelle avec les or-
bites K /G sous G de K et Spec K[T] = {(0)} U K/G. Par exemple, nous avons
une identification naturelle du spectre mazimal de R[T| et du demi-plan supérieur
complexe :

SpmR[T] ~ {z € C,Im(z) > 0}.

Lemme 16.3. — Tout morphisme d’anneaux f : A — B induit une applica-
tion continue

Spec f : Spec B — Spec A, p— f'p.

Démonstration. — L’application Spec f est bien définie d’apres le lemme 2.25.
La continuité s’obtient en remarquant que pour tout a € A,

(Spec f)~'D(a) = D(f(a)).
O

Exemple 16.4. — Nous avons défini un foncteur Spec : Z — Alg®® — Top,
A+ Spec A. En revanche [’association A — Spm A n’est pas fonctorielle.

Lemme 16.5. — Soit A un anneau, I un idéal, 71 : A — A/I la projection.
L’espace topologique Spec A/I s’identifie au sous-espace fermé V (I) de Spec A,
Via

Specw : Spec A/I — Spec A.

Ainsi Specr est un homéomorphisme si et seulement si I C Myegpec 4P = rad(0).
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Démonstration. — L’application Spec 7 est injective et son image est la partie
fermée V(1) = {p € Spec A|I C p} (Lemme 2.25). Montrons que la topologie de
Zariski sur Spec A/I coincide avec la topologie induite sur Spec A via Spec . En
effet toute partie ouverte de Spec A/I est réunion de parties de la forme D(a)
avec @ € A/I la classe d'un élément a € A. Comme D(a) = (Specw)™'(D(a)),
toute partie ouverte de Spec A/I est image réciproque d’une partie ouverte de
Spec A. Autrement dit I'espace topologique Spec A/I s’identifie canoniquement
au sous-espace fermé V' (I) de Spec A.

L’application Spec7 est un homéomorphisme si et seulement si, il est surjectif,
i.e. V(I)=SpecA,ie I Crad(0). O

Remarque 16.6. — Hochster caractérise en termes purement topologiques les
spectres premiers des anneaux ; ce sont les espaces topologiques spectrauz au sens
sutvant :

Un espace topologique T est dit spectral si :

1. T est compact,

1. T admet une base d’ouverts compacts et est stable par intersections finies,
1. toute partie fermée irréductible Z de T est 'adhérence d’un point unique
z € Z, appelé point générique de Z.
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PARTIE IV

CORPS

Soit f un polynome a coefficients dans un corps K. L’étude de la résolution
de 'équation f = 0, conduit a considérer non seulement I’ensemble des racines
aq, ..., a, de f mais surtout le corps K (ay, . .., ay,) engendré sur K par 'ensemble
des racines de f. Il s’agit alors d’étudier les extensions de corps de degré fini
K — L.

17. Extension de corps, degré

Définition-Proposition 17.1. — Soient K, L deux corps. Un morphisme
d’anneauz f : K — L est dit morphisme de corps. Son noyau ker f # (1) est
un idéal de K, donc égal a (0), ce qui implique que f est injectif. Le morphisme
f: K — L est appelé plongement ou une extension de corps et est noté
L/K.

Exemple 17.2. — Pour des corps K, L fixés, il y a en général plusieurs plonge-
ments différents K — L. Par exemple, l"identité et la conjugaison complexe sont
deuzr plongements de C dans C. En général, le sous-corps f(K) C L dépend de
f et pas seulement de K et L.

Tout corps est une extension de Q ou d'un corps [F,, de cardinal p > 0 premier.
En effet,

Définition 17.3. — Soit K un corps. Le noyau de ['application canonique i :
7, — K est un idéal principal keri C Z.

Si keri = (0), alors Z C K et Frac(Z) = Q C K. Le corps K est dit de
caractéristique zéro. Nous notons carK = 0.

Sikeri = (n) pourn > 1 alors n = p est un nombre premier (carimi ~ Z/nZ C
K est intégre). Le corps K est dit de caractéristique p. Nous notons carK = p.
Dans ce cas, le corps K est un extension du corps fini F, = Z/pZ.

Définition 17.4. — Une base de [’extension de corps L/K est une base de
L comme K-espace vectoriel. Le degré de L/K est la dimension [L : K] =
dimg (L) € NU{oo}. Si [L: K] < oo, lextension L/K est dite finie.

Exemples 17.5. — i. [C:R] =2 et {1,i} est une base de C/R.
ii. [C: Q] = o0,
iii. [K(X): K] = oo pour tout corps K.
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Proposition 17.6. — (Multiplicativité du degré).
Soit K — L — M des extensions de corps et {{;}icr (resp. {m;}jcs) une base
de L/K (resp. de M/L). Alors {{;m;}q jcixs est une base de M/K et

(M :K]=IxJ =|I|-|J] =[L:K|[M: L]

En particulier, Uextension M /K est finie si et seulement si les extensions LK
et M/L sont finies.

Démonstration. — La famille S = {Eimj}(m)efw engendre M comme K-espace
vectoriel et est libre. O

Lemme 17.7. — Soit K un corps. Soit f € K[X]| un polynéme unitaire
irréductible de degré n. Alors K[z] = K[X]/(f) est une extension de degré n de
K.

Démonstration. — Notons z I'image de X dans K[z] = K[X]/(f). L’applicaton
ev, : K[X] — Klz]|, P— P(x)

est un morphisme surjectif qui envoie f sur 0, donc f(x) = 0.

D’apres l'algorithme de division euclidienne, nous savons que tout élément g de
K[X]/(f) est représenté par un unique polynéome r de degré < m. Donc tout
élément de K [z] s’écrit de fagon unique sous la forme

a=g()=a +ax+-+a,_12"" a €K,

forme sous laquelle il convient d’additionner deux éléments. Pour multiplier deux
éléments sous cette forme, il suffit de les multiplier et d’utiliser la relation f(z) =0
pour exprimer les termes de degré > n en expression de plus bas degré.

Comme f est irréductible et degg < n — 1, alors PGCD(f,g) = 1 et il existe
a,b € K[X] tels que af +bg = 1. Ainsi b(z)g(z) = 1 et b(x) est I'inverse de
g(x). O

Ezemples 17.8. — i. Soit f = X?+1 € R[X], alors Rlz] = R[X]/(f) = R[] =
C.

ii. Soit f = X2+ X +1 € Fy[X]. Ce polynome quadratique n’a pas de racine
dans Fy[X] donc est irréductible. Ainsi Fo[X]/(X? + X + 1) est un corps a 4
élements : 0,1, x,x + 1.

. Soit f=X>—3X—1€Q[X]. Sir e Q est racine alorsr = +1 et f(1) #0,
f(=1) # 0. Donc f est irréductible. Ainsi Q[z] est un corps de base {1, x,x*}
comme Q-espace vectoriel. Soit

B=a*+21%+3 =32+ Tr+5 € Q[z].
L’algorithme d’Fuclide donne
7 29 7 26 28

(X?—3X — 1) (=X 4+ —)+ BX*+7X +5)(—X? - —X +

S =1
37 111 111 1)
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Ainsi
7 26 28

ﬁfl — —.TQ

Tt € Qe

w. Le polynome f = X* —2 € Q[X] a trois racines distinctes a; = /2 € R,
g = pavy, a3 = pPag pour p = e¥/3,

Les trois corps Q(cy) sont distincts mais ils sont tous les trois isomorphes au
corps Q[X]/(X? — 2) via l’évaluation ev,,. Le corps Q(ay, s, a3) = Q(ay, p) est
de degré |+ Q) = [L - Q(0n)][Q(s) : Q] = 6.

Définition 17.9. — Soit K un sous-corps d’un corps L et S C L. Le sous-
anneau K[S| de L engendré par K et S, est lintersection de tous les sous-anneaus
de L contenant K et S. Ces éléments s’expriment comme des sommes finies

K[S] = Z iy OO -0 gy, € F presque tous nuls ,o; € S.
(il ..... in)ENn

L’intersection de tous les sous-corps contenant K et S, est le corps K(S) des
fractions de KIS].

Exemples 17.10. — i. Pour tout n > 1 le polynome X" — 2 € Q[X] est
irréductible (d’apres le critére d’Eisenstein 5.26). Soit /2 son unique racine
réelle positive. Alors

Q(V2) =Q[V2] = {ag+ a1 V2 +--- + an,l((?@)"*l\aj € Q}

est un sous-corps de R de degré [Q(3/2) : Q] = n sur Q.

it. Si S = {a,...,a,}, nous notons K[S| = Flay,...,a,] et K(S) =
K(oy,...,an). L'anneau K[S] (resp. le corps K(S)) est l’ensemble des éléments
de L qui peuvent s’écrire comme polynomes (resp. fractions rationnelles) en
aq,...,ap. Une extension de corps L/K est dite de type fini, s’il existe un
nombre fini d’éléments oy, ..., o, € L tel que L = K(ay, ..., ).

iii. Si K[S] est un corps, alors K[S] = K(S).

vi. Si K, K" sont des sous-corps de L, nous notons KK' = K(K') = K'(K) le
composé de K et K'. C’est le plus petit sous-corps de L qui contient K et K'.
iv. Une extension L de K est dite simple si L = K(«) pour a € L. Par ezemple
Q(7) et Q[i] sont des extensions simples de Q.

v. Soit L/ K une extension de corps et a € L. Alors K[a] est l'image de l'unique
morphisme de K-algébres K[X]| — L. Cependant K(«) n’est pas toujours
limage d’un morphisme de corps K(X) — L. FEn effet prenons K = Q,
L=Ceta=i AinsiQ[i =Q®iQ est un corps, donc Qli] = Q(i) est un
Q-espace vectoriel de dimension 2. Cependant Q(X) est de dimension infinie et
comme tout morphisme de corps est injectif, il n’y a pas de morphisme de corps

Q(X) — Q).
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18. Extensions algébriques et transcendantes

18.1. Polynéme minimal d’un élément algébrique. —

Définition 18.1. — Soit L/K une extension de corps. Un élément § € L est
dit algébrique (resp. transcendant) sur K, s’il existe un (resp. il n’existe
aucun) polynome f € K[X]| non nul tel que f(B) = 0. L’extension L/K est dite
algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur K, sinon elle est dite
transcendante.

Si € L est algébrique sur K, l'ensemble I = {g € K[X]||g(8) = 0} est un idéal
principal de K[X]. Le générateur unitaire de I est dit polynome minimal de 3.

La définition 18.1 ne donne pas de moyen explicite pour déterminer le polynome
minimal d'un élément algébrique. Soit L une extension finie de K. Soit aq, ..., a,
une K-base de L et § € L. Soit Mz € M,(K) la matrice dans la base a, ..., ay,
de 'application K-linéaire

L— L, z~ Pz

Alors le poynome caractéristique de Mg, x1/k(X) = det(X Id —Mp) € K[X]
est un polynome unitaire de degré n annulateur de g indépendant du choix de la
base de L/ K.

Théoréme 18.2. — Soit L/K une extension finie, 3 € L et f le polynome
minimal de B sur K. Alors xp ks = fIEEPL,

Démonstration. — Soit ay, ..., g (resp. 71,...,7-) une base de K(5)/K (resp.
de L/K(B)). La matrice Mg dans la base a;7v; de L/K est une matrice bloc

A0 - 0
Mgz . . . . 9
00 - A

ou A est la matrice de la multiplication par 5 dans la base a, ..., aq de K(5)/K.
Ainsi

XL/Kp = XK(8)/K6-
Par conséquent, le polynome unitaire x x(g)/x,g de degré [K(f)/K] annulateur de
/3 est le polynéme minimal f de 3 et x1/x5 = fEEOL O

Définition 18.3. — Soit L/ K une extension de degré n < co. La norme et la
trace d’un élément B € L est définie comme

NL/K(B) = detMB S K, TrL/Kﬁ = TT(MB) e K.
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Corollaire 18.4. — Soit L/K une extension finie et f € K[X] le polynome

minimal de o € L. Notons ay, ..., aq les racines de f et r = [L : K(«)]. Alors
d
Truyc(e) =7 _ai Niwo = (Ha)"
i=1

Définition 18.5. — Soit L une extension du corps K. Le degré de tran-
scendance degtry x de L sur K est le plus petit n tel que L soit une extension
algébrique d’un corps K(xq,...,2,).

Ezemples 18.6. — i. Si L/K est algébrique degtry x = 0.

1. Soit L une extension de K, nous appelons base de transcendance de L sur K
toute famille d’élements algébriquement indépendants maximale pour l’inclusion.
D’apres l'axiome de Zorn, il existe une base de transcendance et toutes les bases
de transcendance ont le méme cardinal, appelé degré de transcendance.

18.2. Extensions algébriques et transcendantes. —

Proposition 18.7. — Une extension de corps L/ K est finie si et seulement si
L est algébrique et de type fini sur K.

Démonstration. — = Dire que a € L est transcendant signifie que les éléments
1,a,a?, ... sont linéairement indépendants ce qui est exclu si L est fini sur K.
Donc L est algébrique sur K. Il reste a montrer que L est de type fini sur K. Le
résultat est clair si L = K. Sinon il existe oy € L — K. Si L # KJay], il existe
ag € L — Klay], etc... Comme

|K(ay) : K] < [K(oq,00) : K] < -+ <[L: K]

la construction s’arréte apres un nombre fini d’étapes.

< Soit L = K(ay,...,q,) avec «; algébriques sur K. Comme les exten-
sions K(aq)/K et K(aq,as)/K(aq) sont finies (car aq, s algébriques sur K),
I'extension K (aq,as)/K est finie. De méme pour L/K par induction. O

Corollaire 18.8. — i. Si L est algébrique sur K, alors tout sous-anneau A de
L contenant K est un corps.

1. St K C E C L, L algébrique sur E et E algébrique sur K, alors L est
algébrique sur K.

Démonstration. — i. Si « est algébrique sur K alors K[a] est un corps. Ainsi
pour o € A — {0}, K[a| C A donc « est inversible dans A.

ii. Tout a € L est racine d'un polynéome unitaire X™+a; X +- - -+a,, € E[X]. Les
extensions Klay,...,an,a]/Klay,...,ay]/K sont finies. Donc Klay,...,an,q]
est finie (donc algébrique) sur K. O

Définition 18.9. — Un nombre compleze o € C est dit algébrique (resp.
transcendant) s’il est algébrique (resp. transcendant) sur Q.
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Exemples 18.10. — i. (Lindemann, 1882) 7 est transcendant.

ii. (Gelfond, Schneider, 1934) of est transcendant si o, 3 algébriques, o # 0,1,
B & Q (7iéme probléme de Hilbert).

11. Nous me savons pas a ce jour si la constante d’Fuler

= Jim (3017~ logn)

est transcendante (ni méme irrationnelle). De méme pour m + e.
w. L’ensemble des nombres algébriques de C sur Q

Q = {a € Cla algébrique sur Q}
est un sous-corps de C de degré infini sur Q (d’apreés l'exemple i. 17.10).

Proposition 18.11. — L’ensemble Q des nombres algébriques est dénombrable.

Démonstration. — La hauteur h(r) d’un nombre rationnel r € Q est max{|p|, |¢|}
pour r = p/q son écriture irréductible. Il n’y a qu'un nombre fini de nombres
rationnels de hauteur inférieure & n € N. Soit A(n) I'ensemble des nombres
algébriques dont le polynome minimal est de degré < n et dont les coefficients
sont de hauteur < n. Alors A(n) est fini pour tout n et la réunion UA(n) est
dénombrable. ]

Définition 18.12. — Un corps K est dit algébriquement clos si tout
polynome non constant de K[X] admet une racine dans K.

Une cloture algébrique de K est une extension algébrique L de K qui est
algébriquement close.

Remarque 18.13. — La construction d’une cloture algébrique pour tout corps
K nécessite le lemme de Zorn.
Théoréme 18.14. — Le nombre
1
o = ﬁ

est transcendant.

Démonstration. — Supposons que « soit algébrique et notons
f=X'4a, X" .. +ag € QX]

son polynéme minimal. Alors [Q[a] : Q] = d et il existe D € N* tel que Df €

Z[X]. Posons oy = S0 Let xy = f(oy). Comme o € Q et f est irréductible,

n=0 2n!
il n’admet pas de racine dans Q. Donc xy = f(on) # 0 et 2y € Q. Nous avons

méme (2M)4Dzy € Z donc
12M9Day| > 1.
Le polynome f = I1%_,(X — ), a; € C (a1 = ) est scindé dans C[X]. Donc

x| =T on — i < lon —aa|(on + M)*Y, ot M = fg?lx(l, i)
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Or o
1 1 1 2
lon — | = Z ont < SN+ Zg_n = DIRESHE
n>N+1 n=0
Donc |zy| < ﬁ(m\; + M1 et
Nld
1(2YY9 Dz y| < QW(UN + M)t

ce qui est absurde car le terme de droite tend vers 0 quand N tend vers +oco. [

19. Corps de décomposition, séparabilité

19.1. Corps de décomposition. — L’objet de ce paragraphe est de définir
le corps L engendré par les racines d’'un polynéme f € K[X]| donné.

Définition 19.1. — Soit K un corps et f € K[X] un polynome de degré n >
0. Le corps de décomposition de f sur K est la plus petite (pour l'inclusion)
extension L/K telle que f est scindé dans L[ X] :

fX)=cX —ay) (X —ayp), avec c € K*,a; € L.
Ainsi L = K(oy, ..., ).

Exemples 19.2. — i. Pour r € N*, f € K[X], les corps de décomposition de
f et de f" coincident.

ii. St f adeg(f) — 1 racines dans E alors il est scindé dans F[X].

iii. Soit f = aX?+bX +c € Q[X] et a = (b*> —4ac)'/?. Alors le sous-corps Q[a]
de C est le corps de décomposition de f.

La proposition suivante montre ’existence et 'unicité du corps de décomposition
(a isomorphisme pres).

Proposition 19.3. — Tout polynome f € K[X]| de degré n > 1 admet un
corps de décomposition Ky et [Ky : K] < nl. Deux corps de décomposition sont
1somorphes comme K -algébres.

Démonstration. — Soit f; un facteur irréductible unitaire de f et K; = K[a;] =
K[X]/(f1). Alors f(a1) = 0 et nous posons Ky = Kj[as] le quotient de K;[X]
par un facteur irréductible unitaire de f/(X —ay) de K;[X]. Par induction, nous
obtenons un corps de décomposition K.

Nous avons [K; : K] =deg fi <n,[Ky: K] <n—1,... donc [K;: K] <nl
Soient L/K et L'/ K deux corps de décomposition de f sur K. Soit g € K[X] un
facteur irréductible de f. Par conséquent g est scindé sur L et L’ donc il existe
a € Leto e L tels que g(a) = 0 et g(a’) = 0. Les évaluations ev,, et evy
induisent des isomorphismes de K-algebres :

~

o K[X]/(9) — K(a) =K, C L, &y : K[X]/(9) — K(o/) = K| Cc L'
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et c =evy o W;l K — K 1- Nous pouvons alors considérer K; comme sous-
corps de L et L' (via o et 'inclusion) et écrire f = (X — «)f; pour fi € K [X]
et L, L' des corps de décomposition de f; sur K;. Par induction en remplacant
(K, f) par (K1, f1), nous obtenons des tours d’extensions simples

K=KyCKi=K(a)C---CK;1 CK;=K; 1(o;) = K(aq,...,0;)
C---CK,=K(a,...,a) CL
K=KyCK =K(a}))C---CK] ;CK]=K] ;(a}) = K(a},...,a})
C---CK, =K(«,...,a,)c L
telles que f =c(X —aq) - (X —a,) € Kp[X] et f=c(X —a)) - (X —a)) €
K'[X], (donc L = K, et L' = K') et des isomorphismes de corps o; : K; —»

K tels que oyk, , = 0;-1. Ainsi 0, : L —» L’ est un isomorphisme de K-
algebres. O]

19.2. Exensions séparables, corps parfaits. — La proposition suivante per-
met de définir la notion de PGCD de deux polynomes sans référence au corps de
base.

Théoréme 19.4. — Soit f,g € K[X] et L une extension de K. Soit le PGCD
de f et g dans K[X] coincide avec le PGCD de f et g dans L[ X].

Démonstration. — Soit hx = PGCD(g, f) € K[X] et h, = PGCD(g, f) € L[X].
Nous avons hg divise hy. De plus d’apres Bézout, il existe a,b € K|[X] avec
af +bg = hx donc hy, divise hg. O

Définition 19.5. — Soit f € K[X]. Il eziste une extension L de K dans la-
quelle f est scindé :

,
f=alll_(X — )™, «; distincts, m; > 1, Zmi = deg(f)
i=1
Nous disons que «; est racine de f de multiplicité m;. St m; > 1, a; est dit
racine multiple. Sinon «; est une racine simple.
Nous disons que f est a racines multiples si au moins un des m; > 1. Nous
disons que [ est a racines simples si tous les m; = 1.

Exzemple 19.6. — Soit K = TF,(t). Alors le polynome XP —t est irréductible
dans K[X]. Dans le corps de décomposition, XP —t = (X — a)?. Donc un
polynome irréductible peut avoir des racines multiples.

Définition 19.7. — Soit f =1 ;a; X" € K[X]. Le polynome dérivé de f est
fr=S" ia Xt e K[X).
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Proposition 19.8. — Soit f € K[X]| un polynéme irréductible non constant.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i. [ a une racine multiple,

ii. PGCD(f, f') # 1,

1. carK =p >0 et f est un polynome en XP?,

w. Toutes les racines de f sont multiples.

Démonstration. — i.—> ii. Soit a une racine multiple de f. Alors f = (X —
a)”g(X), m > 1 dans le corps de décomposition de f. Donc

F(X) =m(X —a)"g(X) + (X — a)"g'(X).

Donc f et f/ ont X — o comme facteur commun.

ii=—> iii. Comme f est irréductible et deg(f’) < deg(f), PGCD(f, f) # 1 im-
plique que f" = 0. Mais comme f n’est pas constant, f’ ne peut étre nul que si
K est de caractéristique p > 0 et f est un polynome en X?.

iii.= iv. Supposons f(X) = g(XP) et écrivons ¢g(X) = II;(X — a;)™ dans le
corps de décomposition de f. Alors

J(X) = g(XP) = IL(XP — a;)™ = II;(X — a;)P™

avec a; = af. Donc toutes les racines de f sont a multiplicité au moins p.
iv.=— 1. est clair. O

Définition 19.9. — Un polynome est séparable s’il n’a que des racines sim-
ples (dans son corps de décomposition).

Un corps K est parfait si tout polynome irréductible de K[X] est séparable.
L’extension L/K est dite séparable si pour tout x € L, le polynome minimal
de z, u, € K[X] est séparable.

Exemples 19.10. — i. Si la caractéristique de K est nulle, alors K est parfait
(car un polynéme irréductible P est premier a P’).
it. Si k est fini, k est parfait. FEn effet notons p = cark. Soit f(X) =
Z;n:o b; X7 € k[X] un polynome irréductible inséparable. Le morphisme de Frobe-
nius

vk —kxw—aP
est bijectif (car mjectif) donc surjectif et il existe a; € k avec b; = aé’. Alors
f(X) = (X2 a;X7)P qui n'est pas irréductible.
iii. Si K est algébriquement clos, alors K est parfait (méme raisonnement en
caractéristique p > 0 qu’au ..

Exemple 19.11. — Soit F un corps de caractéristique p >0 et a € F — FP un
élément de F qui n'est pas une racine p-iéme. Alors le polynome f = X" —a €
F[X], n > 1 est irréductible. Si « est une racine de f, alors f(X) = (X —a)?" €
F[a][X]. L’extension F|a]/F n’est pas séparable et [F|a] : F] = p".

En effet, pour n = 1, si g € F[X] est un polynome non constant qui divise f,
alors g = (X —a)™ = X™ —maX™ 1 +... pourm <p. Sim <p alorsm € F*
eta € F. Donca=aP € FP, ce qui est exclu. Donc m = p et [ est irréductible.
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Pour n > 1, nous posons a; = " (0 < i <n)etF, =F(a;). Puis nous
concluons par induction en utilisant le cas n = 1.

Proposition 19.12. — Un corps F' est parfait si et seulement si

1. F' est de caractéristique nulle, ou

1. carF' = p > 0 et tout élément de F' est une puissance p-ieme, i.e. le morphisme
de Frobenius

o: F— Fax— 2P

est surjectif.

Démonstration. — Le casi. est clair. Supposons que carF = p > 0. Si F contient
un élément a qui n’est pas une puissance p-ieme, alors X? —a est irréductible non
séparable. Réciproquement si tout élément de F' est une racine p-ieme. Alors
tout polynome en X7 :

iaiXip = (i b; X")P pour a; = b}
=0 i=0

donc n’est pas irréductible. O

Exemples 19.13. — 1. Un corps qui est une union de corps parfaits est parfait.
Donc tout corps algébrique sur I, est parfait.

it. SicarF' = p > 0 alors le corps F(X) n'est pas parfait car X n’est pas une
puissance p-ieme.

Théoréme 19.14. — (Théoreme de l’élément primitif). Soit F un corps et
E = F(a,B,...,08,) une extension finie de F. Si les éléments By, ..., [, sont
séparables sur F alors il existe un élément primitif v € F, i.e. tel que E = F(7).

Démonstration. — Si F est fini alors F = F(v) pour v générateur du groupe
cyclique E*. Supposons |F| = oco. Par induction, il suffit de supposer F =
F(a, B) avec (8 séparable sur F'. Notons f (resp. ¢) le polynéme minimal de «
(resp. (). Nous avons

JX) =L (X = a), g(X) = I (X —b)

avec a;, b; dans le corps de décomposition de fg et a; = «, by = 3, les racines de
g étant distinctes.

Nous cherchons ¢ € F pour lequel v = o + ¢t € FE satisfait £ = F(vy). Le
polynome h(X) = f(y—tX) € F(v)[X] a pour racines (y—a;)/t = f+(a—a;)/t.
Comme F' est infini et 8 — 8; # 0 pour j > 1, nous pouvons choisir ¢ € F tel
que t(8 — B;) # a; — a pour tout 1 <i < m et 2 < j <n. Ainsi la seule racine
commune de g et h est S avec multiplicité 1. Les deux polynomes g, h sont a
coefficients dans F'(v) et donc PGCD(g, h) = X — 3 est a coefficients dans F(7)
et f € F(y). Par conséquent « =y —tf3 € F(v) et E = F(a, 5) = F(7). O
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Corollaire 19.15. — Soit E/F wune extension de corps finie séparable.
L’application
ExE— FJ (67ﬁ/) = TrE/F(ﬁﬁ/)

est une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur le F-espace vectoriel E.

Démonstration. — L’extension finie séparable E/F est simple E = F(«). Nous
notons f € F[X] le polynéme minimal de a, & = ay,a9,...,a, sesn = [E : F]
racines distinctes et 1, a, -+ ,a™ ! est une base du F-espace vectoriel E.

La matrice M, de la multiplication par « a pour polynoéme caractéristique f,
donc elle est diagonalisable a valeurs propres les a;, 1 < ¢ < n. Par conséquent
pour 1 <1,5 <n,

Trp/r(a‘al) = Tr AH = Z a;t et det Trg/p(a’a’) = det B'B = (det B)?
k=1

olt B = (},)1<ik<n est de déterminant non nul (matrice de Vandermonde). Donc
det TrE/F(aiozj) # 0 et la trace Trg,p est non dégénérée. O

Théoréme 19.16. — Soit F C E une extension finie. Il existe v € E tel que

E = F(v) si et seulement si il n’existe qu’un nombre fini de corps intermédiaires
FCcMCE.

Démonstration. — La proposition est claire si ' est un corps fini. Nous sup-
posons dorénavant que F' est infini.

— Soit p € F[X] le polynéme minimal de et M un corps intermédiaire
F ¢ M C E. Notons uy € M[X] le polynéme minimal de v dans M et
M’ C M le sous-corps de M engendré sur F' par les coefficients de pp,. Comme
le polynome py € M|[X] est irréductible sur M, il est irréductible sur M’. Donc
[E: M| =[M[]y]: M]=deguy = [M'[y]: M'| =[E : M'], donc M = M'. Tl n’y
a qu'un nombre fini de possibilité pour pys (car il divise p). D’ou la finitude des
extensions intermédiaires.

<= L’extension F/F est de type fini, donc £ = F(ay,...,q,). Par induc-
tion, il suffit de montrer que pour tous o, € FE, il existe v € E tel que
F(a,p) = F(v). Le corps F est infini, mais il n’existe qu'un nombre fini
d’extensions intermédiaires F' C F(a + tf) C E, pour t € F. Donc il existe
t # 1t tels que F(a+tp) = F(a+t'8) = M. Par conséquent (¢t —t')3 € M donc
B,a € M et F(a,3) = M = F(a+t3). ]

Corollaire 19.17. — Soit E/F une extension finie.
Si EJF est séparable, alors pour toute extension F'/F, L @p F' est un anneau
réduit. C’est un produit fini d’extensions finies de F”.

Démonstration. — Soit v € E tel que E = F[y]. Notons p € F[X] le polynome
minimal de 7. Ainsi £ ~ F[X]/(p). Soit F'/F une extension de F et p = IL;p;
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la décomposition de p en polynémes irréductibles sur F'[X]. Ainsi

EapF' = (FIX] @ F)/(1®1) = F'[X]/(4) = TLF'[X]/ ().

O
20. Corps finis
20.1. Existence et unicité. — La proposition suivante permet de décrire tous
les corps finis a isomorphisme pres.
Proposition 20.1. — i. Un corps F' est fini si et seulement si carF' = p > 0

et [F:Fy] =n < oo. Dans ce cas |F| = p™ = q et les éléments de F™* (resp. de
F) sont les racines du polynome X9' —1 € F,[X] (resp. X9 — X € F,[X]).

i. Pour tout n > 1, le polynome X*" — X € F,[X] a des racines simples.

iti. Si F est un corps a |F| = p" = q éléments, alors F est le corps de
décomposition du polynome XP" — X sur F,. En particulier, il est unique a
isomorphisme pres. Nous le notons F,.

iv. Si f € F,[X] est un polynome irréductible de degré n > 1 alors F' = F,[X]/(f)
est un corps a p" éléments et le polynome f divise X" — X dans F,[X].

v. Tout corps fini est isomorphe a un corps obtenu par la construction iv.

Démonstration. — i. SicarF' =p > 0et [F' : F)] = n < 0o, alors F est isomorphe
a [Fy comme ), espace vectoriel, donc |F| = p”. SicarF' =p > 0et [F:F,] = 00
alors F' contient un [F-espace vectoriel ) de dimension n pour tout n > 1 donc
|F| = 0.

Si |F| = q < 0o, alors F'* est un groupe fini d’ordre ¢ — 1. Donc pour tout a € F*,
a?™ ' =1 (et a? =a). Sia € F — F* alors a = 0 et a? = a est encore vérifié.

ii. Le polynéme g(X) = X?" — X € F,[X] a pour dérivée ¢'(X) = —1 € F,[X],
donc PGCD(g,¢') = 1 et g n’a que des racines simples.

iii. D’apres i. et ii., les éléments de F' sont les p™ racines distinctes de g(X) =
X?" — X € F,[X] dans son corps de décomposition E sur F,. Comme le corps E

est engendré sur I, par ces racines, £ = F.
iv. Notons z l'image de X dans F' = F,[X]/(f). Alors 2" — 2z = 0 donc

fIXP" = X).
v. Le groupe F* est cyclique d’ordre ¢ — 1. Soit « un générateur. Alors F' =
F,[a] — F,[X]/(f) ou f € F,[X] est le polynome minimal de o sur F,,. O

Définition 20.2. — Soit p un nombre premier et A une Fy-algébre (i.e. p-1 =10
dans A). Alors

p:A— A p(x) =2af
définit un morphisme de F,-algebre (p(1) = 1, p(zy) = p(x)p(y), ¢z —y) =
o(x) —ply), pla) =a, z,y € A,a € F,) dit morphisme de Frobenius.
Pourn >1 et g =p", nous notons ¢, = ¢" : A — A, x — 29.
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La proposition suivante donne l’existence d’'un corps fini a p” éléments pour
tout p premier et n > 1.

Proposition 20.3. — Soit p un nombre premier, E le corps de décomposition
sur F, de g = X9 — X € F,[X]. Alors E¥1 = {a € E|(p, —1d)(a) =0} = E est
un corps a q €éléments.

Démonstration. — Soit x,y € E% alors p,(x £ y) = ¢,(z) £ ¢,(v), ¢,(xy) =
0a(2)pg(y) et siy # 0 oqu(z/y) = pa(x)/pq(y) car ¢, : E — E est un morphisme
de corps. Donc E¥7 est un sous-corps de E. Par définition, ses éléments sont les
racines de g contenues dans £. Comme ¢ est un polynome de degré ¢ a racines
simples, il admet exactement ¢ racines distinctes dans son corps de décomposition

E. Donc |E¥e| = q est le corps de décomposition de g et F = E¥4. O]
Théoréme 20.4. — Soit p un nombre premier et n > 1.

i. 1l existe un unique (a isomorphisme prés) corps a p™ éléments. Nous le notons
Fyn.

i. Soit m,n,r € N* et ¢ =p". Il existe un morphisme de corps o : Fgm — Fyn
si et seulement si m|n.

Démonstration. — ii. Si m|n alors ¢™ — 1 divise ¢" — 1 et le polynome X" — X
divise X" — X. Donc le corps de décomposition de X9" — X contient le corps
de décomposition de X?" — X. Réciproquement s’il existe un plongement o :
Fyn — Fyn, alors K = o(Fym) est un sous-corps de Fyn et ¢" = ¢™ avec

d = [Fy : K], donc n = md. O

Nous en déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 20.5. — Soit p un nombre premier, r > 1, ¢ = p".

i. Si f € F,[X] est un polynome irréductible de degré m > 1, alors f divise
X7 — X dans F,[X] si et seulement si m|n.

. Pour m > 1, nous notons Al l’ensemble des polynomes unitaires irréductibles
f € F,[X] de degré m. Alors l’ensemble Al n’est pas vide et

¥n > 1L X7 — X = yleqn f q" = m|AL|
mln

Ezemples 20.6. — i. Nous avons la décomposition X* — X = X(X —1)(X?* +
X +1) € Fo[X] et Fy[X]/(X? + X +1) =Fy.

ii. Soit f € F,[X] unitaire non constant sans racine multiple avec f = f1--- f,
sa décomposition en polynomes unitaires irréductibles de F [ X]. Alors

g, —1d: Fq[X]/(f) — Fq[X]/(f),E — h? —h

est Fy-linéaire, dimp, Ker(p, — Id) = r et (f est irréductible) si et seulement si
Ker(¢, —1Id) =F,. En effet d’apres le théoréme des restes chinois (§2.2):

Fo[X]/(f) — Fo[X]/(f1) x - X Fo[X]/(fr) = Fpar x - X Fya,
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(B [X]/(£)Fr = (Fga )71 X oo x (F e )Pt = T,
iii. Algorithme de Berlekamp. Soit f € F,[X] un polynéme unitaire de degré
n > 1 sans racine multiple. Soit B € M, (F,) la matrice de lapplication F,-
linéaire
g —1d : Fo[X]/(f) — Fo[X]/(f)

dans la base 1, X, - - ,Yn_l. Si lespace des solutions {u € Fy|Bu = 0} = Fyey,
alors f est irréductible dans F,[X]. Sinon il existe une autre solution u € Fy
correspondant & un polynome non constant h € F,[X] de degré < n tel que
h?" —h =0 mod (f). Autrement dit f|h? — h = Il,er,(h — a). Les polynomes
h—a (a €F,) sont deux a deux premiers entre euz et vérifient deg(h —a) < f.
D’ou la factorisation

f = acs, hay ha = PGCD(f,h — a), degh, < deg f.
iv. Notons pn: N* — {0,1,—1} la fonction de Mdébius :
u(l) =1,u(n) =0 sin a un facteur carré, u(py---p,) = (—1)"

Si p1,...,pr Sont des nombres premiers distincts. Notons |A% | le nombre de
polynomes irréductibles unitaires de degré m dans F,[X], alors

A3 = 5 plm/d)g’

dlm

Corollaire 20.7. — Tout polynéme unitaire irréductible f € F,[X]| de degré
d|n apparait comme facteur de multiplicité 1 de XP" — X. En particulier le degré
du corps de décomposition de f est d.

Démonstration. — Les facteurs de X?" — X sont distincts car il n’a pas de terme
commun avec sa dérivée. Si f est irréductible de degré d, alors f a un racine dans
un corps de degré d sur F,,. Mais le corps de décomposition de XP" — X contient
une copie de chaque corps de degré d sur F, avec d|n. Donc f|X*" — X. En
particulier f|X P — X donc est scindé dans le corps de décomposition de X P X
qui est de degré d sur [F),. O]

Proposition 20.8. — Le corps F), admet pour cloture algébrique F = U;>1F .

Démonstration. — Le corps [F réunion d’extensions algébriques croissantes de IF,,
est algébrique sur F,. Tout polynome de F,[X] est scindé dans F donc F est une
cloture algébrique de ). n

20.2. Codes linéaires, distance de Hamming. —

Définition 20.9. — Soit ¢ = p", IF’;, Fy deuzx espaces vectoriels sur F,. Un
codage est une application injective E : F¥ — F'. L’image C = E(FF) C Fy
est dite code. Un décodage est une fonction D : Fy — IF’; telle que D o E est
Videntité de FY.
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Nous ne nous interessons ici qu’aux codes linéaires, i.e. pour lesquels E est
une application linéaire. Ainsi C' est un sous-espace vectoriel de Fy. La matrice
G de FE dans les bases canoniques est dite matrice génératrice correspondant a F.

Définition 20.10. — Un code linéaire, étant un sous-espace vectoriel de di-
mension r de Fy peut également étre défini comme le noyau d’un systeme linéaire,
donc par une matrice H de taille (n — r) x n, dite matrice de vérification.
Ainsi tH = 0, pour tout x € C.

Ezemple 20.11. — Soit C le code linéaire défini par E : T3 — F3 avec

11
1 0
G= 11
1 0
Alors C' = {(0,0,0,0),(1,0,1,0),(1,1,1,1),(0,1,0,1)}. Ce code admet la matrice

de vérification :
1111
"= ( 1010 ) '
Nous définissons une distance sur les codes :

Définition 20.12. — La distance de Hamming sur Fy est définie par
Vo,y € Fy,d(z,y) = {i,1 <i <n,z; # yi }|

Cette distance permet de déterminer combien d’erreurs sont admissibles dans
la transmission d’'un code au sens suivant :

Proposition 20.13. — Soit C un code de distance minimum d = min{d(z,y), x #
y € C'}. Alors toute erreur de d—1 termes peut étre détectée. De plus sid > 2t+2
toute erreur de t > 1 termes peut étre corrigée par la fonction de décodage du
plus proche voisin.

Démonstration. — Si pour tout x # y € C, d(z,y) > d, une erreur de transmis-
sion sur au plus d — 1 termes pourra étre détectée.

Deplussid > 2t+1 > 3alors d(x, 2)+d(z,y) > d(z,y) > 2t+1. Ainsid(x, z) >t
oud(y,z) >t. Or {y € C,d(y,x) <t} = {z}, donc D(z) = E~'(c) ot c € C

minimise d(z, ¢). O

20.3. Codes cycliques. —

Définition 20.14. — Un code cyclique est un code linéaire C' C Fy tel que
C est stable par permutations des composantes dans Fy.
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Cette définition est motivée par I'isomorphisme

F' — A =TF,z]/(z" — 1), (ao,...,an-1)— ag+ a1z + -+ ap12"""
Un code cyclique définie donc un sous-ensemble de polynomes de degré n — 1
stable par multiplication par x dans A.

Proposition 20.15. — Soit A=F,[z]/(z" —1).

i. Un sous-espace C' C A est un code cyclique si et seulement si C' est un idéal
de A.

1. Les idéaux de A sont principauxr engendrés par un diviseur g de x™ — 1.

Démonstration. — i. Un sous-espace vectoriel de A stable par multiplication par
x est stable par mulplication par tout h(z) € A.
ii. Les idéaux de A sont en bijection avec les idéaux de F,[z] contenant 2" —1. [

Définition 20.16. — Soit A=F,[X;,..., X,,]/(X7" —1,..., X —1). Nous
appellons code cyclique de dimension m tout idéal I de A.

L’isomorphisme A = Fy[Xy, ..., Xp]/(XT" —1,..., X — 1) ~ Fpim2mm per-
met de définir les codes cycliques de dimension m via un systeme de générateurs
{fi,..., fs} dunidéal I de A. L’idéal correspondant J dans F [X;, ..., X,,] est

T=(fi, . f)+ X =1, X —1).

Définition 20.17. — Soit J C F,[X1,..., X, un idéal. Nous appelons
monoéme standard, les monomes non inclus dans < LT(J) >.

Théoréme 20.18. — Soit I C A = F [Xy,..., X,]/(X7" —1,..., X — 1)
un code cyclique de dimension m et G une base de Grobner pour ['idéal associé
J C F,[Xq,...,X,] pour un ordre monomial firé. Le codage E de I est donné
par :

Input : Base de Grébner G pour J

w une combinaison linéaire de monomes non standard

Output : E(w) € C

W =W
Ew)=w-w

Démonstration. — Soit w une combinaison linéaire de monomes non standard.
Ainsi WY est une combinaison linéaire de mondomes non standard dont les sym-

boles de w ne sont pas changés dans le calcul de E(w) = w — w. Montrons que
Ew)el Amsil=J/ <X —1,..., X' —1> et

A/ 2T Xy, Xl

donc h(Xy,...,X,,) € Fy[Xy,...,X,,] représente un élément de I dans A ssi
—G
h =0. ]
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21. Théorie de Galois

21.1. Groupe d’automorphismes d’un corps. —

Définition 21.1. — Soit une extension E/F. Un F-isomorphisme E — E

est dit F-automorphisme de E. Les F-automorphismes de E forment un groupe,
noté Aut(E/F).

Exemples 21.2. — i. [l existe une infinité non dénombrable d’éléments de
Aut(C/Q). L’identité et la conjugaison en sont deux particuliers.

it. Soit E = C(X). Un automorphisme de E envoie X sur un autre générateur
de E sur C. Nous verrons qu’il s’agit des éléments g((is, ad — bc # 0. Donc
Aut(C(X)/C) ~ PGLy(C) (Théoréme 21.10).

iii. Nous ne savons pas décrire le groupe de Cremona Aut(C(Xy,...,X,)/C)
pour n > 3.

Lemme 21.3. — Si Fy est le corps de décomposition d’un polynome f € F[X]
séparable, alors Aut(Fy/F) a pour ordre [Fy : F).

Démonstration. — Nous avons Fy = Flay,...,a,] avec «; des racines de f. No-
tons fi le polynéme minimal de «; dans F[X]. Comme f; divise f, les racines
de fi sont distinctes et il existe [F(ay) : F| F-morphismes F(oy) — Fy :
un tel morphisme est déterminé par I'image de a; parmi les racines de f;. Le
polynéme minimal de ap sur F(o;) est un facteur irréductible f, de f dans
F(aq)[X] donc est séparable. Les F-morphismes de F'(a;) — F) se prolongent
en F-morphismes de F'(ay, ap) — F en envoyant oy sur une racine de fs. Nous
obtenons ainsi [F'(ay, as) : F| F-morphismes distincts. Ainsi par récurrence, nous
obtenons [Fy : F] F-automorphismes de Fy. O

Exemples 21.4. — i. Soit /2 une racine cubique réelle de 2.  Alors
Aut(Q(v/2)/Q) = 1 (car Q(3/2) ne contient qu’une racine du polynome X> —2).
Ainsi dans le lemme 21.3, il est essentiel de supposer que E est un corps de
décomposition.

1. Soit F un corps de caractéristique p > 0 et a € F, qui n'est pas une
puissance de p dans F'. Alors f = XP —a a une unique racine dans son corps de
décomposition E et Aut(E/F) = 1. C’est pourquoi dans le lemme 21.3, il faut
supposer que [ est séparable.

wt. La preuve du Lemme 21.3 montre que si Iy est le corps de décomposition
d’un polynome f € F[X] pas forcément séparable, alors | Aut(Fy/F)| < [Fy: F].

Définition 21.5. — Soit G un groupe d’automorphismes d’un corps E. Le
sous-corps de E fixe par G est

EY ={z € Elo(x) = z,0 € G}.
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Théoréme 21.6. — (Artin) Soit G un groupe fini d’automorphismes de E et
F=EC Alrs|E:F]<|G|.
En particulier G = Aut(E/E®).

Démonstration. — Notons G = {07 = id,...,0,,}. Nous allons montrer que
toute famille {ay,...,a,} de n > m éléments de E est liée sur F. Pour cela,
nous considérons le systeme d’équations linéaires a coefficients dans F

o1(ar)xy + -+ oy (an)z, =0,

om(c1)xy + -+ op(ay)x, =0,

Ce systeme de m équations a n inconnues (n > m) a des solutions dans £ non
triviales. Soit (cy,...,¢,) une solution dans E™ ayant le minimum d’éléments
non nuls. Quitte a renuméroter les coefficients, nous pouvons supposer ¢; # 0 et
quitte a multiplier par un scalaire nous pouvons supposer ¢; € F™*. Ainsi

a1 + -+ age, = 0.

S’il existe un ¢; ¢ F, alors il existe k € [1,n] ox(¢;) # ¢;. Nous appliquons oy, aux
équations
or(ar)e + -+ + o1(ay)e, =0,

om(ar)er + -+ + op(an)cn, =0,
et en remarquant que (001, ..., 0,0,) est une permutation de (o4, ..., 0,), nous
trouvons une autre solution (¢, ox(ca),...,0k(c,)) du systeme. En soustrayant
les deux solutions obtenues, nous obtenons une troisieme solution non triviale (le
terme en i est ¢; — ox(c;)) ayant strictement moins de coefficients non nuls (la

premiere coordonnée est nulle), ce qui est exclu.
Comme G C Aut(E/EY), nous avons

[E: B9 < |G| < |Aut(E/E)| < [E: EY].
Dot |G| = | Aut(E/EY)|. ]
Lemme 21.7. — (Indépendance linéaire de caractéres). Soit G un groupe
abélien, M un corps. Tout ensemble fini de morphismes distincts de groupes

abéliens x1,...,Xn : G — M?* est linéairement indépendant sur M : si
)\1,...,)\nEM et

Va e G, Nxi(a) =0

=1

alors \y =--- =\, = 0.

Démonstration. — Nous raisonnons par induction sur n. Pour n = 1, le résultat
est clair. Sin > 2, alors pour tout a,b € G,

Z Aixi(ab) =0, xn(a) Z Aixi(b) = 0.
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Done 27 Mi(xi(a) — xn(a))xi(b) = 0 et par induction \;(x;(a) — xn(a)) = 0,
1 <i<n-—1. Comme les morphisme y; sont distincts, pour tout ¢ < n, il existe

a € G tel que y;(a) — xn(a) # 0. Donc A; = 0. O
Corollaire 21.8. — (Indépendance linéaire des plongements de corps). Soit
E/F et M/F deux extensions de F'. Tout ensemble fini de morphismes distincts
de F-algébres oy, ...,0, € Homp_a,(E, M) est linéairement indépendant sur M.

Autrement dit si Ay,..., A\, € M et

Yy e E, ) Noi(y) =0

i=1

alors \y =--- =\, =0.

Pour décrire le groupe des F-automorphismes de F'(X), nous avons besoin du
lemme suivant :

Lemme 21.9. — Soit F' un corps et R = P/Q une fraction rationnelle P, Q) €
F[X] premiers entre eux. Alors

i. R est transcendant sur F'.

it. L’extension F(X)/F(R) est finie de degré max(deg P, deg Q).

iii. Le polynome minimal de X sur F(R) est x(T') = P(T) — Q(T)R € F(R)[T].

Démonstration. — i. Nous avons x(X) = 0 donc X est algébrique sur F'(R) donc
R est transcendant sur F'.

ii. et iii. D’apresi., F[R] est isomorphe a un anneau de polyndmes en une variable
a coefficients dans F. Montrons que y est irréductible dans F(R)[T]. 1l est
irréductible dans F[R|[T] car de degré 1 (en R). Donc irréductible dans F'(R)[T].
Le pged de ses coefficients dans F'(R) est 1, donc x est encore irréductible dans
F(R)[T]. Nous en déduisons iii. et ii. O

Théoréme 21.10. — Nous avons un isomorphisme

a c aX +0b
PGL(2, F) — Aut(F(X)/F), < . ) — (X o CX+d).
Démonstration. — Soit ¢ € Aut(F(X)/F). 11 est déterminé par p(X) = P/Q €
F(X). Comme ¢ est surjectif, max(deg(P),deg(Q)) = 1 et p(X) = X+ avec

cX+d
(¢,d) # (0,0) et (a,b) non proportionnel a (¢, d). O

21.2. Extensions séparables, normales, galoisiennes. —

Définition 21.11. — Une extension algébrique E/F est dite séparable si le
polynome minimal sur F' de tout élément de E est séparable. Sinon E/F est dite
inséparable.

L’extension algébrique E/F est dite normale si le polynome minimal sur F de
tout élément de E est scindé dans E[X].
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Exemples 21.12. — i. L’extension Q[v/2] est séparable mais pas normale sur

Q.

ii. L’extension F,(T') est normale mais inséparable sur F,(TP).

Définition 21.13. — Soit F' un corps. Une extension finie E de F est dite
galoisienne si F' est le corps fixe par le groupe de F-automorphismes de E. Ce
groupe est alors dit groupe de Galois de E sur F' et est noté Gal(E/F).

Théoréme 21.14. — Soit E/F une extension de corps. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

i. E estle corps de décomposition d’un polynome séparable f € F[X],

1. B est galoisien sur F,

iii. F'= E% pour un groupe fini G d’automorphismes de E,

w. E est normal, séparable, de degré fini sur F.

Démonstration. — i.= ii. Notons G = Aut(E/F) et F' = EY > F. Nous
devons montrer F' = F. Le corps F est le corps de décomposition de f sur
F et sur F', donc f est séparable comme polynome a coefficients dans F’. Par
conséquent

|Auwt(E/F")|=[E: F'|<[E: F|=|Auwt(E/F)|.
Ainsi d’apres le théoreme d’Artin Aut(E/F') = G = Aut(E/F), donc [E : F'| =
[E : F] donc F = F'.
ii.==1iii. Soit G = Gal(E/F). Alors F' = EY et G est fini car E est fini sur F.
iii. =iv. Nous avons [E : F] < |G|, donc E est fini sur F. Soit « € E et f le
polynéme minimal de o dans F[X]. Nous devons montrer que f est scindé sans
racine multiple dans E[X]. Soit {aq = «,..., ay,} 'orbite de a sous I'action de
G et

g(X) =" (X —a) = X"+, X"+ 4 a,.
Les coefficients a; sont des polyndémes symétriques en «; et chaque ¢ € G permute
les av;, donc o(a;) = a;. Donc g(X) € F[X], unitaire divisible par f(X), polynoéme
minimal de o dans F[X]. Si o; = o(«), en appliquant o a I"équation f(a) = 0,
nous obtenons que f(«;) = 0. Donc tous les «; sont des racines de f. Donc g
divise f. Ainsi f = g et f(X) est scindé a racines simples dans E.
iv.=— 1. Comme F est fini sur F), il est engendré par un nombre fini d’éléments.
Ainsi E = Flay, ..., ], a; € E algébrique sur F. Soit f; le polynome minimal
de a; et f le produit des f; distincts. Comme E est normal sur F, les f; sont
scindés dans E, donc E est le corps de décomposition de f. Comme FE est

séparable sur I, chaque f; est séparable. Donc f est séparable. O
Corollaire 21.15. — Soit E/F galoisienne de groupe G = Gal(E/F) et € E.
Les éléments oy, ..., q, de l'orbite de o sous G sont dits conjugués de «. Le

polynome minimal de o est 11" (X — ay).

Corollaire 21.16. — Toute extension finie séparable E de F' est contenue dans
une extension finie galoisienne.
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Démonstration. — Soit E = Flay, ..., ay,] et f; le polynome minimal (séparable)
de «a; sur F. Alors le produit des f; distincts est un polynome séparable dans
F[X] donc le corps de décomposition est une extension galoisienne de F' contenant
E. m

Lemme 21.17. — Soit E/F'/F des extensions de corps avec E/F galoisienne.
Alors Vo € F,

[E:FTepyp(e) = Y o) et Npp(@P = ][ o).
c€Gal(E/F) o€Gal(E/F)
Démonstration. — Soit o € F' et f € F[X] son polynome minimal dans F.

D’apres le Corollaire 18.4, Trg p(a) = [E @ F'| Trpp(a) = [E : F(a)] S,
ou «;, 1 < i < dsont les racines (distinctes) de f, donc l'orbite de « sous 'action
de Gal(E/F). Comme le stabilisateur de a dans Gal(E/F) est Gal(FE/F(«)),

nous obtenons [E : F(a)] ¢, a; = > oecal(e/p) O(a) et
(B F'Trpp(a) = Z o(a).
c€Gal(E/F)

Le résultat sur la norme s’obtient de fagon analogue. O

Corollaire 21.18. — Soit F C M C E. Si E/F est galoisienne, alors E/M
est galoisienne.

Démonstration. — Le corps E est le corps de décomposition d'un polynome
séparable f € F[X]. C’est donc le corps de décompostion de f, vu comme
polynome a coefficients dans M. n

Définition 21.19. — Une extension finie E/F est dite cyclique, abélienne,
résoluble...  si elle est galoisienne de groupe de Galois cyclique, abélien,
résoluble...

Corollaire 21.20. — (Théoréme 90 d’Hilbert). Soit E/F une extension ga-
loisienne de groupe G = Gal(E/F) cyclique d’ordre n de générateur o. Alors
B € E* vérifie Ng/p(B) = 1 <= il existe a € E* tel que f = o/o(a).

Démonstration. — = Si f = a/o(«), alors Ng,p(8) = Bo(B)---0"*(B) = 1.
<= Si Ng/r(8) =1, alors pour v € E,

a =3 (Bo(B) - (B)o’ (1) = By + Bo(B)a(1) + -+ + Np/(B)o" (1) € B.

<

Nous avons

o(@) =y +a(B)o(y)+--+a(B) - a" " (B)o" "} (v),
donc @ = fo(a). L’indépendance linéaire des o' € Homp_a,(FE, F) montre
I'existence d’'un v € E pour lequel o # 0. Par conséquent 5 = a/o(«). ]
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Exemple 21.21. — Le théoréeme 90 d’Hilbert pour [’extension quadratique
Q(i)/Q établit que
x 41y € Q(i)vérifie (x + iy)(x —iy) =1
< Ju+iv € Qi) tel que x + iy = (u+iv)/(u — v).

Ainsi nous pouvons décrire tous les triplets Pythagoriciens, i.e tous les a,b,c € N
avec a® + b* = 2.

Théoréme 21.22. — (Théoréme fondamental de la théorie de Galois). Soit
E/F finie galoisienne et G = Gal(E/F). Alors les applications H + Ef et
M — Gal(E /M) sont des bijections inverses ['une de l’autre entre l’ensemble des
sous-groupes de G et I’ensemble des corps compris entre E et F :

{Sous-groupes de G} <— {M corps |F C M C E}.

De plus,
i. La correspondance renverse les inclusions : Hy C H; < E™ C FH2,
1. [Hl . HQ] = [EH2 . EHI],
ii. cHo™' «— oM, i.e. E°M7 " = o(EM) ; Gal(E/oM) = o Gal(E/M)o™",
w. H est normal dans G <= E* est normale (donc galoisienne) sur F et dans
ce cas

Gal(E"/F) =G/H.

Démonstration. — Soit H un sous-groupe de G. Alors Gal(E/Ef) = H. Soit
F C M C E, alors E/M est galoisienne et E(E/M) = M Par conséquent les
applications H — Ef et M — Gal(E/M) sont des bijections inverses 1'une de
l'autre.

i. Nous avons

H, C H, = E"" ¢ E"» = Gal(E/E™) > Gal(E/E™)

Comme H; = Gal(E/E"), nous obtenons i.
ii. Pour tout sous-groupe H de G, nous avons [E : E%] = | Gal(E/E™)|, ce qui
prouve ii. dans le cas Hy = 1. Le cas général suit car

|Hy| = [H) : Hy)|H,| et [E: BE™) = [E : E®2]|[E™ . g,

iii. Pour 7 € G et o € E. Nous avons 7(a) = a <= o710 '(0a) = ca. Donc
Gal(E/oM) = o Gal(E/M)o~!'. Donc o Gal(E/M)o~! +— oM.
iv. Soit H un sous-groupe normal de G. Comme cHo ' = H pour tout o € G,
nous avons o B = EH pour tout o € G : I'action de G sur E stabilise £, Ainsi
le morphisme

G — Aut(E"/F), o+ oypu

est bien défini et a pour noyau H. Comme (E#)%/H = F EH /F est galoisienne
et G/H ~ Gal(E® /F).

Réciproquement si M = E* est normal sur F', écrivons M = Flay, ..., a,,]. Pour
o € (G, oa; est une racine du polynome minimal de «; sur F' donc appartient
aussi & M. Donc oM = M et cHo™' = H (par iii.). O
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Corollaire 21.23. — Le corps C des nombres complexes est algébriquement
clos.
Démonstration. — Nous définissons C comme le corps de décomposition sur R

de X% + 1. 1l s’agit de montrer que tout polynome f(X) € R[X] a une racine
complexe.

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, tout réel positif admet une racine
carrée et tout polynome de R[X] de degré impair admet une racine réelle.

e Montrons que tout @ € C admet une racine carrée. Ecrivons o = a + ib avec
a,b e R. Soit ¢,d € R tels que cd soit du signe de b et

s a++Va®+b? —a+Va?+b?

= 5 , 5 :

Ainsi (¢ + id)? = « donc ¢ + id est une racine de a.

e Soit f(X) € R[X] et E le corps de décomposition sur R de (X? + 1)f(X).
Comme R est de caractéristique 0, E/R est séparable donc galoisienne. Nous
notons G = Gal(E/R) et H un sous-groupe de 2-Sylow de G. Notons M = E¥.
Ainsi [M : R] = |G|/|H| est impair. Donc le degré du polynéme minimal de tout
élément o € M divise [M : R] donc est impair et admet une racine réelle. D’on
M =R.

e Si F # C alors Gal(E/C) est un groupe d’ordre 2", r > 0. Il admet un sous-
groupe N d’indice 2. Le corps EV, de degré 2 sur C, est engendré par la racine
carrée d'un élément de C donc £ = C absurde ! Par conséquent Gal(E/C) =1
et f est scindé sur C. n

& =

Proposition 21.24. — Soit E,L des extensions de F contenues dans une
méme extension EL de F. Si E/F est galoisienne alors EL/L et E/ENL aussi
et l'application

oo Gal(FEL/L) — Gal(E/ENL)

est un isomorphisme.

De plus
[E: F|[L: F|
EFL:F|=——"—-—.
[ ] [ENL:F]
Démonstration. — Comme E/F est galoisienne, c’est le corps de décomposition

d’un polynome séparable f € F[X]. Donc EL est le corps de décomposition de f
sur L et E est le corps de décomposition de f sur ENL. Donc EL/L et E/ENL
sont galoisiennes.
Tout automorphisme o € Gal(LE/L) fixe les éléments de F' (et de E N L) et
envoie les racines de f sur des racines de f. Donc o E = E et nous obtenons un
morphisme

¢:Gal(EL/L) — Gal(E/ENL), 0 o
- ¢ est injectif : si 0 € Gal(EL/L) fixe les éléments de E alors il fixe les éléments
de FL donc o = Id.
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- est surjectif : si v € E est fixe par tous les 0 € Gal(EL/L), alors « € LN E.
D’apres le théoreme fondamental de la théorie de Galois, 'image de ¢ est donc

Gal(E/ENL).

Enfin, comme [EL : F] = [EL: LJ[L : Flet [EL: L] = [E: ENL] = gt i,
nous obtenons 1'égalité annoncée. O]
Proposition 21.25. — Soient Ey, Ey des extensions de F contenues dans le

corps FhEs. Si By et By sont galoisiennes sur F, alors E1FEy et E4 N Ey aussi et
Q : Gal(ElEg/F) — Gal(El/F) X Gal(EQ/F), g+ (0-|E170-|E2>

est un isomorphisme entre Gal(E\Ey/F) et le sous-groupe de Gal(E,/F) x
Gal(Ey/F) :

H = {(0'1,0'2) € G&l(El/F) X Gal(Ez/F)\al‘Em& = U2|E10E2}~

Démonstration. — Soit a € Ey N Ey et f € F[X] son polynome minimal. Alors
f a deg f racines distinctes dans E; et Fy. Comme f a au plus deg f racines
dans E1 FE,, f a deg f racines distinctes dans F4 N Ey. Donc E; N Ey est normale
séparable donc galoisienne sur F'.

Comme E; (resp. Es) est galoisien sur F', c’est le corps de décomposition d'un
polynéome séparable f; (resp. fo) dans F[X]. Le corps E1E; est le corps de
décomposition de f;fo donc est une extension galoisienne de F'.

L’application ¢ est un morphisme injectif dont I'image est incluse dans H. Pour
montrer la surjectivité, nous calculons les cardinaux des groupes. D’apres le
théoreme fondamental de la théorie de Galois, Gal(Ey/FE; N Ey) est normal dans
Gal(Ey/F) et

Gal(Eg/F)/ Gal(Eg/El N EQ) = Gal(E1 N EQ/F)
Ainsi pour tout oy € Gal(E1/F), 01|g,nE, & exactement [F, : Fy N E,] extensions
a Gal(Es/F). Donc
[El . F][Eg : F]

[H = [By: FI[E> : B0 Bo) = =p e

= [E\E, : F).

21.3. Extension algébrique galoisienne infinie. —

Définition 21.26. — Une extension algébrique E/F est dite galoisienne si elle
est séparable normale.

Exemples 21.27. — i. L’extension algébrique E/F est galoisienne si et seule-
ment si elle est réunion d’extensions galoisiennes finies.

it. Notons (pn € C une racine primitive p"-ieme de l'unité. Ainsi l'extension
algébrique Q((po) = Up>0Q((pn) est galoisienne sur Q.

Le lemme suivant généralise les résultats obtenus dans le cas galoisien fini.
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Lemme 21.28. — Soit E/F une extension algébrique galoisienne et M wune
extension intermédiaire F' C M C E. Alors,

1. E est galoisienne sur M.

1. Tout F'-morphisme M — E se prolonge en un F-automorphisme E — E.
iii. Si M est stable sous Aut(E/F), alors M/F' est galoisienne.

Démonstration. — i. Soit g € M[X] un polynome irréductible ayant une racine
a € F et f € F[X] le polynome minimal de a. Ainsi f est scindé a racines
simples et ¢ divise f dans M[X]. Donc g est scindé a racines simples.

ii. Le lemme de Zorn permet de montrer que tout F-morphisme M — FE se
prolonge en un F-morphisme o : ' — FE. 1l s’agit de montrer que ce morphisme
est sujectif. Soit @ € E et f son polynome minimal sur /. Comme E contient
deg f racines de f, o(F) aussi donc a € o(FE) et o est surjectif.

iii. Soit f € F[X] polynome minimal de « € M. Comme E/F est galoisienne,
f a deg f racines distinctes a; € E. Le F-isomorphisme F|a] — Fla;] C E qui
envoie a sur a; qui s’étend en un F-automorphisme £ — FE. Comme M est
stable sous Aut(E/F), nous avons a; € M. Par conséquent M est algébrique
séparable normale donc galoisienne sur F'. O

Proposition 21.29. — Soit E/F une extension galoisienne et G = Aut(E/F)
d’élément neutre e. Soit S un sous-ensemble fini de E et

G(S) ={o € Glo(s) =s,Vs € S}

1l existe une unique structure de groupe topologique sur G pour laquelle les ensem-
bles G(S) forment une base de voisinages de e. Cette topologie est dite topologie
de Krull. Le groupe G muni de la topologie de Krull est dit groupe de Galois
de EJF et est noté Gal(E/F).

Démonstration. — Nous avons G(S1) N G(S3) = G(S1 U Sy).

Comme G(S) est un groupe, G(S)G(S) C G(S) et G(S) C G(S)~*.

Comme S est finie, S’ = U,eqoS est finie (I'orbite d'un élément x € E sous
Gal(E/F) est finie) et 05" = S’ pour tout 0 € G. Donc G(S’) est un sous-groupe
normal de G : 0G(S)o™! = G(S") C G(S).

D’apres le lemme 13.7, ces propriétés garantissent qu’il existe une unique struc-
ture de groupe topologique sur G telle que pour tout g € G,

{gG(S), S sous-ensemble fini de F'}

soit une base de voisinages de g. O

Exemples 21.30. — i. Si Gal(E/F) est fini, la topologie de Krull sur
Gal(E/F) est la topologie discreéte.

it.  Si S est une partie finie de E stable sous Gal(E/F), alors F(S) est
une extension finie de F stable sous Gal(E/F) donc galoisienne sur F. Par
conséquent

{Gal(E/M), M finie galoisienne sur F'}
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est une base de voisinages de e composée de sous-groupes ouverts normaux.
iti. Le groupe de Galois Gal(E/F) est compact séparé et ses composantes con-
nexes sont les singletons.

Lemme 21.31. — Soit E/F algébrique galoisienne, de groupe de Galois
Gal(E/F) et M un sous-corps de E contenant F. Alors,

i. BECEM) = M et Gal(E/M) est fermé.

ii. Pour tout sous-groupe H de Gal(E/F), Gal(E/E") = H.

Démonstration. — i. L’extension FE/M est galoisienne d’apres le lemme 21.28.
Tout élément @ € FE appartient a une extension finie galoisienne L de M.
L’application

Gal(E/M) — Gal(L/M),0 — oy,

est surjective (tout M-morphisme L — E s'étend & E). D’on EGUE/M) — 7,
Pour tout ensemble fini stable S C M, la projection

7:Gal(E/F) — Gal(F(S")/F)

est continue car I'image réciproque d’un singleton (ouvert) est ouverte. Donc
'image réciproque G(S’) du singleton {e} (fermé) est fermée. Ainsi Gal(E/M) =
ﬁg/cMstableG(S’) est fermé.

D’apres le théoreme de Tychonoff, le groupe Gal(E/F) est séparé et compact
comme limite projective de groupes séparés compacts.

ii. Comme Gal(E/E™) est fermé et contient H, il contient H. Par ailleurs soit
o€ G—H. Comme o ¢ H, il existe une extension galoisienne finie M de F dans
E avec 0 Gal(E/M) N H = (). Soit ¢ : Gal(E/F) — Gal(M/F), lapplication
surjective de restriction a M. Nous avons oy € 1(H) donc o ne laisse pas fixe
un élément de M¥H) ¢ Ef. Dot Gal(E/E®) = H. O

Proposition 21.32. — Soit E = U,F, une extension algébrique galoisienne
avec F,/F extensions galoisiennes finies.

i. Le groupe de Galois Gal(E/F) ~ I&lGal(Fa/F), muni de la topologie de
limite projective de groupes finis, est un groupe compact séparé dont les sous-
groupes ouverts normaux Gal(E/F,) forment une base de voisinage de ['identité.
1. La correspondance de Galois est une bijection

{M corps |E/M/F} «— {sous-groupes fermés H C Gal(E/F)},
via M = Ef et H = Gal(E/M).

Démonstration. — i. Tout élément ¢ € Gal(E/F) définit par restriction un
systeme compatible d’éléments des groupe de Galois finis Gal(F,/F) : les mor-
phismes surjectifs

resas : Gal(Fs/F) — Gal(F,/F)
(pourvu que Fjz/F, soit une extension de corps) et les automorphismes op, €
Gal(F,/F') satisfont resag(0r,) = oF, .
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L’application ainsi définie de Gal(E/F") sur @Gal(Fa /F) est injective, surjec-

tive, continue et ouverte. C’est un homéomorphisme.

Les sous-groupes ouverts de Gal(E/F") sont les sous-groupes fermés d’indice fini.

IIs correspondent aux extensions finies M/ F.

ii. Les applications H + E# et M — Gal(E/M) sont inverses I'une de lautre.
O]

Exemples 21.33. — 1. Les énoncés du théoreme fondamental de la théorie de
Galois et les propositions 21.24,21.25 s’étendent sans peine dans ce contexte.

ii. Les groupes de Galois Gal(Fyn/IF,) sont cycliques d’ordre n engendrés par le
morphisme de Frobenius p. En effet le corps Fpn est le corps de décomposition du
polynome séparable X?" — X sur F, donc F,n /F, est galoisienne. Les morphismes
o F, — F,, x> 2P sont n Fy-automorphismes de Fpn distincts. Nous avons

Gal(F,/F,) = 7 = 1] Zy, le produit portant sur l'ensemble des nombres premiers.
iii. Le groupe de Galois Gal(Q/Q) reste, a ce jour, trés mystérieux. Par evem-
ple, le probleme de Galois inverse conjecture que tout groupe fini apparait comme
quotient de Gal(Q/Q).

w. Les groupes de Galois d’extensions de corps se généralisent en groupes fonda-
mentaux d’espaces de revétements.

22. Groupes de Galois

22.1. Extensions cyclotomiques. —

Proposition 22.1. — Soit F un corps de caractéristique 0 ou p ne divisant pas
n. Soit E le corps de décomposition de X™ — 1.

i. L’extension E/F est galoisienne, E contient une racine primitive n-iéme & de
1et E=F[¢.

i. Pour tout o € Gal(E/F), il existe i € (Z/nZ)* tel que o(£) = &'. L application
o +— i est un morphisme injectif Gal(E/F) — (Z/nZ)*.

Démonstration. — i. Le corps E est le corps de décomposition d'un polynome
séparable sur F', donc E/F est galoisienne. Les racines de X™ — 1 dans F et
forment un sous-groupe cyclique C,, d’ordre n de E*. Tout générateur de C,, est
d’ordre n donc est une racine primitive £ n-ieme de 1. Les racines de X™ — 1 sont
les puissances de £ et F[{] les contient donc toutes.

ii. Sio€ Gal(E/F), o(§) = ¢ avec (i,n) = 1 car £ est une racine primitive n-
ieme de 1. L’application o — ¢ mod n est un morphisme injective car £ engendre
E sur F. O

Nous notons le n-ieme polynoéme cyclotomique ®,,(X) = I[I[(X —¢) € Z[X], ou &
parcourt ’ensemble des racines primitives n-iemes de 'unité. C’est un polynoéme

de degré ¢(n) = |(Z/nZ)*|.
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Lemme 22.2. — Soit F un corps de caractéristique 0 ou p ne divisant pas
n. Soit & un racine primitive n-ieme de ['unité. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. le n-iéme polynome cyclotomique ®,, est irréductible,

i [F(§) : F] = p(n),
iii. Gal(F(&)/F) ~ (Z/nZ)*.

Démonstration. — Comme £ est une racine primitive n-ieme de l'unité, le
polynome minimal g de & divise ®,. De plus p = &, si et seulement si
[F(§) : F] = ¢(n) donc si et seulement si 'injection Gal(E/F) — (Z/nZ)* est
surjective. O

Proposition 22.3. — Le polynome cyclotomique ®,, est irréductible sur Q[X].

Démonstration. — Soit £ € C une racine primitive n-ieme de 'unité et f € Q[X]
son polynome minimal. Comme f est unitaire et divise le polynéme unitaire
®,, € Z[X], nous avons f € Z[X]. Soit g € Z[X] avec ®,, = fg. Supposons qu’il
existe p premier ne divisant pas n avec &P racine de g. Alors f et g(XP) ont
une racine commune donc un facteur commun h € Z[X] de degré supérieur a 1.
Notons f, g, h les images de f, g, h dans F,[X]. Ainsi f et g(XP) ont un facteur
commun dans F,[X]. Comme g(X?) = (§)? et g ont les mémes racines, g et f
ont un facteur commun de degré > 1 dans F,[X]. Or X" —1 € F,[X] n’a que
des racines simples, nous obtenons une contradiction. Par conséquent pour tout
p premier ne divisant pas n, & racine de f implique &P aussi. Donc pour tout ¢
premier avec n (donc produit de nombres premiers ne divisant pas n) £ racine de
f implique £ aussi. Donc ®,, = f est irréductible sur Q[X]. O

Exemple 22.4. — Soit (;n € C une racine primitive p"-iéme de l'unité, p > 3
premier. Nous avons Gal(Q((n)/Q) = Z/(p — 1)Z x Z/p" ' Z (voir Ezxemple
10.5). Donc Gal(Q((=)/Q) = Z/(p — 1)Z X Z,.

22.2. Groupe de Galois, discriminant, groupe des permutations. —
Définition 22.5. — Soit f € F[X] un polynome unitaire
fX)=X"+a, X" '+ +a,

s’écrivant f(X) =11, (X — a;) dans un corps de décomposition. Le discrimi-
nant de f est défini par

D(f) = Mi<icjcn(os — o).
Ainsi D(f) = A(f)? pour A(f) = Hi<icj<n(; — o).

Donc D(f) # 0 si et seulement si f n’admet que des racines simples. Sous
cette hypothese, nous notons Gy = Gal(Fy/F) le groupe de Galois du corps
Fy de décomposition de f ; il s’identifie a un sous-groupe du groupe &,, des
permutations de {aq, ..., a,}.
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Exemple 22.6. — Nous avons
D(X?*+bX+c) = b —4c, D(X>+aX*+bX+c) = —da’c+a’b*+18abe—4b*—27¢°.

En degré supérieur, il est malcommode d’exprimer le discriminant en fonction
des coefficients du polynome.

Lemme 22.7. — Soit f € F[X] de degré n a racines simples. Notons A,, < &,,
le sous-groupe alterné. Alors,

i. D(f) € F.

ii. Le sous-corps de Fy correspondant a A, NGy est FIA(f)].

iii. Gy C A, <= A(f) € F <= D(f) est un carré dans F.

Démonstration. — i. Le discriminant de f est un élément de F fixe par Gy donc
D(f) e F.

ii. Comme f n’a que des racines simples, A(f) # 0. Comme o A(f) = (o)A(f),
o € Gy, un élément de G fixe A(f) si et seulement si il appartient a A,,. Ainsi par
la correspondance de Galois GyNA,, correspond a F[A(f)]. D’oti le corollaire. [

Exemple 22.8. — Supposons F C R. Alors D(f) n'est pas un carré s’il
est négatif. Or le signe de D(f) est (=1)° ou 2s est le nombre de racines
complexes non réelles de f. En effet notons aq,...,q,, les racines réelles et
g1, i1y -+ Qrs, Ogs les racines complexes de f. Le signe de D(f) est égal
au signe de []5_, (qirr — @igr)?, soit (—1)5.

Si s est impair alors Gy ¢ A, (la conjugaison complexe agit sur les racines de
f comme le produit de s transpositions disjointes). En revanche quand s est
pair, Gy n’est pas forcement inclus dans A,. En effet, il s’agit ensuite de voir si

D(f) e F.

Proposition 22.9. — Soit f € F[X] a racines simples. Alors f est irréductible
si et seulement si Gy permute les racines de f transitivement.

Démonstration. — = Soient «aq,as deux racines distinctes de f. Alors le F-
isomorphisme Flag] — Flas], a1 — ag s’étend en un F-morphisme de Fy —
Fy.

<= Soit g € F[X]| un facteur irréductible de f et a une racine de g. Soit 8 une
autre racine de f. Comme l'action de Gy est transitive, il existe o € G tel que
£ = oa. Par ailleurs comme g est a coefficients dans F,

gloa) = og(a) =0
donc f est racine de g et f = g. m

Proposition 22.10. — Soit f € F[X] n'ayant que des racines simples. Sup-
posons que Gy = Gal(Fy/F) agit sur les racines de f suivant r orbites de cardinal
respectif my, ...,m,. Alors f se factorise dans F[X] sous la forme f = fi--- f,
avec f; irréductible de degré m;.
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Démonstration. — Notons {aq,...,a,} les racines de f. A toute partie S C
{ai,...,a,} nous associons le polynéme

S+ fg=ues(X — a).

Ainsi fg est fixe sous l'action de G (donc est a coefficients dans F) si et seule-
ment si S est stable sous Gy. Par conséquent les facteurs irréductibles de f
dans F[X] sont les polynémes fs correspondant aux sous-ensembles minimaux
de {a1,...,a,} stable par Gy, i.e les orbites de Gy dans {ay, ..., o} ]

Si f est irréductible de degré n, alors [Fla] : F] = n divise [Fy : F| = |Gy|.
Donc G est un sous-groupe transitif de &,, d’ordre divisible par n.

Exemples 22.11. — i. Soit f € F[X], deg f =2. Alors f est inséparable si et
seulement si carF' =2 et f = X? —a avec a € F — F2. Si f est séparable. Alors
Gy =1= A4y ou Gy = &y = Z/2Z suivant que D(f) est un carré ou non dans
F.

ii. Soit f € F[X] irréductible de degré 3. Alors f est inséparable si et seulement
sicartF' =3 et f = X>—a aveca € F— F3 Si f est séparable, Gy est un
sous-groupe transitif de Sz de degré divisible par 3. Donc Gy = A3 ou &3 suivant
que D(f) est un carré ou non dans F.

Par exemple pour f = X® —3X +1 € Q[X], D(f) = —4(—3)> — 27 = 9%, donc
Gy = As.

Pour g = X*+3X +1 € Q[X], D(g9) = —135 et G,

Ss.
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Lemme 22.12. — Soit f(X) =1} (X — a;) € F[X] un polynéme irréductible
séparable de degré 4 de groupe Gy. Notons

V = {1d, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}
le sous-groupe normal de G4 engendré par les bi-transpositions et
a = 109 + 30y, B = g + agay, Y = oy + anas.

i. Le sous-corps fize du corps de décomposition Fy sous laction de Gy NV est
Fla, 8,7].

it. Nous avons les possibilités suivantes pour Gy sont déterminées par les car-

dinaur de Gy NV et de Gy /Gy NV -
Gy |Gen VI |Gyl/IGy V|

Sy 4 6
Ay 4 3
Vv 4 1
D, 4 2
Cy 2 2
Démonstration. — i. Les éléments «, 3, sont distincts car les o; sont distincts

et
a—F=a(a—a3)+as(az — a) = (a1 — ay)(ag — ag).

Le groupe des permutations de {aq,...,a4} permute {«, 3,7} transitivement.
Le stabilisateur de chaque élément «, ou [ ou = est donc un sous-groupe
d’indice 3 dans &4, donc est d’ordre 8 (par exemple le stabilisateur de [ est
< (1234), (13) >). Les groupes d’ordre 8 dans &, sont les 2-Sylow. Il y en a donc
3, tous isomorphes a Dy. Or |V| = 4 est contenu dans un sous-groupe de 2-Sylow.
Comme V est normal et que les sous-groupes de 2-Sylow sont conjugués, V est
I'intersection des 3 sous-groupes de 2-Sylow de &,4. Ainsi chaque 2-Sylow de &,
fixe exactement I'un des éléments «, 3,y et leur intersection V' est le sous-groupe
de &, qui fixe a, 5 et v. Donc GyNV est le sous-groupe de G qui fixe Fla, 3,7].
ii. D’apres i., Fla, 5,7]/F est galoisienne de groupe G¢/Gy NV et Fy/Fla, 5,7]
galoisienne de groupe Gy N V. O

Définition 22.13. — Soit f(X) = X*+bX3+cX?+dX +e =1} (X —q;) €
F[X] un polynome irréductible séparable. Nous notons & = ajas + azay, f =
103 + oy, Y = apay + asag. Alors le polynome cubique g résolvant de f est

g=(X—a)(X = B)(X —7) = X® —cX? + (bd — 4€) X — b*e + 4ce — d°.

Ezxemples 22.14. — i. Le polynéme irréductible séparable f(X) = X*—4X +
2 € Q[X]. Le polynéome résolvant g(X) = (X —a)(X —B)(X —v) = X?—-8X +16
est irréductible (car n’a pas de racine dans Fs) et D(g) = —4864 qui n’est pas un
carré, donc Gy = 63 et Gy = Gy.

ii. Le polynome irréductible séparable F(X) = X* — 10X?% + 4 € Q[X] a pour
polynome résolvant g(X) = (X +10)(X —4)(X +4). Donc Gy =V.
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Proposition 22.15. — Soit f € Q[X] irréductible de degré premier p. Si f a
exactement deux racines non réelles alors Gy = G,,.

Démonstration. — Soit o € Qf une racine de f. Comme f est irréductible
Q[e] : Q] = p donc p|[Qf : Q] et Gy contient un élément d’ordre p, donc un
p-cycle de 6,. La conjugaison complexe est un élément d’ordre deux de Gy qui
permute les deux racines non réelles. Donc Gy < &, contient une permutation
et un p-cycle donc Gy = &,,. m

22.3. Théorie de Kummer. — La théorie de Kummer permet de décrire
explicitement les groupes de Galois des extensions F'({/aq, ..., {/a,)/F pour a; €
F*, pu, C F et carF fn.

Soit m > 2 un entier et F un corps tel que |u,(F)| = n (ce qui implique que
la caractéristique de F' ne divise pas n). Soit aq,...,a, € F* et E le corps de
décomposition sur F' du polynome séparable

(" — @) (I" — a;) = Ugey (o Ty (T — C 3/a@7) € FIT).
Ainsi lextension £ = F({/ay,...,/a,)/F est galoisienne de groupe G =
Gal(L/K).
Pour @ € F* nous notons a son image dans F*/F*. Soit A C F*/F*" le

sous-groupe engendré par ai,...,a,. Remarquons que A est un sous-groupe du
groupe abélien

A" = Ker(F*/F*" — E*/E™) = (F* N E*")/F*™.
Lemme 22.16. — Nous avons une application bien définie
(, ):GxA — pu,, (g,a)— gla)/a

ot o € E* est une racine n-iéme quelconque de a. De plus, pour tous a,b €
A g,q € G, elle satisfait

i. (g9,ab) = (g,a)(g,b),

i. (99',a) = (g,a)(g’,a).

Enfin (, ) est non dégénérée a droite et a gauche :

iti. (g,a) =1,Va € A' = g =1d,

iv. (g,a)=1,YVge G = a=1.

Démonstration. — Comme

(9(a)/a)" = g(a")/a" = g(a)/a =1
nous avons (g,a) € fin.
Soit a,b € F* aveca =b € A’. Posons b = ", a = a",a = bc" pour «, 3 € E* et
¢ € F*. Par conséquent, a/fc € i, a/f € F et

9(@) _ 9(B) g(a/B) _ 9(B)

a Boafp B
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Donc ( , ) est bien définie.

: _n _an g(aﬁ)_MM
i. Pour a = « etb—ﬁ,—aﬁ =575

ii. Comme ¢(¢) = ¢ pour tout ¢ € p,, nous avons pour tout g,h € G, o € A/,

gh(a) g(&)g<h(a)> _ 9(a) h(e)

« (07 (07 « (07

iii. Sig(ay)/a; = 1 pour ¢ = 1,...,7 (&' = a;), alors g = Id sur F =

F(aq,...,ap).
iv. Sia=a" et g(a)/a =1 pour tout g € G, alors a € (E*)¢ = F* donc a € F*"
et a=1. [

Corollaire 22.17. — i. L’application g — (@ — (g,a)) est un morphisme
de groupes injectif G — Homg (A, p,), qui reste injectif par par restriction a
Homy (A, py,).

ii. L’application @ — (g — (g,a)) est un morphisme de groupes injectif A’ —
Homy (G, pin).

iti. Le groupe G est abélien de n-torsion et G ~ Homgz(G, i,,)-

Démonstration. — i. D’apres le lemme 22.16, 'application g — (@ +— (g,a)) est
un homomorphisme de groupes injectif (idem pour ii.).

iii. D’apres i., la partie de n-torsion G[n] de G est abélienne et satisfait G[n] = G.
Le groupe abélien D(G) = Homgz(G, p,) est fini et satisfait aussi D(G)[n] =
D(G). Si G est cyclique d’ordre d|n, alors D(G) aussi. Comme D(G & H) =
D(G) & D(H), nous avons G ~ D(G). O

Théoréme 22.18. — (Kummer) Nous avons A = A’ et les isomorphismes de
groupes abéliens suivants :

G ~ Homgz(A, i), A ~Homgz(G, ).
En particulier, G = Gal(E/F) ~ A et |A] = |G| = [L : K].
Démonstration. — D’apres le corollaire 22.17, |G| < |A] et |A’| < |G|. Comme

A C A, A=A"et |G| =|A]. Les morphismes de groupes injectifs du corollaire
22.17 sont donc des isomorphismes. O

Exemple 22.19. — i. Soit py < ps < p3 < --- une suite croissante de nombres
premiers et soit la suite d’extensions algébriques

Q=FKRC---CFE,=Q\p1,- - svPn) CE=UF, =Q(y/pn,n > 1).
D’apres la théorie de Kummer, Gal(F,/Q) = [[/_{£1} et

Gal(L/Q) ~ H{il}a 9 = (9(V/Pj)//Pj)j=1-
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22.4. Equations résolubles. —

Définition 22.20. — Soit F' un corps de caractéristique 0. Soit f € F[X].
L’équation f = 0 est dite résoluble par radicaux s’il existe une tour de corps

F=FCFC---Ch,

telle que F, contiennent un corps de décomposition de f, F;, = F;,_1|oy], o™ €
Fi_l,miGN*, 1§Z§m

Exemples 22.21. — 1. Le groupe des permutations &,, n’est pas résoluble pour
n > 5. Par conséquent pour f € F[X] irréductible de degré n avec Gy = &,
Iéquation f = 0 n’est pas résoluble sur F'.

1. L’équation f = 0 est résoluble si et seulement si ses solutions s’obtiennent par
une suite d’additions, soustractions, multiplications, divisions et racines r-iéme
d’élements de F.

Lemme 22.22. — Soit F' un corps de caratéristique 0 contenant ( une racine
primitive n-ieme de ['unité.

i. Si B = Fla] avec o™ € F et o* ¢ F, 1 < k,< n—1 alors E/F est une
extension galoisienne cyclique d’ordre n.

ii. Si E est une extension (galoisienne) cyclique de degré n alors E = F[a] avec
a € F.

Démonstration. — i. D’apres la théorie de Kummer, E/F est galoisienne cy-
clique d’ordre n.
ii. Pour ( € K une racine primitive n-ieme de l'unité et o un générateur de

Gal(L/K),
n—1
Z Cio_i
=0

n’est pas nulle. Donc il existe v € K* tel que v = Y27~ ¢'o?(7) # 0. Nous avons
alors o(a) = ("ta. Ainsi L = Kla], a" € K. O

Théoréme 22.23. — (Galois) Soit F un corps de caractéristique 0 et f €
F[X]. L’équation f =0 est résoluble par radicauz si et seulement si le groupe de
Galois du corps de décomposition Fy de f sur F' est résoluble.

Démonstration. — = Avec les notations de la définition 22.20, posons r =
[1,<;<,, mi. Soit E la plus petite extension galoisienne sur F' contenant F,[(,].
Alors E s’obtient comme extension de F[(,] en rajoutant successivement des
racines r-iemes. Chacune de ses extensions est abelienne donc E/F est résoluble.
Donc Gy quotient du groupe résoluble Gal(E/F) est résoluble.

<= Notons n = deg f et  une racine primitive d’ordre n! de I'unité et [’ = F[(].
Supposons que Gal(Fy/F) soit résoluble. Alors Gal(F}/F") s’identifie a un sous-
groupe de Gal(F/F) est résoluble : il existe une suite de sous-groupes

G ={e} CGp1 C---C G CGy=Gal(F}/F)
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avec (; distingué dans G;_1 et G;_1/G; cyclique. Notons F; = F fG Alors
FCF =F(l=FRhCcFkhC--CF,=F;

avec Gal(F;/F;_1) cyclique donc F; = F;_1[a;] avec ozEFi:F"“] € F;_1. Donc f est
résoluble. O
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PARTIE V

COMPLEMENTS DE GEOMETRIE ARITHMETIQUE

23. Anneaux de Dedekind

Les anneaux d’entiers de corps de nombres sont des anneaux de Dedekind.
L’objet de ce chapitre est de définir ces notions et d’en déduire les propriétés de
factorisations des idéaux en produit d’idéaux premiers dans un anneau d’entiers
(Théoremes 23.27).

23.1. Eléments entiers. —

Définition 23.1. — Soit A un sous-anneau d’un anneau B. Un élément o € B
est dit entier sur A s’il est racine d’un polynome unitaire a coefficients dans A.

Exemple 23.2. — Les entiers de Q sur Z sont les éléments de Z. En effet si
r =r/s € Q (awec PGCD(r,s) = 1) annule X" + a; X" ' + -+ + a,. Alors
4 ar" s+ -+ a,s" =0 et s divise r™ donc s =+1 et v € Z.

Proposition 23.3. — Soit A C B deuz anneaux et x € B. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. T est entier sur A,

ii. Alz] C B est un A-module de type fini,

iii. Alx] € C C B, pour un sous-anneau C' de B qui est un A-module de type
fina,

w. il existe un Alz]-module fidéle M (i.e. tel que Anny)(M) = 0) qui est un
A-module de type fini par restriction des scalaires.

Démonstration. — i.— ii. En effet, comme x est entier
e M:=A+Ax + -+ Az" L.

Montrons par induction que ¥ € M pour tout k¥ € N. C’est vrai pour k < n.
Soit k > n, supposons 2"t € M. Alors 2F~! admet une écriture sous la forme
2 =byg+ bz + -+ bz Pavech; € Aet ¥ € M + Az™ = M. Donc
M = Alz] est un A-module de type fini.

ii.—> iii. Il suffit de prendre C' = Alz].

iii.== iv. Remarquons que C' est fidele. En effet si y € Anny,jC, y-1 = 0 donc
y = 0. Il suffit donc de prendre M = C.

iv.= 1. Soit f € Homy (M, M) défini par f(m) = xm. Alors (d’apres Proposi-
tion 11.15) nous avons une équation de la forme

f"+af" '+ +a,1d=0,a; € A.
Donc 2" + ajz" ™t + -+ + a, € Anny M = 0. Dot i. O
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Corollaire 23.4. — Soit A C B deux anneaux, x1,...,x, € B des éléments
entiers sur A. Alors le sous-anneau Alxy,...,x,]| de B est un A-module de type

fina.

Démonstration. — Nous raisonnons par induction sur n. Le cas n = 1 a été
établi (Proposition 23.3). Supposons n > 1 et le A-module C' = Alzy,...,2,_1]
est de type fini de générateurs {y1,...,yx}. Comme z, est entier sur C, il ex-
iste z; € Clx,] avec Clx,] = Cz + -+ + Cz. Le A-module Cz; est engendré
par {zy1,...,ziyp}. Donc {zy;,1 <i < {1 < j <k} engendre le A-module
Alxy, ...,z O

Exemple 23.5. — Si B est entier sur A et de type fini comme A-algébre, alors
B est de type fini comme A-module.

Définition 23.6. — Soit A C B deuzr anneaux. Alors
C = {x € B|x est entier sur A}

est appelé la cloture intégrale de A dans B. Si C = B, B est dit entier sur
A.

Ezxemple 23.7. — Soit A C B C C des anneaux. Si B est entier sur A et C
est entier sur B, alors C' est entier sur A.

Lemme 23.8. — Soit A C B deux anneaux. La cloture intégrale de A dans B
est un sous-anneau de B contenant A.

Démonstration. — Si z,y € C alors Az, y] est un A-module de type fini (Corol-
laire 23.4) qui contient x 4+ y et xy, donc = + y, xy sont entiers sur A. O

Lemme 23.9. — Soit A C B une extension entiere d’anneaux avec B intégre.
Alors A est un corps si et seulement si B est un corps.

Démonstration. — Si A est un corps, alors A[b] est un A-espace vectoriel de di-
mension finie pour tout b € B. Si b # 0, la multiplication par b est un morphisme
A-linéaire injectif (car B est integre) donc surjectif. Par conséquent b est in-
versible dans A[b] C B.

Réciproquement si B est un corps, alors tout élément non nul a € A admet un
inverse b € B. Comme b est entier sur A, il est racine d’un polynome a coefficients
dans A : 0"+ a;b" ! +--- +a, = 0. En multipliant chaque terme par "', nous
obtenons b = —(a; + asa + - - + a,a™ ') € A. O

Théoréme 23.10. — (Théoreme d’Artin-Tate). Soit A C B C C des anneauz
tels que A noethérien, C' est une A-algebre de type fini et C est une B-algebre
entiere. Alors B est une A-algébre de type fini.
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Démonstration. — Comme C' est une A-algebre de type fini, il existe ¢; € C tels
que C' = Aley, ..., ¢p). Comme C est entier sur B, ¢; est racine d'un polynome
X"+ b, X"+ ... +b,; € B[X]. Donc tous les ¢; sont entiers dans le sous-
anneau B’ = Al[b;;,i,j] C B et B’ est noethérien. De plus C' = B'lcy, ..., ¢
est un B’-module de type fini (Corollaire 23.4). L’anneau B est un sous-module
du B’-module de type fini C, donc B est un B’-module de type fini : B =
B'b; + --- + B'b,. Comme B est un anneau, B = B'[by, ..., b,] = Ab;, by, 1, ], k]
est une A-algebre de type fini. O

Le théoreme d’Artin-Tate a pour conséquence une généralisation de I'isomorphisme
de K-algebres K[X1,..., X,]%" = K[¥4,...,%,] & tout groupe fini :

Corollaire 23.11. — Soit K un corps et G un groupe fini agissant sur
K[X1,...,X,] via des morphismes d’algebres. Alors K[X1,...,X,]¢ est une
K-algebre de type fini.

Démonstration. — 11 s’agit d’appliquer le théoreme d’Artin-Tate a K C
K[Xi,..., X, C K[Xy,...,X,]. Pour cela, il faut vérifier que tout élément
f € K[Xy,...,X,] est entier sur K[X;,...,X,]% Or f est racine du polynome
wnitaire P(T) = Myec(T — g - f) € K[ X1, ..., X,]¢[T]. O

Remarque 23.12. — (1j-iéme probleme d’Hilbert). Pour quel G C GL,(C),
C[X1,..., X,]¢ est-il une C-algébre de type fini ?

Définition 23.13. — Soit F' une extension algébrique de Q. L’anneau des
entiers O de F' est l'anneau des éléments de F' entiers sur Z :

x € Op <= 3P € Z[X] unitaire tel que P(z) = 0.

Exemples 23.14. — i. Sip > 3 est premier, 'anneau des entiers de ' = Q((,)
est Z[(p]. L’anneau des entiers de Q(C, + (') est Z[G, + (.

ii. Soit d € Z sans facteur carré. Sid= 2,3 mod 4 alors Z[\/d] est Uanneau des
entiers de Q(v/d). Sid =1 mod 4, Uanneau des entiers de Q(\/d) est Z [%&] .

iii. Six € Op — {0} tel que |o(x)| < 1 pour tout plongement o : ' — C, alors
x est une racine de l'unité.

. Le sous-anneau Z de C des entiers algébriques n'est pas noethérien mais est
de Bézout.

v. Soit F un corps de nombres, i.e. une extension finie F' de Q. L’anneau des
entiers O de F' est un Z-module libre de rang d = [F : Q).

23.2. Anneaux intégralement clos. —

Définition 23.15. — Soient A C B deux anneauzr. Si A coincide avec la

cloture intégrale de A dans B, l'anneau A est dit intégralement fermé dans
B.
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Un anneau intégre intégralement fermé dans son corps de fractions est dit
intégralement clos.

Exemples 23.16. — i. L’anneau Z et intégralement clos.

ii. Tout anneau factoriel ou intégre a PGCD est intégralement clos (méme preuve
que sur 7 voir Exemple 23.2).

iii. L’anneau Z[/'5] n’est pas intégralement clos.

w. Soit A integre et B la cloture intégrale de A dans une extension finie E du
corps des fractions F de A. Soit S une partie multiplicative de A. Alors S~'B
est la cloture intégrale de S™'A dans E. En particulier, si A est intégralement
clos alors S™YA aussi.

Lemme 23.17. — Soit F' le corps des fractions de A intégre et E une extension
finie de F. Supposons A intégralement clos. Un élément o € E est entier sur A
si et seulement son polynome minimal sur F' est a coefficients dans A.

Démonstration. — == Soit o € E entier sur A. 1l existe g € A[X] non nul
avec g(a) = 0. Soit B une racine de f € F[X] polynome minimal et o le F-
isomorphismes Fa] — F|[B], a +— . Ainsi 0(g)(8) = 0, donc toutes les racines
de f sont entieres sur A. Les coefficients de f sont des éléments de F', entiers sur
A. Dou f € A[X]. O

Proposition 23.18. — La cloture intégrale d’un anneau intégre A dans une
extension algébrique E de son corps des fractions est intégralement close. En
particulier 'anneau des entiers O d’un corps de nombres F' est intégralement
clos.

Démonstration. — Soit B la cloture intégrale de A dans E et C la cloture
intégrale de B dans E. Alors C est entier sur A (voir Exemple 23.7) donc
CCB. O

23.3. Anneaux de Dedekind. —

Définition 23.19. — Un anneau de Dedekind est un anneau qui n’est pas
un corps qui satisfait les trois propri€tés suivantes :

1. A est intégre et noethérien,

1. Si I est un idéal premier non nul de A, alors I est maximal,

1. A est intégralement clos.

Exemples 23.20. — i. Un anneau principal est de Dedekind. En effet il est
integre et noethérien. Tout idéal premier non nul est maximal. Enfin il est
factoriel donc intégralement clos.

ii. Soit A un anneau de Dedekind et S une partie multiplicative de A. Alors ST'A
est de Dedekind. En effet, ST'A est intégre, noethérien et intégralement clos. De
plus, comme A est intégre, p — pS™LA établit une bijection de l’ensemble des
idéaux premiers de A tels que p NS = ) et I'ensemble des idéaux premiers de
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S=YA. L’application réciproque est p — p N A. Donc les idéaux premiers non
nuls de S~*A sont mazimauz.

iti. L’anneau des entiers d’un corps de nombres est un anneau de Dedekind (voir
Théoréme 23.21).

Théoréeme 23.21. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions I
et B la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable E de F. Alors
B est un anneau de Dedekind.

Démonstration. — e Montrons que B est noethérien. Tout élément S € E satis-
fait une équation de la forme

6n+alﬁn—1+...+an:07 a; c F.
Soit d € A le dénominateur commun des a;, ainsi da; € A pour tout j et
(dB)" + day (dB)" " + -+ + apd” =0

donc dfg € B. Si (f3;)1<i<m une base de E/F, alors il existe d € A tel que dfg; € B,
1 < i < m. Alors (df;)1<i<m est encore une base de E/F. Nous pouvons donc
supposer que (;)1<i<m est une base de E/F composée d’éléments de B.

La trace est une forme bilinéaire non dégénérée (Corollaire 19.15), donc il existe
une base (6{)1§i§m de E/F telle que TrE/F(BzBJ/) = 61] Soit B = Z;n:l jﬁj/ € B.
Comme (3, 8; € B, Trg/p(88;) € A et

donc b; € A et
BCAB +ABy+ -+ AB,,

est contenu dans un A-module de type fini. Donc tout idéal de B est de type fini
comme A-module, donc de type fini comme B-module. Donc B est noethérien.
e B est integre et intégralement clos : en effet B est la cloture intégrale de A
dans une extension algébrique E du corps des fractions F' de A.
e [l reste a montrer que tout idéal premier non nul p de B est maximal. Soit
B €p, S #0. Comme [ est entier sur A, il est racine d'une équation de degré
minimum

B"+a "+ +a, =0, a; €A

Ainsi a,, # 0. Comme a, € SBN A, pNA# (0). Ainsi ¢ = p N A est un idéal
premier propre, il est donc maximal et A/q est un corps. L’application

Alq— B/p, a+q—a+p

identifie A/q & un sous-corps de ’anneau integre B/p. Comme B est entier sur A,
B/p est entier sur A/q donc B/p est un corps (Lemme 23.9) et p est maximal. [

Nous allons donner une caractérisation des anneaux de Dedekind en termes de
leurs localisations.
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Définition 23.22. — Une valuation discrete sur un corps F est une appli-
cation
v: F — ZU{+o0}
qui satisfait
i. (séparation) Vf € F,v(f) =400 <= f =0,
it. (compatibilité avec le produit) Vf,g € F,v(fg) = v(f) + v(g),
iii. (inégalité ultramétrique) v(f + g) > min(v(f),v(g)).
L’anneau de valuation de v est le sous-anneau

A={fe Fu(f) >0}

C’est un anneau local d’idéal mazimal m = {f € Alv(f) > 0} = (7) ou 7w €
A est un élément quelconque de valuation v(mw) = 1. Un tel élément est dit
uniformisante de A.

Un anneau intégre est dit anneau de valuation discrete si c’est ['anneau d’une
valuation discréte sur son corps des fractions.

Exemples 23.23. — i. Un anneau de valuation discréte est un anneau intégre
local dont l'idéal mazimal m = () est principal et tel que A — {0} = Upenm™A*.
Son corps des fractions est alors F' = U,ezm™A* et la valuation est v(n"A*) = n.
1. Soit A un anneau de valuation discrete v et d’uniformisante w. La valua-
tion v confére a A la structure d’anneau topologique pour la distance définie par
d(x,y) = p*@Y), z,y € A. Cette topologie est indépendante du choix de p firé
dans |0, 1[. Le complété A= @A/W”A pour cette topologie est encore un anneau
de valuation discréte pour une valuation prolongeant v.

i1i. Plus généralement, 'anneau A est dit séparé et complet pour la topologie
I-adique ou I est un idéal de A si lapplication naturelle A —> I'&HA/[TLA est un
1somorphisme.

Lemme 23.24. — Soit A un anneau intégre. Alors A est de valuation discréte
si et seulement si A est local et de Dedekind.

Démonstration. — Si A est de valuation discrete alors il est principal donc de
Dedekind. Réciproquement supposons que A est local de Dedekind et montrons
que tout idéal de A est principal engendré par une puissance d’un élément 7 que
nous commengons par construire.
e Soit & € A un élément non nul non inversible, B = A/(«). Pour tout b €
B — {0}, nous notons

Ann(b) = {a € A,ab =0}
Alors Ann(b) est un ideal propre de A (car 1 € Ann(b) et a € Ann(b)). Comme A
est noetherien, il existe b € B — {0} tel que Ann(b) soit maximal pour I'inclusion.
Nous notons b = 4 («) et p = Ann(b) idéal propre associé.
Montrons que p est premier. Par ’absurde, supposons qu’il existe x,y ¢ p avec
xy € p. Mais alors yS+ («) # 0 dans B car y ¢ p. L’idéal Ann(yS+ («)) contient
strictement p (car il contient aussi x) ce qui contredit la maximalité de p. Donc
p est premier. Comme A est local de Dedekind, p est I'unique idéal maximal de
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A.

L’élement B/a ¢ A car sinon =« - (/a) € (a) et b =0 (exclu!).

Montrons que a/f € A et p = («/f). Nous avons Sp C («) donc Sp/a est
un idéal de A. Si fp/ap, comme p est de type fini, 5/« est entier sur A donc
B/a € A ce qui est exclu. Par conséquent fp/a = A donc a/f € Aet p = (a/p).
Nous notons m = «/f.

e Montrons que pour tout idéal I propre de A, il existe n € N* tel que I = (7).
En effet la suite

Icr'Icn?2Ic---CFracA

est croissante. Cette suite est méme strictement croissante car si 7 "1 = 7 "1,
alors 7~} (7"I) = I7~" donc 7! est entier sur A donc 771 € A ce qui est exclu.
Comme la suite est strictement croissante et que A est noetherien, il existe n € N*
minimum tel que 77" C Aet 7" 11 ¢ A. Alors 7" ¢ p. Donc 7 "I = A et
I=(7"). O

Corollaire 23.25. — Si A est un anneau de Dedekind, m € Spm A. Alors le
localisé Ay, est un anneau de valuation discréte.

Démonstration. — D’apres le Lemme 23.24, il suffit de montrer que A, est de
Dedekind. Or si A est integre et S multiplicative alors A noetherien (resp.
intégralement clos) implique S™'A noetherien (resp. intégralement clos). Donc
A de Dedekind implique que S A est un corps ou est de Dedekind. O]

Corollaire 23.26. — Un anneau intégre A qui n’est pas un corps est de
Dedekind si et seulement si il est noethérien et ses localisations en tout idéal
maximal m sont des anneaur A, de valuation discrete.

Démonstration. — = Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions
F. Alors pour tout idéal maximal m € Spm A, le localisé A, de A en m est de
valuation discrete (Corollaire 23.25).

<= Remarquons que Nuespm 4Am = A. En effet, pour x € F, définissons 1'idéal
de A, I = {a € Alax € A}. Alors ¢ € Ay <= [ ¢ m. Par conséquent si
T € Nmespm AAm, I = A donc z € A.

Soit x € F entier sur A. Alors x est entier sur tout A, donc est inclus dans
Nmespm(A)Am = A. Donc A est intégralement clos.

Soit p un idéal premier non nul de A. Si p C m, son image pA, dans A, est un
idéal premier donc maximal. Donc p = m est maximal. [

Théoréme 23.27. — Soit A un anneau de Dedekind. Alors les applications
Y : {idéal non nul de A} — Bmespm aN,
W(I) = (va(D)) tel que TAy = (mA)"™Y) m € Spm A,

et
V' Omespm AN — {idéaux propres de A}, (nm) — Hnespm am™
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sont inverses l'une de l'autre et Y(1.J) = (I)+1(J) pour tous I, J idéaux propres
de A.

En particulier, tout idéal propre non nul I de A admet une factorisation unique
en produit d’idéaux premiers.

Démonstration. — Siot I un idéal propre de A. Comme A est noetherien, il
existe des idéaux premiers m; tels que my™* - - - m% C [. En effet, notons J un idéal
maximal pour la propriété de ne pas inclure un produit fini d’idéaux premiers.
Nous remarquons que J n’est pas premier. Donc il existe z,y € A — J tels que
xy € J. Alors J est strictement inclus dans (y) + J et dans (z)+ J qui sont donc
produits finis d'idéaux premiers. Or ((z)+J)((y)+J) C J contredit la définition
de J.

Nous avons
A/mitmd ~ A/mit X x A/m ~ Ay /(Mg Ay )M X X A /(A my )0

Lidéal T/mS ... mo s'identifie & m” Ay, /(Ap,mp)® X -« x mPr Ay /(Ap,m,)or
dans le produit d’anneaux de valuation discrete. Donc il correspond a l'idéal

m? e omf /m o ome dans A/m$ - m@ . Done I = m? - mf dans A, O

Le théoreme 23.27 montre qu’il est possible de faire des preuves analogues a
celles dans les anneaux factoriels en remplacant éléments irréductibles par idéaux
premiers. C’est la clé de la démonstration de Kummer du théoreme de Fermat
pour les nombres premiers réguliers. La démonstration générale demande une
analyse plus fine de la structure p-adique des équations algébriques (ou p un
nombre premier).

23.4. Ramification. —

Définition 23.28. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions F
et B la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable E de F. Tout
idéal p € A se factorise dans B sous la forme

pB =P P, e; > 1,P € Spec B.
Si un des coefficients e; > 1, l'idéal p est dit ramifié dans B (ou E). Le nombre
e; = e(B;/p) est dit indice de ramification et le degré f(B;/p) = [B/B: : A/p]
est dit degré résiduel.

St aucun idéal premier de A n’est ramifié dans B, nous disons que [’extension
E/F est non ramifiée.

Ezemples 23.29. — i. L’idéal (2) = (14i)* € Z[i] donc (2) est ramifié d’indice
de ramification 2.
ii. L’idéal (5) = (24 1)(2 — 1) est non ramifié dans Z[i].

Lemme 23.30. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K et
B la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable L de K. Un idéal
B de B divise lidéal p de A si et seulement si p =P N K.



128

Démonstration. — = Si ‘B divise p, alors p C PN K et PN K # A. Comme p
est maximal (car A est de Dedekind), p =P N K.
<= Si p C P, alors pB C P donc P apparait dans la factorisation de pB. m

Théoréeme 23.31. — Soit A un anneau de Dedekind de corps des fractions K
et B la cloture intégrale de A dans une extension finie séparable L de K de degré
m. Soit p un idéal premier de A et p = P --- Py’ sa décomposition dans B.
Alors

g

Z eifi = m.

=1

Si de plus L/ K est galoisienne, alors les indices de ramification sont égaur e; = e,
1 <i<g etles degrés résiduels aussi f; = f, 1 <i < g. Ainsiefg=m.

Démonstration. — e Montrons Y 7, e;fi = [B/pB : A/p]. D’apres le théoreme
chinois B/pB = B/IIB;* ~ IIB /P, donc il suffit de montrer

[B/%i" - Afp] = eifi.

Par définition de f;, B/B; est un corps de degré f; sur A/p. De plus 7 /B
est un B/P;-module et comme il n’y a pas d’idéal entre B7 et P, il est de di-
mension 1 comme B/B-espace vectoriel donc de dimension f; comme A/p espace
vectoriel. Donc B/ est de dimension e; f; sur A/p.

e Montrons [B/pB : A/p] = m quand B est un A-module libre. L’isomorphisme
de A-modules A" — B induit par tensorisation par K, un isomorphisme K" —
L. Donc n = m. Par tensorisation par A/p, nous obtenons un isomorphisme
(A/p)" — B/pB d’ou [B/pB : A/p] = m.

e Montrons [B/pB : A/p] = m en général. Soit S=A—p, B=S"'Bet A =
S~1A. Alors B est la cloture intégrale de A’ dans L et pB’ = II(3;B’)%. Donc
Yeifi=[B'/pB : A'/pA’]. Or A est principal donc [B'/pB’ : A'/pA’] = m.

e Supposons L/K galoisienne. Soit ¢ € Gal(L/K). Ainsi ¢ induit un isomor-
phisme de B et o3 est un idéal premier. De plus si 3 divise p alors o*F divise p
(Lemme 23.30), donc e(aB/p) = e(P/p) et f(oB/p) = f(P/p). 1l suffit donc de
montrer que Gal(L/K) agit transitivement sur les idéaux de B divisant p. Soit P
et P’ divisant p avec o' # P’ pour tout o € Gal(L/K). D’apres le théoréme chi-
nois, il existe 3 € P’ — U,0P. Soit b = Nmyp k(8) =1,8. Alorsbe ANP =p
et pour tout o € Gal(L/K), 3 & o= donc o3 ¢ B. Or [[, 08 € p C P ce qui
est exclu car *J3 est premier. O]

23.5. Anneau de valuation discréete d’un corps de fonctions. — L’objet
de ce paragraphe est d’expliciter les anneaux de valuations des corps de fonctions
F/k, i.e k(x)/k transcendante et F'/k(x) algébrique finie.
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24. Lemme de Hensel. Anneau des vecteurs de Witt

Dans ce chapitre, p désigne un nombre premier fixé. Dans un anneau de val-
uation discrete complet, il est facile de résoudre des équations polynomiales. Le
lemme de Hensel (24.1) montre qu’il suffit de relever les solutions de 1’équation
réduite modulo I'idéal maximal. Par exemple, pour résoudre une équation dio-
phantienne (équation polynomiale a coefficients dans Z) dans Z,, il suffit de
relever ses solutions modulo les puissances p" successives car Z, = @Z/p”Z.
L’objet de ce paragraphe est de généraliser la construction des entiers p-adiques
Z, notamment pour relever les solutions appartenant & un corps fini F, (pour
q = p"). Ceci nous conduit a définir 'anneau des vecteurs de Witt sur [, qui
est un anneau local W (F,) de corps résiduel F, non ramifié sur Z, (§24.3). 1l
s’agit de 'anneau des entiers de I’extension non ramifiée de degré r» du corps des
fractions Q, de Z,, (§24.2). Cette construction est fonctorielle, de foncteur adjoint
le basculement (§24.4).

24.1. Lemme de Hensel. — Dans ce paragraphe, A un anneau de valuation
discrete complet de corps résiduel k et 7 est une uniformisante (générateur de
I'idéal maximal).

Proposition 24.1. — A un anneau de valuation discréte complet d’uniformisante
. Soit f € A[X] et ag une racine simple de f mod w. Alors il existe une
unique racine a € A de f avec a = ag mod 7.

Démonstration. — Nous construisons une suite de Cauchy (a,),eny de A dont la
limite est la racine a cherchée. Pour cela nous procédons par récurrence et nous
supposons avoir construit a, € A tel que a,, = ap mod 7 et

f(a,) =0 mod 7"

Posons a, 41 = a, + ha"™' pour h € A. En notant f/(X) la dérivée de f(X),
nous avons

f(ay + ha™tY) = f(ay) + hr" ' f'(a,) mod 72

Comme 7| f(a,) et f'(an,) = f'(ap) mod 7 est non nul, nous pouvons choisir
= — {T (n“fl) f'(an,)™' mod 7 et construire ainsi une suite (a, )nen qui converge vers
une racine a € A de f avec a = ap mod 7. La racine a satisfaisant ces propriétés

est unique car a mod 7" est déterminé de fagon unique pour chaque n. O]

Lemme 24.2. — Soit A un anneau local de corps résiduel k. Si f,g € A[X] sont
tels que leurs images f,g € k[X]| soient premiéres entre elles et f est unitaire,
alors il existe u,v € A[X] avec degu < deg g et degv < deg f tels que uf+vg = 1.

Démonstration. — Soit M = A[X]/(f,g) et m I'idéal maximal de A. Comme f
est unitaire, M est un A-module de type fini. Comme (f,g) = k[X], nous avons
(f,9) + mA[X] = A[X] donc mM = M. D’ou, d’apres le lemme de Nakayama,
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M =0.

Par conséquent, il existe u,v € A[X] tels que uf +vg = 1. Si degv > deg f,
écrivons v = fq+r avec degr < deg f et (u+ qg)f + rg = 1 convient. m
Lemme 24.3. — Soit A un anneau local de corps résiduel k. Supposons que

f=gh=gNn € AX] avec g,h,g', ' unitaires tels que leurs images dans k[X]

satisfont g =g, h =h' et g, h premiers entre eux. Alors g=¢ eth="0.

Démonstration. — D’apres le lemme 24.2; (g, h) = A[X] et il existe r, s € A[X]
tels que gr +h's = 1. Comme ¢’ = ¢'gr + g'h's = g'gr + ghs, g divise ¢’. Ce sont
deux polynémes unitaires de méme degré donc g = ¢'. O

Théoréme 24.4. — (Lemme de Hensel). Soit k le corps résiduel de A anneau
de valuation discréte complet. Pour f € A[X] unitaire, nous notons f son image
dans k[X]. Si f = goho avec go, ho unitaires premiers entre eux dans k[X], alors
f = gh avec g, h unitaires tels que § = go et h = hy. De plus g, h sont uniquement
déterminés et (g, h) = A[X].

Démonstration. — D’apres le lemme 24.3, il suffit de montrer I'existence de g et
h. Nous construisons par récurrence deux suites de polynomes unitaires g,, h,, €
A[X] tels que

f—guhn =0 mod 7" A[X], 9, = g0 mod 7A[X], h, = ho mod TA[X].

Pour cela, nous cherchons u,v € A[X] avec degu < deg gy et degv < deg hy tels
que

f—(gn+7""u)(h, + 7)) =0 mod 7" T2A[X].
Or comme gy, hy sont unitaires et premiers entre eux, d’apres le lemme 24.2 il

existe u,v € A[X] avec degu < deg gy et degv < deghq tels que uh,, + g,v =
(f = gnhn) /7™ mod TA[X]. O

Ezxemples 24.5. — i. Soit v = 2"u € Q5 avec n € Z et u € Z; une unité
2-adique. Alors x est un carré dans Qo si et seulement si n est pair et u = 1
mod 8Z,.

1. Le lemme de Hensel permet d’établir que le seul endomorphisme de corps de
Q, est l'identité.

24.2. Extension locale non ramifiée. — Dans ce paragraphe K désigne un
corps parfait complet pour une valuation discrete dont le corps résiduel k est
parfait. D’apres le lemme de Hensel, résoudre des équations sur le corps résiduel
k permet de résoudre les équations sur I’anneau de valuation discrete A de K.
Ainsi les groupes de Galois des extensions L de K coincident avec les groupes de
Galois des extensions de k, pourvu que les extensions L/K soient non ramifiées.

Lemme 2/.6. — Soit K un corps complet pour une valuation discréte v
d’anneau de valuation A et L une extension finie séparable de K de degré n et
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B la cloture intégrale de A dans L. Alors il existe un unique idéal premier p de
B qui divise l'idéal mazimal p de A.

Démonstration. — Notons k le corps résiduel de A. Montrons par I’absurde qu’il
existe un unique idéal premier B de B au dessus de l'idéal p maximal de A.
Supposons qu’il y en ait deux PBq,Po. Soit b € Py — Py et f € A[X] son
polynéme minimal. D’apres le lemme de Hensel, 'image de f, f € k[X] vérifie
f = g" avec g € k[z] irréductible. Ainsi A[b]/pA[b] ~ k[X]/(f) est un anneau
local ce qui est exclu car A[b] contient deux idéaux premiers distincts 1 N A[D]
et Py N A[b] contenant p. O

Proposition 24.7. — Soit K un corps complet pour une valuation discréte v et
L un extension finie séparable de K de degré n. Alors v s’étend de facon unique
en une valuation discrete vy, sur L, le corps L est complet pour cette valuation et

Vb € L,vp(b) = v(Np (b))

Démonstration. — Notons A I'anneau de valuation de K, p son idéal maximal
et B sa cloture intégrale dans L. L’unique idéal premier ¢ de B au-dessus de A
(Lemme 24.6) permet de définir I'unique un prolongement vy, de v a L.

Notons L’/L une extension finie telle que L’'/K soit galoisienne et vy, l'unique
extension de v & L'. Alors pour tout o € Gal(L'/K), le pongement L — L' b+
o(b) induit une valuation v" sur L, v'(b) = v/ (o(b)) qui étend v. Donc v' = vy,
par unicité. Donc pour b € L,

v (Npyk (b)) = UL(NL/K<[)>>[L’;L} = Myecar/xyvr (o(b)) = UL(b)[L/:L].

Ainsi Vb € L,vr(b) = v(Np (b))
Le corps L est complet comme espace vectoriel de dimension finie sur K complet.
]

Remarque 24.8. — Si K un corps parfait complet pour une valuation discrete
et L est une extension algébrique de K, alors v s’étend a L en une valuation (qui
n’est plus discréte) par passage a la limite sur les extensions K'/K finies incluses

dans L. Nous pouvons de méme définir par passage a la limite, le corps résiduel
l de L.

Théoréme 24.9. — Soit K un corps parfait complet pour une valuation
discréte dont le corps résiduel k est parfait. Soit L une extension algébrique de
K etl son corps résiduel . L’application K' — k' qui envoie une extension non
ramifiée K' de K contenant L sur son corps résiduel k' est une correspondance
entre les ensembles

{K' C L finie et non ramifiée sur K} +— {k' C 1 finie sur k}.

De plus K'/K est galoisienne si et seulement si k' [k est galoisienne et, dans ce
cas, les groupes

Gal(K'/K) —s Gal(K' /k)
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sont isomorphes.

Démonstration. — e Soit k' une extension finie de k. Alors il existe a € £ tel
que k' = k[a] et nous notons fy € k[X] le polynéme minimal de a et f € A[X]
un relevement de fy. Comme a € k' est racine simple de fy, il existe un unique
a € L avec f(a) = 0 et @ = a mod 7 (d’apres le lemme de Hensel). Soit
K' = Kla]. Le corps K" a pour corps résiduel k' et [K' : K] = [k : k] = deg fo
est non ramifiée. Donc I'application qui & K’ C L finie et non ramifiée sur K
associe son corps résiduel est une application surjective.

Supposons que K’ et K” sont deux extensions non ramifiées de K dans L de
méme corps résiduel. Alors K'K” est une extension non ramifiée de K de corps
résiduel &’ et [K'K" : K| = [k : k] = [K': K] donc K" = K'.

e Supposons K'/K galoisienne et notons A’ la cloture intégrale de A dans
K’'. Alors Gal(K'/K) stabilise A" et son idéal maximal, d’ou une application
Gal(K'/K) — Aut(k'/k). Ecrivons k' = k[a] et g € A[X] tel que g € k[X] soit
le polynéme minimal de a. Soit o € A’ I'unique racine de g telle que @ = a.
Comme K'/K est galoisienne, g est scindé dans A'[X], donc g est scindé dans
k' X] donc K'/k est galoisienne. Soit f = [k’ : k] = [K' : K] et ay,...,ay les
racines de g(X). Alors

{o,...,ar} ={oa,0 € Gal(K'/K)}.

Comme g est séparable, les «; sont distincts modulo 7 donc l'image de
Gal(K'/K) — Gal(k'/k) est de cardinal f, d’ou l'isomorphisme.

Réciproquement si k'/k est galoisienne, écrivons encore k' = kfa] et o € A
relevement de a. D’apres le lemme de Hensel, A’ contient les conjugués de «
donc K'/K est galoisienne. O

Exemple 24.10. — Le corps Q, est un corps parfait complet pour la valuation
p-adique de corps résiduel F,, parfait. Les extensions finies non ramifiées de Q,
coincident avec les corps de fractions Qpr = FracW(F,-), r € N*. Elles sont
naturellement en bijection avec les extensions Fyr finies de IF),.

24.3. Construction des vecteurs de Witt. — Les vecteurs de Witt perme-
ttent de décrire les anneaux d’entiers des extensions non ramifiées de Q, : pour
tout anneau parfait A de caractéristique p > 0, I'anneau des vecteurs de Witt
W(A) de A est 'unique anneau tel que

- p n’est pas nilpotent dans W (A),

- W(A) est séparé complet pour la topologie p-adique,

-W(A)/pW(A) = A.

Un tel anneau est dit p-anneau strict. Ainsi le foncteur des vecteurs de Witt est
adjoint a gauche du foncteur “réduction modulo p” de la catégorie des p-anneaux
stricts dans la catégorie des Fp-algebres parfaites.
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Nous commencgons par expliciter la construction des vecteurs de Witt d'un
anneau quelconque (commutatif et unitaire).

Définition 24.11. — Soit A un anneau (commutatif et unitaire). Notons
W (A) lensemble AN des suites infinies a valeurs dans A. Les éléments de W (A)
sont dits vecteurs de Witt a coefficients dans A.
A chaque vecteur x = () de W (A), nous associons la suite z* = (zM), de AN
définie par :

Vk > 0,z2% = l‘gk —I—p:B’fIH + o4 PRy
Les coefficients x® k > 0 de la suite * sont dits composantes fantomes de
x.

Définition 24.12. — A chaque morphisme d’anneauzr f : A — B, nous asso-
cions Uapplication d’ensembles W (f) : W(A) — W(B), (ar)ken — (f(ar))ren-
Ainsi W définit un foncteur de la catégorie des anneauxr commutatifs dans la
catégorie des ensembles.

Nous définissons I'application
ga:W(A) = AN,z 2 (z) = ().

Proposition 24.13. — Si l'anneau A contient le corps Q des nmombres ra-
tionnels, 'application g, est bijective.

Démonstration. — Nous avons g = 29 et 7; = (2 — 20")/p. Pour k > 1,
nous avons : .
n—d
p 0<d<k—1

Ainsi chaque composante z; s’écrit comme combinaison linéaire des z(® avec
0 < d < k a coefficients rationnels. Donc g4 est bijective. O

Si A contient Q, I'application g4 est bijective et nous posons
Va,b € W(A) atb= g, (a* +b*) et axb= g, (a* x b*).

Plus précisément, la somme et le produit sont définis comme les vecteurs de Witt
dont les composantes fantomes sont données par :

VE >0, (a+b)®) = a® 4@ (axb)®) = o) . pk),
Exemple 24.14. — St Q C A et a = (ag), b = (bg) sont deuz éléments de
W (A), alors

p—1
. 1 _
a+b = (ap + by, a1 + by — E 5(i>a§b§ P
k=1

CZ>A<b = (aobo, &1b€ + &gbl +pa1b1, .. )
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En particulier Rg = Q[ Xy, X, ..., Y0, Y),.. .| contient Q. Nous allons montrer
que l'addition et la multiplication définies sur W (Rg) n’utilisent que des coefhi-
cients entiers : soit X = (Xo, X1,...) et Y = (Y, Y], ...) deux vecteurs de Witt
particuliers dans W (Rq), notons

(XY = Sp(Xo, X1,..., Y0, Y1, ..), et (XXY)p = Pu(Xo, X1,...,Y0,Y1,...)

les composantes des vecteurs de Witt X+Y et X xY. Nous allons montrer que
les polynomes Sy, Py sont a coefficients dans Z (Proposition 24.18).

Exemple 2/.15. — Nous avons les formules récursives suivantes pour n > 0,
1 1 n n n

1 n n n
Pnzﬁ((Xé’ o " X)) (Y 4 ") = (B +"'+p"71P5*1))'

Lemme 24.16. — Considérons la série formelle

fz(t) = Myso(1 — Z3t"h)
ot (Zy)een est un ensemble d’indéterminées. Alors

— 150/ f2(t) = > ge(Z)t*
k>0
ot
0(2) = ge(Z1,..., Z) € LZy, ..., Zi) =Y dZy"
dlk

est un polynome de degré 1 en Zy, de coefficient dominant —1.

Démonstration. — Nous avons

—t15(t)/ f2(t) :—t—Zlnl—Zt” — dig

n>1

k>1

ff nZk et = ZZdZdtm
1 k=1

m=1 d|m

Donc

—tf5(t)/f2(t) = _ gr(2)t* avec gk(Z)ZZdZC];/d-

k>0 d|k

Lemme 24.17 — Notons [d, k] le PPCM de d et de k. Soit
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Alors
—+00
o/t - 3 xSt
m=1 d|m klm
Démonstration. — Nous avons
d 133 [k [dK] dk
—tg'(t)/9(t) = —t m][J[Q-Xx,7 v " 1kl ) T
d=1k=1

+oo +o0 [dk]  [dK]

d dk ML
— =t —In(1-X,7Y,* tH
i 2 2 g M KT

Notons m = nl[d, k].

~tg(O/g(t) = DD Y dRX Ve

m=1 dim k|m

+oo
=S Y ax S kv e

m=1 d|m k|m
O
Proposition 24.18. — Pour tout k >0, Sk, Py € Z[Xo, ..., X, Yo, ..., Yk
Démonstration. — De facon analogue aux vecteurs de Witt, nous pouvons as-

socier & z = (z,)p € W'(A) = AV la suite z, = (z())x de AY, définie par les
composantes ”fantomes généralisées”

VEk Z O, Zk) = Z dzs/d
dlk

et donc une addition 42— et une multiplication : sur W'(Sg) = W(Q[Zy, Zy, ..., Z}, 21, ..

La projection

W/(Sq) = W(Sq) = Wik) 2o { "t 00
est un morphisme d’anneaux. Notons Z = (Zy)en et Z' = (Z))sen des

intéterminées et Z” = (Z})sen défini par

Z7'=(2% 2)).

).
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En comparant les dérivées et les valeurs prises en 0 des séries fz(t) fz (t) et fz/(t)
iva les lemmes 24.16 et 24.17, nous montrons que

fz(t)fz:(t) = fzn(t)

En identifiant les coefficients des ¢*, et en appliquant la projection de W’ (Sg) —
W (Rg), nous obtenons S € Z[Xy, ..., Xk, Yo, ...Yx]. Nous obtenons de fagon
analogue le résultat annoncé pour Py. ]

Nous définissons une addition et une multiplication sur a,b € W(A) pour A
anneau commutatif :

Définition 24.19. — Soit Ry = Z[Xo, Xy,...,Y,Y1,...] et A un anneau.
Pour tous a,b € W(A), notons

a+b = W(da)(X+Y), axb =W (pa)(XXY)
0l Qqp est l'unique morphisme d’anneaux

Gap : Rz — A, Xj = ag, Yy, — by, Yk € N.

Nous avons la propriété fonctorielle

Proposition 24.20. — Soit A un anneau. Pour tous vecteurs de Witt a,b dans
W (A), les relations suivantes sont satisfaites :

ga(a+b) = ga(a) + ga(b), ga(axb) = ga(a)ga(b).

En d’autres termes, pour tous a,b € W(A), il existe un unique vecteur de Witt
dans W (A) noté a+b (resp. axb) dont les composantes fantémes sont a®) 4 b*)
(resp. a®bk) ).

Démonstration. — Nous avons le diagramme commutatif
W(¢a
WAz " (A
194, 1 ga
N Pap N
A, A

Or pour tous X,Y € W(Ayz), il existe un unique vecteur de Witt dans W (Ay)
noté X+Y dont les composantes fantomes sont X* + Y *) et le morphisme (bib
est additif. Ainsi

galatb) = ga 0 W () (X+Y)
¢§b 0 ga, (X+Y)

Do p(94,(X) 4 ga,(Y))

= Pnp 0 ga,(X) + 9L, 094, (Y)

= ga(a) + ga(b)

De méme, nous montrons ga(axb) = ga(a) - ga(b). O
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La proposition 24.20 ne suffit pas, en général a définir des lois d’addition et de

multiplication sur W (A). C’est I'objet du théoreme 24.22. Par exemple si p n’est
pas inversible dans A, 'application g4 n’est plus bijective car deux vecteurs de
Witt distincts peuvent avoir les mémes composantes fantomes.
Si A contient QQ, g4 définit un isomorphisme d’anneaux. Dans le cas général,
AN et W(A) se correspondent uniquement en tant qu’ensembles. Par exemple,
si 'anneau A est de caractéristique p > 0, AN aussi, mais W (A) est de car-
actéristique 0. Ces anneaux ne sont pas isomorphes.

Proposition 24.21. — Soit A, B deuz anneauzr. Si f : A — B est un mor-
phisme d’anneauz, alors ['application induite :

W(f): W(A) - W(B)

est additive et multiplicative pour les lois + et X.

Démonstration. —
W (f)(a+b) = W(f 0 dap)(X+Y) = W (dw () (@)wpe)(X+Y)
= W(ow ) a).wine) X)+W (ow ) winm) Y) = W(f)(a) + W(f)(b)

de méme pour le produit. O

Théoréme 24.22. — Soit A un anneau. Notons 0,1 ses éléments neutres pour
Uaddition et la multiplication. Alors I’ensemble W (A) muni de + et X est un
anneau d’élément neutre (0,0,...) et d’unité (1,0,...).

Démonstration. — Si A contient Q, DI'application g4 est bijective, additive,
multiplicative donc transfere la structure d’anneau commutatif de (AN, 4+, x) &
(W (A), +, x).

Si A est un sous-anneau d’'un anneau contenant Q, W (A) est encore un anneau.
C’est en particulier le cas pour Ry = Z[Xo, X1,...,Y0,Y1,..., 20, Z1,...] dans
lequel nous notons X,Y et Z les vecteurs de Witt (Xo, X3,...), (Yo,Y1,...) et
(Zo, Zh .. )

Sinon, soit a,b,c € W(A). Notons ¢u. : Rz — A ’homomorphisme d’anneaux
qui envoie les composantes X, (resp. Yj, Zi) sur ay (resp. by, ¢x) pour tout
entier kK > 0. L’application ¢q. est additive, multiplicative, elle transporte donc
les relations d’associativité, distributivité et commutativité de I'anneau W (Ryz)
dans I'ensemble W (A) pour les lois +, x. Ainsi W (A) est muni d’une structure
d’anneau commutatif.

Les éléments neutre et unité : le résultat est clair si Q C A et une preuve
analogue a la précédente dans le cas général conclut. O

Nous en déduisons alors :

Corollaire 24.23. — Soient A, B deuxr anneaux.  Pour tout morphisme
d’anneauz f : A — B, Uapplication induite W(f) : W(A) — W(B) est un
morphisme d’anneaux.
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Définition 24.24. — Pour tout entier n > 1, nous notons W, (A) l’ensemble
des vecteurs de Witt de W (A) tronqués (xg,x1,...,x,_1) de longueur n.

Ainsi W,(A), +, X est un anneau commutatif, quotient de W(A). Pour n >
m > 1, nous notons le morphisme de troncation

tom : Wi(A) = Wi (A), (2o, ...y Tn—1) — (T, ooy Tine1).

Théoréme 24.25. — Soit A un anneau. L’anneau des vecteurs Witt W(A) est
isomorphe a la limite projective du systeme (Wi, tnm) (nmyen2 -

W(A) = lim W, (A).

Démonstration. — Les morphismes de troncation t,,, sont des morphismes
d’anneaux, la limite projective projlim W, (A) a une structure d’anneau. Mon-
trons l'existence d'un isomorphisme d’anneaux entre W(A) et lm W, (A). Pour
n € N* notons 7, la projection

T, - @Wn(A) — W,L(A)

Comme les applications de troncation sont surjectives les projections m, aussi.
La propriété universelle des limites projectives appliquée aux morphismes com-
patibles t,, : W(A) — W, (A) induit I'existence d’une unique application (qui est
donc un morphisme d’anneaux) 6 : W(A) — @Wn(A) qui factorise les ¢, a
travers m, : t, = 6 o m,.

Montrons que 6 est bijectif. Il est clairement injectif. Soit z = (2!,2%,...) €

@WH(A), nous cherchons x € W(A) tel que 6(x) = z. Or
O(z) =z<=Vn>1,m,00(x) =m,(2)
= Vn>1t,(z)=2" <= Vn>1,Vk<n-—1x, = (")
Pour n > m, tp, o m,(2) = mn(z) (systéme projectif). Donc pour n > m et
ke{0,...,m—1}, (z")g = (2")g. Ainsi pour k > 0 et n > k + 1 les coefficients

(2™) sont constants et égaux a (2**1),. Alors le vecteur de Witt z de W (A)
défini par ses coefficients :

vk 2 0,.Tk = (Zk+1)k

satisfait

Vn>0,Vk<n-—1,(x) = (z("))k.
Donc 0(x) = z et 6 est surjectif. O
Corollaire 24.26. — Si A est un anneau topologique, l’anneau des vecteurs de

Witt W(A) est naturellement muni de la topologie induite du produit 11, W,,(A),
ot chaque anneau W,(A) est muni de la topologie induite de A™.
Nous concluons ce paragraphe par une description des unités de W (A).

Lemme 24.27 — Pour tout entier n > 1, un vecteur tronqué (xg, ..., T,—1) de
W, (A) est une unité de W, (A) si et seulement si xq est une unité de A.
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Démonstration. — Si © = (xg,...,T,—1) € W}(A), alors il existe y =
(Yoy -+ Yn—1) € Wr_1(A) tel que xy = (1 0...) donc zoyo = 1 et xy € A*.
Réciproquement si xy € A*. Soit y = (yo ,0,...,) € W,(A). Ainsi

xy = (1,%,...,%) = (1,0,...,0) = (0,%,...,%) =1—-Vz
pour z € W,_1(A) et V : W,,_1(A) — Wo(A), (21, .., 2n—1) — (0,21, ..., Zp1).
Ainsi
ry(l+Vz)=1-V"z=1
donc xz € W,_;(A)* O

Proposition 24.28. — Les unités de l'anneau de Witt W(A) sont les vecteurs
de Witt dont la premiere composante est une unité de A.

Démonstration. —
re WA «— JyeW),z-y=1
= Jy € W(A),Vn,t,(z-y) =1
— Sy € W(A), ¥, to(r) - taly) = 1
<~ Vn,t,(z) = (xg,...,2,-1) est une unité de W, (A)
<— o est une unité de A.
m
24.4. Basculement. — Le foncteur de Witt sur les anneaux parfaits de car-

actéristique p > 0 est l'adjoint a gauche du foncteur de basculement sur les
anneaux p-adiquement complet.

Définition-Proposition 24.29. — Soit p un nombre premier et A un anneau.
Notons ¢ : Alp — A/p, f > fP le morphisme de Frobenius. Le basculement
de A est l’anneau

:T%HA/p.

Lanneau A’ est un anneau parfait de caractéristique p muni de la topologie de
limite projective induite par la topologie discréte de A/p. Si, de plus, A/p est un
anneau valué, nous pouvons définir une valuation sur A’ en prenant la valuation
de la premiere composante.

Démonstration. — Par définition de la limite projective

A =1lim A/p = {(ag, ar,...) € (A/p)"|Vi > 1,a} = a; 1}
©

est 'ensemble des suites compatibles de racines p-iemes de A/p. Nous pouvons
multiplier termes a termes deux éléments de cette suite et comme A/p est de
caratéristique p, nous pouvons sommer deux telles suites. O
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Exemples 24.30. — i. Nous avons F,[t]’ =F,, Z) =F,,.

1. Le basculement est fonctoriel : tout morphisme d’anneaux de caractéristique
p, f € Hom(A, B) induit un morphisme f° € Hom(A’, B®) d’anneaux de car-
actéristique p > 0.

1. Si A est un anneau parfait de caractéristique p > 0 et si B est un anneau
p-adiquement complet, alors

Hom(W (A), B) = Hom(A, B’).

24.5. Anneaux entiers perfectoides. —

Définition 24.31. — Un anneau topologique A est dit entier perfectoide s’il
existe un élément non diviseur de zéro ™ € A tel que

i. A — limA/7"A est un isomorphisme d’anneaux topologiques ou chaque
A/m™ A est muni de la topologie discreéte,

ii. p € TPA,

iii. le Frobenius ® : A/mrA — A/mPA, a — aP est un isomorphisme.

Exemples 24.32. — 1. L’anneau Z, n’est pas entier perfectoide car ne satisfait
pas 1.

it. Soit L une extension algébrique de Q, et O la cloture intégrale de Z, dans
L. Supposons que tout élément de Or/pOr, admet une racine p-ieme de ['unité

et qu’il existe m € O — Oj tel que p € w?Oy,. Alors le complété p-adique (’/)\L est
un anneau entier perfectoide (car ® est un isomorphisme). Ainsi Og /) =

— —

Zy[p/P™], OQTp(C;O) = Zp[Cpee] et (% sont des anneaux entiers perfectoides.

Proposition 24.33. — Le basculement d’un anneau entier perfectoide A
A" = lim A/pA
xﬁp

muni de la topologie induite par la limite projective d’anneauzr quotients d’un
anneau topologique est un anneau entier perfectoide.

Définition 24.34. — L’application de débasculement est
4 A — A b= (by,by,...) — b* =lim '

ot b; € A est un relevé quelconque de b; € A/pA.

Lemme 24.35. — Soit A un anneau entier perfectoide. Il existe un unique
morphisme d’anneaux

0:W(A) — A
tel que 0([b]) = b* pour tout b € A

Théoréme 24.36. — Soit A un anneau entier perfectoide. Le basculement in-
duit une équivalence de catégories

{ A — algébres perfectoidesy — {A° — algébres perfectoides}
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B +— B’ dont la réciproque envoie une A°-algébre perfectoide C' sur C# =
W(C) ®W(Ab),0 A

25. Anneaux de valuation

L’objet de ce chapitre est de généraliser la notion de valuation dans un cadre
topologique non discret.

25.1. Valuations. —

Définition 25.1. — Un groupe ordonné (I, -, <) est un groupe (T',-) muni
d’un ordre < compatible avec le produit :

Ve,y,z €lx <y= (zz < zy et vz < yz).
Il est totalement ordonné si [’ordre est total :

Ve,ye ', (z <y ouzxz <y).

Lemme 25.2. — Soient I' un groupe commutatif, H une partie de I" telle que :
- H est stable par le produit,

-HUH ' =T,

-HNH = {e}.

Alors il existe un unique ordre total compatible avec le produit sur I' tel que H
soit [’ensemble des éléments inférieurs ou égauz e.

Démonstration. — Munissons I' d’un ordre. Pour a,b € I', définissons 'ordre sur
I':a<bsiab™! € H. Cet ordre satisfait les propriétés suivantes :

-Sia,beT aveca <bet b<a,alorsab™! € H(H~! donc a = b.
-Sia,b,ceT aveca<betb<c, alors ab 'bc* € H. Donc a < c.
-Sia,beT alorsab™ € Houba™' € H (car H{H ™ =T), donc a < b ou
b <a.

-Sia,b,cel avec a <b, alors ca < cb.

Pour I'unicité, considérons < un autre ordre compatible avec le produit tel que
H soit I'ensemble des éléments inférieurs ou égaux a e. Soient a,b € I'. Nous
avons a < b si et seulement si ab™! < e i.e. si et seulement si ab™' € H. Donc
ces deux ordres coincident. O

Définition 25.3. — Soit (T',-,<) un groupe commutatif totalement ordonné.
Etendons la loi de composition interne de I' a T'U {0} en posant, Va € T',0-a =
a-0=0-0=0. L'ordre s’étend a T'U {0} viaVa € T',0 < a.
Nous appelons valuation (ultramétrique) d’un anneau A (commutatif unitaire
non nul), une application

|-]:A—TU{0}
qui satisfait :
i.(séparation) Vf € A, |f| =0 <= f =04,
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it. (compatibilité avec le produit) Vf,g € A, |fg|l = |fllgl,
iii. (inégalité ultramétrique) | f + g| < max(|f], |g]).

Exemples 25.4. — i. La valuation triviale est définie par

0 stx=0y4

|~|:A—>R+,xr—>{1 SInon.

i. Si|-| est une valuation sur A alors |1] = | — 1] =1,
Vo,y € A || # |yl = |o +y| = max(|z], |y]).

Si de plus A est intégre et il existe une unique valuation sur Frac(A) qui prolonge
|-
Vp/q € Frac(A), [p/al = |plla| ™"

iii. Soit p un nombre premier. La valuation p-adique sur Z |- |, : Z — Ry,
pour n € Z — {0}, n =mp’ avec p n et |n|, = p~?. La valuation p-adique sur Z
s’étend au corps des fractions Q de 7Z.

Dans le langage classique la valuation p-adique de n est l'exposant j (une valua-
tion discréte au sens de la définition 23.22) et p~7 est valeur absolue p-adique de
n. Cependant dans les développements récents de géométrie adique, le terme de
valuation a remplacé celui de valeur absolue.

w. La norme sur R n’est pas une valuation car elle ne respecte pas linégalité
ultramétrique.

v. Suivant le contexte (algébrique, topologique ou géométrique), une valuation est
notée v, | - |, x.

Définition 25.5. — Deux wvaluations v et v dun anneau A sont dites
équivalentes si il existe ¢ un isomorphisme de monoides croissant de v(A—{0})
dans v'(A — {0}) tel que :

Ve Adu(f) =2'(f)

Soit (A,v), (A",v") deur anneauxr valués. Un morphisme d’anneaux valués
p: A— A" est un morphisme d’anneaux tel que v' o p = v.

Exemple 25.6. — Soit K[X] l'anneau des polynomes a coefficients dans K
corps et a € K. L’application “ordre d’annulation en a”

0q : K[X] — Z U {oc}, P+ sup{k € N|3Q € K[X], P(X) = (X — a)"Q(X)}
permet de définir une valuation sur K[X] pour p €]0,1] fizé
| o K[X] — Ry, P p=®),

La classe d’équivalence de | -|, ne dépend pas du choiz de p.

D’apres le cours de topologie (en étendant la terminologie classique des suites
de Cauchy aux valuations qui prennent des valeurs non réelles) :
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Lemme 25.7. — La distance associée a une valuation d(x,y) = |z — y| fait de
A un anneau topologique.

Les topologies associées a deux valuations équivalentes sont équivalentes.
Lorsqu’un anneau topologique est métrisable, les opérations s’étendent (de
maniére unique) & sa complétion métrique, qui devient ainsi son anneau
complété.

Exzemples 25.8. — i. L’espace métrique (Z,| - |,) est un anneau topologique.
1. Le corps des nombres rationnels, muni de différentes topologies induites par la
distance usuelle (|xr—y|) ou la distance p-adique (|x—yl|,) est un corps topologique.
iti. L’ordre d’annulation en 0 sur l'anneau des polynomes K[X] définit une
distance, dite distance X -adique sur K[X] et lui confere la structure d’anneau
topologique.

Exemples 25.9. — i. Le complété de l'anneau des polynomes K[X] pour la
distance X -adique est l'anneau des séries formelles K[[X]].

i. Le complété de Z pour la distance p-adique est l'anneav Z, des entiers p-
adiques. Ses éléments sont les séries

Za/ipiuai S {07 SRRy 2 1}

i>0
1. Le complété de Q pour la distance p-adique est le corps des nombres p-adiques
Qp. Ses éléments sont les séries

Z a;p',a; € {0,...,p—1}.

i>—r
Le corps des nombres p-adiques est le corps des fractions de l’anneau des en-
tiers p-adiques. L’espace topologique Q, posséde une base de voisinages ouverts
et fermés. Il est donc totalement discontinu (chaque élément est sa propre com-
posante conneze).

Remarque 25.10. — Soit A un anneau, I un idéal de A. Nous appellons
topologie I-adique, ['unique topologie sur A compatible avec sa structure d’anneau
dont un systéme de voisinage de 0 soit l'ensemble I*, ¢ > 0. La topologie obtenue
est séparée si NI* = {0}. Dans ce cas, elle est métrisable par la distance ul-
tramétrique définie par d(x,y) = 1/2F si k € N est la plus grande puissance de
I'idéal qui contient la différence x — y. FElle est compléte si pour toute famille
(ac € Ip)een, il existe a € A tel que pour tout k € N, a—>",_, ap € I*. Le séparé

completé de A muni de la topologie I-adique est A= @A/IZ.

Plus généralement pour (I',-, <) un groupe commutatif totalement ordonné,
nous pouvons considérer ’ensemble des valuations (z,I') sans 'hypothese de
séparation sur un anneau A. Le groupe des valeurs I', C I' est défini comme
le sous-groupe engendré par z(A) — {0}.

Le support d'une valuation z est l'idéal premier p, = {f € A : z(f) = 0}. Le
corps résiduel associé est k(z) = Frac(A/p,), sur lequel x induit une valuation
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v k(w) — TU{O}, £/g 2(f)/2(9), (f.g € A —p,) dimage T, U {0}; nous
notons O, = {f € k(z) : z(f) < 1} 'anneau de valuation associé. L’équivalence
entre valuations s’exprime alors de la facon suivante :

Lemme 25.11. — Soit x : A — ' ety : A — A des valuations. Alors les
affirmations suivantes sont équivalentes :

i. Pour tous f,g € A, z(f) < z(g9) <= y(f) < y(9):

. Py =19y et Oy =0y ;

i1. il existe un isomorphisme de groupes ordonnés v : I'y — A, tel que y = towx.
Quand ces propriétés sont satisfaites, nous disons que x et y sont des valuations
équivalentes.

Démonstration. — . i.— ii. : Comme z(f) = 0 si et seulement si z(f) < z(0)
(et de méme pour y), nous déduisons que p, = p,. Si f,g € p, sont tels que f/g
définit un élément de k(z), alors f/g € O, si et seulement si z(f) < x(g), si et
seulement si y(f) < y(g) donc si et seulement si f/g € O,,.

ii.—> iii. : La valuation z induit un isomorphisme x : k(z)* /O, — O} tel que
pour f,g € k(x)*, nous avons z(f) < x(g9) <= gf ' € O, . Ceci est encore vrai
pour y, donc 'isomorphisme ¢ est donné par

Lo — k(2)*/Of = k(y)* /Oy — A,

(en utilisant la correspondance entre valuations sur un corps et anneau des entiers

associé).
iii.=—> i. est clair. O]
25.2. Anneau de valuation. — Nous rappelons qu'un corps valué est un

corps topologique dont la topologie est induite par une valuation.

Définition-Proposition 25.12. — Soit F' un corps, un anneau de valua-
tion de F' est un sous-anneau A de F' possédant un idéal mazimal m satisfaisant

Vae F,(a¢ A) = (a”' €m)

Alors A est local d’unique idéal mazximal m.

Démonstration. — Comme m # A, m contient tous les éléments non-inversibles
de A. C’est donc 'unique idéal maximal. m
Définition-Proposition 25.13. — Soit F' un corps valué. L’anneau F° =

{a € F,|a|] < 1} est un anneau de valuation de F d’idéal mazimal F*° = {a €
F,la| < 1}.

Démonstration. — L’inégalité ultramétrique et la compatibilité avec le produit
assurent que F° est un anneau. De plus F°° est un idéal, et si |a| > 1 alors
o™l < 1. O
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Proposition 25.14. — Soit F' un corps et A un anneau de valuation de F. Il
existe une unique valuation sur F a équivalence pres telle que F° = A.

Démonstration. — Commencons par construire une valuation sur F' satisfaisant
les hypotheses de 1’énoncé. Notons U le sous-groupe de F* des éléments in-
versibles de A et I' = F*/U. Notons v le morphisme de groupes canonique de F™*
dans I'.

Remarquons que

- A est stable par le produit donc v(A) est stable par le produit,
-v(A)Uv(A) P =v(A) Uv(A™) =v(AUATY) =T,

- Sia € v(A) Nou(A)™! il existe z,y € A tels que v(z) = v(y)™' = a. Par
conséquent zy € U et 27 'y~ € U, donc 27! € A et x € U. Enfin a = 1. Nous
munissons alors I' de 'unique ordre compatible avec le produit tel que A soit
I’ensemble des éléments d’image par v inférieure ou égale a 1r.

Pour établir que v : ' — I"U {0} est une valuation, il suffit de vérifier I'inégalité
ultramétrique. Pour z,y € F, nous avons zy ' € A ou yz~! € A ; donc
(zy™ '+ 1)U C Aou (yz~t + 1)U C A, donc v(z + ) < max(v(z),v(y)). Nous
avons donc défini une valuation sur F' telle que F° = A.

Soit v une valuation sur F' telle que F° = A. Notons I'y = v;(F™). La valuation
v1 est un morphisme de groupe de F* dans I'y. Il est clair que ker(v;) = U donc
Iy est isomorphe I' = F*/U : notons p(v1(A)) = v(A). Soit a,b € I'y tels que
a < b. Nous avons vi(ab™!) € v1(A), donc p(ab™') € v(A), donc ¢(a) < ¢(b).
Les valuations v est v sont équivalentes. O]

Définition 25.15. — Une valuation | - | : F' — RY sur un corps F est dite de
classe 1 si son image |F*| est un sous-groupe non discret de RY.

Soit F' est un corps topologique pour la topologie induite de la valuation | - | :
F — R*. Notons O = F*° le sous-anneau des éléments x € F tels que |z| < 1.

Proposition 25.16. — Soit F' un corps topologique pour la topologie induite de
la valuation multiplicative | - | : F — RY. Nous supposons que la caractéristique
résiduelle de F' est p, et que Uapplication de Frobenius Or/p — OF/p est surjec-
tive. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :

i. il existe m € O avec |w| # 1 tel que p € T’ Op,

1. la valuation est de classe 1.

Démonstration. — i. = ii. Soit p = 7wPh avec h € Op. Comme p > 2,
1 > |7| > |p|. Par surjectivité de I'application de Frobenius, il existe m,h € O
tels que m = 7} + hp. Comme |r| > |hp|, |m|P = max{|x|, |hp|} = |r|. Ainsi par
induction, nous définissons =, tel que 1 > |m, 1| > |m,| pour tout n > 1. Par
conséquent |F*| n’est pas sous-groupe discret de R*.

ii. = i. Comme l'image de la valuation n’est pas discrete, ¢’est un sous-groupe

dense de R™. Donc il existe hy € F tel que |p| < |hy| < 1. Ainsi ‘hg‘ <letil
1
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existe m € F'°, hy € F°, tels que h% = 7P + phsy. Pour % = i — ho,

|%|:max{|hi1],|h2|}21. Donc p = wPh avec h € Op. O
25.3. Prolongement des valuations. — Montrons qu'une valuation sur un
corps se prolonge aux extensions de ce corps.

Lemme 25.17. — Soit A un sous-anneau d’un corps K, m un idéal propre de
A et a € K*, alors mAla] est un idéal propre de Ala] ou mA[a~"] est un idéal
propre de Ala™!].

Démonstration. — Raisonnons par 1’absurde et écrivons

1:n0+n1a—|—n2a2+~--+nkak:mo—l—mla*l—|—m2a3*2—|—~--+mla’l

avec [ et k minimaux et ng, ..., ng, mo, ..., m; € m. Comme m est un idéal propre
de A, nous avons k,l > 1. Par symétrie, nous pouvons supposer k > [. Ainsi
al(l1 —mg) = mial~t + moa =2 + -+ my et
1 =mg+ (1 —mg)ng + (1 —meg)nia + (1 — mg)nga® + - - + (1 — mg)nga®
d’ou
L=mo+ (1 —mg)ng + (1 —mg)nya+ -+ (1 — mo)np_ra*!

+a" g (mya ™+ mad T2 4 - my).
Ce qui contredit la minimalité de k. H
Lemme 25.18. — Soit A un anneau (intégre), m un idéal maximal de A, Q

un corps algébriquement clos, ¢ : A — Q un morphisme d’anneaux de noyau
ker(¢) = m. Soit a un élément d’une extension E du corps des fractions de A tel
que mA[a| soit un idéal propre de Ala]. Alors ¢ se prolonge a Alal.

Démonstration. — L’image F = ¢(A) est un corps car ¢ a pour noyau m qui
est maximal. Le morphisme ¢ se prolonge de fagon unique en un morphisme
d’anneaux v : A[X| — F[X] tel que v(X) = X. Notons Z l'idéal de A[X] des
polynomes qui admettent a pour racine et Z' = (Z). Montrons par 'absurde
que Z' # F[X]:
Supposons Z' = F[X]. Soit P(X) € Z avec y(P(X)) =1:

P(X) = ZCiXia V(P(X)) = ZW(Ci)Xi =1

i=0 =0

Donc, vy(co) =1 et v(¢;) =0 pour i > 1. Donc ¢g — 1 € m et ¢; € m pour ¢ > 1,
de plus:

P(a) = Zciai =0, 1=(co—1)+ Zciai
=0 i=1
ce qui est exclu car mA[a] est un idéal propre de Ala]. Donc Z' # F[X].
Comme F' est un corps, l'idéal Z’ de F[X] anneau principal, est engendré par
Q(X) € F[X] non constant donc admettant une racine r €  algébriquement clos.
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Notons p, € F[X] le polynome minimal de r. Nous avons v(Z) C u,(X)F[X],
Ala] = A[X]/Z et F|r] = F[X]/u,(X). Par conséquent ~ induit un unique
morphisme d’anneaux ¢ qui fait commuter le diagramme suivant et qui prolonge
o :
AX] — F[X]
3 |
Ala] —%  Fr]

Le résultat suivant nécessite le lemme de Zorn :

Lemme 25.19. — Soit K un corps valué, K° anneau de valuation de K, K°°
tdéal mazimal de K°. Soit L une extension algébrique de K et ¢ un morphisme
d’anneauzr de K° dans Q une cloture algébrique de K°/K®° tel que ¢(K°) =
K°/K°°. Alors le morphisme ¢ se prolonge en un morphisme ¢ de R anneau
de valuation de L dans Q) tel que ker(y) soit l'idéal mazimal de R et que K° =
KNR.

Démonstration. — Soit € I'ensemble des paires (.5, ¢) avec S un sous-anneau de
L et ¢ un morphisme d’anneaux de S vers (2 d’'image un corps. Nous munissons
& de lordre < défini par (S1,¢1) < (S2,¢2) si S est un sous-anneau de Sy et o
prolonge ¢;. Montrons que (&, %) est inductif :

- I'ensemble &£ n’est pas vide car (K°,¢) € €,

- soit (S;, pi)ier une chaine non-vide de (€, <). Notons S = U;c;S;. Soit pg :
S — Q tel que pour a € S; alors pg(a) = ¢;(a). Nous vérifions que S est un
anneau, ¢g est un morphisme d’anneaux et son image est un corps.

Donc (€, <) est bien inductif. D’apres le lemme de Zorn, (£,<) a un élément
maximal (R, ). Soit M = ker(y). Il faut vérifier que K° = K (| R et que R est
un anneau de valuation de L.

Montrons que pour a € L, si a ¢ R alors a™' € ker(¢). Soit a € L\ R . D’apres
le lemme 25.17, M R[a] est un idéal propre de R[a] ou M R[a™'] est un idéal
propre de R[a™']. Si M R[a] est un idéal propre de R]a], le lemme 25.18 permet
de prolonger ¢ sur R|a] ce qui contredit la maximalité de R. Donc M R[a™!] est
un idéal propre de R[a™!]. Comme R est maximal, R[a"!] = R, donc ¢! € R.
Montrons que a~! € M. Supposons que ¢(a™t) # 0. Soit R’ le localisé de R en
a~'. Soit b € R, b = ra* avec r € R. Nous pouvons prolonger ¢ sur R’ en posant
o(a) = p(a™)71. Cela contredit la maximalité de R. Donc a™' € M et R est un
anneau de valuation de L .

Montrons enfin que K° = K (| R. Soit a € (K[| R)\ K°, nous savons que a” ' €
K°°. Donc p(a)p(a™') =1, ¢p(a™) #0,donca™ ¢ K*°. Dot K°=K(R. 0O

Théoréme 25.20. — Soit K un corps valué, L une extension algébrique de K.
La valuation de K s’étend a L.
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Démonstration. — Le lemme 25.19 donne un anneau de valuation R de L tel
que K° = K N R et une valuation sur L telle que L° = R. Cette valuation
induit une valuation sur K et K° = K N L°, d’apres 25.14 ces deux valuations
sont équivalentes, quitte a les identifier, nous obtenons un prolongement de la
valuation de K. O]

Le prolongement d’une valuation a une extension n’est pas unique :

Exemple 25.21. — Munissons Q de la valuation 5-adique (cf. exemple 1.3).
Nous prolongeons cette valuation sur Qli] de deux fagons, soit avec la valuation
(2 + i)-adique soit avec la valuation (2 — i)-adique.

26. Perfectoides

Dans ce paragraphe p est un nombre premier fixé.

Définition 26.1. — Un corps perfectoide est un corps topologique K complet
de caractéristique résiduelle p, dont la topologie est induite par une valuation non-
archimédienne de classe 1 et tel que tout élément de Ok [p est une racine p-ieme.

Exemples 26.2. — i. Soit @p(pz%’") =U, Qp(pz%"). Comme la valuation sur

@p(pz%”) est unique a équivalence prés,ﬁ\valuation sur Qp(pz%’o) est également

unique o équivalence prés.  Notons Qp(pz%'o) le complété de Qp(pz%’"). Alors

—

@p(pz%"’) est un corps perfectoide.
ii. Notons IFP((tz%”)) les séries de Laurent a coefficients dans ), d’indéterminée
t27 . Cest naturellement une extension de F,((t)) et la valuation définie par
Uordre des éléments de Fp((tp%)) prolonge la valuation de F,((t)). Notons
1 1
F,((t7)) = [J Fo((t7))

neN

et Fp((tz%”)) le complété de Fp((tz%”)). Alors Fp((tz%”)) est un corps perfectoide.
iii. Le corps Qp(ppye) est perfectoide.

Définition 26.3. — Soit K un corps perfectoide. Le basculement de K est le
corps des fractions K° du basculé O de 'anneau entier perfectoide Ok .

Lemme 26.4. — Si K est un corps perfectoide alors K° est un corps perfectoide.

Théoréme 26.5. — Soit K un corps perfectoide. Alors toute extension finie L
de K est un corps perfectoide et L — L’ définit une équivalence de catégories
préservant le degré

{extensions finies de K} «— {extensions finies de K’}
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qui induit un isomorphisme des groupes de Galois Gal(K /K) ~ Gal(K*/K").




