
Complexes de Dieudonné

Définition:
Un complexe de Dieudonné est la donnée:

(i) d’un complexe (pMnqnPZ, d : Mn Ñ Mn`1) de groupes abéliens.
(ii) d’applications F : Mn Ñ Mn telles que dF “ pFd .



Définition:
Un morphisme de complexes de Dieudonné est une application
u : pM, d ,F q Ñ pN, d 1,F 1q où u est un morphisme de complexes tel
que uF “ F 1u.
On note DC la catégorie des complexes de Dieudonné.



Un complexe (M,d,F) est dit saturé si :

(i) M est sans p-torsion.
(ii) F : Mn „

ÝÑ
 

x P Mn|dx P pMn`1
(

Remarque:
Si le complexe est saturé, F est injective et pM Ă ImpF q.



Proposition 1:
Il existe une unique application V sur M, appelée Verschiebung,
telle que @x P Mn,F pVxq “ px .
De plus, on a FV=VF, FdV=d et Vd=pdV.



Définition:
Soit (M,d) un complexe de groupes abéliens sans p-torsion, on
définit ppηpMq, dq un sous-complexe de Mrp´1s “ Zr 1p s bM par:

Ñ(ηpMqpnq “
 

x P pnMn|dx P pn`1Mn`1
(

ÑαF : x P Mn Ñ pnF pxq P Mnr 1p s



Proposition 2:
Soit M un complexe de Dieudonné sans p-torsion,
Alors, αF est un morphisme de complexes de pM, d ,F q dans
ppηpMq, d ,F q.
De plus, M est saturé si et seulement si αF est un isomorphisme.



Saturation

f : M Ñ N morphisme de DC

f exhibe N comme le saturé de M si :

(i) N est saturé

(ii) @K P ObDC saturé, la composition par f induit un iso

HomDCpN,K q
�
ÝÑ HomDCpM,K q

Remarque : pN, f q est déterminé à isomorphisme unique près



Théorème

Soit M P ObDC, M admet un saturé, que l'on note SatpMq.

Preuve : On peut supposer M sans p-torsions :

T le sous-complexe de p-torsions, N sans p-torsions, f : M Ñ N
Alors @n P N :

Mn f //

����

Nn

Mn{T n

;;



La limite inductive de D est un saturé de M avec :

D � M
αFÝÑ ηpM

αFÝÑ ηppηpMq
αFÝÑ � � �

Remarques : (i) αF : pM, d ,F q Ñ pηpM, d ,F q morphisme

(ii) ηpr � ηp � � � � � ηplooooomooooon
r fois

et ηprM � tx P prnMn|dx P prpn�1qMn�1u

(iii) SatpMq � limÝÑD �

�À
rPN
ηprM


N
px � αF pxqq

pd ,F q ///o/o/o pdSatpMq,FSatpMqq



Véri�ons que SatpMq convient.
Propriété universelle : Soit K saturé

La donnée de g : M Ñ K équivaut à :

M
αF //

g

��

ηpM
αF //

��

ηp2M
αF //

��

� � �

K
αFK

�
// ηpK �

αFK // ηp2K �

αFK // � � �

La donnée de g̃ : SatpMq Ñ K équivaut à :

M
αF //

g

��

ηpM
αF //

g1

}}{{
{{
{{
{{

ηp2M
αF //

g2

uullll
lll

lll
lll

lll
l

� � �

K

αFK
iso ñ les deux diagrammes sont équivalents et

HomDCpM,K q � HomDCpSatpMq,K q



p-torsions : x P SatpMq tq prx � 0

Dxn P ηpnM, x � πnxn (où πn : ηpnM Ñ SatpMq)
prx � 0 ñ DN ¡ n prxN � 0 ñ x � 0

Donc SatpMq sans p-torsions

Sat(M) saturé :

Critère : αFSatpMq
: SatpMq

�
ÝÑ ηpSatpMq

Lemme

pEi , ui qiPN système inductif de groupes abéliens. Alors

limÝÑ
i¥0

Ei
u
ÝÑ limÝÑ

i¥1

Ei

est un isomorphisme.

Cela donne pour pηpiM, αF qiPN αF SatpMq : SatpMq
�
ÝÑ SatpηpMq



Reste à montrer SatpηpMq � ηppSatpMqq

- SatpηppMqq � αF pSatpMqq � ηppSatpMqq

-Réciproquement, si x P ηppSatpMqq alors :

$&
%

x � πNxN N ¡¡ 0

x iN P pi pηpNMqi

dx iN P ppi�1qpηpNMqpi�1q

i.e. xN P ηppηpNMq � ηpN�1M
i.e. x P SatpηppMqq

Scolie

Le foncteur d'inclusion DCSat Ñ DC admet un adjoint à gauche

M ÞÑ SatpMq.



Description de Sat(M)

On veut identi�er SatpMq à un sous-groupe gradué de MrF�1s

MrF�1s � limÝÑpM
F
ÝÑ M

F
ÝÑ M

F
ÝÑ � � �q

MrF�1s
�
ÝÑ tF�mxu{ px � y ô F kx � y ou x � F kyq

via le morphisme :

M
Id //

Id
��

F�1M
Id //

F
��

F�2M
Id //

F 2

��

� � �

M
F // M

F // M
F // � � �

- M{
�

n ker F
n s'injecte naturellement dans MrF�1s



M sans p-torsions
SatpMq s'injecte dans MrF�1s via (en degré i):

M i αF //

Id
��

pηpMqi
αF //

�p�i

��

� � �
αF // pηpnMqi

αF //

�p�ni

��

� � �

M i F //

Id
��

M i F //

F�1

��

� � �
F // M i F //

F�n

��

� � �

M i Id // F�1M i Id // � � �
Id // F�nM i F // � � �

pnix P pηpnMqi ÞÑ F�nx et dx P pnM i�1

Inversement, F�nx P F�nM i avec

dx P pnM i�1 ñ dppnixq P pnpi�1qM i�1

ñ pnix P pηpnMqi



Finalement, SatpMq s'identi�e au sous-groupe abélien gradué :

- des éléments x tel que dpF nxq P pnM��1, n ¡¡ 0

- de di�érentielle

x ÞÑ F�np�ndF nx , n ¡¡ 0

- Le morphisme de Frobenius est donné par la restriction

F : MrF�1s Ñ MrF�1s



Description alternative

M sans p-torsions et F injective

d : M� Ñ M��1 s'étend en

d : MrF�1s Ñ MrF�1s bZ Zr1{ps
dpF�nxq ÞÑ p�nF�ndx

Alors SatpMq est l'ensemble des x tq dx P MrF�1s :

Si dpF�nxq � F�mz , x , z P M alors dpF rF�nxq � prF�mz , r ¡ n
Inversement, si F�nx P SatpMq alors pn divise dx et donc

dpF�nxq � p�nF�ndx P MrF�1s


