Complexes de Dieudonné

Définition:
Un complexe de Dieudonné est la donnée:

(i) d’'un complexe (M™)pez, d : M™ — M"*1) de groupes abéliens.
(ii) d'applications F : M" — M" telles que dF = pFd.



Définition:

Un morphisme de complexes de Dieudonné est une application
u:(M;d,F)— (N,d", F’) ou u est un morphisme de complexes tel
que uF = F'u.

On note DC la catégorie des complexes de Dieudonné.



Un complexe (M,d,F) est dit saturé si :

(i) M est sans p-torsion.
(i) F: M" = {x € M"|dx € pM"*+1}

Remarque:
Si le complexe est saturé, F est injective et pM < Im(F).



Proposition 1:

Il existe une unique application V sur M, appelée Verschiebung,
telle que Vx € M", F(Vx) = px.

De plus, on a FV=VF, FdV=d et Vd=pdV.



Définition:
Soit (M,d) un complexe de groupes abéliens sans p-torsion, on
définit ((np,M), d) un sous-complexe de M[p~1] = Z[%] ® M par:

_)(an)(n) _ {X c pnMn‘dXE pn+1Mn+1}

—af:xeM" — p"F(x) e /\/I”[%]



Proposition 2:

Soit M un complexe de Dieudonné sans p-torsion,

Alors, aup est un morphisme de complexes de (M, d, F) dans
((npM),d, F).

De plus, M est saturé si et seulement si ag est un isomorphisme.



Saturation

f: M — N morphisme de DC
f exhibe N comme le saturé de M si :

(i) N est saturé

(i) VK € Obpc saturé, la composition par f induit un iso

HOch(N, K) = HOch(M, K)

Remarque : (N, f) est déterminé a isomorphisme unique prés



Théoréme
Soit M € Obpc, M admet un saturé, que I'on note Sat(M).

Preuve : On peut supposer M sans p-torsions :
T le sous-complexe de p-torsions, N sans p-torsions, f : M — N
Alors Vne N :

Mn—f o nn

MP/T"




La limite inductive de D est un saturé de M avec :

aF

D = M—”IpMﬂ”h(ﬂpM)—)"'

Remarques : (i) af : (M,d,F) — (n,M, d, F) morphisme

(i) npr =npo--- o 1p et NprM = {x € p™M"|dx € pr("+D) mn+1}
r fois

(iii) Sat(M) = lim D = (@n,,,/w)/ (x ~ ar(x))

reN
(d, F) ~— (dsat(m), Fsat(m))



Vérifions que Sat(M) convient.
Propriété universelle : Soit K saturé
La donnée de g : M — K équivaut a :

ar

M npM Np2 M ——
|
aFy aF aF
K = npK = 77p2K —

La donnée de g : Sat(M) — K équivaut a :

M5 oM sy oM s

K
afF, iso = les deux diagrammes sont équivalents et

Hompc (M, K) ~ Hompc(Sat(M), K)



p-torsions : x € Sat(M) tq p’x =0

Ixp € nprM,  x =mpx, (Ol T, 1 pnM — Sat(M))
p’x=0 = dAN>n p'xy=0 = x=0
Donc Sat(M) sans p-torsions

Sat(M) saturé :

Critére : : Sat(M) — npSat(M)

AFsae(m)
Lemme
(Ej, uj)ien systéme inductif de groupes abéliens. Alors

est un isomorphisme.

Cela donne pour (1, M, aF)ien  QFsar(my : Sat(M) — Sat(n,M)



Reste a montrer Sat(n,M) = n,(Sat(M))
- Sat(np(M)) = ap(Sat(M)) < np(Sat(M))

-Réciproquement, si x € 1,(Sat(M)) alors :

X = TNXN N >> 0
Xy € p' (118 M)’ '
dX;\I c p(/-‘rl)(npNM)(l-i-l)

i.e. xy € Np(npn M) = oyt M

i.e. x € Sat(np(M)) O

Scolie
Le foncteur d'inclusion DCs,: — DC admet un adjoint 4 gauche
M — Sat(M).



Description de Sat(M)

On veut identifier Sat(M) a un sous-groupe gradué de M[F~!]
M[F1] :Ii_m)(/\/]i,MLMi)...)

M[F 1] =5 {F™x}/ (x ~y & Fkx = y ou x = Fky)

via le morphisme :

M$F_1M$F_2ML

M—f m—F pm—F

- M/|J, ker F" s'injecte naturellement dans M[F~!]



M sans p-torsions
Sat(M) s'injecte dans M[F~1] via (en degré i):

aF afF aF afF

M2 (pM)7 2 2 (M) 2

J{Id lxp*" ixp*”/
F

Mi F Mi F L. F Mi

T

Mgty e gy F

pUix e (mpM) — F"x et dxep"Mitl
Inversement, F~"x € F~"M' avec

dx e pnMH—l = d(pnix) c pn(i+1)Mi+1

= p"x € (npn M)’



Finalement, Sat(M) s'identifie au sous-groupe abélien gradué :
- des éléments x tel que d(F"x) € p"M**!, n>>0

- de différentielle
x— F "p7"dF"x, n>>10

- Le morphisme de Frobenius est donné par la restriction

F:M[F 1] - M[F1]



Description alternative

M sans p-torsions et F injective
d: M* — M**t! s’étend en

d: M[F — M[F®zZ[1/p]
d(F"x) p~"F"dx
Alors Sat(M) est I'ensemble des x tq dx € M[F~] :
Sid(F "x)=F ™Mz, x,ze M alors d(F'F"x) =p"F ™z, r >n
Inversement, si F~"x € Sat(M) alors p" divise dx et donc

d(F~"x) = p~"F "dx € M[F!]



