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Résumé

Les différentielles de Kéhler est un outil qui nous permet de faire des calculs différentiels
sur les objets algébriques. Nous voulons similariser la définion des formes différentielles et celle
du complexe de de Rham, de fagon complétement algébrique. Dans cette enquéte, nous allons
construire ces objets-1a et étudier ses propriétés.

L’auteur voudrait remercier professeur Ariane Mézard, aussi bien que professeur Luc Illusie,
qui m’ont donnés des perspicacités et des conseils sur ce projet.
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1 Le module des différentielles de Kahler

Dans ce qui suit, tous les anneaux (et algeébres) sont commutatifs, sauf si spécifié.
Soient A un anneau, B une A-algébre et M un B-module.

Définition 1.1. Une A-dérivation de B & valeurs dans M est un morphisme D : B — M de
A-modules qui vérifie la loi de Leibniz suivante

Va,y € B, D(zy) = xDy + yDx. (1)
On note Dery (B, M) I'ensemble de A-dérivations de B a valeurs dans M.

Remarque. 1. Dera(B, M) est muni d’une structure de B-module.
2. Si D € Dery(B, M), alors D(x™) = nx" ' Dx pour tout # € B et tout entier n.

3. Une application additive D : B — M vérifiant est A-linéaire (i.e. elle est une A-
dérivation) si et seulement si Da = 0 pour tout a € A.



On veut définir le module des différentielles de Kihler Q7 /4 comme le module des A-dérivations
«le plus général » de B. Autrement dit, il existe une A-dérivation « universelle » dg/4 : B — Q5 /A"

Définition 1.2. Le module des différentielles de Kdhler de B/A est un B-module Q}B/A avec une
A-dérivation dg/s : B — Q}B/A tels que pour tout B-module M, 'application

Homp(Qp,4, M) — Dera(B, M), U uodpa (2)

soit bijective.

Etant défini par une propriété universelle, ) /4 €st unique & unique isomorphisme prés, lorsqu’il
existe. Si D € Dery(B, M) et f € Homg(M, N), alors foD € Dery(B, N). On a définit un fonteur

Ders(B,—) : B-Mod — Ens.

De plus, le diagramme

dp/a

Der4(B, M) Homp(Q2, M)
f*l/ lf*
Dery (B, N) T Homp(Q2, N)
B/A

est commutatif, i.e. la bijection est naturelle en M. On a donc

Proposition 1.3. Le foncteur Der4(B, —) est représenté par QE/A.

Dans la suite, on va construire un modeéle pour O /A Une construction directe est de prendre
le B-module libre sur les symboles formels dx, * € B, modulo les relations da = 0 pour a = 0,
d(x +y) = dx + dy et d(xy) = xdy + ydx. On vérifie sans peine que cette construction satisfait la
propriété universelle ([2)). La deuxiéme construction suivante est moins directe, mais elle peut étre
généralisée au cas des schémas.

Soit p: B®4 B — B la multiplication x ® y — zy. Soient Ip/4 := Ker y1 et Q}B/A = [B/A/[%/A'

Lemme 1.4. Ip/4 est engendré (& gauche et a droit) par les éléments 1®z - ® 1, 2 € B.

Démonstration. Soit Y . x; ®y; € Ip)a, ie. > %y = 0 dans B. Alors

in@)yi:Z(%@l)(l@yi—yz’@l):—2(1@)%—1‘1‘@1)(1@%)-

(2 K3

Corollaire 1.5. Les deux structures de B-algébre sur B
b—1®b et b—b®1

induisent la méme structure de B-module sur Q}B, /A



On définit maintenant la dévration universelle
dB/A:B%Q}B/A, r—[ler—z®1].
Bien str, dp/a est a linéaire. Elle vérifie aussi . En effet, pour tous z,y € B

vodpiay+y-dpar=[(12z)10y—y)+(y1)(1®r—-1r®1)]
=[1®zy—zy®1]
= dpya(zy),

i.e. dpsa est une A-dérivation. Montrons que (Q}g /A0 dp/a) vérifie la propriété universelle mentionée

dans la Définition . L’injectivité est facile : on suppose que u € HomB(Q}B / 4, M) satisfait

uodp/a = 0. De Lemme les éléments dp/ax, v € B engendrent le B-module Q}B/A, donc u = 0.
2)

Il reste la surjectivité de (2)). Pour ce faire, soit D : B — M une A-dérivation. L’application
BxB— M, (x,y)— xDy

est A-bilinéaire, donc elle induit un morphisme de A-modules

U:[B/A—)M, ZIL}'@%’—)Zmz‘Dyia

qui s’annule sur I%. En effet, si >, 2, @ y; € [ et p (ZJ T @ yé) € I, alors

U <<Zﬂfl®yz> (ZCC; ®y§>) = inx;D(yl-y})

= Z wiyia; Dy + Z Dy,

() () (5) ()

= 0.

Elle induit donc une application A-linéaire u : QE/A — M. De plus, pourb € Bet ) 2;Qy; € Ipa

u ([(b ® 1)] Z[xl ® ?Jz]) =u (Z [bx; ® y; ) Z bx; Dy; = bu (Z xlDyl> = bu (Z[xl ® yl]> ,

i.e. u est un morphisme de B-modules. Finalement, pour tout x € B
u(dp/az) =u([l @z — 2 ® 1]) = 1Dx — xD1 = D,

i.e. uodg/a = D. Ainsi, on a montré la surjectivité de .
On va calculer QF /4 dans un cas simple.

Proposition 1.6. Si F est un A-module et B = S4(F), l'algébre symmétrique sur E, alors
I’application
@:B@AE%Q}B/A, bRz b-dpar

est un isomorphisme de B-modules.



On a besoin de

Lemme 1.7 (Lemme de Yoneda). Soient A, B deux objets d'une catétogrie C. Si I’on a une bijec-
tion naturelle Homg (A, —) ~ Homg(B, —), alors le morphisme ¢ € Homg(A, B) correspondant a

'identité idp € Homg(B, B) est un isomorphisme.
Démonstration de Proposition[1.6 Soit M un B-module. On va contruire une bijection
Homu(E, M) — Dera(B, M).

On se donne un morphisme de A-modules f : E — M. Pour tout n € N, 'application

E"™ — M, (T1,...,2p HZ(H@) x;)

i=1 \j#i

est A-multilinéaire est symmétrique. Elle induit donc un morphisme de A-modules

fn: SH(E) = M, xn»—>z <ij) ;)

i=1 \j#i

En particulier, fo =0 et f; = f. Les f,, n € N induisent un morphisme de A-modules

f. : SA<E) — M

qui vérifie la loi de Leibniz (I]). Par linéarité, il suffit de la vérifier pour z = 2y -+ - x,, € S%(E) et

Y=1v1"Ym € ST(E). Nous avons

f.(xy) = fm-l—n(ml e Tpln 'ym)
:lexn <Hyj> f(yz)+zy1 (HIJ> z
i=1 i i=1 i
=I1~--$nfm(y1"'ym)+y1~-~ymfn(x1--~xn)
= xfe(y) +yfe(z),

i.e. fo est une A-dérivation. La fleche au sens reciproque dans est simplement la précomposition

avec l'inclusion naturelle £ — B. On a des bijections

Homp(B ®4 E, M) ~ Homy(E, M) ~ Der(B, M) ~ Homp(Qj,,, M),

(4)

toutes sont naturelles en M. Il suit du Lemme [1.7/que B ®4 E ~ QL /A En prennant M = Q} /A

ansl on voit facilement que l'identité de O /A correspond a .

Corollaire 1.8. Si B = A[z;];cz, 'algébre de polynémes en les variables x;, alors

Vo =D B dpjavi

€T

Démonstration. Soit E = @, .7 Ax;, alors B = S4(F). Il suit de la Proposition [1.6| que

1€T

Q}B/A ~B®ay @Axi o EB(B ®a Ax;),

1€T 1€T

qui est un B-module libre & base {1®x;};c7. De plus cet isomorphisme-la associe 1®z; & dp/az;.
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2 Compatibilité avec les opérations d’anneaux

Dans la suite, on notera simplement d pour dpg,4. Les différentielles de Kahler commutent avec
I’extension de scalaires. Autrement dit, on a

Proposition 2.1. Soient A’ une A-algeébre et B’ := A'® 4 B. On a un isomorphisme de B’-modules
B' @5 Qpja =~ Qprjar-

Démonstration. Soit M un B’-modules. On a une bijection naturelle

Homy (B, M) ~ Hom/(B', M) (5)
qui associe chaque morphisme f € Homa(B, M) au morphisme

F:B'=A®sB— M, F(d'®@b)=(ad ®1)f(b).
Si f € Dera(B, M), alors pour tous a},a, € A’ et tous by, by € B, on aura
F((a) @ b1)(a ® be)) = F(aja) ® biby)

&
® 1)((1 @ b1) f(b2) + (1 @ba) f(b1))

ba) + (ay @ by)(a) @ 1) f(b1)
+ (ay ® by) F(a] ® by),

i.e. F' € Dery/(B’, M). Inversement, si F' € Dera/(B’, M), on aura pour tous by, by € B
F1@bb) =F(1®b0)(1®b))=(1®b0)F(1®by)+ (1®by)F(1®by),

ie. f(bibe) = (1 ®by)f(ba) + (1 ® by)f(b1). On conclure que la bijection se restreint a une
bijection entre les dérivations. Les bijections

Hompg (B’ ®p Q}B/A, M) ~ HomB(Q}g/A, M) ~ Ders(B, M) ~ Dera(B', M) ~ HomB/(QIB,/A/, M)

sont naturelles en M. Il suit du Lemme que B'®5 05 /A~ Q5 Jars €t I'isomorphisme correspond

a l'identité de QIB,/A/, i.e. il est donné par v/ @ dx +— b'd(1 ® z). O
Les différentielles de Kéhler est également compatible avec localisation.

Proposition 2.2. Soit S C B une partie multiplicative. On a un isomorphisme de S~ B-modules
ST 054 = Qg1

Démonstration. Soit M un S~'B-module et D : B — M un morphisme de A-modules. Si D €
Der4(B, M), on peut I'étendre & une A-dérivation A de S~!B a valeurs dans M en posant

sDx — xDs

2 )

A (E> =u(x,s) =

S S

qui est bien défini. En effet, pour tout b € S

bsD(bx) — bxD(bs)  b*sDx + bszDb — bwxsDb — b*xDs  sDx — xDs
s2b? - s2b? - s = ule, s).

u(bx, bs) =




Ainsi, si rtx = rys pour un certain r € S, on aura
u(z, s) = u(rat, rst) = u(rys, rst) = u(y, t).
Inversement, toute A-dérivation de S~ B se restreint a une A-dérivation de B. On a des bijections
Homg-15(S~ QB/A, M) ~ HomB(Qg/A, M) ~ Ders(B, M) ~ Ders(S™'B, M) ~ HomSaB(Q}g,lB/A,M),
toutes naturelles en M, d’ou le résultat suit. O
Exemple 2.3. Si A et B sont intégres, K = Frac(A) et L = Frac(B), on aura un isomorphisme
L®p QIB/A ~ QlL/A = QlL/K
de L-espace vectoriels. En effet, les notions de A-linéaires et de K-linéaires sont indifférenciables.
Les différentielles de Kéhler comporte bien avec la somme directe.
Proposition 2.4. Soient B et B’ des A-algébres. On a un isomorphisme de (B @ B’)-modules
Vponja ~ Upja ®© Uprya-
Démonstration. On vérifie sans peine que ’application
6:B€BB’—>Q}B/A@91,/A, (z,2") — (dx,dz")
est une A-dérivation. Soit M un (B @ B')-module. Si A : B@& B’ — M est une A-dérivation, alors
Aor:B— M, Aol :B — M

sont des A-dérivations (ou ¢ et ¢/ sont les injections canoniques). Soient f € Homp(Qh s> M) et
f" € Homp (02}, Jan M ) les morphismes associés. Alors ’application

F Q}B/A @ Qj Brja — M, (z,2") = f(2) + f(2)

est (B @ B')-linéaire. En effet, soient b, z;,y; € B et V/, 2}, y; € B'. On a
( (b, V) (Z xldyz,Za: dyj>> =F (Z bxidyi,Zb/:c;dy;>
( J

= f (Z bxzdyz> + f (Z blﬂf/ dy])
:Z bx;, 0) f (dy;) +Z (0,0'2%) f (dy})
Z bxza yia + Z ,b/[lf; O’yj)
J

En particulier,

F (Z xidyi,zx;d%) = (i, 0)A(y:,0) + Z A0, ;). (6)
i J

i



Ainsi

( (b, V) (szdyl,Zx dy]>> Z(b%,o)ﬁ(yi,()) +Z(O Vo ’)A(O y;)
—be/ 75,0)A(y;,0 +be’ A(0,4)

(b,V)F (Z xldyz,Zx dyj> .

De plus, F(6(x,2")) = F(dx,dz’) = f(dz) + f'(dz') = A(z,0) + A(0,2') = A(z,2") pour tout
(r,2') € B x B',ie. Fod = A. Finalement, si G : Q}B/A @ Ol 1/a — M est un morphisme de
(B ® B')-modules vérifiant G o § = A, il vérifira aussi (6], d’ot G = F. Ainsi le (B & B’)-module
0L 4 ® 0L, /4 et la dérivation J vérifient la propriété universelle de Qb p /A O

Les différentielles de Kéhler linéarise le produit tensoriel. On a
Proposition 2.5. Soient B et B’ des A-algébres. On a un isomorphisme de (B ®4 B’)-modules
QE@,L,B'/A =~ QE/A ®aB'® B®a QJIB’/A'
Démonstration. Soit M un (B ®4 B’)-module. On va construire une bijection naturelle
Dera(B @4 B', M) — Dera(B, M) x Dera(B', M). (7)
Soit A € Derg(B ®4 B’, M), on définit alors des A-dérivations D : B — M et D' : B' — M par
Vbe B, Db=A(b®1), W e B, DV=A1xV).

Réciproquement, deux A-dérivations D : B — M et D' : B' — M nous donne une A-dérivation
A:B®y B — M en posant

V(b,0') € Bx B, AbebV)=0b21)Db+ (1xV)D'V.
On a donc la bijection , qui est a fortiori naturelle. Les bijections

HomB®AB/(Q}B®AB,7/A,M) ~ Dera(B ®4 B', M)
~ Dera(B, M) x Dera(B', M)
~ HomB(Q}B/A,M) X HomB/(Q}B,/A,M)
~ Hompg,, 5/ (/4 ®a B', M) x Hompg, 5/ (B @4 Qi /4, M)
~ Hompg 5 (Qp/a ®a B’ ® B @4 Qpija, M)

sont naturelles. On en déduit le résultat. OJ

3 Deux suites exactes fondamentales

Les différentielles de Kéahler se comportent bien sous le changement d’anneaux. On rappelle
que les fonteurs Hom (co- et contravariant) sont exacts a gauche. On a aussi le résultat reciproque.
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Lemme 3.1. Soit N; ER N, % Ny — 0 une suite des morphismes de A-modules telle que pour
tout A-module M, la suite

0 — Homa (N3, M) L5 Homa(Ny, M) L5 Homa(Ny, M),

soit exacte. Alors la suite V; i> Ny EN N3 — 0 est exacte.

Démonstration. 1. Surjectivité de g : Soient M = Coker g et m : N3 — Coker g la projection
canonique. Comme g*m = mo g = 0 et ¢g* est injectif, on a 7 = 0. Puisque 7 est surjective,
on a Coker g = 0, i.e. g est surjectif.

2. gof=0:S0it M = N3, alors go f = f*¢g*idn, = 0.

3. Kerg C Im f : Soient M = Coker f et m : N3 — Coker f la projection canonique. On a
ffr =mof =0, doum™ = hog pour un certain h : N3 — M. Soit y € Kerg, alors
m(y) = h(g(y)) =0, ie. y € Im f. -

Proposition 3.2 (Premiére suite exacte fondamentale). Soit ¢ : B — C une B-algébre commuta-
tive. On a une suite exacte de C-modules

Démonstration. Soit ¢ ® db — cdu(b) la premiere fleche. De lemme [3.1] il suffit de montrer que
pour tout C-module M, la suite

0 — Home(Qp, 5, M) — Home(Qp)4, M) = Home(C @p Q) 4, M)

est exacte. Or Home(C ®@p Qp,,, M) ~ Homp(Qp,,, M) de maniére naturelle en M. Montrons
que la suite

0 — Derg(C, M) — Dera(C, M) > Ders(B, M)
est exacte, ou la fleche Derg(C, M) — Dera(C, M) est I'inclusion (qui est évidemment injective).
Bien siir, alors :*D = D o+ = 0 pour tout D € Derg(C, M). Reciproquement, si D € Der4(C, M)
telle que D o+ =0, alors pour tout b € Bet c€ C, on a
D(u(b)e) = v(b)Dc + ¢D(u(b)) = (b)De,
i.e. D est B-linéaire. La conclusion suit. ]

La deuxiéme suite exacte fondamentale trait du quotient.

Proposition 3.3 (Deuxiéme suite exacte fondamentale). Soit I un idéal de B (en tant que A-
algebre). On a une suite exacte de B/I-modules

I/I* — Qf /A/IQ}B 4= Q%B /a4 — 0. (9)

Démonstration. Pour tous z,y € I, on a d(ry) = ady + ydv € I1Qy,,, d'ou d(I?) C IQ,,. Ainsi
la premiere fleche est évidente, on 'appelle a. Concrétement, «([x]) = [dz] pour x € I.

Soit m : B — B/I la projection canonique. La A-dérivation do7w : B — Q%B/I)/A induit
un morphisme de B-modules Q}B/A — Q%B/I)/A qui s’annule sur [Q}B/A. Ce morphisme induit la
deuxiéme fleche, qu’on appelle 3. Pour préciser, f([dx]) = dn(z) pour tout z € B. Il suffit de
montrer que la suite

0 — Homp (g 1y4- M) 25 Hompy(2,4/ 1% 4, M) < Homp,(1/1%, M)
est exacte pour tout B/I-module M.



1. Injectivité de B*. Soit f € HomB/I(Q%B/I)/A,M) tel que fo 8 =0 : Pour tout d € z, on a
fldr(z)) = f(Bldz]) =0, don f = 0.

2. a*of*=0:Eneffet foa=0carsizel, fla([z])) = ([dx]) = dr(z) = 0.

3. Kera* C ImB* : Soit f € HomB/I(Qg/A/IQ}B/A,M) tel que foa = 0. Soit p : Q}B/A —
Q}B/A/[Q}B/A la projection canonique. Alors fopod: B — M est une A-dérivation. On a

Veel,  f(pldr)) = f(ldz]) = fa([z])) = 0,

donc f o pod se factorise par 7. Le morphisme induit est une A-dérivation de B/I a
valeurs dans M. Soit f : Q%B/I)/A — M le morphisme de B/I-module qu’il induit, i.e.

fodo7r:fopod. Il reste de montrer que foﬁzf. En effet, pour z € B,

F(B(dx])) = f(dm(x)) = f(p(dx)) = f([dx]).
Ainsi f = fo 3 € Im S*.
De Lemme [3.1] on conclut. O

Remarque. On peut remplager Qp,/1Q , dans (9) par (B/I) @5 Qp -
Corollaire 3.4. Soient B = A[z;]iez, I un idéal de B et C'= B/I. Alors

0L~ D.c; Cdu;
C/A — d([) .
Démonstration. On se sert de la suite exacte @
I/ = C®p Qg — Qpa — 0.

On a Qp, = @,c; Bdx; (Corolllaire . Ainsi C ®@p Qp )y =~ @,y C @p Bda; ~ @7 Cdz;. De

plus, 'image de « est exactement d(/ O

Corollaire 3.5. Soit k£ un corps et A une k-algébre. Si m est un idéal maximal de A dont le corps
résiduel est isomorphe a k, on a un isomorphisme de k-espaces vectoriels

m/m® ~ k@4 Qe
Démonstration. On se sert de la suite exacte @
m/m® =k ®a Q= Y = 0.

Or Q; s = 0 car pour tout k-espace vectoriel M, la seule k-dérivation k — M est 0. Il suffit de
montrer que la fleche a : m/m? — k ®4 9114/1@ est injective, i.e. a” : (k ®a Qz/k)v — (m/m?)Y
est surjective. En effet, la suite exacte de k-algébres 0 — m — A — A/m — 0 est scindée,
donc A = k @ m en tant que k-espace vectoriels. Considérons alors une application k-linéaire

f:m/m? — k. On définit
Dy: A=k, r=u+mw f([m]), u€ekmem
qui est une k-dérivation, car six = u+m et y = v +n avec u,v € k et m,n € m, alors

Dy(wy) = f(fun+vm-+mn]) = f([un-+vm]) = uf([n))+vf({m]) = uDyy+vDyz = 2-Dyy+y-Dya.
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Soit F': k®a QY — K associée a Dy par la bijection (k®4Q} )" ~ Homa (2}, k) =~ Dery,(A, k),
ie. F(u®dzr) =uDsx pour u € k et x € A. Pour m € m, on a

F(a([m])) = F(1®dm) = Dym = f([m]).
Ainsi, oV (F) = f, d’ou la surjectivitié de . O

Exemple 3.6. Soient k& un corps et V' un ensemble algébrique dans k™. Soit p € V et Op 'anneau
local de V' en P. Son unique idéal maximal mp est constituté des fonctions annulant en P, qui est
de corps résiduel k. L’espace mp/m% est appelé espace cotangent de Zariski de V en P. On peut
voit donc Q}QP /i, comme I’espace des formes linéaires sur I'espace tangent en P.

4 Le complexe de de Rham

On peut maintenant définir les différentielles de Kéahler de degré supérieur. Soit n € N

Définition 4.1. On appelle O, := /\%(QE/A) module des différentielles de Kdhler de degré n.

En particulier, Q% /A= B. On voit facilement que Q% /a €st engendré (en tant que B-module)
par les éléments de la forme dxy A---Adx,, x1,...,x, € B. On veut construire les « différientielles
extérieures » d" : ()} s Q’]Ji‘ pour n € N, qui vérifient les propriétés suivantes.

1. Les d" sont A-linéaires.

2. d""'od" =0 pour tout n € N.

3. d°=d.

4. d"™(a A B) =d"a A p+ (—=1)"a Ad™B pour tout («,3) € Q4 X Qg4

Commengons par le cas o n = 1. .L’application A-bilinéaire
BxB—)QZB/A, (x,y) — dx AN dy

induit un morphisme de A-modules

U:]B/A%Q%/Aa in®yil—>2dxi/\dy,~

qui s’annule sur 1129/14- En effet, si ), z; @ y; et 3, 2% @y sont dans Ip/a, alors

U <<Z T @ yz> (Z T ® y;)) =U (Z d(z;x) A d(yiy;-))

= Z(xlda:; + 2dx;) A (yidy; + ydy:)
i,J

= Z(xlg/ldw; A dy; + zhysda; A dy;)
2

+ Z(yld:cl A 2idy; + yidals A zidy;).
i,j
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Comme ) .2y, =0, 0ona ), x;dy; + >, yidr; =Y. d(x;y;) = 0, ie.
Zyidxi = - Z x;dy;,

et de méme » , yidr; = — 3, 2dy;. 1l suit que
Z(miyidx; A dy; + 2hyda; A dy;) = Z TiY; Z dx’; A dy; + Z 2y Z dz; A dy; =0
1,J

et que

Z(yidxi A zidy’ + yida A zidy;) = (Z yidxl) A (Z xQdyé) + (Z y}dm}) A (Z xidyZ)
i, ( J J (
= - (Z xidyi> A (Z xédyé) - (Z :U;.dy;) A (Z xidyZ)
i j j i

= 0.

Ainsi, U induit un morphisme de A-modules d' : Q}B/A — QQB/A, xdy — dx A dy. Montrons que
d’ ;= d et d' vérifient les propriétés . et . En effet, pour z € B, on a

d'd’z = d'dx = d1 A dx = 0.

Quand n = m = 0, la propritété [l devient la loi de Leibniz. Considérons le cas ou n = 1 et m = 0.
On peut supposer que o« = xdy et [ = z avec x,y,z € B. Alors

d" (zdy A 2) = d*(zzdy) = d(x2) Ady = zdx A dy + zdz A dy = d(zdy) A z — xdy A dz,

i.e. d(aNB)=daApB—aAdB comme voulu. Dans le cas ot n = 0 et m = 1, on peut simplement
changer les roles de o et de 5.

Théoréme 4.2. Il existe une unique famille (d"),en des fleches, ou d™ : Q7 A= Q%J/rj‘ vérifiant
les propriétés|[i], 2, Bl et [

Démonstration. Unicité. On considére un élément de la forme zdzi A---Adx, ot x, 21, ..., 2, € B.
On peut montrer par récurrence sur n que

d"(zdxy A - Ndzy) = dx Ndzy A -+ N day,.

Comme ces éléments engrendrent 2% /A (en tant que groupe abélien) on obtient l’unicité de d".
Ezistence. On a construit d° et d' ci-dessus. Soit Qp/a = @, % Bja = = Nz B/ la B-algebre
extérieure sur QIB/A. Malheureusement, le morphisme d' : QlB/A — QB/A — (p/a n'est pas B-
linéaire. L’idée est de contruire une structure de B-algebre anti-commutative graduée sur Qg4 @
Q2p/4. On le munit tout d’abord une structure de A-algebre en posant

va € QB/A7/8 € QB/A7 /75/ € QB/Aa (a70/)(ﬁ7ﬁ/> = (OZ A B,O/ A 5 + (_1)715/ A Oé),

puis étendant a Qg4 @ 2p/4 tout entier par linéarité. En particulier, 'unité de cette multiplication
est (1,0). Le morphisme d’anneaux

hO:B%QB/A@QB/A, x> (x,dx)
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donne Qp/4 @ Qg 4 une structure de B-algébre. On définit
ht! :Q}B/A%QB/AEBQB/A, w i (w,d'w).
Affirmons que h' est B-linéaire. En effet, pour z € B et w € Qy /4> Par la propri¢té .
Al (2w) = (2w, d" (2w)) = (2w, dr Aw + rd'w) = (2,dz)(w, d'w) = K’ (z)h' (w).

Ainsi, il existe une morphisme de B-algébres h® : Qp 4 — Qg 4 ©{2p 4 dont la restriction sur Q}B /A
est h!. On vérifie sans peine que h® est une section de la projection sur la premiére coordonée. Soit
d® la composée de h® et la projection sur la deuxiéme coordonnée. Autrement dit,

Vw € Qp)a, ht(w) = (w, d*w).

Alors d® est A-lin¢aire. En particulier, d*|p = d° et al‘|Q1B h = d'. Montrons que d*(Q% /A) C Qg/j

par récurrence sur n. Les cas o n = 0 et n = 1 sont déja traités. Soit donc n > 2. Tout élément
de Q%/A et une somme finie d’éléments de la forme a A 3, ol « € Q}B/A et § € Q%ﬁ‘. On a

(a A B,d*(a A B)) = h*(a A B) = h*(a)h*(8) = (a,d'a)(B,dB) = (a A B,d'a A B —a A d°B).

Comme d*8 € 2} /A (I'hyphothese de récurrence) et d*a € Q% A0 il suit que
d*(aNB)=d'aNB—andBc Q’éﬁ-

On peut définir ainsi d" := d.’Q%/A . Q%/A N Q%ﬁr
Montrons la propriété 4| En effet, pour oo € Q0 /4 €t Beqr A

(anB,d™ ™ (@AB)) = h*(anB) = h*(a)h*(8) = (@, d"a)(8,d™B) = (aAB, d"aAB+(~1)"and™B),

d’ou la propriété [l vient. Montrons finalement la propriété [2 par récurrence sur n. Le cas ou
n = 0 est traité. Soit n > 1 et w=a A [ avec a € QE/A et Q%ﬁx' Alors

A" d" (a A B) =d" T d'a A B —andTp)
=dldaNf+dand I —dand B+ anddB
=0

par ’hypothése de récurrence. O

Définition 4.3. 1. Eléments de Q%/A s’appelent n-formes différentielles de Kdhler de B/A.
2. Une n-forme « est dite fermée si d"a = 0.
3. Une n-forme « est dite exacte s’il existe une (n — 1)-forme 3 telle que o = d" ! 3.

4. Le complexe de de Rham algébrique de B/A est le complexe de cochaines

5. Le n-ieme groupe de cohomologie de de Rham de B/A est Hjz(B/A) := Kerd™/Imd" .

12



Remarque. On notera simplement d pour d". Si « et /3 sont deux formes fermées, la propriété 4]
assure que a A 3 l'est. Si 3 est exacte, dit 8 = dvy et o € (0} /a st fermée, alors

dlany)=daAny+ (—1)"aANdy=(-1)"aAp

d’ott a A [ est exacte. Ainsi, le produit extérieur A induit une structure de B-algébre anti-
commutative graduée sur Hqg(B/A) := @,y Hir(B/A).

Remarque. Soient B et B’ deux A-algébres. L’isomorphisme dans la Proposition nous donne
un isomorphisme de (B ®4 B’)-algébres

Qpe,p/a = /\ (Upe,p/a) = /\ (s ®a B & B4y 4) = Qpja®aQpya. (10)
B® 4B’ BoAB

Si A = k est un corps, la formule de Kiinneth assure que
Har ((B @y, B')/k) = Har(B/k) @k Har(B'/k) (11)
en tant que k-espace vectoriels.

Exemple 4.4. Soit B = A[z;)iez. De Corollaire , on sait que pour tout n € N, Q%/A est un B-
module libre & base {dz;, A---Adz;, }, indexée par les sous-ensembles {i1, ...,7,} de J de cardinal
n. La différentielle d'une n-forme w = fdz;, A--- Adx;, (ou f € B) est

dw =df N --- Ndz;,,

0
oundf =1 8f

priées, on a le résultat familier suivant.

dz;. En particulier, si |Z| = p, Q% /a €8t de rang ( ) Sous les conditions appro-

Théoréme 4.5 (Lemme de Poincaré algébrique). Soit k un corps de caractéristique nulle. Soient
p € N* et A := k[zy,...,2,]. Les groupes de cohomologie de de Rham de A/k sont nuls, sauf le
0-iéme groupe qui vaut k.

Démonstration. De (1)), il suffit de traiter le cas ot A = k[z]. On a Q} , = Adw et Q7 , =0

pour n > 2 (donc Hjg(A/k) = 0 si n > 2). Toute 1-forme fdx est exacte, car tout polyndome a
coefficients dans un corps de caractéristique nulle a un primitive, d’ott Hig (A/k) = 0. Finalement,
une 0-forme f € A est fermée si et seuelemnt si f € k. Donc Hz (A/k) = k. O

Exemple 4.6. Soient k un corps de caractéristique nulle et A = k[z, z7!], Panneau de polynémes
de Laurent. Par la Proposition , QL o= Adzx. De plus 7} o= 0 pour n > 2 (les puissances exté-

rieures commutent avec localisation). On voit facilement que Hz (A/k) = k. Calculons H}z (A /k).
En effet, un polynoéme de Laurent f = >°" ;2" € A admet un primitive si et seulement si
a_1 = 0. On conclut que

HiR(A/k) =k, Hig(A/k) = kd—x 1r(A/k) =0 pour n > 2.

Avec le méme argument, si la cactéristique de k est p > 0, on aura

r(A/k) = @ k', Hig(A/k) = @lm”’ Ydx, 1r(A/k) =0 pour n > 2.

1€EZ €7
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